
ΘΕΩΡΗΜΑΤΑ==oOLLE=-==ΜΕΣΗΣ ΤΙΜΗΣ ΚΑΙ ΣΥΝΕΠΕΙΕΣ ΤΟΥΣ=
=

=
=
NK= Δείξτε ότι η=Oχ3-3χO-36χ+συνθ===M=,=θ=Î=Â =,=έχει το πολύ μια ρίζα στο=

EM,N)K=
=
OK= =
=

=
=
PK= Να αποδείξετε ότι η εξίσωση=:= xe- ===αχ=,=α=Î=Â =,=έχει το πολύ δυο=

πραγματικές και άνισες ρίζεςK=
=
4K= Δείξτε ότι η εξίσωση=:= xe -χO-χHN3===M=,=έχει τρεις το πολύ πραγματικές=

ρίζεςK=
=
RK= Δείξτε ότι η εξίσωση=:=OχOH3ημχH4==M=,=έχει δυο το πολύ ρίζες στο=Â K=
=
6K= Δείξτε ότι η εξίσωση=:= xe =HOχ3-RχOH3χHO===M=,=έχει τρεις το πολύ ρίζες=

πραγματικέςK=
=
TK= Να δειχθεί ότι η εξίσωση=:= xe ===αχO+βχ+γ=,=α,β,γÎÂ =,=έχει το πολύ τρεις=

πραγματικές ρίζεςK=
=
=
=
=
=
=
=
=
=
=
=

Κατηγορία=N=
Ασκήσεις στις οποίες ζητείται το πολύ μια ρίζα στο ΔK=
Α=)==Απαγωγή σε άτοπο με ΘKoolleK=Θεωρώ ότι η=f=Ex)=έχει δυο ρίζες ρN,ρO=
και είναι παραγωγίσιμηK=Οπότε ισχύουν οι προϋποθέσεις του=oolle=,=άρα=
υπάρχει χM ώστε=f=΄(χο)===M=EN)=,=τότε είτε η=EN)=είναι αδύνατη είτε η ρίζα χM=
της παραγώγου δεν ανήκει στο διάστημα ΔK=
=
Β=)==Δείχνουμε ότι=f=Ex)=είναι γνησίως μονότονη ή=N-N=οπότε θα έχει το=
πολύ μια ρίζαK=

Κατηγορία=O=
Ασκήσεις στις οποίες ζητείται ότι μια εξίσωση έχει το πολύ ν ρίζεςK=Δείχνο-
υμε ότι αποκλείεται να έχει νHN=ρίζεςK=Αυτό γίνεται όπως στην κατηγορία=NK=



=
=
=
=
=
=
=
=
=
=
=
=
=
=
=
=
=
=
=
=
8K= Αν μια συνάρτηση=f=Ex)==είναι παραγωγίσιμη με=f=Eκ)===λO και=f=Eλ)===κO==και==

κ>λ να δειχθεί ότι υπάρχει ξ=Î(λ,κ)==με=f=΄(ξ)===-Oξ=
=
9K= Έστω=f=Ex)=συνεχής στο=xα,β]=και παραγωγίσιμη στο=Eα,β)=η οποία μηδε-

νίζεται στα α=,=β και μόνο σε αυτάK=Αποδείξτε ότι για κάθε α=Î=Â  υπάρχει=
ξ=Î=Eα,β)=τέτοιο ώστε=:=f=΄(ξ)===κ=f=Eξ)=

=
NMK= Αν=f=Ex)==παραγωγίσιμη στο=xO,3]=και=f=E3)=-=f=EO)===ln3=–=lnO=,=να δείξετε ότι=

υπάρχει ξ=ÎEO,3)=,=ώστε=:=f=΄(ξ)===
ξ
N =

NNK= Αν= Mδ
Nρ

γ
Nμ

β
Nν

α
=+

+
+

+
+

+
,να δείξετε ότι η εξίσωση αχν+βχμ+γχρ+δ==M=

έχει τουλάχιστον μια ρίζα στο=EM,N)K=
=

=
=
NOK= Θεωρούμε την=f=Ex)=:=x-α,α]=à=Â  που είναι δυο φορές παραγωγίσιμη στο=

E-α,α)=και συνεχής στο=x-α,α]K=Επίσης ισχύει=:=f=EM)===
O

)αEf)αEf +- K=Να δε-

ιχθεί ότι υπάρχει ξ=ÎE-α,α)=ώστε=:=f΄΄=E=ξ=)===MK=
=

Κατηγορία=4=
Στις ασκήσεις που ζητείται η ύπαρξη ξ=Î=Eα,β)=ώστε=:=f=΄΄=E=ξ=)===M=K=Αποδε-
ικνύουμε ότι υπάρχουν ξN=,=ξO=Î=Eα,β)=τέτοια ώστε=:=f=΄=EξN)===f=΄(ξO)K=Τα ξN και=
ξO προκύπτουν από το Θ.Μ.Τ σε κατάλληλα διαστήματα=xα,=λ]=,=xλ,=β]=K=Στη=
συνέχεια αφού ικανοποιούνται οι προϋποθέσεις του ΘK=oolle=θα υπάρχει ξ=
τέτοιο ώστε=:=f΄΄=E=ξ=)===M=K=

Κατηγορία=P=
Ασκήσεις στις οποίες ζητείται η ύπαρξη χM=Î=Eα,β)=ώστε να ισχύει=hEχο)==MK=
Επιλέγουμε Η(χ)=για την οποία ισχύει Η΄(χ)===hEχ)=και αποδεικνύουμε ότι=
ισχύουν οι προϋποθέσεις του ΘKoolleK=
=
==α=)===Αν=f=΄ExM)===κ=Þ ==f=΄ExM)=–=κ===M=Þ =Ef=ExM)=–=κχ)΄===M=Þ =g΄ExM)===M=,==
=========Θεωρώ=:==gEx)===f=Ex)=–=κχ=
=
==β=)===Αν=f=΄ExM)===κ=f=ExM)==Þ ==f=΄ExM)=-=κf=ExM)===M=Þ = Mkxe- Ef=΄ExM)=-=κf=ExM))==M==
=========Þ ==E Mkxe- f=ExM)=)΄===M=K=Θεωρώ=:=gEx)=== )xEfe kx- K=
=

==γ=)===Αν=f=΄ExM)∙(χM-κ)===f=ExM)=Þ =f=΄ExM)EχM-=κ)=-=f=ExM)===M=Þ =E M)
kx
)xEf

M

M =¢
-

=

=========Θεωρώ την=gEx)===
kx
)xEf

-
K=

===δ=)==Αν=f=΄ExM)=Eκ-=χM)===f=ExM)=Þ…KK=Θεωρώ την=gEx)===f=Ex)Eχ-κ)=



NPK= Δίνεται=f=Ex)==:=xα,β]=à=Â ,=συνεχής στο=xα,β]=και δυο φορές παραγωγίσιμη=

στο=Eα,β)K=Αν οι αριθμοί=f=Eα)=,=f=E )
O

βα + ,f=Eβ)=είναι διαδοχικοί όροι αριθμη-

τικής προόδου=,=να δείξετε ότι υπάρχει χο=Î(α,β)=με=f΄΄=E=χο=)===M=
=
N4K= Έστω=f=Ex)==:=xα,β]=à=Â  τρεις φορές παραγωγίσιμη στο=xα,β]=με τις ιδιό-

τητες=:=f=Eα)===f=Eβ)=και==f=΄(α)===f=΄(β)===MK=Δείξτε ότι υπάρχει χM=Î(α,β)=έτσι=
ώστε=:=f=΄΄΄=E=χM=)===M=

=

=
=
NRK= Έστω=f=Ex)==παραγωγίσιμη στο=xα,β]=με=f=Eα)===N=και=f=Eβ)===OMM4K=Δείξτε=

ότι υπάρχουν ξN,ξO,ξ3=Î=Eα,β)=τέτοια ώστε=:=f=΄(ξN)=H=f΄(ξO)=H=f΄(ξ3)===
αβ

6MM9
-

=

N6K= Έστω η=f=Ex)==παραγωγίσιμη στο=xα,β]=με=f=Eα)===e==και=f=Eβ)===-=e=K=Να δεί-
ξετε ότι=:==

α=)==η=f=Ex)==έχει μια τουλάχιστον ρίζα στο=Eα,β)=

β=)==να δείξετε ότι υπάρχουν ξN=,=ξO=Î(α,β)=ώστε=:=
e

αβ
)ξEf

N
)ξEf

N
ON

-
=

¢
+

¢
=

=
NTK= Έστω=f=Ex):=xα,β]=à=Â ,=συνεχής στο=xα,β]=και παραγωγίσιμη στο=Eα,β)=και=

f=Eα)===f=Eβ)K=Να δείξετε ότι υπάρχουν ξN=,=ξOÎ(α,β)=με α<ξN< O
βα + <ξO<β=,=

ώστε να ισχύει=:=f=΄(ξN)=H=f΄(ξO)===MK=
=
N8K= Αν η=f=Ex)==ικανοποιεί τις προϋποθέσεις του Θ.Μ.Τ στο=xM,3]=να δείξετε=

ότι:=f=΄(ξN)=H=f΄(ξO)=H=f=΄(ξ3=)===M=
=
=
=
=
=
=
=
=
=
=
=
=
=
=

Κατηγορία=R=
=
Ασκήσεις στις οποίες ζητείται η απόδειξη ύπαρξης ξN,ξO,…ξν=Î(α,β)=ώστε=
να ισχύει μια συγκεκριμένη σχέσηK=Εφαρμόζουμε το Θ.Μ.Τ σε διαστήματα=
που προκύπτουν μετά από κατάλληλη διαμέριση του=xα,β]K=

Κατηγορία=6=
Απόδειξη ανισοτικών σχέσεωνK=Χρησιμοποιούμε το Θ.Μ.Τ=K=Κάνουμε τα=
εξής=:=

α=)==μετατρέπουμε την ανισότητα στη μορφή=:=μ=<=
αβ

)αEf)βEf
-
- <=ν=

β=)==αναγνωρίζουμε την συνάρτηση=f=Ex)==και το διάστημα=xα,β]=
=

γ=)==εφαρμόζουμε το Θ.Μ.Τ=,=οπότε υπάρχει ξ=Î(α,β)=:=f΄=Eξ)===
αβ

)αEf)βEf
-
- K=

Τότε αρκεί να δείξουμε ότι=:=μ=<=f=΄(ξ)=<=ν=,=η οποία προκύπτει==με τη βοήθε-
ια της μονοτονίας=K=



N9K= Να δείξετε ότι=:= <
-

ασυν
αβ
O εφβ=–=εφα=<=

βσυν
αβ
O

- =,=M<α<β<=
O
π K=

=

OMK= Να δείξετε ότι=:=σφβ=<=
αβ

)ημαlnE)ημβlnE
-
- =<=σφα==,=M<α<β<=

O
π K=


