
=

ΑΛΓΕΒΡΑ=
=
=
=
=
=

Α’=ΛΥΚΕΙΟΥ



 

 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ==NΟ==
=
=
=

ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΟΙ==ΑΡΙΘΜΟΙ=
=
=
=

ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΘΕΩΡΙΑΣ=-=ΑΣΚΗΣΕΙΣ



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1Ο   ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΟΙ ΑΡΙΘΜΟΙ   

Επιμέλεια : Κοσόγλου Ιορδάνη μαθηματικού    1 
  

 ΘΕΩΡΙΑ=
=
NKN==Οι πράξεις και οι ιδιότητες τους=
=
Αν α=I=β=I=γ=I=δ==πραγματικοί αριθμοί τότε ισχύουν οι ιδιότητες=:==
=

· α=Z=β=Û ==α=H=γ=Z=β=H=γ==
=
· Αν= =γ¹ =M==I==α=Z=β=Û ==αγ=Z=βγ=

=
· αβ=Z=M= =Û ==α=ZM===ή===β=Z=M=

=
· αβ¹ =M=Û ==α=¹ =M==και==β¹ =M=

=
=

Αναλογία=: ονομάζουμε την ισότητα δυο λόγωνK=Για παράδειγμα==
δ
γ

β
α
= =K=Στις=

αναλογίες ισχύουν οι παρακάτω ιδιότητες=:==
=

·=
δ
γ

β
α
= ===Û  αδ=Z=βγ====E=χιαστί=)==

=

·=
δ
γ

β
α
= ==Û ==

δ
β

γ
α
= =

=

·=
δ
γ

β
α
= ==Û ==

γ
δγ

β
βα +
=

+ ===και==
δγ

γ
βα

α
+

=
+

=

=

·=
δ
γ

β
α
= ==Û ==

δ
γ

β
α
= Z

δβ
γα

+
+ =

=

Παράδειγμα=:=Αν=
δ
γ

β
α
= =I=να αποδείξετε ότι=:=

δTβR
γTαR

β
α

-
-

= =Iμε=x=βδERβ-Tδ)=z¹ M=

=

Θεωρούμε==
δ
γ

β
α
= =Z=λ=I=οπότε===α=Z=λβ και γ=Z=λδK=Συνεπώς το=Rα=–=TγI==γίνετα-

ι:==Rα=–=Tγ=Z=R=λβ=–=T=λδ=Z=λE=Rβ-Tδ)K=Επομένως==λ=Z=
δTβR
γTαR

-
- Z

δ
γ

β
α
= =

=
=

ΑΣΚΗΣΕΙΣ=
=

NK= Αν οι αριθμοί==Α=Z=χ-4ψHRω==και==Β=Z=Oψ-χ-Pω είναι αντίθετοι να αποδεί-
ξετε ότι ω=Z=ψ=

=
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OK= Αν αI=βI=γ ακέραιοι διαδοχικοί=I=να δειχθεί ότι α+β+γ είναι πολλαπλάσιο=
του=PK=

=
PK= Να βρεθεί το αποτέλεσμα της παράστασης:==
=

= = = ENH )
1MM

11)KKKKKKKKE
P
11)E

O
11)E

1
1

+++ =

=
4K= Να σημειωθεί η σωστή απάντηση σε κάθε μια από τις παρακάτω προ-

τάσειςK=
=
====  α)=Αν αI=β αντίστροφοι τότε:=
=
==============ι)=α=β===============ιι)=α+βZM== ιιι)=αβZM= = ιν)=αβZN=
=

============β)=Το κλάσμα=
)1E
)OE

+
+

aa
aa  ορίζεται όταν:=

==============ι)=α¹ -N= = = = = = = ιι)=α¹ M= ιιι)=α ¹ M=ή α¹ -N= ιν)=α ¹ M=και α¹ -N=
=

========== γ)=Αν αI=βÎ Ζ με β¹ M=I=τότε=
b
a  είναι:=

==============ι)=θετικός============ ιι)=αρνητικός======= ιιι)=ρητός== ιν)=ακέραιος=
=

5K= Έστω=
δ
γ

β
α
= K=Να αποδειχθεί ότι=:=

βOδP
αOγP

δ
γ

-
-

= =I=βδEPδ-Oβ)=¹ =M=

=

6K= Αν=
O
P

y
x
= =I=να υπολογίσετε τις παραστάσεις=:= = =

= Α=Z=
yx

x
+

= = Β=Z=
x

yx - = = Γ=Z=
yR
xP =

=

TK= Αν==
T
z

4
y

O
x

== ==και==Px-OyHz=Z=NM=I=να βρεθούν τα=x=I=y=I=zK=

=
=
NK=O====ΔΥΝΑΜΕΙΣ==
=

NK α1 =Z=α= = = = = OK==α M Z=N=

PK α m K=αn Z=α nm+ = = = 4K= nm
n

m

a
a

-=
a =

5K αn βn Z=Eαβ)n = = = 6K= n
n

n

b
a

b
)E=

a =

TK α n
n

a
1

=- = = = = 8K= nn

a
b

b
)E)E =-a =

9KE=α m )n Z=Eα mn ) =Z=α m n =
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Παρατήρηση==
=
Έστω α=I=β πραγματικοί αριθμοί=K=Αν=α=Z=β=Þ ==ακ=Z=βκ==Προσοχή το αντίστρο-
φο δεν ισχύειK=
=
=
ΑΞΙΟΣΗΜΕΙΩΤΕΣ ΤΑΥΤΟΤΗΤΕΣ=
=

1.   (a-β)(a+β)=a OO b-  
2.===(a OOO O) bbb +±=± aa  
3.===(a POOPP PP) bbbb ±+±=± aaa  
4.===(a+β+γ) gabgbgb OOOOOOO +++++= aa  
5.   a ))EE OOPP bbbb +±=± aaa m  
6.   a bbb aa O)E OOO -+=+  
7.   a )EP)E PPP bbbb +-+=+ aaa  
8.   Ex+a).(x+β)==x bb axa +++ )EO  

9.   a ])E)E))[EE
O
1P OOOPPP aaaa -+-+-++=-++ ggbbgbbggb  

     Αν  a+β+γ=0==ή==a=β=γ==τότε=:=a bggb aPPPP =++ =
 
10. a )KKKKKKKKK)EE 1OO1 ---- ++++-=- nnnnnn bbbbb aaaa  

=
=
Παρατήρηση==
=
Η ταυτότητα=9=είναι η ταυτότητα του=EulerK=Πολλές ασκήσεις λύνονται με τη=
βοήθεια τηςK=Δείτε το επόμενο παράδειγμαK=
=
Παράδειγμα=E=Άσκηση=N=σελ=OP=σχολικού βιβλίου=)=
=
Να αποδείξετε ότι=:=Eχ-N)PH=EOχ-4)P=H=ER-Pχ)P=Z=PEχ-N)EOχ-4)ER-Pχ)=
=
Σύμφωνα με την ταυτότητα του=Euler=Iαν θέσουμε==α=Z=χ-N==Iβ=Z=Oχ-4=Iγ=Z=R-Pχ=
=
Παρατηρούμε ότι=:=α=H=β=H=γ=Z=χ-NHOχ-4HR-Pχ=Z=M==Iοπότε=:=αP+βP+γP=Z=PαβγÞ =
=
(χ-N)PH=EOχ-4)P=H=ER-Pχ)P=Z=PEχ-N)EOχ-4)ER-Pχ)=
=
=
ΑΠΟΔΕΙΚΤΙΚΕΣ ΜΕΘΟΔΟΙ=E=ΣΥΝΕΠΑΓΩΓΗΣ=–=ΙΣΟΔΥΝΑΜΙΕΣ=)=
=
Κάθε άσκηση ή πρόταση συνήθως διαχωρίζεται σε δυο ισχυρισμούς=I=την υ-
πόθεση=(Υ)=και το συμπέρασμα=(Σ)K=Υπόθεση=είναι τα δεδομένα της άσκησηςI=
Συμπέρασμα είναι μια πρόταση που προσπαθούμε να αποδείξουμεK=Γενικά=
κάθε πρόταση που περιέχει υπόθεση και συμπέρασμα καλείται=ΣΥΝΕΠΑΓΩ-
ΓΗK Η απόδειξη μιας συνεπαγωγής μπορεί να γίνει με διάφορες μεθόδουςK=
=
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1η ΜΕΘΟΔΟΣ==«=ευθεία απόδειξη=»=
=
Ξεκινάμε από την υπόθεση και με την βοήθεια γνωστών ιδιοτήτων και κανό-
νων προσπαθούμε να καταλήξουμε στο συμπέρασμαK=
=

Παράδειγμα=:=Να αποδείξετε ότι=:=αν= O1
=+

a
a I=τότε= KO

α
Nα O

O =+ =

Υπόθεση εδώ είναι η=:= O1
=+

a
a =K=Ξεκινώ λοιπόν από την υπόθεση και==

=

έχω=:= O1
=+

a
a =Þ =E OO O)

α
Nα =+ ==Þ =αO=H=Oα

α
N =H= Oα

N =Z=4==Þ ==

=

αO=H= Oα
N HO=Z=4==Þ KO

α
Nα O

O =+  Κατέληξα στο συμπέρασμαK=

=
=
2η ΜΕΘΟΔΟΣ==«=απαγωγή σε άτοπο=»=
=
Υποθέτουμε ότι δεν αληθεύει το συμπέρασμα=Eδηλαδή θεωρούμε ότι αληθεύει=
η άρνηση του συμπεράσματος=)I=και καταλήγουμε σε μια πρόταση που είτε=
δεν ισχύει είτε έρχεται σε αντίφαση με την υπόθεσηK=
=

Παράδειγμα=: Αν ρ ρητός και α άρρητος=I=να αποδείξετε ότι οι αριθμοί==
= = = = = = ρ+α=I=ρ-α είναι άρρητοιK=
=

Έστω ότι ρ=Hα ρητός=K=Δηλαδή ρ=H=α=Z=
ν
μ I=όπου μ=I=ν ακέραιοιI=τότε===

α=Z=
ν
μ =-=ρ=I=όμως έτσι προκύπτει ότι ο α είναι ρητός αφού είναι διαφορά=

δυο ρητών αριθμών=K=Άτοπο=I=αφού από υπόθεση ο α είναι άρρητοςK=Η=
υπόθεση μου ότι ο ρ=H=α είναι ρητός καταλήγει σε άτοπο άρα ρ=H=α άρ-
ρητοςK=

=
=

ΑΣΚΗΣΕΙΣ=
=

8K= Να συμπληρωθούν τα παρακάτωK=
= = αK=Αν α¹ M=τότε α M Z………K=
= = βK=Αν α¹ M=και νÎΝ-{M}=τότε α =-n ………KK=
= = γK=EOα+β)EOα-β)Z……………K=

= = δK=Αν α¹ O=τότε=: O
P

O
8 a

a
a

=
-
- H………KKH………K=

= = εK=O 1MMM HO 1MMM Z…………KK=
= = στK=Αν νÎΝ τότε=E-N) OMM1)1E +-+ nn Z………………=
=
=
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9K= Να γίνουν οι πράξεις στις παραστάσεις:=
= = = α)=OEχ-ψ)-PxREχ-Oψ)-OEPχ-ψ)z=
= = = β)=Eχ+ψ)Eχ-ψ)HEψ+ρ)Eψ-ρ)HEρ-χ)Eρ+χ)=
= = = γ)=xχ O (ψ O ρ )1- P z¸ (χ O ψ 4 ρ O- ) 4- =
=
NMK= Να αναπτυχθούν οι ταυτότητες=:==
=
= α=)=EαHOβ)O= = β=)=EOα-β)O= = γ=)=EOαβ-P)O=
=
= δ=)=EαHP)P= = ε=)=EαHOβ)P= = στ=)=EOα-β)P=
=
= ζ=)=Eα-Oβ)EαHOβ)= η=)=EχO-ψO)EχO+ψO)= θ=)=9κO-OR=
=
NNK= Με τη βοήθεια των ταυτοτήτων=:=αO-βOZ=Eα-β)Eα+β)=και=Eα± β)OI=να υπο-

λογίσετε τις παραστάσεις=:==
=

α=)=98∙NMO= = β=)=NMMOO= = γ=)=
TOI6

P6INP6IR OO - =

=
NOK= Αν α-β=ZO=να αποδείξετε ότι=:=αO+βO-Oαβ-4αH4βHP=Z=-N=
=
=
NPK= Αν α+β=ZO=I=να αποδείξετε ότι=:=EαO+βO-O)O=–=EOαβ-O)O=Z=M=
=
=
N4K= Αν α-β=Z=N=I=να αποδείξετε ότι=:=αPEN-β)HβPENHα)=Z=α+β=
=
=
N5K= Να παραγοντοποιηθούν οι παραστάσεις=:==

=
α=)= = NOχH6= = β=)= 8χPHNOχO γ=) = =χR+χ=
=
δ=)= χOHOχ== ε=) =χP-OχO== στ=)= 8χO-POχ=
=

=
N6K= Ομοίως τις παραστάσεις=:=

=
α=)= 4χO-OR== β=) =χ4-ψ4= = γ=)= 9βO-N6=
=
δ=)= αO=–=EPβHT)O ε=)= 9κO=–=NMMβO στ=)= = χOH8χHN6=
=
ζ=)= P6χOHO4χH4= η=)= χOH6χH9= θ=) =χ4-4χPH4χO=

=

=
NTK= Να γίνει αντιστοίχηση των στοιχείων κάθε στήληςK=
=
=
=



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1Ο   ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΟΙ ΑΡΙΘΜΟΙ   

Επιμέλεια : Κοσόγλου Ιορδάνη μαθηματικού    6 
  

Στήλη Α=
=

Στήλη Β=

NK==============χ O -ψ O = αK===N=

OK============
yc
y
-
- PPx = βK===χ O -χ∙ψH=ψ O ==

PK===========
yc
yc

+
+ PP

= γK===χ O +χ∙ψH=ψ O =

4K=======
OO

PP

OO

ycyc
yc
yc
yc

++
+
-
-

= δK===χ O +ψ O =

RK=========== OO

44

yc
yc

-
- = εK===Eχ-ψ)=∙=Eχ+ψ)=

=
=
=
N8K= Να γίνει γινόμενο η παράσταση==α 4 +α O HNK=
=
=
N9K= Να αποδείξετε τις σχέσεις:=

α)=EαHO)= P -α(αHP)= O ZPαH8=
=
β)=EαH=β)∙(α P -β P )-Eα-β)∙(α P +β P )ZOαβ(α-β)∙(αH=β)=
=
γ)=Eα O +β O )∙=Eγ O +δ O )ZEα∙γ=H=β∙δ) O (α∙δ=-β γ) O =
=
=

OMK= Αν για τους αI=β όπου αI=β¹ MI=ισχύει=EαH=β)= P =α P +β P I=τότε οι αI=β είναι=
αντίθετοιK=

=
=
ONK= Να αποδείξετε ότι:=Eχ-ψ)= P HEψ-κ)= P HEκ-χ)= P ZPEχ-ψ)Eψ-κ)Eκ-χ)K==
========Επίσης να λυθεί η εξίσωση=EOχHN)= P HEPχ-R)= P HE4-Rχ)= P ZM=
=
=
OOK= Έστω α ακέραιοςK=Αν ο αO είναι περιττός=I=τότε να δείξετε ότι ο α είναι πε-

ριττός=
=
=
OPK= Έστω α ακέραιος=K=Αν ο α=P είναι περιττός=I=τότε να αποδείξετε ότι ο α εί-

ναι περιττόςK=
=
=
O4K= Να δειχθεί ότι ο=O 1MM HN=είναι ακέραιο πολλαπλάσιο του=NTI=δηλαδή ο=

O 1MM HN=είναι της μορφής=NTκ όπου κÎΖK=
=
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NKP===Η εξίσωση==αχ+β=Z=M=
=
Για να λύσουμε την εξίσωση ακολουθούμε το παρακάτω σχήμα=:==
=
=
=

=====αχ+β=Z=M=Þ

ï
ï
ï

î

ïï
ï

í

ì

î
í
ì

Þ¹
Þ=

Þ=

-=Þ¹

δυνατηΑMβ
αυτοτηταΤMβ

Mα

α
βχMα

=

=
Παράδειγμα=
=
Να λυθεί η παραμετρική εξίσωση=:==λO(χ-N)HPλ=Z=EχHO)=
=
= ΒΗΜΑ=NΟ=:= την φέρνω στη μορφή==αχ=Z=β=
=
= = λO(χ-N)HPλ=Z=EχHO)=Þ =λOχ-λOHPλ=Z=χHO=Þ =λOχ=–=χ=Z=λO-PλHO=Þ =
== = =
= = (λO-N)χ=Z=λO-PλHO=
=
= ΒΗΜΑ=OΟ==:=διακρίνω περιπτώσεις για το α και το βK=
=

· Αν= =λO-N=¹ =M=Þ ==Η εξίσωση έχει λύση την=:χZ
Nλ

OλPλ
O

O

-
+- =

· Αν= =λO-N=Z=M=Þ == λ=ZN==ή λ=Z=-N=
=

Για λ=Z=N=Þ =Η εξίσωση γίνεται=:=Mχ=Z=M==Ταυτότητα=
=
Για λ=Z=-N=Þ = Η εξίσωση γίνεται=:=Mχ=Z=6==Αδύνατη=

=
=

ΑΣΚΗΣΕΙΣ=
=

O5K= Να λυθούν οι εξισώσεις:=
=
= = = = = αK=EOχHN)EPχ-R)HN-4χ= O ZOχHN= εK===(χO-N6)EPχ-N)=Z=EχH4)EPχ-N)O=
=
= = = = = βK χ= P H4χ= O +χH4ZM== = στK=NOEχ-4)OZPEOχ-R)O-ENRχ-NO)=
=

= = = = = γK=
O
8P

+
+

x
x H4χZ4= = = ζK== M

4xRx
6xP

Nx
N

x4
O

O =
+-

-
+

-
-

-
=

=

= = = = = δK=
4

O
O

O
O

1
O

O

-
++

=
-

+
+ x

xx
xx

=
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O6K= Ομοίως οι εξισώσεις=
=

α=)= =λ(λχ-N)ZOEOχHN)= = β=)=Eα= O -β= O )χZ =α-β= = γ=)=Eλ= P -N)χ=λ-N=
=
= = δ=)= =λχ=Z=λ-N= = = = ε=)=λOχ-λO=Z=9χ=HPλ= = στ=)=λχ=Z=λ=Hχ=
=

ζ=)=Eλ-N)χ= O HEλ-N)χZM= = η=)=λ=Eχ-λ)=Zχ=-N= = θ=)=λO-λPχ=Z=4H8χ=
=
ι=)=EλHR)Eλ-P)χ=Z=λ-P=
=

OTK= Να συμπληρωθούν τα παρακάτω:=
=

αK Αν=Eλ= O -4)χ-λZO=έχει άπειρες λύσεις τότε λZ……………=
=
βK Αν η αχ+βZOχHP=έχει δυο τουλάχιστον λύσεις τότε αZ……KIβZ………K=

γK Η= 1
1
1O

=
+
-

x
x  έχει λύση την χZ…………K=

=
O8K= Να σημειωθεί η σωστή απάντηση σε κάθε πρότασηK=
= =
= ===α=) Αν η=Eλ= O -N)χZ=λ= P -N=είναι αδύνατη=I=τότε ο λ είναι ίσος με:=
=

= =ι)=N= = ιι)=-N= = ιιι)O= = ιν)=τίποτα απ’=τα παραπάνω=
=
= ===β=) Αν η εξίσωση αχ+βZM=είναι αδύνατηI=τότε η βχ+αZ4β είναι:=
=
= ==ι)=ταυτότητα=== ιι)=αδύνατη ιιι)=έχει λύση==ιν)=τίποτα απ’=τα παραπάνω=
=
========= γ=) Αν η λχHNZχ+λ έχει λύση διάφορη από το=N=τότε είναι=:=
= =======

ι)=αδύνατη= = = = ιι)=αόριστη ιιι)=ο λ παίρνει κάθε πραγματική τιμή=
=
ιν)=έχει ακριβώς μια λύση= = =
=
δ=) Αν η=Eα= O +β= O )χHOαβZM=είναι ταυτότηταI=τότε:=

=
ι)=α=¹ M=ή β=¹ M= ====ιι)=αβ=¹ M= ιιι)=αZM=ή βZM=== ιν)=αZM=και βZMK=

=
=
O9K= Σε μια συνάντηση υπάρχουν τριπλάσιοι άντρες από ότι γυναίκεςK=Κάποια=

στιγμή φεύγουν=4=άντρες με τις συζύγους τους και οι άντρες τώρα είναι=
τετραπλάσιοι από τις γυναίκεςK=Να βρείτε τον αριθμό των αντρών και των=
γυναικών πριν την αναχώρησηK=

=
=
PMK= Το άθροισμα των ψηφίων ενός διψήφιου αριθμού είναι=8=K=Αν αντιστρέ-

ψουμε τη σειρά των ψηφίων προκύπτει διψήφιος αριθμός μικρότερος=
κατά=N8K=Να βρεθεί ο αρχικός διψήφιοςK=
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NK4=====ΔΙΑΤΑΞΗ=
=
Οι βασικές ιδιότητες των ανισοτήτων είναι=:==
=

NK= ==α=[=β=Û α-β=[M=
=
OK= ==α=[=β και β=[=γ=I=τότε α=[=γ========E=μεταβατική=)=

=
PK= ==α=[=β=Û  α=H=γ=[=β=H=γ=
=

4K= ==α=[=β=Û =
î
í
ì

×<×Û<
×>×Û>
gbgg
gbgg

a
a

M
M

===

=

5K= ==α=[=β και γ=[=δ τότε=
î
í
ì

×>×Þ>
+>+

dbgdgb
dbg

aa
a

MIII
=

=

6K= ==αI=β=[M=και ν ÀÎ  τότε=
î
í
ì

>Û>
=Û=

nn

nn

bb
bb

aa
aa =

=

TK= ==αI=β ομόσημοι τότε=:=α<βÛ
b
11

>
a

=

=
=

ΜΕΘΟΔΟΙ ΑΠΟΔΕΙΞΗΣ ΑΝΙΣΟΤΗΤΩΝ=
=
=
Nη ΜΕΘΟΔΟΣ==«=της διαφοράς=»=
=
Μετασχηματίζουμε την αρχική σχέση Α=[=Β στην Α=–=Β=[=M=και με πράξεις=
φτάνουμε σε μια προφανή σχέση=K=
=

Παράδειγμα=:=Να αποδειχθεί η ανισότητα=:== bb ×³+ aa OOO K=
= = =
= Αρκεί να δείξω ότι=:=αO+βO-Oαβ είναι μεγαλύτερο ή ίσο του μηδένK=
= =
= Έχουμε=:=αO+βO-Oαβ=Z=Eα-β)O=³ =M=I=είναι ίσον με το μηδέν όταν α=Z=β=
=
=
Oη ΜΕΘΟΔΟΣ==«=συνθετική=»=
=
Παρατηρούμε ποιες απλές ανισότητες παρουσιάζονται στην ζητούμενη ανισό-
τητα και συνθέτοντας την υπόθεση μας καταλήγουμε στην ζητούμενη σχέσηK==
=

Παράδειγμα=:=Αν ισχύει α=Y=β=I=να δείξετε ότι=:=Pα-4γ=Y=Pβ=-4γ=
=

= Ξεκινώ από την υπόθεση και συνεχίζω με τις ιδιότητες των ανισοτήτωνK=
= =
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= α=Y=β=Þ =3α=Y=Pβ=Eγιατί=P=[=M=)=Þ ==3α=H=E-=4γ)=Y=Pβ=H=E=-4γ)=Þ ==
= =
= 3α=–=4γ=Y=Pβ=–=4γ==Καταλήξαμε στο ζητούμενοK=

==
=
Pη==ΜΕΘΟΔΟΣ=«=γραμμικού μετασχηματισμού=»=
=
Αν στην υπόθεση μας δίνονται μια ή περισσότερες σχέσεις=I=τότε τις μετασχη-
ματίζουμε σε σχέσεις ισότητας και με πράξεις καταλήγουμε στην ζητούμενη=
σχέσηK=
=

Παράδειγμα=:Αν α=H=β=ZO=I=να αποδείξετε ότι=:=α ∙β=£ =NK=
=

= Μετασχηματίζω την αρχική σχέση=:=α=Z=O=–=βK=Αρκεί να δείξω ότι=:==
=
αβ-N£ =M=K=Σύμφωνα με τη μέθοδο=N=έχω=:==αβ=–=N=Z=EO-β)β=–=N=Z==
=
2β-βO-N=Z=-=Eβ-N)O=£ =M==Είναι ίσο με μηδέν όταν β=Z=NK=

=
=
=

ΑΣΚΗΣΕΙΣ=
=

PNK= Να χαρακτηριστούν ως Σωστές ή Λάθος οι παρακάτω προτάσεις:=
=

===Αν ν=ÎΝ-{M}=τότε α=β=Û α nn b= = Σ========Λ=

===α>β και γ>δ τότε==αγ>βδ= Σ========Λ=
=

===αγ O >βγ O I=τότε α>β= Σ========Λ=
=

===α>β και γ[M=τότε αγ>βγ= Σ========Λ=
=

===Αν α O [N=τότε==α[N= Σ========Λ=
=

===Αν α O +β O ZM=τότε α=βZM= Σ========Λ=
=

===Αν α<βYM=τότε==
b
11

>
a

= Σ========Λ=
=

===Αν== 1>
b
a  τότε α>β= Σ========Λ=

=

 Αν=-OYαYP=τότε==4Yα O Y9= Σ========Λ=
=

=
POK= Αν α=[=-O=I=να αποδείξετε ότι=:=4=H=Oα=[=O=H=α=
=
=
PPK= Αν α=[=-N=[=β=I=να αποδείξετε ότι=:=N=H=α=H=β=Hαβ=Y=M==
=
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P4K= Αν α=£ =-O=I=να αποδείξετε ότι=:= αOα4
O

α O
P

+£+ =

=
P5K= Να αποδείξετε ότι ισχύει η σχέση:=α O +β O +γ O ³4Eα-Oβ+γ-6)=
=
=
P6K= Να δειχθεί ότι:== = =
= = = α)=χ O +ψ O ³2χψI=όπου η ισότητα ισχύει για χ=Zψ=
= = = = = β)=Eα O +β O )Eβ O +γ O )Eγ O +α O )³8=I=όπου αI=βI=γ θετικοί και αβγZN=
=
=
PTK= Να αποδειχθεί ότι=EαH=β)= O ³4αβI=όπου το ίσον ισχύει όταν α=ZβK=Από ό-

λους τους αριθμούς αI=β που έχουν άθροισμα=NMMI=να βρεθούν εκείνοι=
που έχουν μέγιστο γινόμενοK=

=
=
P8K= Αν α+β=Z=4=I=να αποδείξετε ότι=:==ι=)==αβ=£ =4== ιι=)=αO+βO³ =8=
=
=
P9K= Αν=-N£α£O=και=-O£β£NMI=να βρεθεί μεταξύ ποιών αριθμών περιέχονται=

οι τιμές των παραστάσεων:=
= = = α)= =Pα-=4β=
= = = β)= =Oα=H=β=
=
=
4MK= Αν=OY=α=£ =P==και==P=Y=β=£ =4=I=να βρείτε μεταξύ ποιών αριθμών περιέχεται=

η τιμή των παρακάτω παραστάσεων=:==

ι=)=α=H=β== ιι=)=α-β== ιιι=)=
β
α === ιν=)=αO+βO=

=
4NK= Να λυθούν οι ανισώσεις:=

α)=λχ=[=λ+χ= = β)=χHN[=
6PO
xxx

++ = = γ)= 1
4

5
5

1M
>

-
-

+ xx =

=
δ=)=Oλχ=Y=Rλ= = ε=)=χHN6λO³4λχHN = = στ=)=λO+χ£N-λχ=
=
=

4OK= Να δειχθούν οι παρακάτω σχέσεις:=
=

α)=4α O -4αHP[M= = β)=α O +β O HOR³6αH8β=
=

=
4PK= Να δειχθεί η σχέση:=α O +β O +γ O +α ∙βH=β ∙γH=α ∙γ³M=
=
=
44K= Αν α[O=και β[P=I=να δειχθεί ότι:=αβH6[PαHOβ=
=
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45K= Αν=-NYαYNI=να δειχθεί ότι α O YN=
=
=
46K= Αν αI=βI=γI=δ[M=με αβγδZNI=τότε να δειχθεί=:=Eα O +β O )Eγ O +δ O )³4=
=
=

4TK= Αν χI=ψI=κ=[M=I=να δειχθεί ότι=Eχ+ψ+κ)E
ky
111

++
x

)=³9K=

=

48K= Αν για τους αI=βÎo=ισχύει==α O +α βH=β O ZNI=να αποδειχθεί ότι=-N £α∙β£
P
1 K=

=
49K= Να δειχθούν οι σχέσεις:= = =
= = =
= = α)=Αν=MYαYN=I=τότε αn <α O I=για κάθε ν[O=
= = =
= = β)=P 1MM1MM1MM 54 <+ =
=
=
5MK= Σε κάθε τρίγωνο ΑΒΓ=I=να δειχθεί ότι=:=α O +β O +γ O YOαβHOβγHOαγK=
=
=
NK6=====ΑΠΟΛΥΤΑ=
=
Για τα απόλυτα ισχύουν τα παρακάτω=:==
==

====NK===
î
í
ì

<-
³

=
MI

MI
aa

aa
a = = = TK=== x £θÛ -=θ=£ =x=£  θI=θ=[M=

=
====OK=== a ³M=για κάθε α ÂÎ == = 8K=== x ³θÛ =x³θ ή=x£ =-θ=I=θ=[M=
=
====PK==- a £α£ a = = = = 9K=== b×a Z a ∙ b =
=

====4K=== a O Z=α O = = = = =========NMK==
bb
aa

= =

=
====5K=== x =θ και θ=[M=Û x=Z= ± θ= = = = = = = = = = NNK= =a - b £ ba + £ a H b =
=
====6K=== x Z a Û x=Z= ± α=
=

ΑΣΚΗΣΕΙΣ=
=
5NK= Να γραφούν χωρίς το σύμβολο της απόλυτης τιμής=:==
=



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1Ο   ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΟΙ ΑΡΙΘΜΟΙ   

Επιμέλεια : Κοσόγλου Ιορδάνη μαθηματικού    1P 
  

Α=Z= Nx O + = = Β=Z= NxP +- == = Γ=Z= Ox4 + =
=
Δ=Z= OααON -+- = Ε=Z= PαO + =
=

5OK= Να γραφούν χωρίς το σύμβολο της απόλυτης τιμής=:=
=
= = ΑZ=NHχ- Ox - = = Β=Z= 4xx4 +-- = = Γ=Z= xOOx -+- =
=
=
5PK= Να χαρακτηριστούν ως Σωστές ή Λάθος οι παρακάτω παραστάσεις=:==
=

NK= Αν α O =β O I=τότε== b=a = Σ========Λ=

OK= Αν== a ZNI=τότε αZN= Σ========Λ=
=

PK= Αν== a Z=-αI=τότε== a- =α= Σ========Λ=
=

4K= Αν== a H b ZMI=τότε α=βZM= Σ========Λ=
=

RK= Αν== a Z b I=τότε α=β= Σ========Λ=
=

6K= Ισχύει== b-a Z a - b = Σ========Λ=
=

TK= =- Ox xO - = Σ========Λ=
=

8K= Αν= Ox < =I=τότε χ=Y=O==ή χ=[=-O= Σ========Λ=
=

9K= Αν== x [=P=I=τότε==χ=[P==και==χ=Y=-P= Σ========Λ=
=

NMK= PxxP OO +=+ = Σ========Λ=
=

NNK= Αν χ=Y=O=I=τότε= PxxP -=- = Σ========Λ=
=

NOK= Αν= Mψx =- =I=τότε χO=–=ψO=Z=M= Σ========Λ=
=

=
54K= Να λυθούν οι εξισώσεις=:==
=

α)= T1 =-x = = = β)=O x +χZNO== γ=)=O 1OP1P +=+ xx ==
=
δ=)= 54P =-x == ===========ε=)= 4O =- x == στ=)=O-O x HN- x ZP=
=

ζ=)= O4x -=+ = = η=)= M
6

xPNR
=

--
=

=
55K= Ομοίως=:=
=
= = = α=)= 11 =+x = = = β=)= PP =-x == γ=)= 1OP =- x =
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=
56K= Να λυθούν οι εξισώσεις=:==
=

 α=)=
P

Ox
P

NxO
O

NxP +
=

-
+

+
== β=)=

P
xONO

N
R

OxON -
=+

+-
=

=

 γ=)= NNx
P

NNxO
4

NNxP9
N

O
NNNx

--
-

=
--

++
+-

=

=
=

5TK= Να λυθούν οι ανισώσεις:=
=
= = α)= x £P = = = β)=N£ 1O -x £P= = γ)= PO <+x =
=
= = δ=)= 41 >-x = = ε=)= 54O <+- x = = στ=)=P 5££ x =
=
= = ζ=)= x ³ -P = = = η=)=O=Y= 41 £-x = = ==
=
=
58K= Ομοίως=:=
=

α=)= Rx
P

)NxEO
O

Px
-£

+
-

+
= = β=)= N

P
8xP

xP
P

NxPO
+

--
>--

--
=

=
59K= Ομοίως=:==
=

α=)= NOx £- = = β=)= P4Nx <-+  γ=)= ONxON >-+ =
=
δ=)= 4xO ³- =
=
=

6MK= Αν ισχύουν= x £NI= a £OI= b £PI=να δειχθεί ότι==
=
= = α=)= bPO +- ax £N4= β=)= P£- ax == γ=)= 4O £+ ax =
=
=

6NK= Αν= x Y=P=και=
O
Ny < I=να αποδείξετε ότι=:==

=

α=)= TyOxO <+ = β=)= 6Nxy4 <--  γ=)=
O

6Ryxy8xP OO <+-- = =

=
=

6OK= Να αποδείξετε ότι=:==
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=
i=)= yxyx +=+ =I=αν και μόνο αν=xy=³ =M=
=
ii=)= yxyx -=+ =I=αν και μόνο αν= xy£M=
=
iii=)= yxyx -=+ I=αν και μόνο αν=xy=Z=M=
=

6PK= Να λύσετε τις εξισώσεις=:=
=

α=)=OχHP x -NM=Z=M= = = β=)=χ- x HO=Z=M== =
=

64K= Να λυθούν οι ανισώσεις=:=
=

α=)= OxOxP +³- = = β=)= xxO <- == γ=)=P NxNx ->+ =
=

65K= Αν αI=β=I=γ θετικοί πραγματικοί να βρεθεί η μεγαλύτερη τιμή της παράσ-
τασης=

= = = = Κ=Z==
g
g

b
b
++

a
a =

=
=
66K= Αν ισχύουν α O +β O +γ O ZPM=και αβ+βγ+γαZNT=I=να δειχθεί ότι= gb ++a Z8K=
=
=
6TK= Αν α+β+γZNI=να δειχθεί ότι= gba -+-+- 111 ³O=
=
= =
NKT=====ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ ΡΙΖΩΝ==
=
Οι κυριότερες ιδιότητες των ριζών είναι=:==
=
====NK=== Oa Z a = = = = = = = 4K=== nnn bb ×=× aa I=αI=β³M=
=

====OK=== n
n

n

bb
aa

= =αI=β=³M= = = = 5K===n na Z=α=I=α³M=

=
====PK=== nmn m ×= aa I=α=³M = = = = 6K=== rn rm× ×a Zn ma I=α³M=
=
=
Η ΕΞΙΣΩΣΗ=:= ax =n =
=
Διακρίνουμε τις περιπτώσεις=:==
=
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· ν άρτιος και α=[M======à= ax =n n ax ±=Û =
· ν άρτιος και α=YM======à= ax =n Û η εξίσωση είναι αδύνατηK=
=
· ν περιττός και α=[M== =à= ax =n Û n ax = =
· ν περιττός και α=YM== =à= ax =n Û n ax -= =
=

Σχόλιο=:==Θυμίζουμε επίσης την ιδιότητα=:===α n mn
m

a= I=μI=ν= ÀÎ K=
=
=

ΑΣΚΗΣΕΙΣ=
=
68K= Να απλοποιήσετε τις παραστάσεις=:==
=
= = α=)= O)OE -x I=όταν χ=£O= = β=)= O)PE x- I=όταν χ=[=P=
=
= = γ=)= I)OE O+x  όταν χ=£ =-O = = δ=)= O)E b-a =
=
69K= Να χαρακτηριστούν ως Σωστές ή Λάθος οι παρακάτω προτάσεις:=
=

NK= Oa =α=
Σ========Λ=
=

OK= 4 a Z a =
Σ========Λ=
=

PK= 4a =α=
Σ========Λ=
=

4K= Οι= 5 HO=και= 5 -O=είναι αντίστροφοι==
Σ========Λ=
=

RK= n na =α=
Σ========Λ=
=

6K= Αν α³M=I=τότε= P 44 P aa = =
Σ========Λ=
=

TK= Η χ 1M ZN=έχει μια πραγματική λύση=
Σ========Λ=
=

8K== Η χ 1M Z=-NI=είναι αδύνατηK=
Σ========Λ=
=

9K= Η χ 1M Z=-χI=έχει δυο πραγματικές ρίζες=
Σ========Λ=
=

=
TMK= Να συμπληρωθούν τα παρακάτω=
=

α)=
O

1 == = = β)=
5 O
1 == = γ=)=

OP
5
-

=

δ)=
1O

1
-

= = = ε)=
1O

1
P -

= = στ=)=
OO

1
+

= = =

ζ=)=
O6

O
+

= = = η=)=
PP OP

N
-

=

=
=
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TNK= Να αποδείξετε ότι=:==
=

α=)=
NN
ON

R4
R

R4
4

=
+

-
-

= = β=)=
8N
N6

)TRE
N

)TRE
N

OO
=

+
+

-
=

=

TOK= Αν χ=Z=
OR

R
-

=I=να υπολογίσετε τις παραστάσεις=:==

α=)=χ=H=
x
N == = β=)=χ=-=

x
N = γ=)=χO-E

x
N )O=

=
TPK= Να γίνουν οι αντιστοιχήσεις=
=

Στήλη Α=
=

Στήλη Β=

NK=== 4 = αK=====O=

OK=== 16 = βK=== 6 O =

PK=== 5 6 PO = γK=== O =

4K=== 6 P 64 = δK=== P O =

RK=== P 4 8 = εK=== 4 O =
=
T4K= Να βρείτε τα εξαγόμενα=:==
=
= = = = = α=)= 18PO5M -+ == β=)=E4H )P5OPE)6 -× =
=
= = = = = β=)=ENO 1M)45MTOMM85M ¸+- =
=
=
T5K= Να γράψετε τις παρακάτω παραστάσεις με τη μορφή μιας ρίζας=:=
=

= = α=)= OOO = = β=)= 4 P OOO = = γ=)= P 4
O
1 =

= = =

= = δ=)= P Oa == = ε=)= 4 P 84ba = = στ=)== P 4 OO = = = =
=
= = ζ=)= = P PP 4 P =
=
=
T6K= Να βρείτε τα εξαγόμενα=:==
=

= = α=)= 6P OO × = = β=)= P 4
O
1
× = = γ=)= 4P OP OOO ×× =

=



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1Ο   ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΟΙ ΑΡΙΘΜΟΙ   

Επιμέλεια : Κοσόγλου Ιορδάνη μαθηματικού    18 
  

=
TTK= Να δειχθεί ότι:=
= = =
= = α)= P4 P4 < = = = = β)= 1MPO <+ =
=
=
T8K= Να συγκριθούν οι αριθμοί=:==
=
= = α=)= I5 === PP + = β=)= 51O - I==== 61M - = = γ=)= P 4 5 =I= 1P 5
= =
=
T9K= Να συγκριθούν οι αριθμοί== a H 1OI1 ++ aa =Iόπου α[NK=
=
=
8MK= Να βρεθεί ο χ=ÎoI=ώστε οι αριθμοί χ= O H 15 I=χ O - 15  να είναι αντίστρο-

φοιK=
=
8NK= Αν για τους αI=βÎo=και είναι θετικοίI=ισχύει α+βZNνα δείξετε ότι=:=
=

EO a H b ) O HE a -O b ) O ZR=
=
=
8OK= Αν ισχύει χH=ψZ 4+a  και χ-ψZ a I=να δειχθεί ότι χψZNK=
=
=
8PK= Να λυθούν οι παρακάτω εξισώσεις:=
=

α)=χ 4 Z4χ= = β)= 5x Z8Nχ= = γ=)=χRHPO=ZM==
=
δ=)=χ4-N6=ZM= = ε=)=χP+χ=ZM= = = στ=)=χ4+χ=ZM==
=
ζ=)=χ4H8χ=ZM=== η=)=OχNM+χP=ZM= θ=)=E4χ+χT)Eχ8-OR6)=Z=M=
=
ι=)=EχP-P4P)Eχ8+χ)ZM=

=


