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OKN===========Σύνολα=
=
ΠΑΡΑΣΤΑΣΗ ΣΥΝΟΛΟΥ=–=ΓΡΑΦΗ ΣΥΝΟΛΟΥ=
 
Για να παραστήσουμε ένα σύνολο χρησιμοποιούμε συνήθως έναν από τους=
παρακάτω τρόπους=:=
=
N=)==Παράσταση με αναγραφή των στοιχείων=
=
Όταν δίνονται τα στοιχεία ενός συνόλου και είναι λίγα σε πλήθοςI=τότε γράφο-
υμε τα στοιχεία αυτά μεταξύ δυο αγκίστρωνI=από μια φορά το καθέναI=χωρί-
ζοντας τα με κόμμαK=π χK=

ΑZ{=OI4I6I8INM=}=
=
O=)=Παράσταση με περιγραφή των στοιχείων==
=
Όταν σε ένα σύνολο επιλέγουμε εκείνα τα στοιχεία τουI=που έχουν μια ορισμέ-
νη ιδιότητα τότε η γραφή του συνόλου γίνεται ως εξής=:==
=

ΑZ={=χÎΩ=/=χ έχει την ιδιότητα Π=}=
=
ΠΡΑΞΕΙΣ ΜΕ ΣΥΝΟΛΑ=
=
N=)=Τομή==
= =
ΑÇΒZ={=χ=/=χÎΑ και χÎΒ=}à Είναι τα κοινά στοιχεία των συνόλων Α=I=ΒK=
=

=== =
O)=Ένωση=
= =
ΑÈΒZ={=χ=/=χÎΑ ή χÎΒ=}à Όλα τα στοιχεία των ΑI=Β μαζίK=

=

=
3=)=Συμπλήρωμα=
=
= Α΄=Z{=χ=/=χÏΑ=}=à Τα στοιχεία που δεν ανήκουν στο ΑK=
=

= === =
=
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ=
=

NK= Να εξεταστεί αν τα παρακάτω=A=και Β σύνολα είναι ίσα=:==
=

ι=)=Α=Z={=χ ZÎ =/=-3=<=χ=<N=}====και==Β=Z={=-3I=-O=I=-N=I=M=I=N=}=
=
ιι=)=Α=Z={=χ ÂÎ =/=-N=£  χ=£ =N=}===και==Β=Z={=-NI=M=I=N=}=
=
ιιι=)=Α=Z={=χ ÀÎ ==/=-3=£  χ=£ =O=}===και==Β=Z={=NI=O=}=
=
ιν=)=Α=Z={=χ= ÂÎ =/=Oχ=£  χ=£ =-N=}=και==Β=Z={=-NI=M=}=

=
OK= Να εξεταστεί αν το Α=Z=Æ =I=όταν=:==
=

ι=)=Α=Z={=χ ÂÎ =/=3χO=H=Z=M=}== ιι=)=Α=Z={=χ ZÎ =/=4χO=-N==Z=M=}=
ιιι=)=Α=Z={=χ ÂÎ =/=Eχ-N)4=H= MOx =+ =}=

=
PK= Έστω Α=Z={=NIOI3=}==και Β=Z={OI3I4=}==και Γ=Z={NIOI3I4=}=και Δ=Z=Æ =K=Να=

βρείτε τα σύνολα=:=ΑÇΒ==I=ΑÈΒ=I==ΑÈΓ=I=ΒÇΓ=I=ΑÈΔ=I=ΒÇΔ=I==
(ΑÈΒ)=ÇΔ==I=EΑÇΒ)=ÈΓ==I==EΑÈΒ)=ÇΓK=

=
4K= Αν Ω=Z={=-NIMIαIOIβ}=I=Α=Z={=MIα,β}=I=Β=Z={MIO}=I=να βρείτε τα σύνολα=:==

Α΄=I=Β΄=I=Α΄ÇΒ==I=Α΄ÈΒ=I=ΑÇΒ΄=I=ΑÈΒ΄=I=EΑÇΒ)΄=I=EΑÈΒ)΄=I=Α΄ÇΒ΄=
=
5K= Να γράψετε με αναγραφή των στοιχείων τους τα σύνολα=:==
=

Α=Z={=ψ ÀÎ =/=-4=£  ψ=£ =O =} = = Β=Z={=χ ÀÎ =/=3χO=Z=OT=}==
Γ=Z={=χ= ZÎ =/=3χO=-5χ=Z=M=}= = Δ=Z={=Eχ,ψ)=/=χ ÀÎ =I=ψ ÀÎ =I=χ+ψ=Z=O=}=
Ε=Z={=Eχ,ψ)=/=χ ZÎ =I=ψ ÀÎ =I=χO+ψO=Z=4=}=
Ζ=Z={=χ ÂÎ =/=E3χ-5)OE3-χ)=Z=M=}=
Π=Z={=χ ÀÎ =/= ONx <- =}=

=
6K= Για ποιες τιμές του χ ÂÎ =I=τα σύνολα=:=Α=Z={=N-χ=I=χHO=}==I=Β=Z={N=IO=}=είναι=

ίσα=;=
=
TK= Να βρεθούν οι τιμές του χ ÂÎ =I=για τις οποίες τα σύνολα Α=Z={=OχO=I=N8=}=

και Β=Z={=6χ=I=N8=}=είναι ίσαK=
=
8K= Δίνονται τα σύνολα=:=Α=Z={OIλ=}=I=Β=Z={=5=I=μ}K=Αν ισχύει ΑÍ  Β να δείξετε=

ότι Α=Z=ΒK=
=
=OKO===========Η έννοια της συνάρτησης=
=
Κατηγορίες Ασκήσεων=-=Μεθοδολογία=
=
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=
=
Παράδειγμα=Nο:=Δίνεται η συνάρτηση==f=Eχ)=Z=χO-OχK=Βρείτε το=f=EM)=I=f=EO)=I=f=E-N)=
=
ΛΥΣΗ=
=
Για χ=Z=M=στο τύπο της συνάρτησης έχω=:=f=EM)=Z=MO=-=O∙M=Z=M=I==
=
Για χ=ZO=στον τύπο της συνάρτησης έχω=:=f=EO)=Z=OO-O∙O=Z=M=I==
=
Για χZ=-N=τύπο της συνάρτησης έχω=:=f=E-N)=Z=E-N)O=-=O∙E-N)=Z=3=
=

Παράδειγμα=Oο:Δίνεται η συνάρτηση=f=Eχ)=Z=
ï
î

ï
í

ì

>-
=
<-

NxIOx
NxI5

NxI5xO

O

I=βρείτε=f=EM)If=EO)IfEN)=

ΛΥΣΗ=
=
Επειδή χZM=<=NI=θα αντικαταστήσω στον τύπο=:=f=Eχ=)Z=Oχ-5=I=f=EM)=Z=O=∙M=-5=Z=-5=
=
Ομοίως χ=Z=O=[=N=I=θα αντικαταστήσω στον τύπο=:=f=Eχ)=Z=χO-O=I=f=EO)=Z=OO-O=Z=O=
=
Για χ=Z=N=I=f=Eχ=)=Z=5=I=άρα=f=EN)=Z=5K=
=
=

=
=
Παράδειγμα=Nο: Να βρεθεί το πεδίο ορισμού των συναρτήσεων=:==

f=Eχ=)=Z=
6x3

O
-

==I==
4x

3)xEg O +
= =I=

xOx
Ox)xEh O -

-
= =

ΛΥΣΗ=
=
Για την=f=Eχ=)=I=πρέπει=:=3χ-6 ¹ =M=Þ =3χ=¹ =6=Þ  χ=¹ =O=Þ ==Α=Z= -Â {O}=
=
Για την=gEx)=I=πρέπει=:=χOH4= ¹ =M=Þ ==χO=¹ =-4=Þ ==Ισχύει πάντα=Þ  Α=Z=Â =
=
Για την=hEx)Iπρέπει=:χO-Oχ¹ M=Þ  χ∙(χ-O)=¹ =M=Þ  χ ¹ M=και χ¹ O=Þ  ΑZ=Â -{MIO=}=
=
=

Κατηγορία=N=
=
Αν μου ζητείται να υπολογίσω την τιμή μιας συνάρτησης για χ=Z=κ=I=τότε=
αντικαθιστώ όπου χ το κ στον τύπο της συνάρτησηςK=Αν η συνάρτηση είναι=
πολλαπλού τύπου=I=βάζω χ=Z=κ στον κατάλληλο τύποK=

Κατηγορία=O=
=
Εύρεση πεδίου ορισμού συνάρτησης=E=συμβολίζεται με Α=)K=Αν η συνάρτη-
ση είναι κλασματική ο παρανομαστής δεν πρέπει να είναι μηδένK=Αν η συ-
νάρτηση περιέχει ριζικόI=η ποσότητα μέσα στην ρίζα πρέπει να είναι=³ =MK=
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Παράδειγμα=Oο: Να βρεθεί το πεδίο ορισμού των συναρτήσεων=:=
= = ======f=Eχ=)=Z= 4xO - =I= Ox)xEg O += K=
ΛΥΣΗ=
=
Για την=f=Eχ=)=I=πρέπει=:=Oχ-4³ =M=Þ =Oχ³4=Þ  χ=³O==Þ  ΑZ=xOI=H¥ )=
=
Για την=gEx)==I=πρέπει=:=χO=HO=³ =M=Þ  χO=³ =-OÞ  Ισχύει πάντα=Þ  Α=Z=Â =
=

=
ΑΛΥΤΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ=

=
9K= Αν=f=Eχ=)=Z=Oχ-6=I=να βρεθεί ο αριθμός α για τον οποίο ισχύει=:==

ι=)=f=Eα)=Z=8= = I= ιι=)=f=E8)=Z=α=
=
NMK= Αν για την συνάρτηση=:f=Eχ=)=Z=Oχ+α ισχύει=:=f=E3)Z4=I=να βρείτε το=f=E4)K=
=
NNK= Αν για την συνάρτηση=:=f=Eχ=)=Z=αχ3-Oβχ ισχύουν=:=f=EN)=Z=-O=και=f=EO)=

ZOMIνα υπολογιστεί το=f=E3)K=
=
NOK= Αν=f=Eχ=)=Z=5χ-4=I=να υπολογιστούν οι παραστάσεις=:==

ι=)=f=Eχ)=H=f=Eψ)== ιι=)=f=Eχ+ψ)= ιιι=)=f=Eχ=)=-=f=Eψ)= ιν=)=f=EχO)-=Ef=Eχ))O=
=
NPK= Δίνεται=:=f=Eχ=)=Z=3χ-χOK=Να λυθεί η εξίσωση=:=f=Eχ=)-=Of=E-N)=Z=χOf=EN)=H8=
=

N4K= Δίνεται η συνάρτηση=:=f=Eχ)=Z=
Nx
xx3

-
- =I=να λυθεί η εξίσωση=:=f=Eχ=)=Z=M=

=

N5K= Δίνεται=f=Eχ=)=Z=
ï
î

ï
í

ì

³+

<-

MxINx

MxI3xO

O

=I=βρείτε=f=E-O)=I=f=EM)=I=f=E
O
3 )=I=f=E-N)K=

=

N6K= Δίνεται=f=Eχ=)=Z=
ï
î

ï
í

ì

Ï

Î

ΖxIO

ΖxIx
=I=βρείτε=f=E-3)=I=f=E

O
N )=I=fEM)=I=f=E O )=I=f=Eπ)K=

=
NTK= Να βρείτε τα πεδία ορισμού των συναρτήσεων=:=

ι=)=f=Eχ=)=Z= 3 xON4 - =I=ιι=)=τ(χ)=Z= x-  ιιι=)=κ(χ)=Z= x3 - ==ιν=)=λ(χ)=Z=
x5x

5xO
O -
- =

=

ν=)=ρ(χ)=Z= 4 xNMNMxO --- = = νι=)=ε(χ)=Z=
x3x

N4xO O -
+- =

=

νιι=)=π(χ)=Z=
Nx

NxNx4 O

+
++- = νιιι=)=μ(χ)=Z=

x
NxOx9N O ++- =
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N8K= Δίνεται=f=Eχ=)=Z=

ï
ï
î

ï
ï
í

ì

³
=

<<

NxIx
MxI3

NxMI
x
N

I=να βρείτε=f=E-N)=I=f=EM)=I=f=E-
O
N )=I=f=E- )

O
3 K=

=
N9K= Αν=f=Eχ=)=Z=αχ+β=I=να αποδείξετε ότι=:==

ι=)=f=Eχ=–ψ)=H=f=Eχ=Hψ)=Z=Of=Eχ=)== ιι=)=f=EκO)=H=f=EλO)=³ =Of=E κλ )=I=αν α³M=
=
OMK= Αν=f=Eχ=)=Z=Oχ-3=I=να βρείτε τον τύπο της συνάρτησης=:=gEχ)=Z=f=E=f=Eχ=)=)K=
=

ONK= Αν=f=Eχ=)=Z=
Nx
3x

-
- =I=να αποδείξετε ότι=:=f=E=f=Eχ)=)=Z=χ=I=για κάθε χ¹ NK=

=
=
=OKP=========Γραφική παράσταση συνάρτησης=
=
=

=
=
Παράδειγμα=:=Να βρεθεί το συμμετρικό του ΑEMI-5)=ως προς=:==
= = ==ι=)==χχ΄= ιι=)=ψψ΄= ιιι=)=το=EMIM)= = ιν=)=την ψ=χ=
ΛΥΣΗ=
=
ι=)==ως προς χχ’=είναι το σημείο=:=Α΄=EMI5)=
ιι=)=ως προς ψψ΄ είναι το σημείο=:=Α΄΄=EMI-5)=I=το ίδιο επειδή το Α είναι πάνω=
στον άξονα ψψ΄K=
ιιι=)=ως προς το=EMIM)=I=είναι το σημείο=:Α΄΄΄=E=MI5)=
ιν)=ως προς την ψ=Z=χ είναι το σημείο=:=Α΄΄΄΄E=-5IM)=
=

=
=
Παράδειγμα=:=Να βρεθεί η απόσταση των σημείων ΑEOIN)=I=ΒE5I5)=

Κατηγορία=N=
=
Εύρεση συμμετρικών σημείων=K=Αν Μ(χ,ψ)=είναι ένα τυχαίο σημείο=I=τότε=:=
το συμμετρικό του ως προς χχ’=είναι=:=Μ΄=Eχ=I=-ψ)=I=ίδια τετμημένη=
το συμμετρικό του ως προς ψψ΄ είναι=:=Μ΄΄=E-χ=I=ψ)=I=ίδια τεταγμένηI=
το συμμετρικό του ως προς το=EMIM)=I=είναι=:=Μ΄΄΄=E=-χI=-ψ)=
το συμμετρικό του ως προς την ψ=Z=χ είναι=:=Μ΄΄΄΄=E=ψI=χ)=

Κατηγορία=O=
=
Εύρεση της απόστασης δυο σημείων=K=Αν Α(χN,ψN)=και Β(χO=I=ψO)=δυο τυχα-
ία σημεία τότε η απόσταση του δίνεται από τον τύπο=:==
=
= D=Z= O

ON
O

ON )ψψE)xxE -+- I=και είναι πάντα αριθμός θετικόςK=
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ΛΥΣΗ=
=
D=Z= O

ON
O

ON )ψψE)xxE -+- =Z= 5O5)4E)3E)5NE)5OE OOOO ==-+-=-+- =
=
=

=
=
Παράδειγμα=: Βρείτε τα σημεία τομής της=gEχ)=Z=O-χO με τους άξονεςK=
=
ΛΥΣΗ=
=
χZ=M=Þ =gEM)=Z=O-MO=Z=O=I=άρα η=gEχ)=τέμνει τον ψψ΄ στο σημείο=EMIO)=
=
gEχ)=Z=M=Þ =O-χO=Z=M=Þ =O=ZχO=Þ  χZ= O± =I=η=gEχ)=τέμνει τον χχ΄ στα σημεία==
=
EOIM)=και=E-OIM)=
=

ΑΛΥΤΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ=
=
OOK= Βρείτε τα συμμετρικά των σημείων ΑEOI-3)=I=ΒEMI-4)=I=ΓE5IM)=ως προς=:=
=

ι=)=τον χχ΄= ιι=)=τον ψψ΄= = ιιι=)=το=EMIM)= = ιν)=την ψ=χ=
=
OPK= Ομοίως για τα σημεία=:=ΔE5I-4)=I=ΕE-3IM)=I=ΖEMI3)=
=
O4K= Αν ΑE-3IM)=και ΒEMI4)=I=να υπολογίσετε το εμβαδόν του τριγώνου ΟΑΒ=

όπου Ο η αρχή των αξόνωνK=
=
O5K= Για ποιες τιμές του χ η απόσταση των Α(χ-NI=-O)=και ΒE5I-O)=είναι ίση με=

3=;=
=
O6K= Για ποιες τιμές του α ÂÎ =Iτο σημείο ΜE-αI=3α)=ανήκει στη γραφική πα-

ράσταση της=gEχ)=Z=3χ-χO=
=
OTK= Να βρεθεί η τιμή του κ= ÂÎ =I=για την οποία η=f=Eχ=)=Z=Oχ-κHN=τέμνει=:=

Κατηγορία=P=
=
Εύρεση των σημείων τομής μιας συνάρτησης με τους άξονεςK==
=
Για να βρούμε το σημείο που τέμνει μια συνάρτηση τον χχ΄=I=παίρνουμε==
f=Eχ=)=Z=M=και βρίσκουμε την τετμημένη του σημείουI=έστω κ=I=άρα το ζητού-
μενο σημείο είναι το=EκIM)K==
=
Για να βρούμε το σημείο που τέμνει μια συνάρτηση τον ψψ΄=I=παίρνουμε==
χZM=και βρίσκουμε την τεταγμένη του σημείουI=έστω λI=τότε το ζητούμενο=
σημείο είναι το=EMIλ)K==
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ι=)=τον χχ΄ στο σημείο με τετμημένη===-
O
N =

ιι=)=τον ψψ΄ στο σημείο με τεταγμένη=4=
=
O8K= Δίνεται=gEχ)=Z=χO-9=με πεδίο ορισμού=xOI=H=¥ =)K=Να βρεθούν τα κοινά ση-

μεία της=gEχ)=με τον=:==ι=)=χχ΄== = ιι=)=ψψ΄==
=
O9K= Βρείτε τα σημεία τομής των συναρτήσεων με τους άξονες=:==
=

ι=)=gEχ)=Z=3χOH5 = = ιι=)=f=Eχ=)=Z=OM-4χO= = ιιι=)=κ(χ)=Z=3EχHN)Eχ-4)=
=
ιν=)=λ(χ)=Z=χ3-χ= = ν=)=π(χ)=Z=3- 3x - = = νι=)=ρ(χ)=Z= OxNx +-- =

=
PMK= Να βρείτε το σημείο της γραφικής παράστασης της=gEχ)=Z=OχHN5=που=

έχει:=
ι=)=τετμημένη=-3== ιι=)=τεταγμένη=N3= ιιι=)=αντίθετες συντεταγμένες=

=
PNK= Δίνονται ΑE6IM)=και ΒENI5)=K=Να βρεθεί σημείο Γ του ψψ΄ ώστε το τρίγωνο=

ΑΒΓ να είναι ορθογώνιο με υποτείνουσα την ΑΒK=
=
POK= Δίνονται ΑEMIM)=I=ΒEMI-O)K=Να βρεθούν όλα τα σημεία Γ για τα οποία το=

τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισόπλευροK=
=
PPK= Θεωρούμε τα σημεία ΑENI3)=I=ΒE-NIN)=I=ΓE3I-3)=K=Να υπολογιστεί το εμβα-

δόν του τριγώνου ΑΒΓK=
=
P4K= Να δείξετε ότι το τρίγωνο με κορυφές ΑE-NI3)=I=ΒENIN)=I=ΓE-3IN)=είναι ι-

σοσκελέςK=
=
P5K= Δίνονται ΑE-OIN)=I=ΒENI-N)=I=ΓE-3I-N)=I=ΔEOIN)K==

ι=)=να υπολογιστούν τα μήκη=EΑΔ)=I=EΒΓ)=I=EΑΓ)=I=EΒΔ)K=
ιι=)=δείξτε ότι το ΑΒΓΔ είναι παραλληλόγραμμοK=

=
P6K= Βρείτε τις τιμές των α=I=β ÂÎ =I=για τις οποίες τα σημεία ΜEOα=I=-β)=και=

ΝENO-α=I=OαH3β)=I=είναι συμμετρικά ως προς=:=
ι=) =χχ΄= = ιι=)=ψψ΄= ιιι=)=το=EMIM)=

=
PTK= Να βρείτε τα σημεία τομής των συναρτήσεων με τους άξονεςK=
=

ι=)=f=Eχ=)=Z=4χ 3x -  ιι=)=gEχ)=Z=3 xOx + = = ιιι=)=τ(χ)=Z=χO-χ-NO=
=
P8K= Να βρείτε τα σημεία τομής των γραφικών παραστάσεων=f=Eχ=)=Z=5=και==

gEχ)=Z=Oχ-NK=
=
P9K= Ομοίως για τις συναρτήσεις=:==

ι=)=f=Eχ=)=Z=χO-3χ και=gEχ)=Z=-χO== ιι=)=f=Eχ=)=Z=χ3HN==και==gEχ)=Z=χO+χ=
=
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4MK= Να βρείτε τα διαστήματα στα οποία η γραφική παράσταση των παρακά-
τω συναρτήσεων είναι πάνω από τον χχ΄==

ι=)=f=Eχ=)=Z=OχH6= = ιι=)=f=Eχ=)=Z=
O
3 = = ιιι=)=gEχ)=Z= Nx - -N=

=
4NK= Να βρείτε τα διαστήματα στα οποία οι παρακάτω συναρτήσεις=f=Eχ=)=είναι=

κάτω από τις=gEχ)K=
ι=)=f=Eχ=)=Z=χ===και==gEχ)=Z=Oχ-5== ιι=)=f=Eχ=)=Z=4===και==gEχ)=Z= x =-=N=

=
=

=OK4============Η συνάρτηση ψ=αχ+β=
=
Παρατήρηση=
=
Η ψ=Z=αχ+β παριστάνει ευθείαK=Ο αριθμός α ÂÎ =I=όταν η συνάρτηση έχει αυτή=
τη μορφή=I=καλείται συντελεστής διεύθυνσης της ευθείας και ισχύουν=:==
=
v α=Z=εφω=I=όπου ω είναι η γωνία που σχηματίζει η ευθεία με τον χχ΄=

=
v αν α=[=M=I=η ευθεία σχηματίζει οξεία γωνία με τον χχ΄=

=
v αν α<=M=I=η ευθεία σχηματίζει αμβλεία γωνία με τον χχ΄=

=

=
=
Παράδειγμα=:Βρείτε το λ= ÂÎ  αν οι ευθείες εN:=ψZ=Eλ3-N)χH8M=I=εO:=ψ=Z3λ(λ-N)χ=
είναι παράλληλεςK=
=
ΛΥΣΗ=
Είναι στη μορφή ψ=Zαχ=H=βK=Εξισώνω τα αK==
=
λ3-N=Z=3λ(λ-N)=Þ =Eλ-N)EλO+λHN)=Z=3λ(λ-N)=Þ =Eλ-N)EλO+λHN)=–=3λ(λ-N)=Z=M=
=

Κατηγορία=N=
=
Αν ζητείται να υπολογίσουμε παράμετρο μιας ευθείας όταν αυτή είναι πα-
ράλληλη ή κάθετη με δοσμένη ευθεία=I=τότε τις φέρνουμε και τις δυο στη=
μορφή=:=ψ=Z=αχ+β=K=Για την παραλληλία και την καθετότητα δυο ευθειών=
ισχύει=:=
Έστω===ε N :=y=Z=α NN b+x  και ε O :=y=Z= OO b+xa K==
=
à= {οι ε N I=ε O  είναι παράλληλες=}Þ {οι συντελεστές διεύθυνσης τους εί-

ναι ίσοι}Þ { ON aa = }K=
à= {οι ε N  και ε O  είναι κάθετες=}Þ {το γινόμενο των συντελεστών διεύ-

θυνσης είναι ίσο με=-N}Þ { NON -=aa }=
=
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(λ-N)x=EλO+λHN)=-3λ=]=Z=M=Þ  λ-N=Z=M=ή λO-OλHN=Z=M==Þ ==λZN=ή=Eλ-N)O=Z=MK==Άρα=
για λ=ZN=οι ευθείες είναι παράλληλεςK=
=

Παράδειγμα=:Να βρεθεί ο λ= ÂÎ  ώστε οι ευθείες εN:=ψ=Z=
NO

λN- χH8=I==

εO:=ψ=Z=
O

Nλ + χ-=6=I=να είναι κάθετες=K=

ΛΥΣΗ=
=
Πρέπει το γινόμενο των συντελεστών να είναι ίσο με=-NK=Δηλαδή=:==

NO
λN- ∙

O
Nλ + =Z=-NÞ = N

O4
)Nλ)EλNE

-=
+-

ÞN-λO=Z=-O4Þ  λO=Z=O5=Þ  λ=Z= 5± =K=

=
=

=
=
Παράδειγμα=:Να γίνει η γραφική παράσταση της ψ=Z=OχHOK=
=
ΛΥΣΗ=
Βρίσκω τα σημεία τομής της ευθείας με τους άξονεςK==
Για χ=Z=M=Þ  ψ=Z=O=Þ  Βρήκα το σημείο=:=EMIO)=
Για ψ=Z=M=Þ =M=Z=OχHO=Þ  χ=Z=-N=I=βρήκα το σημείο=E-NIM)K=Η γραφική παράσ-
ταση της φαίνεται παρακάτω=:==

=
=

ΑΛΥΤΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ=
=

4OK= Να βρεθεί ο συντελεστής διεύθυνσης των παρακάτω ευθειών=:==
α=)=ψ=Z=Oχ=–=5= β=)=ψ=Z=

NM
6x5 - = γ=)=ψ=Z=3=–=χ=

δ=)=χ=Z=Oψ=H3== ε=)=ψ=Z=Oχ-N=H=λχ στ=)=ψ=Z=M=
=

Κατηγορία=O=
=
Ασκήσεις στις οποίες ζητείται να γίνει η γραφική παράσταση μιας ευθείαςK=
Τότε βρίσκω τα σημεία τομής της ευθείας με τους άξονεςI=όπως στην προ-
ηγούμενη παράγραφοK=
=
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4PK= Να βρεθεί η γωνία ω που σχηματίζει με τον χχ΄ ευθεία με συντελεστή=
διεύθυνσης=:=
α=)=N= = β=)=-N== γ=)=M= = δ=)= 3 =
=

44K= Έστω ε==η ευθεία που διέρχεται από τα σημεία ΑE-3IM)=και ΒEMI= 3 )K=Να=
βρείτε=:==
α=)=την εξίσωση της ε=
β=)=τον συντελεστή διεύθυνσης της ε=
γ=)=τη γωνία που σχηματίζει η ε με τον χχ΄=
=

45K= Να βρεθεί η εξίσωση της ευθείας που διέρχεται από τα σημεία=:==
ι=)=ΑEMIO)==και ΒEOIM)== ιι=)=ΑE-OIN)=I=ΒE-OINM)=========ιιι=)=ΑE-3I4)IΒEOI4)=
=

46K= Για ποια τιμή του λ=I=η ευθεία ψ=Z=EOλ-3)χ=–=5=είναι παράλληλη με τον=
χχ΄;=

=
4TK= Να βρείτε τον λ= ÂÎ =I=ώστε οι ευθείες ψZ=λEO-χ)=και ψ=Z=EλOHN)χ-λχ=I=να=

είναι κάθετεςK=
=
48K= Να βρείτε τον λ= ÂÎ =I=ώστε οι ευθείες=:=ψ=Z= Nλ + χI=λ=¹ =M=και ψ=Z=Oλχ-N=I=

να είναι παράλληλεςK=
=
49K= Να βρεθούν οι τιμές του λ για τις οποίες οι ευθείες με εξισώσεις=:==

ψZ=λ3χ=H=3λ==και==ψ=Z=4λχ=–=6=είναι παράλληλεςK=
=
5MK= Να βρείτε τις τιμές του λ για τις οποίες οι ευθείες με εξισώσεις ψ=Z=λOχHN=

και ψ=Z=χ=H=λ==
α=)=είναι παράλληλες== = β=)=είναι κάθετες=
=

5NK= Να βρεθούν οι τιμές του μ για τις οποίες είναι κάθετες οι ευθείες με εξι-
σώσεις=:=
ι=)=ψ=Z=χ και μOχH4ψ=Z=N= = ιι=)=OμOχ+ψ=Z=NTχ==και χ-ψHN=Z=M=
=

5OK= Να βρεθούν οι τιμές του λ για τις οποίες οι ευθείες με εξισώσεις=:=ψ=Z=Eλ-
O)E3λHN)χ=–=5==και==ψ=Z=EO-λ)EλHN)χ=H6=είναι παράλληλεςK=

=
5PK= Δίνονται οι ευθείες εN=:=ψ=Z=EλOHN)χH5=και εO=:=ψ=Z=OλχHNK=Να βρεθεί η τι-

μή του λ ώστε αυτές να είναι παράλληλες και στη συνέχεια να τις πα-
ραστήσετε γραφικάK=

=

54K= Να βρείτε την τιμή του κI=αν οι ευθείες εN=:=ψZ=
O

Nk - χHN=και εO=:=ψZ=
3

Nk + χ=

είναι παράλληλες και στη συνέχεια να τις παραστήσετε γραφικάK=
=
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55K= Να βρείτε την τιμή του κ αν η ευθεία==εN=:=ψ=Z=E4κH3)χ=Hκ είναι παράλλη-
λη με την==εO=:=5χ+ψ=Z=4K=

=
56K= Να βρεθεί το εμβαδόν του τριγώνου που σχηματίζει με τους άξονες η=

ευθεία=:=ψ=Z=Oχ-6K=
=
5TK= Να αποδείξετε ότι όλα τα σημεία ΜEN-λI-Oλ-N)=ανήκουν στην ευθεία με=

εξίσωση=:=ψ=Z=Oχ-3=
=
58K= Να γίνει η γραφική παράσταση των συναρτήσεων=:==

α=)=f=Eχ)=Z=3χ-6= β=)=f=Eχ)=Z=-O== γ=)=f=Eχ)=Z=M=
δ=)=f=Eχ)=Z=3χ-6=I=χÎxMIO]= = = ε=)=f=Eχ)=Z=-O==I=χ=[=N=
στ=)=f=Eχ)=Z=M=I=χ=<=M=

=
59K= Ομοίως για τις συναρτήσεις=:==

α=)=f=Eχ)=Z=
ï
î

ï
í

ì

>
£<-

£-

3xIxO
3xOIO

OxIx
= = β=)=f=Eχ)=Z=

î
í
ì

-<
-³+
NxIx

NxIOx
=

=

γ=)=f=Eχ)=Z=
î
í
ì

-³-
<£-
NxIN
Nx3IO =

6MK= Να χαρακτηρίσετε ως σωστές ή λάθος τις παρακάτω προτάσεις=:==
NK= Η ευθεία ψ=Z=

3
Ox +  διέρχεται από το=E-OIM)= Σ========Λ=

OK= Η ψ=Z=-χH
O
N  τέμνει τον ψψ΄ στο=EMI-

O
N )= Σ========Λ=

3K= Οι ευθείες ψ=Z=λχH5I=περνούν από το=EMI5)=για κάθε λK= Σ========Λ=
=

4K= Οι ευθείες ψ=Z=α και χ=Z=β τέμνονται για κάθε α=I=βK= Σ========Λ=
=

5K= Οι ευθείες ψ=Z=χHN=και ψ=Z=
3

Nx3 -  είναι παράλληλεςK= Σ========Λ=
=

6K= Οι ευθείες ψ=Z=3χHT=και ψ=Z=-Oχ-3=τέμνονται στο=E-OIN)= Σ========Λ=
=
6NK= Δίνεται η συνάρτηση=:=f=Eχ)=Z=λχH4=I=λ=<=M==K=Να βρείτε=:==

α=)=τα σημεία που τέμνει τους άξονες=I=
β=)=το εμβαδόν του τριγώνου που σχηματίζεται=I=
γ=)=την τιμή του λ ώστε το παραπάνω εμβαδόν να είναι=O=τετραγωνικές=
μονάδεςK=

=
OK5============Μελέτη συνάρτησης=
==
Ορισμοί=
=
v Μια συνάρτηση=f=Eχ)=καλείται=γνησίως αύξουσα σε ένα διάστημα Δ ό-

ταν για κάθε χN=I=χO=ÎΔ με χN=<=χO==Þ ==f=EχN=)=<=f=EχO=)=
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=
v Μια συνάρτηση=f=Eχ)=καλείται=γνησίως φθίνουσα σε ένα διάστημα Δ=

όταν για κάθε χN=I=χO=ÎΔ με χN=<=χO==Þ ==f=EχN=)=[=f=EχO=)=
=
v Μια συνάρτηση=f=Eχ)==καλείται=άρτια=σε ένα διάστημα Δ όταν για κάθε χ=

ÎΔ=Þ ==το=–χ=ÎΔ==και ισχύει=:=f=E-χ)=Z=f=Eχ)=
=
v Μια συνάρτηση=f=Eχ)==καλείται=περιττή=σε ένα διάστημα Δ όταν για κάθε=

χ=ÎΔ=Þ ==το=–χ=ÎΔ==και ισχύει=:=f=E-χ)=Z=-=f=Eχ)=
=
v Μια συνάρτηση=f=Eχ)=παρουσιάζει=ολικό ελάχιστο στο σημείο=EχMIf=EχM))=

του πεδίου ορισμού της Α όταν για κάθε χ=Î Α ισχύει=:=f=Eχ)=³ =f=EχM)=
=
v Μια συνάρτηση=f=Eχ)=παρουσιάζει=ολικό μέγιστο στο σημείο=EχMIf=EχM))=

του πεδίου ορισμού της Α όταν για κάθε χ=Î Α ισχύει=:=f=Eχ)=£ f=EχM)=
=
=
=

=
=
=
=
=
=
=
=
=
=
=
=
=
=
Παράδειγμα=:Να μελετήσετε την μονοτονία της=:=f=Eχ)=Z= x4 - =
=
ΛΥΣΗ=
=
Το πεδίο ορισμού της=f=Eχ)=είναι το διάστημα=:=Α=Z=E-¥ =I=4]K=Έστω χN=I=χO=ÎΑ με==
=
χN=<=χO=Þ ==-=χN=[=-χO=Þ =4-χN=[=4-χO=Þ == ON x4x4 ->- =Þ ==f=EχN=)=[==f=EχO=)=I==
=
άρα η συνάρτηση είναι γνK=φθίνουσα στο ΑK=
=
=
=
=
=
=
=
=

Κατηγορία=N=
=
Ασκήσεις στις οποίες ζητείται να εξεταστεί μια συνάρτηση ως προς τη μονοτο-
νία σε ένα διάστημα ΔK==
=
Παίρνω χN=I=χO του πεδίου ορισμού της συνάρτησης και ξεκινώντας από την=
ανίσωση χN=<=χO=I=χρησιμοποιώντας τις ιδιότητες των ανισοτήτων καταλήγω σε=
μια από τις μορφές=:=f=EχN=)=<=f=EχO=)==ή==f=EχN=)=[=f=EχO=)K=
=
Μπορώ επίσης μερικές φορές να εξετάσω το πρόσημο της διαφοράς=:==
f=EχN=)=-==f=EχO=)=K=Αν==f=EχN=)=-=f=EχO=)=<=M=Þ =f=EχN=)=<=f=EχO=)=Þ  ΓνK=αύξουσα=
Αν=f=EχN=)=-=f=EχO=)=[=M=Þ =f=EχN=)=[=f=EχO=)==Þ  Γν=K=φθίνουσαK=

Κατηγορία=O=
=
Ασκήσεις στις οποίες ζητείται να δείξουμε ότι μια συνάρτηση παρουσιάζει=
ολικό ελάχιστο ή μέγιστοK=
=
Με την βοήθεια των ανισοτήτων προσπαθούμε να καταλήξουμε σε μια=
σχέση της μορφής=:=f=Eχ)=³ =f=EχM)=I=f=Eχ)=£ f=EχM)K=
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Παράδειγμα=: Να βρείτε τα ακρότατα των συναρτήσεων=:=f=Eχ)=Z=Oχ4=-N=και==
κ(χ)=Z=-OEχ-N)O=HN=
=
ΛΥΣΗ=
=
Το πεδίο ορισμού των=f=Eχ)=και κ(χ)=είναι το=Â =K=Για την=f=Eχ)=έχω:=χ4=³ =M=Þ ==
=
2χ4=³ =M=Þ =Oχ4=–=N=³ =-N=Þ =f=Eχ)=³ =-N=I==άρα παρουσιάζει ολικό ελάχιστο=K=
=
Για την κ(χ)=έχω=:=Eχ-N)O=³ =M=Þ =-OEχ-N)O==£ =M==Þ =-OEχ-N)O=HN=£ =N=Þ  κ(χ)=£ =N=I==
=
άρα παρουσιάζει ολικό μέγιστο το σημείο=:=ENIN)K=
=
=
=
=
=
=
=
=
=
=
=
=
=
Παράδειγμα=:=Εξετάστε αν οι παρακάτω συναρτήσεις είναι άρτιες ή περιττές=:==

ι=)=f=Eχ)=Z=3χOH5χ4= = ιι=)=κ(χ)=Z=χ3=–=3χ5= = ιιι=)=λ(χ)=Z=
xN

xO

+
=

ΛΥΣΗ=
=
ι=)=Πεδίο ορισμού=:=Â =I=f=E-χ)=Z=3E-χ)O=H=5E-χ)4=Z=3χO=H=5χ4=Z=f=Eχ)=I=άρτια=
=
ιι=)=Πεδίο ορισμού=:=Â =I=f=E-χ)=Z=E-χ)3=–=3E-χ)5=Z=-χ3=H=3χ5=Z=-Eχ3-3χ5)=Z=-=f=Eχ)=I=
περιττή=
=
ιιι=)=Πεδίο ορισμού=:=Â =-={-N}=I=άρα το χ=Z=N=Î στο πεδίο ορισμού όμως το=-N=
δεν ανήκει στο πεδίο ορισμού=I=άρα ούτε άρτια ούτε περιττήK=
=
=

ΑΛΥΤΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ=
=
6OK= Να χαρακτηρίσετε τις παρακάτω προτάσεις ως Σωστές ή Λάθος=:=
=

NK= Αν μια συνάρτηση με πεδίο ορισμού το=Â  δεν είναι άρτια=
τότε είναι περιττήK= Σ=======Λ=

OK= Μια συνάρτηση με πεδίο ορισμού το=x-OI3]=δεν μπορεί να=
είναι ούτε άρτια ούτε περιττήK=

Σ=======Λ=
=

3K= Μια σταθερή συνάρτηση είναι πάντα άρτιαK= Σ=======Λ=
=

Κατηγορία=P=
 
Ασκήσεις στις οποίες ζητείται να βρεθεί αν είναι άρτιες ή περιττές σε ένα=
διάστημαK=
=
Εξετάζω αν στο διάστημα Δ ισχύει=:=χÎΔ και=-χÎ ΔK=Αν χÎΔ και το=
=-χÏΔ=I=τότε η=f=Eχ)==δεν είναι ούτε άρτια ούτε περιττήK=Κατόπιν βάζω στη=
θέση του χ στη συνάρτηση το=–χK=Αν καταλήξω μετά από πράξεις ότι=:=f=Eχ)=
Z=f=E-χ)I=τότε η=f=Eχ)=είναι άρτιαK=Αν=f=E-χ)=Z=-=f=Eχ)=η συνάρτηση είναι περιττήK=
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4K= Η συνάρτηση=gEx)=Z=5χ=I=χÎx-NI3]=είναι περιττήK= Σ=======Λ=
=

= = =
5K= Μια συνάρτηση με πεδίο ορισμού το=Â =I=γνησίως αύξο-

υσα για την οποία ισχύουν=:=f=EO)ZM=I=f=E5)=Z=8=I=είναι=:== =

= α=)=f=E3)=[=M= Σ=======Λ=
=

= β=)=f=E4)=<=M= Σ=======Λ=
=

= γ=)=f=E3)=³ =M= Σ=======Λ=
=

= δ=)=f=EN)=f=E3)=<=M= Σ=======Λ=
=

= ε=)=f=EM)=<=8= Σ=======Λ=
=

6K= Έστω=gEx)=με πεδίο ορισμού το=Â =I=περιττή=I=γνησίως=
φθίνουσα και=gE-O)=Z=3=I=τότε=:== =

= α=)=gEO)=Z=-3= Σ=======Λ=
=

= β=)=gE4)=[=M== Σ=======Λ=
=

= γ=)=gE-3)=[=3= Σ=======Λ=
=

=
6PK= Να βρείτε το=gEO)=αν γνωρίζουμε ότι=:=gE-O)=Z=3=και η συνάρτηση=gEx)=εί-

ναι=:=α=)=άρτια== β=)=περιττή=
=
64K= Να υπολογίσετε τη διαφορά=:=f=EO)=-=f=E-3)=I=αν γνωρίζουμε ότι=:=

=f=E3)=-=f=E-O)=Z=4=και η=f=Eχ)=είναι άρτιαK=
=
65K= Να εξετάσετε αν οι παρακάτω συναρτήσεις είναι άρτιες ή περιττές=:=
=

α=)=f=Eχ)=Z=χ3=–=χ5∙ x == β=)=gEx)=Z=
Ox

x
-

= = γ=)=gEx)=Z=
Nx
xx

O

3

-
- =

=

δ=)=f=Eχ)=Z=
Ox

)OxExO

-
- == ε=)=gEx)=Z=

9x
)9xEx

O

OO

-
- == =

=
στ=)=gEx)=Z=EOχ-N)4=–=EOχHN)4= ζ=)=f=Eχ)=Z= x366x3 -++ = =

=
66K= Να μελετηθούν ως προς τη μονοτονία οι συναρτήσεις=:=
=

α=)=gEx)=Z=O 35x -+ = β=)=f=Eχ)=Z=3χO=–=4=I=χ£ =M=
=

γ=)=gEx)=Z=
Ox5

3
+

= = δ=)=f=Eχ)=Z=χ=H= x =

=



ΚΕΦΑΛΑΙΟ OΟ  ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 

Επιμέλεια : Κοσόγλου Ιορδάνη  μαθηματικού  N5 

ε=)=gEx)=Z=N=H= x =H= Nx +  στ=)=gEx)=Z=5χO=–=NMχ=HN=I=χ=[=O=
=
=
6TK= Να βρεθεί η ελάχιστη τιμή των συναρτήσεων=:==
=

α=)=gEx)=Z=3EχHO)4=–=48= β=)=gEx)=Z=5χ8== γ=)=gEx)=Z=5χO=HNM=
=
δ=)=gEx)=Z=EO 3x - )O=H4= ε=)=gEx)=Z=3 ONx +- =

=
68K= Να βρεθεί η μέγιστη τιμή των συναρτήσεων=:==

=
α=)=f=Eχ)=Z=N-Oχ4= = β=)=f=Eχ)=Z=- NMx4 O +- =
=
γ=)=f=Eχ)=Z=- 9xx O4 ++ = δ=)=f=Eχ)=Z=N- NMxO + =====ε=)=f=Eχ)=Z=3- 4x O + =

=
69K= Αν η συνάρτηση είναι άρτια και περιττή με πεδίο ορισμού το=Â =I=να α-

ποδείξετε ότι για κάθε χÎÂ  ισχύει=:=f=Eχ)=Z=M=
=
TMK= Δίνεται η συνάρτηση=:=f=Eχ)=Z=χ3-9χHN=

=
α=)=να υπολογιστούν οι τιμές=:=f=E3)==I=f=E-3)=
β=)=να εξεταστεί αν είναι άρτια=K=

=
TNK= Δίνεται η συνάρτηση=:=f=Eχ)=Z=Eλ-O)χH3-λK=Να αποδείξετε ότι=:==

=
α=)=αν η=f=Eχ)=είναι άρτια τότε λ=Z=O=
β=)=αν η=f=Eχ)=είναι περιττή τότε λ=Z=3K=

=
TOK= Δίνεται η συνάρτηση=:=f=Eχ)=Z= NMx35x O -+- =I==
=

α=)=να βρεθεί το πεδίο ορισμού της=I=
β=)=να μελετηθεί ως προς τη μονοτονία=I==
γ=)=να βρεθεί η ελάχιστη τιμής της=I=
δ=)=να λυθεί η ανίσωση=:=f=Eχ)=<=f=ENM)=

=
TPK= Να παρασταθούν γραφικά οι συναρτήσεις=:==

=

α=)=f=Eχ)=Z=χO∙ x = = β=)=gEx)=Z= Ox
x

== γ=)=gEx)=Z=
x
N- =

=

δ=)=gEx)=Z= Ox
Nx
Nx

-

-
= = ε=)=f=Eχ)=Z=Eχ-= x )E x =Hχ=)=

=

στ=)=gEx)=Z=
x6xO

9x6x
O

O

-
+-  ζ=)=gEx)=Z=

x4O
x3x6 O3

-
- =


