
ΠΡΟΛΟΓΟΣ

Το βιβλίο αυτό απευθύνεται κυρίως στους μαθητές της Α΄ Λυκείου, αλλά και 
στους καθηγητές που διδάσκουν το μάθημα: «Άλγεβρα και στοιχεία πιθανοτή-
των» της Α΄ Λυκείου.

Αποτελεί το Α΄ τεύχος και αναφέρεται στα κεφάλαια 1ο, 2ο και 3ο που υπάρ-
χουν στο σχολικό βιβλίο. Θα ακολουθήσει το Β΄ τεύχος, το οποίο θα αναφέρε-
ται στα κεφάλαια 4ο, 5ο και 6ο .

Το βιβλίο χωρίζεται σε δύο μέρη: Στο Α΄μέρος παρατίθενται όλες οι ασκή-
σεις από το 2ο και το 4ο θέμα που περιέχονται στην Τράπεζα Θεμάτων Διαβαθ-
μισμένης Δυσκολίας (Τ.Θ.Δ.Δ.) του Ινστιτούτου Εκπαιδευτικής Πολιτικής 
(Ι.Ε.Π.), καθώς και ασκήσεις που αφορούν στο 1ο και το 3ο θέμα, τα οποία 
επιλέγονται από τους διδάσκοντες. Όσον αφορά στο 1ο θέμα, υπάρχουν όλες οι 
αποδείξεις των προτάσεων-ιδιοτήτων του σχολικού βιβλίου που περιέχονται 
στην εξεταστέα ύλη του μαθήματος καθώς και ερωτήσεις αντικειμενικού τύ-
που. Στο κομμάτι που αφορά στο 3ο θέμα, υπάρχουν θέματα διαβαθμισμένης 
δυσκολίας που δημιουργήθηκαν από τον συγγραφέα για τις ανάγκες των εξετά-
σεων, σύμφωνα με τις οδηγίες του Ι.Ε.Π.

Στο Β΄μέρος του βιβλίου παρατίθενται οι αναλυτικές και υποδειγματικές 
λύσεις όλων των ερωτήσεων και ασκήσεων του Α΄ μέρους. Επιπλέον, περιέχο-
νται όλες οι απαντήσεις στις ερωτήσεις κατανόησης του σχολικού βιβλίου. Τέ-
λος, στο παράρτημα του υπάρχουν όλες οι οδηγίες διδασκαλίας που έχουν δο-
θεί από το Ι.Ε.Π. και το Υπουργείο Παιδείας καθώς και μια πρόταση μελέτης.

Το βιβλίο γράφτηκε με βάση το νέο σύστημα, την εξεταστέα ύλη και τις 
επίσημες οδηγίες του Υπουργείου. Ως εκ τούτου, η αρχική σκέψη για τη δημι-
ουργία του γεννήθηκε, κατά κύριο λόγο, από την ανάγκη μιας όσο το δυνατόν 
πληρέστερης και πιο σφαιρικής προετοιμασίας των μαθητών, οι οποίοι έρχο-
νται αντιμέτωποι με σημαντικές αλλαγές στο σύστημα εξετάσεων.  

Πιστεύω ότι το βιβλίο αυτό αποτελεί έναν πλήρη οδηγό μελέτης που, μαζί 



με το σχολικό βιβλίο, μπορεί να καλύψει τις ανάγκες, τις αναζητήσεις και τις 
απορίες των μαθητών στο συγκεκριμένο γνωστικό αντικείμενο και, τελικά, να 
αποδειχθεί πολύ σημαντικό εργαλείο για τις γραπτές προαγωγικές εξετάσεις 
στο τέλος της σχολικής χρονιάς.

Σας εύχομαι καλή μελέτη και επιτυχία.
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Αφιερώνεται στους μαθητές της Α΄Λυκείου και

στους καθηγητές τους,  που μοχθούν καθημερινά μέσα στην τάξη





Μ Ε Ρ Ο Σ    Α΄





Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο 1ο  
Πιθανότητες

1.1  Δειγματικός χώρος – Ενδεχόμενα

1.2  Έννοια της Πιθανότητας

H εξεταστέα ύλη για το κεφάλαιο αυτό είναι:

Παράγραφος 1.1 

Παράγραφος 1.2 (εκτός από: «Αξιωματικός ορισμός της Πιθανότητας»)

Παρατηρήσεις:
Να μην διδαχθεί η εφαρμογή 3 στη σελίδα 36, καθώς και οι ασκήσεις με 
ανισότητες.
Να μην γίνουν οι ασκήσεις 4, 5 και 6 της Β΄ ομάδας της παραγράφου 1.2.
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ΘΕΜΑ Α

Θέμα Α.1-Ερωτήσεις αντικειμενικού τύπου

Α.1.1. Ερωτήσεις Σωστού–Λάθους

Στις επόμενες προτάσεις να γράψετε δίπλα στην κάθε πρόταση το γράμμα Σ, 
αν η πρόταση είναι σωστή, ή το γράμμα Λ, αν η πρόταση είναι λανθασμένη.

1.  Πείραμα τύχης είναι ένα πείραμα του οποίου το αποτέλεσμα δεν μπο-
ρούμε εκ των προτέρων να προβλέψουμε, μολονότι επαναλαμβάνεται 
κάτω από τις ίδιες συνθήκες.

2.  Δυνατά αποτελέσματα (ή δυνατές περιπτώσεις) ενός πειράματος τύχης 
λέγονται όλα τα αποτελέσματα που μπορούν να εμφανιστούν.

3.  Το σύνολο των δυνατών αποτελεσμάτων σε ένα πείραμα τύχης λέγεται 
δειγματικός χώρος  του πειράματος.

4.  Ενδεχόμενο ή γεγονός λέγεται το σύνολο που έχει ως στοιχεία του ένα 
ή περισσότερα αποτελέσματα ενός πειράματος τύχης.

5.  Τα απλά ενδεχόμενα είναι μονοσύνολα, υποσύνολα του δειγματικού 
χώρου.

6.   Βέβαιο ενδεχόμενο είναι ο ίδιος ο δειγματικός χώρος.
7.   Αδύνατο ενδεχόμενο ενός δειγματικού χώρου Ω είναι το κενό σύνολο.

Στις ερωτήσεις 8–13 τα Α και Β θεωρούνται ενδεχόμενα ενός πειράματος 
τύχης και το ω ένα αποτέλεσμα του  πειράματος αυτού.

8.  Η λεκτική ερμηνεία του ω Α ´ είναι: « Το ενδεχόμενο Α πραγματοποι-
είται».

9.  Η λεκτική ερμηνεία του  ω Α Β    είναι: «Πραγματοποιούνται αμφό-
τερα τα Α και  Β».
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10.  Η λεκτική ερμηνεία του ω Α Β   είναι: «Ένα τουλάχιστον από τα Α 
και Β πραγματοποιείται».

11.  Η λεκτική ερμηνεία του ω Α Β   είναι: «Πραγματοποιείται μόνο το 
ενδεχόμενο Α».

12.  Η λεκτική ερμηνεία του ω Α Β ΄ ( )  είναι: «Δεν πραγματοποιείται κα-
νένα από τα Α και Β».

13. Η διατύπωση στην κοινή γλώσσα της έκφρασης: «Πραγματοποιείται 
μόνο ένα από τα Α ή Β» σημαίνει στη γλώσσα των συνόλων: 

ω Α Β Β Α   ( ) ( )

14.  Ασυμβίβαστα μεταξύ τους λέγονται δύο ενδεχόμενα ενός δειγματικού 
χώρου Ω, όταν η τομή τους είναι το κενό  σύνολο.

15.  Για κάθε ενδεχόμενο Α ενός δειγματικού χώρου Ω ισχύει  0 P(A) 1.
16.  Η πιθανότητα του αδύνατου ενδεχομένου ενός δειγματικού χώρου Ω 

είναι ίση με 0.
17.  Αν Ω ο δειγματικός χώρος ενός πειράματος τύχης, τότε  Ρ(Ω)  1.
18.  Δύο ασυμβίβαστα μεταξύ τους ενδεχόμενα του ίδιου δειγματικού χώ-

ρου Ω είναι πάντα συμπληρωματικά.
19.  Αν Α, Β ενδεχόμενα του ίδιου δειγματικού χώρου Ω με Ρ(Α)Ρ(Β)  1,  

τότε τα Α και Β είναι πάντα συμπληρωματικά.
20.  Για δύο συμπληρωματικά ενδεχόμενα Α και Α΄ ενός δειγματικού χώρου 

Ω ισχύει ΄ P(A) P(A ) 1.
21.  Αν Α είναι  ένα ενδεχόμενο ενός δειγματικού χώρου Ω, τότε ονομάζουμε 

πιθανότητα του ενδεχομένου Α τον αριθμό ΝΑ
Ν Ω


(A)

P( )
( )

, όπου Ν(Α) 

και Ν(Ω) το πλήθος των ευνοϊκών και δυνατών περιπτώσεων αντίστοιχα.
22.  Για οποιαδήποτε ενδεχόμενα Α και Β ενός δειγματικού χώρου Ω ισχύει 

η σχέση: Ρ Α Β Ρ Α Ρ Β  ( ) ( ) ( ).  
23.  Για οποιαδήποτε ενδεχόμενα Α  και  Β ενός δειγματικού χώρου Ω ισχύει 

η σχέση: Ρ Α Β Ρ Α Ρ Β    ( ) ( ) ( ) P(A B).
24. Αν Α και Β  ενδεχόμενα ενός δειγματικού χώρου Ω, τότε η σχέση Α Β  

σημαίνει στην κοινή γλώσσα: «Η πραγματοποίηση του Α συνεπάγεται 
την πραγματοποίηση του Β».
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Α.1.2. Ερωτήσεις Πολλαπλής Eπιλογής

Στις επόμενες προτάσεις η σωστή απάντηση σε κάθε ερώτηση είναι μόνο μία. 
Να επιλέξετε το γράμμα που αντιστοιχεί στη σωστή απάντηση της κάθε ερώ-
τησης.

1.  Δύο ενδεχόμενα Α και Β ενός δειγματικού χώρου Ω λέγονται ασυμβίβα-
στα όταν:

 Α. Α Β Ω                Β. Α Β                    
 Γ.  Α Β                    Δ. Α Β 
2.  Αδύνατο ενδεχόμενο ενός δειγματικού χώρου Ω (με Ω0 ) είναι το:                                  
 Α. Ω                          Β.              
 Γ.  0             Δ. τίποτα από τα προηγούμενα

3.  Για την πιθανότητα οποιουδήποτε ενδεχομένου Κ ενός δειγματικού χώ-
ρου  Ω  ισχύει:   

 Α. P(K) < 0               Β. 0 < P(K) < 1             
 Γ. P(K) > 1                 Δ.  0 P(K) 1  
4.  Έστω ένα πείραμα τύχης με ισοπίθανα αποτελέσματα και Ν(Α), Ν(Ω) 

το πλήθος των ευνοϊκών και δυνατών περιπτώσεων αντίστοιχα. Ορίζου-
με τότε ως πιθανότητα του  ενδεχομένου Α ενός δειγματικού χώρου Ω 
τον αριθμό:                                                            

 Α. Ν Ω
Ν Α
( )

( )
                  Β. Ν Ω Ν Α( ) ( )               

 Γ. Ν Ω Ν Α( ) ( )            Δ.  Ν Α
Ν Ω
( )

( )
  

5.  Αν Α και Β ενδεχόμενα ενός πειράματος τύχης και ω ένα αποτέλεσμα 
του πειράματος  αυτού, τότε η λεκτική ερμηνεία του  ω Α Β   ́είναι:                                                                                           

 Α. Το Α δεν πραγματοποιείται.      
 Β. Πραγματοποιείται μόνο το Α. 
 Γ. Πραγματοποιείται ένα τουλάχιστον από τα Α και Β.   
 Δ. Πραγματοποιούνται αμφότερα τα Α και Β.
6.   Για οποιαδήποτε ενδεχόμενα Α και Β ενός δειγματικού χώρου, η πιθα-

νότητα του ενδεχομένου Α–Β είναι:
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 Α.  P(A) P(A B)      Β.  P(A) P(A B)      
 Γ.  P(A) P(A B)     Δ.  P(A) P(A B)

7.   Για οποιαδήποτε ενδεχόμενα Α και Β ενός δειγματικού χώρου, η  πιθα-
νότητα του ενδεχομένου A B είναι:

 Α.   P(A B) P(A) P(B)       Β.     P(A B) P(A) P(B) P(A B) 
 Γ.   P(A B) P(B) P(A)       Δ.   P(A B) P(A) P(B)

8.  Αν Α και Β ενδεχόμενα ενός δειγματικού χώρου Ω  με B A, τότε:
 Α. P(A) P(B)       Β. P(A) P(B)        
 Γ.  P(B) P(A)        Δ. τίποτα από τα προηγούμενα 

Α.1.3. Ερωτήσεις Αντιστοίχισης
Στις επόμενες ερωτήσεις να αντιστοιχίσετε κάθε στοιχείο της στήλης Α με ένα 
μόνο στοιχείο της στήλης Β, ώστε να προκύπτουν ισότητες και ισοδύναμες ή  
αληθείς σχέσεις ή προτάσεις. Στη στήλη Β υπάρχει ένα επιπλέον στοιχείο.

1.  Τα Α και Β είναι ενδεχόμενα ενός δειγματικού χώρου Ω.

ΣΤΗΛΗ Α ΣΤΗΛΗ Β
1. ΄P(A ) α.  P(B) P(A B)

2. P(B A) β. 0
3. ΩP( ) γ. 1 P(A)

δ. 1

2.  Στη στήλη Α αναγράφονται σχέσεις  διατυπωμένες στη γλώσσα των συ-
νόλων για τα ενδεχόμενα Α και Β ενός δειγματικού χώρου Ω και στη 
στήλη Β αναγράφονται οι ίδιες σχέσεις αλλά διατυπωμένες στην κοινή 
γλώσσα.

ΣΤΗΛΗ Α ΣΤΗΛΗ Β 
1. ω Α Β ΄( )  α. Πραγματοποιείται το Α και όχι το Β
2. ω Β Α  β. Πραγματοποιείται  μόνο το Β
3. ω Α Β  γ. Δεν πραγματοποιείται κανένα από τα Α και Β

δ. Πραγματοποιούνται αμφότερα τα Α και Β
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3.  Τα Α και Β είναι ενδεχόμενα ενός δειγματικού χώρου Ω.

ΣΤΗΛΗ Α ΣΤΗΛΗ Β
1. P( ) α. 0
2. ΄P(A B ) β. 1
3.  ΄P (A B) γ.  P(A) P(A B)

δ.  1 P(A B)

Θέμα Α.2-Αποδείξεις προτάσεων και ιδιοτήτων

Στα επόμενα παρατίθενται όλες οι αποδείξεις των προτάσεων και των ιδιοτή-
των του 1ου κεφαλαίου που περιέχονται στην εξεταστέα ύλη του μαθήματος: 
«Άλγεβρα και στοιχεία πιθανοτήτων» της Α΄Λυκείου και θα αποτελέσουν το 
2ο μέρος του 1ου θέματος (το Α2) στις γραπτές προαγωγικές εξετάσεις. Οι απο-
δείξεις έγιναν σύμφωνα με το περιεχόμενο του σχολικού βιβλίου.

1. Έστω Ω ένας δειγματικός χώρος με απλά ενδεχόμενα ισοπίθανα. Αν 
τα ενδεχόμενα Α και Β του Ω είναι ασυμβίβαστα μεταξύ τους, να 
αποδείξετε ότι:   P(A B) P(A) P(B) (απλός προσθετικός νόμος).

Απόδειξη
(Σχήμα 1)
Αν Ν(Α)  κ και Ν(Β)  λ, τότε το Α Β  έχει κ λ στοιχεία, γιατί αλλιώς τα 
Α και Β δεν θα ήταν ασυμβίβαστα. Δηλαδή έχουμε:

Ν Α Β Ν Ν Β κ λ Ν Α Ν Β      ( ) (A) ( ) ( ) ( ) 
Επομένως: 

Ν Α Β Ν Ν Β Ν Α Ν ΒΑ Β Α Β
Ν Ω Ν Ω Ν Ω Ν Ω

 
      

( ) (A) ( ) ( ) ( )
P( ) P( ) P( )

( ) ( ) ( ) ( )
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Σχήμα 1

2. Έστω Ω ένας δειγματικός χώρος με απλά ενδεχόμενα ισοπίθανα. Αν 
τα Α  και  Β είναι δύο ενδεχόμενα του Ω,  να αποδείξετε ότι:  

    P(A B) P(A) P(B) P(A B)

Απόδειξη
(Σχήμα 2)
Για δύο ενδεχόμενα Α και Β έχουμε: 
Ν Α Β Ν Α Ν Β Α Β    ( ) ( ) ( ) N( ) (1), αφού στο άθροισμα Ν Α Ν Β( ) ( )

το πλήθος των στοιχείων του Α Β  υπολογίζεται δύο φορές. 
Αν διαιρέσουμε τα μέλη της (1) με Ν Ω( ) έχουμε: 

Ν Α Β Ν Ν Β Α Β Ν Α Ν Β Α Β
Ν Ω Ν Ω Ν Ω Ν Ω Ν Ω

    
   

( ) (A) ( ) N( ) ( ) ( ) N( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
   

και επομένως Α Β Α Β Α Β    P( ) P( ) P( ) P( ).

Σχήμα 2
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3. Έστω Ω ένας δειγματικός χώρος με απλά ενδεχόμενα ισοπίθανα. Αν 
Α και Α΄ είναι δύο συμπληρωματικά ενδεχόμενα του Ω, να αποδείξε-
τε ότι:  ΄  P(A ) 1 P(A).

Απόδειξη
(Σχήμα 3)
Επειδή Α Α ´ , δηλαδή τα Α και Α΄ είναι ασυμβίβαστα, σύμφωνα με  
τον απλό προσθετικό νόμο έχουμε διαδοχικά: 

Α Α΄ Α Α΄
Ω Α Α΄

Α Α΄

P( ) P( ) P( )
P( ) P( ) P( )
1 P( ) P( )

  
 

 

Συνεπώς Α΄ Α P( ) 1 P( ).

 
Σχήμα 3

4.  Έστω Ω ένας δειγματικός χώρος με απλά ενδεχόμενα ισοπίθανα. Αν 
τα Α και Β είναι δύο ενδεχόμενα του Ω,  να αποδείξετε ότι:  

   P(A B) P(A) P(A B)

Απόδειξη
(Σχήμα 4)
Επειδή τα ενδεχόμενα Α Β  και Α Β  είναι ασυμβίβαστα και επιπλέον 
ισχύει Α Β Α Β Α   ( ) ( ) , έχουμε:                             

Α Α Β Α Β   P( ) P( ) P( )

Συνεπώς Α Β Α Α Β   P( ) P( ) P( ).
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Σχήμα 4

5.  Έστω Ω ένας δειγματικός χώρος με απλά ενδεχόμενα ισοπίθανα.  Αν 
τα Α και Β είναι δύο ενδεχόμενα του Ω με A B, να αποδείξετε ότι: 

P(A) P(B)

Απόδειξη
(Σχήμα 5)
Επειδή Α Β  έχουμε διαδοχικά:

Ν Α Ν Β
Ν Α Ν Β
Ν Ω Ν Ω

Α Β

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
P( ) P( )







Σχήμα 5
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ΘΕΜΑ B

 Από την Τράπεζα θεμάτων του Υπουργείου ΠΑΙ.Θ.( Ι.Ε.Π.). Περιλαμβάνονται  
10 θέματα αυτής της κατηγορίας.

ΘΕΜΑ Β1

Δίνονται δύο ενδεχόμενα A, B ενός δειγματικού χώρου και οι πιθανότητες:  


3

P(A)
4

,        
5

P(A B)
8

      και    
1

P(B)
4

α) Να υπολογίσετε την  P(A B).
  (Μονάδες 9)

β) i)  Να παραστήσετε με διάγραμμα Venn και να γράψετε στη γλώσσα 
των συνόλων το ενδεχόμενο: «Α ή Β». 

 (Μονάδες 7)
 ii)  Να υπολογίσετε την πιθανότητα πραγματοποίησης του παραπάνω  

ενδεχομένου. 
(Μονάδες 9)

ΘΕΜΑ Β2

Το 70% των κατοίκων μιας πόλης έχει αυτοκίνητο, το 40% έχει μηχανάκι 
και το 20% έχει και αυτοκίνητο και μηχανάκι. Επιλέγουμε τυχαία έναν 
κάτοικο αυτής της πόλης. Ορίζουμε τα ενδεχόμενα: 
Α: ο κάτοικος να έχει αυτοκίνητο 
Μ: ο κάτοικος να έχει μηχανάκι
α)  Να εκφράσετε λεκτικά τα ενδεχόμενα: 
 i) A M         ii) M A          iii)   ΄M

  (Μονάδες 9)
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β)  Να βρείτε την πιθανότητα ο κάτοικος που επιλέχθηκε: 
 i)  Να μην έχει μηχανάκι. 

            (Μονάδες 7) 
 ii)  Να μην έχει ούτε μηχανάκι ούτε αυτοκίνητο. 

           (Μονάδες 9) 

ΘΕΜΑ Β3

Δίνεται το σύνολο Ω  {1,2,3,4,5,6} και τα υποσύνολά του Α  {1,2,4,5} και  
Β  {2,4,6}.
α)  Nα παραστήσετε στο ίδιο διάγραμμα Venn, με βασικό σύνολο το Ω, τα  

σύνολα Α και Β. Κατόπιν, να προσδιορίσετε τα σύνολα A B,  A B, 
Α´ και  Β .́ 

  (Μονάδες 13) 
β)  Επιλέγουμε τυχαία ένα στοιχείο του Ω. Να βρείτε τις πιθανότητες των  

ενδεχομένων: 
 i) Να μην πραγματοποιηθεί το ενδεχόμενο Α. 

           (Μονάδες 4) 
 ii) Να πραγματοποιηθούν συγχρόνως τα ενδεχόμενα Α και Β.

            (Μονάδες 4) 
 iii) Να πραγματοποιηθεί ένα τουλάχιστον από τα ενδεχόμενα Α και Β. 

             (Μονάδες 4) 

ΘΕΜΑ Β4

Ένα τηλεοπτικό παιχνίδι παίζεται με ζεύγη αντιπάλων των δύο φύλων. Στο 
παιχνίδι συμμετέχουν 3 άντρες: ο Δημήτρης (Δ), ο Κώστας (Κ), ο Μιχάλης 
(Μ) και 2 γυναίκες: η Ειρήνη (Ε) και η Ζωή (Ζ). Επιλέγονται στην τύχη ένας 
άντρας και μια γυναίκα για να διαγωνιστούν και καταγράφονται τα ονόματά 
τους. 
α)  Να βρείτε τον δειγματικό χώρο του πειράματος.

      (Μονάδες 10)
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β)  Να υπολογίσετε τις πιθανότητες των παρακάτω ενδεχομένων:
 Α: Να διαγωνίστηκαν ο Κώστας ή ο Μιχάλης. 
 Β: Να διαγωνίστηκε η Ζωή. 
 Γ: Να μη διαγωνίστηκε ούτε ο Κώστας ούτε ο Δημήτρης. 

           (Μονάδες 15) 

ΘΕΜΑ Β5

Από τους μαθητές ενός λυκείου, το 25% συμμετέχει στη θεατρική ομάδα, το 
30%  συμμετέχει στην ομάδα ποδοσφαίρου και το 15% των μαθητών συμ-
μετέχει και στις δύο ομάδες. Επιλέγουμε τυχαία έναν μαθητή. Αν ονομάσου-
με τα  ενδεχόμενα: 
Α: «ο μαθητής να συμμετέχει στη θεατρική ομάδα» και
Β: «ο μαθητής να συμμετέχει στην ομάδα ποδοσφαίρου»
α)  να εκφράσετε λεκτικά τα ενδεχόμενα:
 i) A B          ii) A B        iii) B A       iv) A '

          (Μονάδες 12) 
β)  να υπολογίσετε τις πιθανότητες πραγματοποίησης των ενδεχομένων: 
 i)  ο μαθητής που επιλέχθηκε να συμμετέχει μόνο στην ομάδα ποδο-

σφαίρου,
 ii)  ο μαθητής που επιλέχθηκε να μη συμμετέχει σε καμία ομάδα. 

          (Μονάδες 13) 

ΘΕΜΑ Β6

Ένα λύκειο έχει 400 μαθητές από τους οποίους οι 200 είναι μαθητές της Α ́ 
τάξης. Αν επιλέξουμε τυχαία έναν μαθητή, η πιθανότητα να είναι μαθητής 
της Γ΄ τάξης είναι 20%. Να βρείτε:  
α)  Το πλήθος των μαθητών της Γ ́ τάξης.

            (Μονάδες 10) 
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β)  Το πλήθος των μαθητών της Β ́ τάξης. 
            (Μονάδες 5) 

γ)  Την πιθανότητα ο μαθητής που επιλέξαμε να είναι της Β ́ τάξης. 
            (Μονάδες 10) 

ΘΕΜΑ Β7

Δίνεται ο πίνακας: 

1 2 3

1 11 12 13

2 21 22 23

3 31 32 33

Επιλέγουμε τυχαία έναν από τους εννέα διψήφιους αριθμούς του παραπάνω 
πίνακα. Να βρείτε την πιθανότητα πραγματοποίησης των παρακάτω ενδεχο-
μένων: 
Α: ο διψήφιος να είναι άρτιος 

           (Μονάδες 7) 
Β: ο διψήφιος να είναι άρτιος και πολλαπλάσιο του 3 

           (Μονάδες 9)
Γ: ο διψήφιος να είναι άρτιος ή πολλαπλάσιο του 3 

           (Μονάδες 9) 

ΘΕΜΑ Β8

Ένα κουτί περιέχει άσπρες, μαύρες, κόκκινες και πράσινες μπάλες. Οι 
άσπρες  είναι 5, οι  μαύρες είναι 9, ενώ οι κόκκινες και οι πράσινες μαζί εί-
ναι 16. Επιλέγουμε μια μπάλα στην τύχη. Δίνονται τα επόμενα ενδεχόμενα: 
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Α: η μπάλα που επιλέγουμε είναι ΑΣΠΡΗ 
K: η μπάλα που επιλέγουμε είναι KOKKINH 
Π: η μπάλα που επιλέγουμε είναι ΠΡΑΣΙΝΗ 
α)  Χρησιμοποιώντας τα Α, Κ και Π, να γράψετε στη γλώσσα των συνόλων 

τα  ενδεχόμενα: 
 i)  Η μπάλα που επιλέγουμε δεν είναι άσπρη.
 ii)  Η μπάλα που επιλέγουμε είναι κόκκινη ή πράσινη.

            (Μονάδες 13) 
β)  Να βρείτε την πιθανότητα πραγματοποίησης καθενός από τα δύο ενδε-

χόμενα του ερωτήματος (α). 
            (Μονάδες 12) 

ΘΕΜΑ Β9

Από τους σπουδαστές ενός Ωδείου, το 50% μαθαίνει πιάνο, το 40% μαθαίνει 
κιθάρα, ενώ το 10% των σπουδαστών μαθαίνει και τα δύο αυτά όργανα.  
Επιλέγουμε τυχαία έναν σπουδαστή του Ωδείου. Ορίζουμε τα ενδεχόμενα: 
Α: ο σπουδαστής αυτός μαθαίνει πιάνο 
Β: ο σπουδαστής αυτός μαθαίνει κιθάρα     
Να βρείτε την πιθανότητα πραγματοποίησης του ενδεχομένου: 
α)  Ο σπουδαστής αυτός να μαθαίνει ένα τουλάχιστον από τα δύο παραπάνω  

όργανα. 
       (Μονάδες 12)

β)  Ο σπουδαστής αυτός να μη μαθαίνει κανένα από τα δύο παραπάνω  
όργανα. 

       (Μονάδες 13)

ΘΕΜΑ Β10 

Από τους 180 μαθητές ενός λυκείου, 20 μαθητές συμμετέχουν στη θεατρική 
ομάδα, 30 συμμετέχουν στην ομάδα στίβου, ενώ 10 συμμετέχουν και στις 
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δύο ομάδες. Επιλέγουμε τυχαία έναν μαθητή του λυκείου. Ορίζουμε τα εν-
δεχόμενα:
Α: ο μαθητής συμμετέχει στη θεατρική ομάδα
Β: ο μαθητής συμμετέχει στην ομάδα στίβου
α) Να εκφράσετε λεκτικά τα ενδεχόμενα:
 i) Α  Β
 ii) Β – Α
 iii) Α΄ 

      (Μονάδες 9)
β) Να βρείτε την πιθανότητα ο μαθητής που επιλέχθηκε:
 i)  Να μη συμμετέχει σε καμία ομάδα. 

          (Μονάδες 7)
 ii)  Να συμμετέχει μόνο στην ομάδα στίβου.

           (Μονάδες 9)
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ΘΕΜΑ Γ

Με την εισήγηση των διδασκόντων. Περιλαμβάνονται 7 θέματα αυτής της 
κατηγορίας.

ΘΕΜΑ Γ1

Ρίχνουμε ένα αμερόληπτο νόμισμα διαδοχικές φορές  μέχρι να φέρουμε δύο  
ίδιες όψεις του νομίσματος.
α)  Να γράψετε τον δειγματικό χώρο του πειράματος.

      (Μονάδες 10)
β)  Να βρείτε τις πιθανότητες των ενδεχομένων:
 Α: Ο αριθμός των Κ («κεφαλή») να υπερβαίνει τον αριθμό των Γ 

(«γράμματα»).
 Β: Να εμφανιστούν διαδοχικά δύο ίδιες όψεις του νομίσματος.
 Γ: Να μην εμφανιστεί πρώτα Κ («κεφαλή»).

      (Μονάδες 15)

ΘΕΜΑ Γ2

Ρίχνουμε δύο αμερόληπτα ζάρια.
α)  Να γράψετε τον δειγματικό χώρο του πειράματος με τη βοήθεια ενός 

πίνακα διπλής εισόδου.
  (Μονάδες 10)

β) Να βρείτε τις πιθανότητες των ενδεχομένων:
 Α: Η ένδειξη του 1ου ζαριού να είναι μεγαλύτερη από την ένδειξη του 2ου 

ζαριού.
 Β: Το άθροισμα των ενδείξεων να είναι πρώτος αριθμός.
 Γ: Να φέρουμε ως αποτέλεσμα δύο διαδοχικούς αριθμούς (με οποιαδή-

ποτε σειρά).
 (Μονάδες 15)
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ΘΕΜΑ Γ3

Ένα κουτί περιέχει τρεις μπάλες, μια άσπρη, μια μαύρη και μια κόκκινη. 
Παίρνουμε από το κουτί μια μπάλα, καταγράφουμε το χρώμα της και την 
ξαναβάζουμε στο κουτί. Στη συνέχεια παίρνουμε μια δεύτερη μπάλα και 
καταγράφουμε το χρώμα της χωρίς να την  τοποθετήσουμε ξανά μέσα στο 
κουτί. Τέλος παίρνουμε και μια τρίτη μπάλα και καταγράφουμε το χρώμα 
της.                       
α)  Να γράψετε τον δειγματικό χώρο του πειράματος.

      (Μονάδες 10)
β)  Να βρείτε τις πιθανότητες των ενδεχομένων:
 Λ: Η πρώτη μπάλα να είναι κόκκινη.
 Σ: Η δεύτερη μπάλα να μην είναι μαύρη.
 Τ: Να εμφανιστούν δύο διαδοχικές μπάλες του ίδιου χρώματος.

     (Μονάδες 15)

ΘΕΜΑ Γ4  

Έστω A και B δύο ασυμβίβαστα ενδεχόμενα ενός δειγματικού χώρου Ω, τα 

οποία ικανοποιούν τις σχέσεις  (1)



P(A) P(B) 1

P(A B) 2
 και   (2) 

1
P(A B)

6
.

α)  Να αποδείξετε ότι  
1

2P(B) P(A)
6

.

     (Μονάδες 12)

β)  Αν επιπλέον ισχύει ότι  
13

P(A) 3P(B)
12

, να υπολογίσετε τις πιθανότη-

τες των  ενδεχομένων:
 i)  Να μην πραγματοποιηθεί κανένα από τα ενδεχόμενα Α και Β.
 ii)  Να πραγματοποιηθεί το Β και όχι το Α.

      (Μονάδες 13)



31

Άλγεβρα Α΄ Λυκείου – Α΄ τεύχος

ΘΕΜΑ Γ5

Έστω A και B δύο ενδεχόμενα ενός δειγματικού χώρου Ω, τα οποία  ικανο-
ποιούν τη σχέση      P(A B) P(B A) P(A B) (1).
α)  Να αποδείξετε ότι τα ενδεχόμενα Α και Β είναι ασυμβίβαστα μεταξύ 

τους.
     (Μονάδες 13)

β)  Αν επιπλέον  
1

P(A) P(B)
2

, τότε:

 i)  Nα αποδείξετε ότι το ενδεχόμενο A B είναι  βέβαιο.
 ii)  Να υπολογίσετε τις πιθανότητες P(A B) και P(B A). 

     (Μονάδες 12)

ΘΕΜΑ Γ6

Σε έναν έλεγχο της τροχαίας σχετικά με τα ατυχήματα που γίνονται στην 
εθνική οδό προέκυψε ότι από τα 400 οχήματα που ενεπλάκησαν σε ατύχημα 
τα 100 ήταν ανασφάλιστα, ενώ άλλα 100 δεν είχαν περάσει ΚΤΕΟ. Ακόμα 
διαπιστώθηκε ότι τα 80 από τα οχήματα που ενεπλάκησαν σε ατύχημα  ήταν 
και ανασφάλιστα και δεν είχαν περάσει ΚΤΕΟ. Επιλέγουμε στην τύχη ένα  
όχημα. Να βρείτε τις πιθανότητες των παρακάτω ενδεχομένων:
α)  Το επιλεγμένο όχημα να ήταν ανασφάλιστο ή να μην είχε περάσει ΚΤΕΟ.

     (Μονάδες 7)
β)  Το επιλεγμένο όχημα να ήταν μόνο ανασφάλιστο ή μόνο να μην είχε 

περάσει  ΚΤΕΟ.
(Μονάδες 10)

γ)  Το επιλεγμένο όχημα να ήταν ασφαλισμένο και να είχε περάσει ΚΤΕΟ.
     (Μονάδες  8)

ΘΕΜΑ Γ7

Ένας μεγάλος δήμος της χώρας αποφάσισε να διεξαγάγει μια δειγματολη-
πτική  έρευνα στην περιοχή ευθύνης του σε σχέση με κάποια δημογραφικά 
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στοιχεία των κατοίκων. Για τον σχεδιασμό αξιόπιστου και αντιπροσωπευτι-
κού δείγματος από τον πληθυσμό της περιοχής του η υπηρεσία του δήμου 
έλαβε υπόψιν της τα παρακάτω δημογραφικά στοιχεία, που προέκυψαν από 
την τελευταία απογραφή.

–  Η πιθανότητα ένας κάτοικος να είναι ηλικίας πάνω από 35 ετών είναι τα 2
3

 

της πιθανότητας να είναι άνεργος.
–  Η πιθανότητα ένας κάτοικος να είναι ηλικίας πάνω από 35 ετών ή να ερ-

γάζεται είναι 11
15

.

–  Η πιθανότητα ένας κάτοικος να εργάζεται αλλά να μην είναι πάνω από 35 

ετών είναι τα 16
5

 της πιθανότητας να είναι ηλικίας πάνω από 35 ετών και 

να εργάζεται.
Αν επιλέξουμε τυχαία έναν κάτοικο της περιοχής του δήμου, να υπολογίσετε 
τις πιθανότητες των παρακάτω ενδεχομένων:
Α: Να είναι ηλικίας πάνω από 35 ετών.

               (Μονάδες 9)
Β: Να εργάζεται.

               (Μονάδες 9)
Γ: Να μην εργάζεται και να μην είναι πάνω από 35 ετών.

               (Μονάδες 7)
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ΘΕΜΑ Δ

Από την Τράπεζα Θεμάτων του Υπουργείου ΠΑΙ.Θ.(Ι.Ε.Π.). Περιλαμβάνο-
νται  6  θέματα αυτής της κατηγορίας.

ΘΕΜΑ Δ1

Σε ένα τμήμα της Α΄ Λυκείου κάποιοι μαθητές παρακολουθούν μαθήματα  
Αγγλικών και  κάποιοι Γαλλικών. Η πιθανότητα ένας μαθητής να μην παρα-
κολουθεί  Γαλλικά είναι 0,8. Η πιθανότητα ένας μαθητής να παρακολουθεί 
Αγγλικά είναι τετραπλάσια από την πιθανότητα  να παρακολουθεί Γαλλικά. 
Τέλος, η πιθανότητα ένας μαθητής να παρακολουθεί μαθήματα τουλάχιστον 
μίας από τις δύο γλώσσες είναι 0,9. 
α)  Επιλέγουμε έναν μαθητή στην τύχη. 
 i)   Ποια είναι η πιθανότητα αυτός να παρακολουθεί μαθήματα και των 

δύο γλωσσών; 
(Μονάδες 9) 

 ii)   Ποια είναι η πιθανότητα αυτός να παρακολουθεί μαθήματα μόνο 
μίας από τις δύο γλώσσες; 

            (Μονάδες 9) 
β)  Αν 14 μαθητές παρακολουθούν μόνο Αγγλικά, πόσοι είναι οι μαθητές 

του τμήματος; 
     (Μονάδες  7)

ΘΕΜΑ Δ2

Η εξέταση σε έναν διαγωνισμό των Μαθηματικών περιλάμβανε δύο θέματα 
στα οποία έπρεπε να απαντήσουν οι εξεταζόμενοι. Για να βαθμολογηθούν 
με άριστα έπρεπε να απαντήσουν και στα δύο θέματα, ενώ για να περάσουν 
την εξέταση έπρεπε να  απαντήσουν σε ένα τουλάχιστον από τα δύο θέματα. 
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Στο διαγωνισμό εξετάσθηκαν 100 μαθητές. Στο πρώτο θέμα απάντησαν σω-
στά 60 μαθητές. Στο δεύτερο θέμα απάντησαν σωστά 50 μαθητές, ενώ και 
στα δύο θέματα απάντησαν σωστά 30 μαθητές. Επιλέγουμε τυχαία έναν μα-
θητή. 
α)  Να παραστήσετε με διάγραμμα Venn και με χρήση της γλώσσας των 

συνόλων (ορίζοντας τα κατάλληλα ενδεχόμενα) τα παραπάνω δεδομέ-
να. 

    (Μονάδες 13)
β)  Να υπολογίσετε την πιθανότητα ο μαθητής: 
 i)  Να απάντησε σωστά μόνο στο δεύτερο θέμα. 
 ii)  Να βαθμολογηθεί με άριστα. 
 iii) Να μην απάντησε σωστά σε κανένα θέμα. 
 iv) Να πέρασε την εξέταση. 

    (Μονάδες 12)

ΘΕΜΑ Δ3

Οι δράστες μιας κλοπής διέφυγαν μ’ ένα αυτοκίνητο και μετά από την κατά-
θεση διαφόρων μαρτύρων έγινε γνωστό ότι ο τετραψήφιος αριθμός της πι-
νακίδας του αυτοκινήτου είχε πρώτο και τέταρτο ψηφίο το 2. Το δεύτερο 
ψηφίο ήταν 6 ή 8 ή 9 και το τρίτο ψηφίο του ήταν 4 ή 7.  
α)  Με χρήση δεντροδιαγράμματος να προσδιορίσετε το σύνολο των δυνα-

τών αριθμών της πινακίδας του αυτοκινήτου. 
     (Μονάδες 13) 

β)  Να υπολογίσετε τις πιθανότητες των παρακάτω ενδεχομένων:
 Α: Το τρίτο ψηφίο του αριθμού της πινακίδας είναι το 7. 
 Β: Το δεύτερο ψηφίο του αριθμού της πινακίδας είναι 6 ή 8. 
 Γ: Το δεύτερο ψηφίο του αριθμού της πινακίδας δεν είναι ούτε 8 ούτε 9. 

      (Μονάδες 12)
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ΘΕΜΑ Δ4

Σε μια ομάδα που αποτελείται από 7 άνδρες και 13 γυναίκες, 4 από τους 
άνδρες και 2 από τις γυναίκες παίζουν σκάκι. Επιλέγουμε τυχαία ένα  από τα  
άτομα αυτά. 
α)  Να παραστήσετε με διάγραμμα Venn και με χρήση της γλώσσας των 

συνόλων, το ενδεχόμενο το άτομο που επιλέχθηκε: 
 i)  να είναι άνδρας ή να παίζει σκάκι,

           (Μονάδες 6) 
 ii)  να μην είναι άνδρας και να παίζει σκάκι. 

           (Μονάδες 6) 
β)  Να υπολογίσετε την πιθανότητα το άτομο που επιλέχθηκε να είναι γυ-

ναίκα και να παίζει σκάκι. 
     (Μονάδες 13)

ΘΕΜΑ Δ5

Από μια έρευνα μεταξύ μαθητών ενός λυκείου της χώρας, προέκυψε ότι το 
80% των  μαθητών πίνει γάλα ή τρώει δύο φέτες ψωμί με βούτυρο και μέλι 
στο σπίτι το πρωί. Επιλέγουμε έναν μαθητή στην τύχη και ορίζουμε τα εν-
δεχόμενα: 
Α: ο μαθητής πίνει γάλα 
Β: ο μαθητής τρώει δύο φέτες ψωμί με βούτυρο και μέλι 
Αν από το σύνολο των μαθητών το 60% πίνει γάλα και το 45% τρώει δύο 
φέτες ψωμί με  βούτυρο και μέλι: 
α)  Να ορίσετε με χρήση της γλώσσας των συνόλων τα ενδεχόμενα: 
 i)   ο μαθητής ούτε να πίνει γάλα ούτε να τρώει δύο φέτες ψωμί με βού-

τυρο και μέλι,
 ii)   ο μαθητής να πίνει γάλα και να τρώει δύο φέτες ψωμί με βούτυρο 

και μέλι,
 iii) ο μαθητής να πίνει μόνο γάλα. 

              (Μονάδες 12)
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β)  Να υπολογίσετε την πιθανότητα πραγματοποίησης των ενδεχομένων 
του ερωτήματος (α). 

(Μονάδες 13)

ΘΕΜΑ Δ6

Μια ημέρα, στο τμήμα Α1 ενός λυκείου, το 1
4

 των μαθητών δεν έχει διαβά-

σει ούτε Άλγεβρα ούτε Γεωμετρία, ενώ τo 1
3

 των μαθητών έχει διαβάσει και
 

τα δύο αυτά μαθήματα. Η καθηγήτρια των Μαθηματικών επιλέγει τυχαία 
έναν μαθητή για να τον εξετάσει. Ορίζουμε τα ενδεχόμενα: 
Α: ο μαθητής να έχει διαβάσει Άλγεβρα 
Γ: ο μαθητής να έχει διαβάσει Γεωμετρία 
α)  Να παραστήσετε με διάγραμμα Venn και με χρήση της γλώσσας των 

συνόλων τα δεδομένα του προβλήματος. 
(Μονάδες 9)

β)  Να υπολογίσετε την πιθανότητα ο μαθητής: 
 i)  να έχει διαβάσει ένα τουλάχιστον από τα δύο μαθήματα,
 ii)  να έχει διαβάσει ένα μόνο από τα δύο μαθήματα. 

      (Μονάδες 8)
γ)  Αν γνωρίζουμε επιπλέον ότι οι μισοί από τους μαθητές έχουν διαβάσει 

Γεωμετρία, να βρείτε την πιθανότητα ο μαθητής: 
 i)  να έχει διαβάσει Γεωμετρία,
 ii)  να έχει διαβάσει Άλγεβρα.

         (Μονάδες 8) 
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Ακολουθούν προσομοιωμένα ανακεφαλαιωτικά Διαγωνίσματα στο 1ο Κεφά-
λαιο, σύμφωνα με τις οδηγίες του Ι.Ε.Π. και τη σχετική νομοθεσία για τη 
δομή, επιλογή και διάρθρωση των θεμάτων.

Διαγώνισμα 1

ΘΕΜΑ Α

Α1. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στην κόλλα 
σας, δίπλα στο  γράμμα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση, τη λέξη Σωστό, αν 
η πρόταση είναι σωστή, ή Λάθος, αν η πρόταση  είναι  λανθασμένη.
α)  Δύο ενδεχόμενα Α, Β ενός δειγματικού χώρου Ω λέγονται ασυμβίβαστα  

μεταξύ τους όταν  A B .    
Μονάδες 2

β) Ενδεχόμενο ή γεγονός λέγεται το σύνολο που έχει ως στοιχεία του ένα 
ή περισσότερα αποτελέσματα ενός πειράματος τύχης.       

Μονάδες 2
γ)  Έστω Α και Β  ενδεχόμενα ενός πειράματος τύχης και το ω ένα αποτέ-

λεσμα του πειράματος αυτού. Η λεκτική ερμηνεία του ω Α Β   είναι: 
«Πραγματοποιούνται  αμφότερα τα Α και Β» 

Μονάδες 2
δ)  Για οποιαδήποτε ενδεχόμενα Α, Β ενός δειγματικού χώρου Ω ισχύει η 

σχέση:
  P(A B) P(A) P(B)

Μονάδες 2 
ε)  Για κάθε ενδεχόμενο Α ενός δειγματικού χώρου Ω ισχύει  0 P(A) 1.

Μονάδες 2
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Α2. Έστω Ω ένας δειγματικός χώρος με απλά ενδεχόμενα ισοπίθανα. Αν τα 
Α και Β είναι δύο ενδεχόμενα του Ω, να αποδείξετε ότι:

   P(A B) P(A) P(A B)

Μονάδες 15

ΘΕΜΑ Β 

Δίνεται το σύνολο Ω  {1,2,3,4,5,6} και τα υποσύνολά του Α  {1,2,4,5} και 
Β  {2,4,6}.
α)  Nα παραστήσετε στο ίδιο διάγραμμα Venn, με βασικό σύνολο το Ω, τα 

σύνολα Α και Β.   
 Κατόπιν, να προσδιορίσετε τα σύνολα A B, A B, Α´ και Β .́ 

Μονάδες 13 
β)  Επιλέγουμε τυχαία ένα στοιχείο του Ω. Να βρείτε τις πιθανότητες των 

ενδεχομένων: 
 i)  Να μην πραγματοποιηθεί το ενδεχόμενο Α.                                      

Μονάδες 4 
 ii) Να πραγματοποιηθούν συγχρόνως τα ενδεχόμενα Α και Β.

Μονάδες 4 
 iii) Να πραγματοποιηθεί ένα τουλάχιστον από τα ενδεχόμενα Α και Β.

Μονάδες 4

ΘΕΜΑ Γ

Ρίχνουμε δύο αμερόληπτα ζάρια.
α)  Να γράψετε τον δειγματικό χώρο του πειράματος με τη βοήθεια ενός 

πίνακα διπλής εισόδου.  
Μονάδες 10   

β)  Να βρείτε τις πιθανότητες των ενδεχομένων:
 Α: Η ένδειξη του 1ου ζαριού να είναι μεγαλύτερη από την ένδειξη του 2ου 

ζαριού.
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 Β: Το άθροισμα των ενδείξεων να είναι πρώτος αριθμός.
 Γ: Να φέρουμε ως αποτέλεσμα δύο διαδοχικούς αριθμούς (με οποιαδή-

ποτε σειρά).
Μονάδες 15

ΘΕΜΑ Δ 

Από μια έρευνα μεταξύ μαθητών ενός λυκείου της χώρας, προέκυψε ότι το 
80% των μαθητών πίνει γάλα ή τρώει δύο φέτες ψωμί με βούτυρο και μέλι 
στο σπίτι το πρωί. Επιλέγουμε έναν μαθητή στην τύχη και ορίζουμε τα εν-
δεχόμενα: 
Α: ο μαθητής να πίνει γάλα 
Β: ο μαθητής να τρώει δύο φέτες ψωμί με βούτυρο και μέλι 
Αν από το σύνολο των μαθητών το 60% πίνει γάλα και το 45% τρώει δύο 
φέτες ψωμί με βούτυρο και μέλι:
α)  Να ορίσετε με χρήση της γλώσσας των συνόλων τα ενδεχόμενα: 
 i)   ο μαθητής ούτε να πίνει γάλα ούτε να τρώει δύο φέτες ψωμί με βού-

τυρο και μέλι,
 ii)   ο μαθητής να πίνει γάλα και να τρώει δύο φέτες ψωμί με βούτυρο 

και μέλι,
 iii) ο μαθητής να πίνει μόνο γάλα.     

Μονάδες 12
β)  Να υπολογίσετε την πιθανότητα πραγματοποίησης των ενδεχομένων 

του ερωτήματος (α).          
Μονάδες 13              
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Διαγώνισμα 2

ΘΕΜΑ Α

Α1. Να χαρακτηρίσετε  τις  προτάσεις  που  ακολουθούν (τις α, β, γ), γράφο-
ντας στην κόλλα  σας  δίπλα στο  γράμμα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση, τη 
λέξη  Σωστό, αν η πρόταση είναι σωστή, ή Λάθος, αν η πρόταση είναι  λανθα-
σμένη.
α)  Έστω Α και Β  ενδεχόμενα ενός πειράματος τύχης και το ω ένα αποτέ-

λεσμα του πειράματος αυτού. Η λεκτική ερμηνεία του ω Α ´ είναι: 
«Το ενδεχόμενο Α  πραγματοποιείται»            

Μονάδες 2
β)  Για δύο συμπληρωματικά ενδεχόμενα Α και Α΄ ενός δειγματικού χώρου 

Ω ισχύει ΄ P(A) P(A ) 1.                             
Μονάδες 2

γ)  Τα απλά ενδεχόμενα είναι μονοσύνολα, υποσύνολα του δειγματικού 
χώρου.     

Μονάδες 2
Στις παρακάτω προτάσεις (δ και ε) η σωστή απάντηση σε κάθε ερώτηση  είναι 
μόνο μία. Να επιλέξετε το γράμμα που αντιστοιχεί στη σωστή απάντηση της 
κάθε ερώτησης.
δ)  Για οποιαδήποτε ενδεχόμενα Α και Β ενός δειγματικού χώρου Ω η πιθα-

νότητα του ενδεχομένου A B είναι:
 Α.   P(A B) P(A) P(B)    Β.     P(A B) P(A) P(B) P(A B) 
 Γ.   P(A B) P(B) P(A)       Δ.   P(A B) P(A) P(B)                                                                                                      

Μονάδες 2 
ε)  Για οποιαδήποτε ενδεχόμενα Α και Β ενός δειγματικού χώρου Ω η πιθα-

νότητα του  ενδεχομένου Α  Β είναι:
 Α.  P(A) P(A B)        Β.  P(A) P(A B)       
 Γ.  P(A) P(A B)          Δ.  P(A) P(A B)      

Μονάδες 2
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Α2. Εστω Ω ένας δειγματικός χώρος με απλά ενδεχόμενα ισοπίθανα. Αν Α 
και Α΄ είναι δύο συμπληρωματικά ενδεχόμενα του Ω, να αποδείξετε ότι: 

΄  P(A ) 1 P(A)

Μονάδες 15

ΘΕΜΑ Β

Ένα κουτί περιέχει άσπρες, μαύρες, κόκκινες και πράσινες μπάλες. Οι 
άσπρες είναι 5, οι μαύρες είναι 9, ενώ οι κόκκινες και οι πράσινες μαζί είναι 
16. Επιλέγουμε μια μπάλα στην τύχη. Δίνονται τα παρακάτω ενδεχόμενα: 
Α: η μπάλα που επιλέγουμε είναι ΑΣΠΡΗ 
K: η μπάλα που επιλέγουμε είναι KOKKINH 
Π: η μπάλα που επιλέγουμε είναι ΠΡΑΣΙΝΗ 
α)  Χρησιμοποιώντας τα Α, Κ και Π, να γράψετε στη γλώσσα των συνόλων 

τα  ενδεχόμενα: 
 i)  Η μπάλα που επιλέγουμε δεν είναι άσπρη.
 ii)  Η μπάλα που επιλέγουμε είναι κόκκινη ή πράσινη.            

Μονάδες 13 
β)  Να βρείτε την πιθανότητα πραγματοποίησης καθενός από τα δύο ενδε-

χόμενα του ερωτήματος (α).    
Μονάδες 12

ΘΕΜΑ Γ

Σε έναν έλεγχο της τροχαίας σχετικά με τα ατυχήματα που γίνονται στην 
εθνική οδό προέκυψε ότι από τα 400 οχήματα που ενεπλάκησαν σε ατύχημα 
τα 100 ήταν ανασφάλιστα, ενώ άλλα 100 δεν είχαν περάσει ΚΤΕΟ. Ακόμα 
διαπιστώθηκε ότι τα 80 από τα οχήματα που ενεπλάκησαν σε ατύχημα ήταν 
και ανασφάλιστα και δεν είχαν περάσει ΚΤΕΟ. Επιλέγουμε στην τύχη ένα 
όχημα. Να βρείτε τις πιθανότητες των επόμενων ενδεχομένων:
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α)  Το επιλεγμένο όχημα να ήταν ανασφάλιστο ή να μην είχε περάσει 
ΚΤΕΟ. 

Μονάδες 7    
β)  Το επιλεγμένο όχημα να ήταν μόνο ανασφάλιστο ή μόνο να μην είχε 

περάσει  ΚΤΕΟ.      
Μονάδες 10

γ)  Το επιλεγμένο όχημα να ήταν ασφαλισμένο και να είχε περάσει ΚΤΕΟ.
Μονάδες  8

ΘΕΜΑ Δ 

Οι δράστες μιας κλοπής διέφυγαν με ένα αυτοκίνητο και μετά από την κα-
τάθεση διαφόρων μαρτύρων έγινε γνωστό ότι ο τετραψήφιος αριθμός της 
πινακίδας του αυτοκινήτου είχε πρώτο και τέταρτο ψηφίο το 2. Το δεύτερο 
ψηφίο ήταν 6 ή 8 ή 9 και το τρίτο ψηφίο του ήταν 4 ή 7. 
α)  Με χρήση δεντροδιαγράμματος να προσδιορίσετε το σύνολο των δυνα-

τών αριθμών της πινακίδας του αυτοκινήτου.
Μονάδες 13

β)  Να υπολογίσετε τις πιθανότητες των παρακάτω ενδεχομένων:
 Α: Το τρίτο ψηφίο του αριθμού της πινακίδας είναι το 7. 
 Β: Το δεύτερο ψηφίο του αριθμού της πινακίδας είναι 6 ή 8. 
 Γ: Το δεύτερο ψηφίο του αριθμού της πινακίδας δεν είναι ούτε 8 ούτε 9.

Μονάδες 12
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Oι πραγματικοί αριθμοί

2.1  Οι Πράξεις και οι Ιδιότητές τους 

2.2  Διάταξη Πραγματικών Αριθμών

2.3  Απόλυτη Τιμή Πραγματικών Αριθμών

2.4  Ρίζες Πραγματικών Αριθμών

Η εξεταστέα ύλη  για το κεφάλαιο  αυτό είναι:

Παράγραφος 2.1

Παράγραφος 2.2 (εκτός της απόδειξης της ιδιότητας 4)
      
Παράγραφος 2.3

Παράγραφος 2.4 (εκτός των αποδείξεων των ιδιοτήτων 3 και 4)
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ΘΕΜΑ Α

Θέμα Α.1-Ερωτήσεις αντικειμενικού τύπου

Α.1.1. Ερωτήσεις Σωστού–Λάθους

Στις επόμενες προτάσεις να γράψετε δίπλα στην κάθε πρόταση τo γράμμα Σ, 
αν η πρόταση είναι σωστή, ή το γράμμα Λ, αν η πρόταση  είναι λανθασμένη.

1.  Για κάθε α β γ δ, , ,  ισχύει η ισοδυναμία: α β και γ δ αγ βδ   ( ) .
2.  Για κάθε α β γ, ,  ισχύει η ισοδυναμία:  α β α γ β γ     .
3.  Για κάθε α β γ, ,  ισχύει η ισοδυναμία:  α β αγ βγ   .
4.  Για κάθε α β,  ισχύει η ισοδυναμία:  αβ α  ή β   0 0 0.
5.  Για κάθε α και κ λ,  ακέραιους αριθμούς ισχύει ότι κ λ κλα α α  .
6.  Για κάθε α β,  ισχύει ότι α β αβ α β   2 2 22 ( ) .
7.  Για κάθε α β,  ισχύει ότι α β α β  2 2 2( ) .
8.  Για κάθε α β,  ισχύει ότι α β α α β αβ β    3 3 2 2 3( ) 3 3 .
9.  Για κάθε α ισχύει α 2 0 και η ισότητα ισχύει μόνο όταν α  0.

10. Ισχύει ότι: ααβ
β

  0 0 (α  0 και β  0).

11. Για κάθε α β γ, ,  ισχύει η ισοδυναμία:  α β α γ β γ     .
12. Αν α β,  και γ  0 ισχύει η ισοδυναμία:  α β αγ βγ   .
13. Για όλους τους αριθμούς α β γ δ, , ,  ισχύει η συνεπαγωγή: 
 α β και γ δ) α γ β δ(      
14.  Για θετικούς αριθμούς α, β και θετικό ακέραιο ν ισχύει η ισοδυναμία: 

 ν να β α β  
15.  Για θετικούς αριθμούς α, β και θετικό ακέραιο ν ισχύει η ισοδυναμία: 

 ν να β α β  
16.  Αν αx , τότε γράφουμε και αx [ , )  .
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17.  Αν α β x , τότε γράφουμε και α βx [ , ).

18.  Για κάθε α έχουμε  α α .

19.  Για κάθε α έχουμε  α α2 2.

20.  Για κάθε α έχουμε  α α  και α α  .

21.  Για κάθε α έχουμε  α α  .

22.  Αν θ  0, τότε θ θ  x x .

23.  Αν αx, , τότε α α ή α    x x x .

24.  Για κάθε α β,  ισχύει α β α β   .

25.  Για κάθε α β,  αβ  0 ισχύει α β α β   .

26.  Για 0x  και ρ  0 ισχύει ρ ρ ρ     0 0 0x x x (x , x ).

27.  Για 0x  και ρ  0 ισχύει ρ ρ ή ρ      0 0 0x x x x x x .
28.  Αν θεωρήσουμε δύο αριθμούς α και β που παριστάνονται πάνω στον 

άξονα των πραγματικών αριθμών με τα σημεία Α και Β αντίστοιχα, τότε 
το μήκος (ΑΒ) είναι α β α β  (AB) d( , ) .

29.  Για κάθε α  0 ισχύει α α2 .

30.  Για κάθε α β , 0 ισχύει α β α β   .

31.  Για κάθε α  0 ισχύει ν να α .

32.  Αν α  0 και ν άρτιος, τότε ν να α .

33.  Αν α 0  και μ,ν οποιοιδήποτε θετικοί ακέραιοι, τότε  μ μ νν α α .

34.  Αν α  0, μ και ν θετικοί ακέραιοι, τότε ορίζουμε  
μ

μ ννα α .

Α.1.2. Ερωτήσεις Πολλαπλής επιλογής

Στις επόμενες προτάσεις η σωστή απάντηση σε κάθε ερώτηση είναι μόνο μία. 
Να επιλέξετε το γράμμα που αντιστοιχεί στη σωστή απάντηση της κάθε ερώ-
τησης.
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1.  Αν α β  και γ  0, τότε:
 Α. αγ βγ             Β.  α γ β γ          

 Γ.  α β
γ γ
                  Δ. Τίποτα από τα προηγούμενα

2.  Αν α β,  είναι θετικοί αριθμοί με α β , τότε:
 Α. α β2 2            Β. α β2 2                
 Γ. α β2 2                  Δ. Τίποτα από τα προηγούμενα
3. Αν  x [ 1,5], τότε:
 Α.  x 1              Β. x 5                    
 Γ.   1 x 5               Δ.   1 x 5

4.  Αν x , θ θετικός αριθμός και θx , τότε:
 Α. μόνο θx         Β. μόνο θ x          
 Γ. θx  ή θ x        Δ. Τίποτα από τα προηγούμενα

5.  Αν αx,  με αx , τότε:
 Α. μόνο αx          Β. μόνο α x        
 Γ. α2 2x                       Δ. Τίποτα από τα προηγούμενα    
6.  Αν 0x , ρ  0   και  ισχύει: ρ ρ   0 0x x x , τότε:

 Α. ρ 0x x        Β. ρ 0x x         

 Γ. ρ 0x x                 Δ. Τίποτα από τα προηγούμενα    
7. Αν   0x , ρ  0   και  ισχύει: ρ ρ0 0x ( , x ) (x , )      , τότε:

 Α. ρ 0x x        Β. ρ 0x x        

 Γ.  ρ 0x x                  Δ. Τίποτα από τα προηγούμενα    
8.  Αν α  0 και ν άρτιος, τότε:

 Α. ν να α           Β. ν να α          

 Γ. ν ν να α                     Δ. ν να α

9.  Αν α 0 , τότε η μν α  είναι ίση με:

 Α. νμ α                   Β. ν μ α                   Γ. ν μ α                            Δ. 
ν
μ α
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10. Αν α  0, μ ακέραιος και ν θετικός ακέραιος, τότε ορίζουμε 
μ
να :

 Α. μ να                Β.  μ να                    Γ. μ να( )                          Δ. ν μα

Α.1.3. Ερωτήσεις Αντιστοίχισης

Στις επόμενες ερωτήσεις να αντιστοιχίσετε κάθε στοιχείο της στήλης Α με ένα 
μόνο στοιχείο της στήλης Β, ώστε να προκύπτουν αληθείς ή ισοδύναμες σχέ-
σεις ή προτάσεις. Στη στήλη Β υπάρχει ένα επιπλέον στοιχείο.

1.   

ΣΤΗΛΗ Α (ανίσωση) ΣΤΗΛΗ Β (διάστημα)
1. αx α. α x ( , )

2. αx β. α βx [ , )

3. α β x γ. αx [ , ) 
δ. α βx [ , ]

2.

ΣΤΗΛΗ Α ΣΤΗΛΗ Β
1. θ θ x ( 0) α. Αδύνατη

2. αx β. κ x

3. κ (κ x 0) γ. α ή α  x x

δ. θ ή θ  x x

3.

ΣΤΗΛΗ Α 
(σχέση με απόλυτες τιμές)

ΣΤΗΛΗ Β 
(σχέση με απόσταση)

1.  x 2 3 α.  d(x, 3) 2

2.  x 2 3 β. d(x,3) 2

3.  x 3 2 γ.  d(x, 2) 3

δ. d(x,2) 3
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4.

ΣΤΗΛΗ Α 
(α,β > 0, ν θετικός ακέραιος 

και μ ακέραιος)
ΣΤΗΛΗ Β

1. ν να β α. μ να

2. ν α
β β. ν αβ

3. 
μ
να γ. ν μα

δ. 
ν

ν

α
β

5.

ΣΤΗΛΗ Α (α,β > 0) ΣΤΗΛΗ Β

1. α β2 α. β α

2. β α2 β. αβ

3. α β2 2 γ. αβ

δ. α β



Οι πραγματικοί αριθμοί2

50

Θέμα Α.2-Αποδείξεις προτάσεων και ιδιοτήτων

Στα επόμενα παρατίθενται όλες οι αποδείξεις των προτάσεων και των ιδιοτή-
των του 2ου Κεφαλαίου  που βρίσκονται στην εξεταστέα ύλη του μαθήματος: 
«Άλγεβρα και στοιχεία πιθανοτήτων» της Α΄Λυκείου και θα αποτελέσουν το 
2ο μέρος του 1ου θέματος (το Α2) στις γραπτές προαγωγικές εξετάσεις. Οι απο-
δείξεις έγιναν σύμφωνα με το περιεχόμενο του σχολικού βιβλίου.

1. Να αποδείξετε ότι: Για θετικούς αριθμούς α β,  και θετικό ακέραιο ν
ισχύει η ισοδυναμία: ν να β α β   .

Απόδειξη

Έστω α β . Τότε, από τον ορισμό της ισότητας, προκύπτει ότι ν να β .
Για την απόδειξη του αντιστρόφου θα χρησιμοποιήσουμε τη μέθοδο της 

απαγωγής σε άτοπο. Έστω λοιπόν ότι ν να β  και α β . Τότε: 
αν ήταν α β , λόγω της γνωστής ιδιότητας, θα είχαμε ν να β (άτοπο), 

ενώ
αν ήταν α β , λόγω της γνωστής ιδιότητας, θα είχαμε ν να β  (άτοπο).
Άρα, α β .

2. Αν α β, , να αποδείξετε ότι α β α β   .

Απόδειξη

Επειδή και τα δύο μέλη της ισότητας α β α β    είναι μη αρνητικοί αριθ-
μοί, έχουμε διαδοχικά: 

 α β α β α β α β α β α β α β α β              
22 2 2 2 2 2 2( ) , 

που ισχύει.
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3.  Αν α β,  με β  0, να αποδείξετε ότι 
αα

β β
 .

Απόδειξη

Επειδή και τα δύο μέλη της ισότητας 
αα

β β
  (β  0) είναι μη αρνητικοί 

αριθμοί, έχουμε διαδοχικά:

α α αα α α α α
β β β β β β ββ

22 22 2 2

2 2

      
                    

, που ισχύει.

(Η απόδειξη αυτή δεν υπάρχει στο σχολικό βιβλίο. Ωστόσο αναφέρεται ότι 
γίνεται με τον ίδιο τρόπο όπως η πρόταση 2.)

4.  Αν α β, , να αποδείξετε ότι α β α β   .

Απόδειξη

Επειδή και τα δύο μέλη της ανισότητας α β α β    είναι μη αρνητικοί 
αριθμοί, έχουμε διαδοχικά:

 α β α β α β α β α β α α β β

α αβ β α α β β αβ αβ  που ισχύει.

22 2 22

2 2 2 2

( ) 2

2 2 ,

             

        

(Είναι φανερό ότι η ισότητα αβ αβ  ισχύει, αν και μόνο αν αβ  0, δηλαδή 
αν και μόνο αν οι αριθμοί α και β είναι ομόσημοι ή ένας τουλάχιστον από 
αυτούς είναι ίσος με μηδέν.)

5. Αν α β , 0, να αποδείξετε ότι ν ν να β α β    (ν θετικός ακέραιος).

Απόδειξη
Έχουμε: 

   ν ν
ν ν ν ν νν ν ν ν να β α β α β α β α β α β α β α β              ( ) ( ) ,

που ισχύει.
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6. Αν α  0 και β  0, να αποδείξετε ότι 
ν

ν
ν

α α
ββ


 
(ν θετικός ακέραιος).

Απόδειξη
Έχουμε: 

ν ν
ν ν ν ν

ν ν
νν ν ν

α α α α α α α α
β β β β ββ β β

   
              

( )

( )
 (β  0), που ισχύει.

(Η απόδειξη αυτή δεν υπάρχει στο σχολικό βιβλίο. Ωστόσο αναφέρεται ότι 
γίνεται με τον ίδιο τρόπο όπως η πρόταση 5.)
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ΘΕΜΑ B

Από την Τράπεζα Θεμάτων του Υπoυργείου ΠΑΙ.Θ. (Ι.Ε.Π.). Περιλαμβάνο-
νται 39  θέματα αυτής της κατηγορίας.

ΘΕΜΑ Β1

Δίνεται η παράσταση    
 

 

2 2x 4x 4 x 6x 9
K

x 2 x 3
.

α) Να βρεθούν οι τιμές που πρέπει να πάρει το x, ώστε η παράσταση Κ να 
έχει νόημα πραγματικού αριθμού. 

(Μονάδες 12) 
β) Αν   2 x 3, να αποδείξετε ότι η παράσταση Κ είναι σταθερή, δηλαδή 

ανεξάρτητη του x. 
(Mονάδες 13)

ΘΕΜΑ Β2

Στον πίνακα της τάξης σας είναι γραμμένες οι παρακάτω πληροφορίες  
(προσεγγίσεις): 









2 1,41

3 1,73

5 2,24

7 2,64

α) Να επιλέξετε έναν τρόπο, ώστε να αξιοποιήσετε τα παραπάνω δεδομένα 
(όποια θεωρείτε κατάλληλα) και να υπολογίσετε με προσέγγιση εκατο-

στού τους αριθμούς    20, 45, 80.
    (Μονάδες 12)  
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β) Αν δεν υπήρχαν στον πίνακα οι προσεγγιστικές τιμές των ριζών, πώς θα 

μπορούσατε να υπολογίσετε την τιμή της παράστασης  
 



3 20 80

45 5
 ;

(Μονάδες 13) 

ΘΕΜΑ Β3

α) Να αποδείξετε ότι για οποιουσδήποτε πραγματικούς αριθμούς x, y ισχύ-
ει        2 2 2 2(x 1) (y 3) x y 2x 6y 10.

      (Μονάδες 12) 
β) Να βρείτε τους αριθμούς x, y ώστε     2 2x y 2x 6y 10 0.

      (Μονάδες 13) 

ΘΕΜΑ Β4

α) Αν α < 0, να αποδειχθεί ότι α
α

  
1

2. 

    (Μονάδες 15)

β) Αν α < 0, να αποδειχθεί ότι α
α

 
1

2.

      (Μονάδες 10) 

ΘΕΜΑ Β5

Αν  2 x 3 και  1 y 2, να βρείτε μεταξύ ποιων ορίων βρίσκεται η τιμή 
καθεμιάς από τις παρακάτω παραστάσεις: 
α) x y

     (Μονάδες 5) 
β) 2x 3y

    (Μονάδες 10) 

γ)  x
y

     (Μονάδες 10) 
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ΘΕΜΑ Β6

α) Αν α β , 0,  να αποδειχθεί ότι  α β
β α
  2     (1).

      (Μονάδες 15) 
β) Πότε ισχύει η ισότητα στην (1); Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας. 

      (Μονάδες 10)
 

ΘΕΜΑ Β7

Ορθογώνιο παραλληλόγραμμο έχει μήκος x εκατοστά και πλάτος y εκατο-
στά, αντίστοιχα. Αν για τα μήκη x και y ισχύει  4 x 7 και  2 y 3, τότε: 
α) Να βρείτε τα όρια μεταξύ των οποίων περιέχεται η τιμή της περιμέτρου 

του ορθογωνίου παραλληλογράμμου. 
     (Μονάδες 10)

β) Αν το x μειωθεί κατά 1 και το y τριπλασιαστεί, να βρείτε τα όρια μεταξύ 
των οποίων περιέχεται η τιμή της περιμέτρου του νέου ορθογωνίου πα-
ραλληλογράμμου. 

     (Μονάδες 15)
 

ΘΕΜΑ Β8

Αν για τους πραγματικούς αριθμούς x και y ισχύουν: 
 3 x 5 και     2 y 1 

να βρείτε τα όρια μεταξύ των οποίων βρίσκονται οι τιμές των παραστάσεων: 
α) y x

     (Mονάδες 12) 
β) 2 2x y

          (Mονάδες 13)
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ΘΕΜΑ Β9

Δίνονται οι παραστάσεις   2A (x 2)  και   33B (2 x) , όπου x πραγματι-
κός αριθμός.
α) Για ποιες τιμές του x ορίζεται η παράσταση A; 

      (Μονάδες 7) 
β) Για ποιες τιμές του x ορίζεται η παράσταση B; 

      (Μονάδες 8) 
γ)  Nα δείξετε ότι, για κάθε x 2, ισχύει A B. 

     (Μονάδες 10)
 

ΘΕΜΑ Β10

Αν είναι Γ  3 6A 5, B 3, 5 , τότε: 
α) Να αποδείξετε ότι Γ  A B 15.

     (Μονάδες 15) 
β) Να συγκρίνετε τους αριθμούς   A, B. 

     (Μονάδες 10)
 

ΘΕΜΑ Β11

Για τους πραγματικούς αριθμούς α, β  ισχύουν α 2 4 και β   4 3. Να 
βρείτε τα όρια μεταξύ των οποίων περιέχεται η τιμή καθεμιάς από τις παρα-
στάσεις: 
α) α β 2

      (Μονάδες 12) 
β) α αβ2 2

      (Μονάδες 13)
 

ΘΕΜΑ Β12

Αν είναι Α  2 3 , Β  2 3, τότε:
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α) Να αποδείξετε ότι Α Β 1. 
    (Μονάδες 12) 

β) Να υπολογίσετε την τιμή της παράστασης Π Α Β 2 2.
     (Μονάδες 13)

ΘΕΜΑ Β13

Δίνονται οι παραστάσεις α β2 2K 2 9    και Λ α β 2 (3 ) όπου α β, .
α) Να δείξετε ότι Λ α αβ β α α      2 2 2K ( 2 ) ( 6 9).

      (Μονάδες 3) 
β) Να δείξετε ότι ΛK , για κάθε τιμή των α, β. 

        (Μονάδες 10) 
γ)  Για ποιες τιμές των α, β ισχύει η ισότητα ΛK ; Να αιτιολογήσετε την  

απάντησή σας. 
     (Μονάδες 12)

 

ΘΕΜΑ Β14

Δίνονται οι μη μηδενικοί πραγματικοί αριθμοί α, β, με α β  για τους οποί-

ους ισχύει α α
β β

2

2

1

1





.

α) Να αποδείξετε ότι οι αριθμοί α και β είναι αντίστροφοι. 
     (Μονάδες 13) 

β) Να υπολογίσετε την τιμή της παράστασης α β
α αβ

22 3 8

2 25

( )
K

( )
 .

    (Μονάδες 12)
 

ΘΕΜΑ Β15

Δίνεται η παράσταση        A ( x 4 x 1) ( x 4 x 1).
α) Για ποιες τιμές του x ορίζεται η παράσταση A; Να αιτιολογήσετε την 

απάντησή σας. 
      (Μονάδες 12) 
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β) Να αποδείξετε ότι η παράσταση A είναι σταθερή, δηλαδή ανεξάρτητη 
του x. 

    (Μονάδες 13)

ΘΕΜΑ Β16

Για τον πραγματικό αριθμό x ισχύει  d(2x,3) 3 2x .

α) Να αποδείξετε ότι 
3

x
2

.
    (Μονάδες 12) 

β) Αν 
3

x
2

, να αποδείξετε ότι η παράσταση    K 2x 3 2 3 x  είναι 

ανεξάρτητη του x. 
     (Μονάδες 13)

ΘΕΜΑ Β17

α) Να δείξετε ότι   33 30 4.
     (Μονάδες 12) 

β) Να συγκρίνετε τους αριθμούς 3 30 και  36 30 .
     (Μονάδες 13) 

ΘΕΜΑ Β18

Δίνεται η παράσταση    A x 4 6 x .
α) Για ποιες τιμές του  x ορίζεται η παράσταση Α; Να αιτιολογήσετε την 

απάντησή σας  και να γράψετε το σύνολο των δυνατών τιμών του x σε  
μορφή διαστήματος.

      (Μονάδες13) 
β) Για x 5, να αποδείξετε ότι   2A A 6 0.

      (Μονάδες 12)

ΘΕΜΑ Β19

Δίνεται η παράσταση    2A x 4 x 4.
α) Για ποιες τιμές του x ορίζεται η παράσταση A; Να αιτιολογήσετε την  
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απάντησή σας και να γράψετε το σύνολο των δυνατών τιμών του x σε  
μορφή διαστήματος. 

      (Μονάδες 12) 

β) Αν x 4, να αποδείξετε ότι   2A A 2(10 5).
     (Μονάδες 13) 

ΘΕΜΑ Β20

Δίνεται η παράσταση    4 4A 1 x x .
α) Για ποιες τιμές του  x ορίζεται η παράσταση Α; Να αιτιολογήσετε την 

απάντησή σας και να γράψετε το σύνολο των δυνατών τιμών του x σε 
μορφή διαστήματος.

     (Μονάδες 13) 
β) Αν  x 3, να αποδείξετε ότι    3 2A A A 1 0.

     (Μονάδες 12) 

ΘΕΜΑ Β21

Δίνεται η παράσταση   55B (x 2) .
α) Για ποιες τιμές του x ορίζεται η παράσταση Β; Να αιτιολογήσετε την  

απάντησή σας και να γράψετε το σύνολο των δυνατών τιμών του x υπό  
μορφή διαστήματος.

      (Μονάδες 13)
β) Για x 4, να αποδείξετε ότι  2 4B 6B B .

      (Μονάδες 12) 

ΘΕΜΑ Β22

Δίνονται οι αριθμοί  6A 2  και  63B 2 .

α) Να δείξετε ότι  A B 4.
     (Μονάδες 13)

β) Να διατάξετε από το μικρότερο στο μεγαλύτερο τους αριθμούς:

  32, 1, 2

     (Μονάδες 12)
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ΘΕΜΑ Β23

Δίνονται οι αριθμητικές παραστάσεις  
6

A 2 ,  63B 3 ,  Γ
6

6 6 . 

α) Να δείξετε ότι  Γ  A B 23.
      (Μονάδες 13) 

β) Να συγκρίνετε τους αριθμούς 3 3 και 6 6 . Να αιτιολογήσετε την απά-
ντησή σας. 

     (Μονάδες 12)

ΘΕΜΑ Β24

Αν ο πραγματικός αριθμός x ικανοποιεί τη σχέση  x 1 2: 
α) να δείξετε ότι  x ( 3,1) ,

     (Μονάδες 12) 

β) να δείξετε ότι η τιμή της παράστασης 
  


x 3 x 1

K
4

 είναι αριθμός 

ανεξάρτητος του x. 
    (Μονάδες13)

ΘΕΜΑ Β25

Δίνεται η παράσταση    A x 1 y 3 , με  x, y πραγματικούς αριθμούς, 
για τους οποίους ισχύει  1 x 4 και  2 y 3. Να αποδείξετε ότι: 
α)   A x y 2

      (Μονάδες 12)
β)  0 A 4

      (Μονάδες 13) 

ΘΕΜΑ Β26

Δίνεται η παράσταση   A 3x 6 2, όπου ο x είναι πραγματικός αριθμός. 
α) Να αποδείξετε ότι:
 i)  για κάθε x 2,  A 3x 4

 ii)  για κάθε x 2,  A 8 3x

     (Μονάδες 12) 
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β) Αν για τον x ισχύει ότι x 2, να αποδείξετε ότι  
 

 

29x 16
3x 4

3x 6 2
.

     (Μονάδες 13) 

ΘΕΜΑ Β27

Δίνονται πραγματικοί αριθμοί α, β, με α  0 και β  0. Να αποδείξετε ότι: 

α) α
α

 
4

4

      (Μονάδες 12) 

β) α β
α β
4 4

16
       

   
       (Μονάδες 13) 

ΘΕΜΑ Β28

Δίνονται οι παραστάσεις α β 2 2K 2  και  Λ αβ 2 , όπου α β, .
α) Να δείξετε ότι ΛK , για κάθε τιμή των α, β. 

     (Μονάδες 12) 
β) Για ποιες τιμές των α, β ισχύει η ισότητα ΛK ; Να αιτιολογήσετε την  

απάντησή σας. 
     (Μονάδες 13)

ΘΕΜΑ Β29

α) Να βρείτε για ποιες πραγματικές τιμές του y ισχύει  y 3 1. 
     (Μονάδες 12) 

β) Αν x, y είναι τα μήκη των πλευρών ενός ορθογωνίου παραλληλογράμ-
μου, με  1 x 3 και  2 y 4, τότε να βρείτε τα όρια μεταξύ των οποίων 
περιέχεται η τιμή του εμβαδού Ε του ορθογωνίου. 

     (Μονάδες 13) 

ΘΕΜΑ Β30

α) Να βρείτε για ποιες πραγματικές τιμές του y ισχύει  y 3 1. 
     (Μονάδες 12) 
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β) Αν x, y είναι τα μήκη των πλευρών ενός ορθογωνίου παραλληλογράμ-
μου, με  1 x 3 και  2 y 4, τότε να αποδείξετε ότι Π 6 14, όπου 
Π είναι η περίμετρος του ορθογωνίου.

ΘΕΜΑ Β31

Δίνονται οι πραγματικοί αριθμοί α, β, γ, δ με β  0 και δ γ  ώστε να ισχύουν
 

α β
β


 4
 
και γ

δ γ



1

4
.

α) Να αποδείξετε ότι α β 3  και δ γ 5 .
     (Μονάδες 10) 

β) Να βρείτε την τιμή της παράστασης αγ βγΠ
βδ βγ





.

     (Μονάδες 15)

ΘΕΜΑ Β32

Έστω x, y πραγματικοί αριθμοί ώστε να ισχύει 
 


4x 5y

2
x 4y

.

α) Να αποδείξετε ότι y 2x. 
    (Μονάδες 12)  

β) Να υπολογίσετε την τιμή της παράστασης  


2 22x 3y xy
A

xy
.

     (Μονάδες 13)

ΘΕΜΑ Β33

Για κάθε πραγματικό αριθμό x με την ιδιότητα  5 x 10: 

α) να γράψετε τις παραστάσεις x 5  και x 10  χωρίς απόλυτες τιμές. 
     (Μονάδες 10) 

β) να υπολογίσετε την τιμή της παράστασης 
 

 
 

x 5 x 10
A

x 5 x 10
.

     (Μονάδες 15) 
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ΘΕΜΑ Β34

Δίνεται η παράσταση    A x 1 x 2 .
α) Για  1 x 2, να δείξετε ότι  A 2x 3.

     (Mονάδες 13) 
β) Για x 1, να δείξετε ότι η παράσταση A έχει σταθερή τιμή (ανεξάρτητη 

του x), την  οποία και να προσδιορίσετε. 
     (Mονάδες 12) 

ΘΕΜΑ Β35

Aπό το ορθογώνιο ΑΒΖΗ αφαιρέθηκε το τετράγωνο ΓΔΕΗ πλευράς y. 
α) Να αποδείξετε ότι η περίμετρος του γραμμοσκιασμένου σχήματος 

ΕΖΒΑΓΔ που απέμεινε δίνεται από τη σχέση Π  2x 4y.

      (Μονάδες 10) 
β) Αν ισχύει  5 x 8 και  1 y 2, να βρείτε μεταξύ ποιων αριθμών βρί-

σκεται η τιμή της περιμέτρου του παραπάνω γραμμοσκιασμένου σχή-
ματος.

      (Μονάδες 15) 

ΘΕΜΑ Β36

Δίνονται οι παραστάσεις  A 2x 4  και  B x 3 , όπου ο x είναι  πραγμα-

τικός αριθμός.
α) Για κάθε  2 x 3, να αποδείξετε ότι    A B x 1. 

     (Μονάδες 16) 
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β) Υπάρχει x[2, 3), ώστε να ισχύει  A B 2; Να αιτιολογήσετε την απά-
ντησή σας. 

     (Μονάδες 9) 

ΘΕΜΑ Β37

Δίνεται η παράσταση  
 
3 5

A
5 3 5 3

.

α) Να δείξετε ότι A 4. 
     (Μονάδες 12) 

β) Να λύσετε την εξίσωση  x A 1. 
     (Μονάδες 13) 

ΘΕΜΑ Β38

Αν 0 < α < 1, τότε:
α) Nα αποδείξετε ότι α α3  .

     (Μονάδες 13) 
β) Nα διατάξετε από το μικρότερο προς το μεγαλύτερο τους αριθμούς: 

 
α α

α
3 1

0, , 1, ,

     (Μονάδες 12)

ΘΕΜΑ Β39

Δίνεται πραγματικός αριθμός για τον οποίο ισχύει d(x, 2) < 1.
Να δείξετε ότι:
α) 3 x 1   

  (Μονάδες 10)
β) 2x 4x 3 0  

(Μονάδες 15)
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ΘΕΜΑ Γ

Με την εισήγηση των διδασκόντων. Περιλαμβάνονται 12 θέματα αυτής της 
κατηγορίας.

ΘΕΜΑ Γ1

Δίνεται η παράσταση 
3

3 5 1 2 3 5
2

x
A (x y ) (x y ) :

y




 
     

 
  με x, y .

α) Να αποδείξετε ότι  2 4A (xy ) .
     (Μονάδες 10)

β) Να βρείτε την αριθμητική τιμή της παράστασης Α, όταν x 32 και 


1

y
16

.

     (Μονάδες 8)

γ)  Αν x 0, να αποδείξετε ότι  
1

12 2 3A (xy ) .
     (Μονάδες 7)

ΘΕΜΑ Γ2

α) Να αποδείξετε ότι            

2 2
3x(x 1) x(x 1)

x
2 2

  για κάθε x .

β) Να αποδείξετε ότι ν νν 
    

2 2
3 3 3 ( 1)

1 2 3 ...
4

 για κάθε ν.

ΘΕΜΑ Γ3

Αν για τους πραγματικούς αριθμούς μ ν,  ισχύει μ ν 2 2 1, να αποδείξετε 
ότι:

α) μ 1 και ν 1
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β) μν 
1

2

γ)  μ ν  4 41
1

2

ΘΕΜΑ Γ4

Δίνονται οι παραστάσεις   2K 2x 4x 2 και Λ 3 3 23x 9x 9x 3    .
α) Για ποιες τιμές του x  ορίζονται οι παραστάσεις K και Λ;

     (Μονάδες 12)
β) Να γράψετε τις παραστάσεις Κ, Λ χωρίς τα ριζικά.

     (Μονάδες 6)

γ)  Να βρείτε το x , αν ισχύει  Λ 3K 2 2 2 3   .
      (Μονάδες 7)

ΘΕΜΑ Γ5

Έστω οι αριθμοί Κ και Μ τέτοιοι, ώστε: 

 K P(A) 1 και   2M P (B) 2P(B) 3

όπου P(A) και P(B) οι πιθανότητες δύο ενδεχομένων, Α και Β αντίστοιχα, 
ενός δειγματικού χώρου Ω.
α) Να γράψετε χωρίς τις απόλυτες τιμές τις παραστάσεις K και M.

     (Μονάδες 10)
β) Αν τα ενδεχόμενα A και B είναι ισοπίθανα, τότε:
 i)  Να αποδείξετε ότι η παράσταση 2K M είναι ανεξάρτητη των P(A) 

και P(B).
    (Μονάδες 7)

 ii)  Αν, επιπλέον, τα ενδεχόμενα A και B είναι ασυμβίβαστα και 
1

K
2

, 


9

M
4

, να αποδείξετε ότι το ενδεχόμενο A B είναι βέβαιο.

     (Μονάδες 8)
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ΘΕΜΑ Γ6

Δίνεται η παράσταση 
  


  

x 2 x 2
A(x)

x 2 x 2
.

α) Για ποιες τιμές του x  ορίζεται η παράσταση A(x);
       (Μονάδες 6)

β) Αν x 2, να αποδείξετε ότι 
x

A(x)
2

.

       (Μονάδες 6)

γ)  Αν x 2, να αποδείξετε ότι 
2

A(x)
x

.

      (Μονάδες 8)

δ)  Ποια είναι η τιμή της παράστασης A(x) αν x 2 ;
      (Μονάδες 5)

ΘΕΜΑ Γ7

Δίνονται οι αριθμοί κ  2 1,  λ  2 1 και η παράσταση  κ λ
3

3 3A   . 
Να αποδείξετε ότι:

α)  i) κλ 23 ( ) 1 ii) κ λ κ3 32   iii)  κλ λ3 32

           (Μονάδες 3x6 = 18)

β)  κ λ3 3A 2 3  

            (Μονάδες 7)       

ΘΕΜΑ Γ8

Δίνονται οι αριθμοί 



1 2

x
1 2

 και 



1 2

y
1 2

. Να υπολογίσετε την τιμή των 

παραστάσεων:
α)   2A (x y)

      (Μονάδες 10)
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β)   3B (x y)

      (Μονάδες 7)
γ)  Γ  3 3x y

      (Μονάδες 8)

ΘΕΜΑ Γ9

Έστω οι αριθμοί x, y τέτοιοι, ώστε  
1

x 1
2

 και  1
y ( 2,0) 0,

3
    
  

.

α) Να βρείτε μεταξύ ποιων αριθμών βρίσκεται η παράσταση: 
  2A 2x 3y 1

     (Μονάδες 6)

β) Να αποδείξετε ότι η παράσταση 
  


2y 1 (3y 1)

B
2y

  είναι ανεξάρτη-

τη του y.
     (Μονάδες 9)

γ)  Να αποδείξετε ότι η παράσταση Γ      x 2x 1 x 2x 1  είναι  
ανεξάρτητη του x.

     (Μονάδες 10)

ΘΕΜΑ Γ10

α) Αν x, y, z 0  με  x y z, να αποδείξετε ότι   


  
x z 2(x z)

y z x y z
.

      (Μονάδες 10)
β) Αν οι αριθμοί  α, β, γ εκφράζουν τα μήκη των πλευρών ενός τριγώνου, 

να αποδείξετε  ότι  α β β γ α γ
α γ α β β γ

4
  

  
  

.

      (Μονάδες 15)
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ΘΕΜΑ Γ11

Αν για τους πραγματικούς θετικούς αριθμούς x, y, z ισχύει   xy yz zx 1, 
να αποδείξετε ότι:
α)    2x 1 (x y)(x z)

      (Μονάδες 10)

β) 
2 2 2 2 2 2

2 2 2

(y 1)(z 1) (x 1)(z 1) (x 1)(y 1)
K x y z 2

x 1 y 1 z 1

     
   

  
      (Μονάδες 15)

ΘΕΜΑ Γ12

Δίνονται οι αριθμοί:  

κ  
1

P(A)
2

,  λ  
1

P(B)
2

 και μ   
1

P(A B)
2

 με  

   κ λ μ 2 22 2 14
P(A) P(B)

13
      (1)  και κ λ  

3 1

4 3
 (2)

όπου P(A) και P(B) οι πιθανότητες δύο ενδεχομένων, Α και Β, αντίστοιχα, 
ενός δειγματικού χώρου Ω. Να βρείτε τις πιθανότητες των  παρακάτω ενδε-
χομένων:
α) A B    

        (Μονάδες 15)   
β) ΄ ΄A B   

        (Μονάδες 10) 
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ΘΕΜΑ Δ

Από την Τράπεζα Θεμάτων του Υπουργείου ΠΑΙ.Θ.( Ι.Ε.Π.). Περιλαμβάνο-
νται  7 θέματα αυτής της κατηγορίας.

ΘΕΜΑ Δ1

Δίνονται οι πραγματικοί αριθμοί α και β για τους οποίους ισχύει η ανίσωση: 
α β( 1)(1 ) 0  

α) Να αποδείξετε ότι το 1 είναι μεταξύ των α, β. 
       (Μονάδες 13) 

β) Αν επιπλέον β α  4, να υπολογίσετε την τιμή της παράστασης  

α βK 1 1    . Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας είτε γεωμετρικά 

είτε αλγεβρικά.
       (Μονάδες 12) 

ΘΕΜΑ Δ2

Δίνεται ένας πραγματικός αριθμός x που ικανοποιεί τη σχέση d(x,5) 9.
α) Να αποδώσετε την παραπάνω σχέση λεκτικά. 

     (Μονάδες 5) 
β) Με χρήση του άξονα των πραγματικών αριθμών, να παραστήσετε σε 

μορφή διαστήματος το σύνολο των δυνατών τιμών του x.
     (Μονάδες 5) 

γ)  Να γράψετε τη σχέση με το σύμβολο της απόλυτης τιμής και να επιβε-
βαιώσετε με αλγεβρικό τρόπο το συμπέρασμα του ερωτήματος (β). 

      (Μονάδες 10) 
δ)  Να χρησιμοποιήσετε το συμπέρασμα του ερωτήματος (γ) για να δείξετε 

ότι    x 4 x 14 18.
     (Μονάδες 5)
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ΘΕΜΑ Δ3

Δίνονται τα σημεία Α, Β και Μ που παριστάνουν στον άξονα των πραγματι-
κών αριθμών τους αριθμούς –2, 7 και x αντίστοιχα, με   2 x 7.
α) Να διατυπώσετε τη γεωμετρική ερμηνεία των παραστάσεων: 

 i) x 2

       (Μονάδες 4) 
 ii) x 7

       (Μονάδες 4) 
β) Με τη βοήθεια του άξονα να δώσετε τη γεωμετρική ερμηνεία του αθροί-

σματος   x 2 x 7 .

        (Μονάδες 5) 
γ)  Να βρείτε την τιμή της παράστασης    A x 2 x 7  γεωμετρικά. 

       (Μονάδες 5) 
δ)  Να επιβεβαιώσετε αλγεβρικά το προηγούμενο συμπέρασμα.

      (Μονάδες 7) 

ΘΕΜΑ Δ4

Σε έναν άξονα τα σημεία Α, Β και Μ αντιστοιχούν στους αριθμούς 5, 9 και
x αντίστοιχα. 

α) Να διατυπώσετε τη γεωμετρική ερμηνεία των παραστάσεων x 5  και 

x 9 .
     (Μονάδες 10)

β) Αν ισχύει   x 5 x 9 : 
 i)   Ποια γεωμετρική ιδιότητα του σημείου Μ αναγνωρίζετε; Να αιτιο-

λογήσετε την απάντησή σας. 
     (Μονάδες 7) 

 ii)   Με χρήση του άξονα, να προσδιορίσετε τον πραγματικό αριθμό x 
που παριστάνει το σημείο Μ. Να επιβεβαιώσετε με αλγεβρικό τρόπο 
την  απάντησή σας. 

      (Μονάδες 8) 
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ΘΕΜΑ Δ5

α) Να βρείτε τους πραγματικούς αριθμούς x για τους οποίους ισχύει 

 x 4 2.
     (Μονάδες 10)

β) Θεωρούμε πραγματικό αριθμό x που η απόστασή του από το 4 στον 
άξονα  των πραγματικών αριθμών είναι μικρότερη από 2. 

 i)   Να αποδείξετε ότι η απόσταση του τριπλάσιου του αριθμού αυτού 
από το 4 είναι μεγαλύτερη του 2 και μικρότερη του 14.

    (Μονάδες 5)
 ii)   Να βρείτε μεταξύ ποιων ορίων περιέχεται η τιμή της απόστασης του 

3x από το 19.
     (Μονάδες 10) 

ΘΕΜΑ Δ6

Για τους πραγματικούς αριθμούς α β,  ισχύει ότι:

  α  2 1

  β  3 2

α) Να αποδειχθεί ότι  α 1 3.
        (Μονάδες 4)

β) Να βρεθεί μεταξύ ποιων αριθμών βρίσκεται ο β.
        (Μονάδες 5)

γ)  Να βρεθεί μεταξύ ποιων αριθμών βρίσκεται η παράσταση α β2 3 .
        (Μονάδες 7)

δ)  Να βρεθεί μεταξύ ποιων αριθμών βρίσκεται η παράσταση α
β

.

        (Μονάδες 9)

ΘΕΜΑ Δ7

Για τη μέτρηση θερμοκρασιών χρησιμοποιούνται οι κλίμακες βαθμών Κελ-
σίου (Celsius), Φαρενάιτ (Fahrenheit) και Κέλβιν (Kelvin). Οι μετατροπές 



Άλγεβρα Α΄ Λυκείου – Α΄ τεύχος

73

της θερμοκρασίας από Κελσίου σε Φαρενάιτ και από Κελσίου σε Κέλβιν, 
περιγράφονται από τις προτάσεις Π1 και Π2: 
Π1: Για να μετατρέψουμε τη θερμοκρασία από βαθμούς Κελσίου (οC) σε 
βαθμούς Φαρενάιτ (οF), πολλαπλασιάζουμε τους βαθμούς Κελσίου με 1,8 
και προσθέτουμε 32. 
Π2: Για να μετατρέψουμε τη θερμοκρασία από βαθμούς Κελσίου (οC) σε 
βαθμούς Κέλβιν (οK), προσθέτουμε στους βαθμούς Κελσίου (οC) το 273. 
α) Να εκφράσετε συμβολικά τη σχέση που περιγράφει η κάθε πρόταση. 

     (Μονάδες 8) 
β) Να δείξετε ότι η εξίσωση που παριστάνει τη σχέση μεταξύ της θερμο-

κρασίας σε βαθμούς Κέλβιν (οK) και της θερμοκρασίας σε βαθμούς Φα-

ρενάιτ (οF) είναι η Κ 
 
F 32

273
1,8

.

    (Μονάδες 7)
γ)  Στη διάρκεια μιας νύχτας η θερμοκρασία σε μια πόλη κυμάνθηκε από 

278οΚ μέχρι 283οΚ. Να βρείτε το διάστημα μεταβολής της θερμοκρασί-
ας σε οF. 

              (Μονάδες 10)
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Ακολουθούν προσομοιωμένα ανακεφαλαιωτικά Διαγωνίσματα στο 2ο Κεφά-
λαιο, σύμφωνα με τις οδηγίες του Ι.Ε.Π. και τη σχετική νομοθεσία για τη 
δομή, επιλογή  και διάρθρωση των θεμάτων.

Διαγώνισμα 1

ΘΕΜΑ Α

Α1. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που  ακολουθούν, γράφοντας στην κόλλα 
σας,  δίπλα στο γράμμα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση, τη λέξη Σωστό, αν 
η πρόταση είναι σωστή, ή Λάθος, αν η πρόταση είναι λανθασμένη.
α) Για τους θετικούς αριθμούς α, β και θετικό ακέραιο ν ισχύει η ισοδυνα-

μία: ν να β α β   .
Μονάδες 2

β) Αν α β, , τότε ισχύει ότι α β α β  2 2 2( ) .
Μονάδες 2

γ) Για όλους τους αριθμούς α β γ δ, , ,  ισχύει η συνεπαγωγή: 
 α β και γ δ) α γ β δ(           

Μονάδες 2      

δ)  Για  0x  και  ρ  0  ισχύει ρ ρ ή ρ      0 0 0x x x x x x .   
Μονάδες 2      

ε)  Αν α  0 και ν άρτιος, τότε ν να α . 
Μονάδες 2      

Α2. Αν α β, , να αποδείξετε ότι α β α β   .         
Μονάδες 15

ΘΕΜΑ Β 

Δίνεται η παράσταση   55B (x 2) .
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α) Για ποιες τιμές του x ορίζεται η παράσταση Β; Να αιτιολογήσετε την 
απάντησή σας και να γράψετε το σύνολο των δυνατών τιμών του x  υπό 
μορφή διαστήματος.                                                                                                                            

Μονάδες 13
β) Για x 4, να αποδείξετε ότι  2 4B 6B B .

Μονάδες 12

ΘΕΜΑ Γ

Δίνονται οι παραστάσεις   2K 2x 4x 2 και Λ    3 3 23x 9x 9x 3.
α) Για ποιες τιμές του x  ορίζονται οι παραστάσεις K και Λ;                                                                                                                             

Μονάδες 12 
β) Να γράψετε τις παραστάσεις Κ, Λ χωρίς τα ριζικά.                                                                                                  

Μονάδες 7 

γ)  Να βρείτε το x , αν ισχύει Λ 3K 2 2 2 3   .
Μονάδες 6

ΘΕΜΑ Δ 

Σε έναν άξονα τα σημεία Α, Β και Μ αντιστοιχούν στους αριθμούς 5, 9 και 
x αντίστοιχα. 

α) Να διατυπώσετε τη γεωμετρική ερμηνεία των παραστάσεων x 5  και 

x 9 .                                                                                                                          
Μονάδες 10

β) Αν ισχύει   x 5 x 9 : 
 i)  Ποια γεωμετρική ιδιότητα του σημείου Μ αναγνωρίζετε; Να αιτιο-

λογήσετε την απάντησή σας.         
Μονάδες 7 

 ii)   Με χρήση του άξονα, να προσδιορίσετε τον πραγματικό αριθμό x 
που παριστάνει το σημείο Μ. Να επιβεβαιώσετε με αλγεβρικό τρόπο 
την απάντησή  σας.       

Μονάδες 8
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Διαγώνισμα 2γ μ
Συνδυαστικό 1ο και 2ο Κεφάλαιο

ΘΕΜΑ Α

Α1. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν (α, β, γ), γράφοντας 
στην κόλλα σας, δίπλα στο  γράμμα που αντιστοιχεί σε κάθε  πρόταση, τη λέξη  
Σωστό, αν η πρόταση είναι σωστή, ή Λάθος, αν η πρόταση είναι λανθασμένη.

α) Για κάθε α β , 0 ισχύει α β α β   .     
Μονάδες 2 

β) Για κάθε α β,  ισχύει ότι α β α α β αβ β    3 3 2 2 3( ) 3 3 .               
Μονάδες 2 

γ)  Αν θεωρήσουμε δύο αριθμούς α και β που παριστάνονται πάνω στον 
άξονα με τα σημεία Α και Β αντίστοιχα, τότε το μήκος (ΑΒ) είναι: 

 α β α β(AB) d( , )  

Στις παρακάτω ερωτήσεις να αντιστοιχίσετε κάθε στοιχείο της στήλης Α με 
ένα μόνο στοιχείο της στήλης Β, ώστε να προκύπτουν ισότητες, αληθείς σχέ-
σεις ή προτάσεις. Στη στήλη Β υπάρχει ένα επιπλέον στοιχείο.              
δ)

ΣΤΗΛΗ Α
(σχέση με απόλυτες τιμές)

ΣΤΗΛΗ Β 
(σχέση με απόσταση)

1.  x 2 3 α.  d(x, 3) 2

2.  x 2 3 β. d(x,3) 2

3.  x 3 2 γ.  d(x, 2) 3

δ. d(x,2) 3

Μονάδες 2
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ε)

ΣΤΗΛΗ Α (α,β > 0,
ν θετικός ακέραιος και μ ακέραιος)

ΣΤΗΛΗ Β

1. ν να β α.  μ να

2. ν α
β

β. ν αβ

3. 
μ
να γ. ν μα

δ. 
ν

ν

α
β

Μονάδες 2

Α2. Αν , 0α β , να αποδείξετε ότι ν ν να β α β     (ν θετικός ακέραιος).  
Μονάδες 15

ΘΕΜΑ Β 

Αν 0 < α < 1, τότε:
α) Να αποδείξετε ότι α α3  .   

Μονάδες 13 
β) Να διατάξετε από το μικρότερο προς το μεγαλύτερο τους αριθμούς: 

 
α α

α
3 1

0, , 1, ,       

Μονάδες 12

ΘΕΜΑ Γ

Έστω οι αριθμοί Κ και Μ τέτοιοι, ώστε: 
 K P(A) 1 και   2M P (B) 2P(B) 3  

όπου P(A) και P(B) οι πιθανότητες δύο ενδεχομένων, Α και Β αντίστοιχα, 
ενός δειγματικού χώρου Ω.
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α) Να γράψετε χωρίς τις απόλυτες τιμές τις παραστάσεις K και M.
Μονάδες 10 

β) Αν τα ενδεχόμενα A και B είναι ισοπίθανα, τότε:
 i)  Να αποδείξετε ότι η παράσταση Λ2K  είναι ανεξάρτητη των P(A) 

και P(B).
Μονάδες 7

 ii)  Αν, επιπλέον, τα ενδεχόμενα A και B είναι ασυμβίβαστα και 
1

K
2

, 


9

M
4

, να αποδείξετε ότι το ενδεχόμενο A B είναι βέβαιο.

Μονάδες 8

ΘΕΜΑ Δ 

Δίνονται τα σημεία Α, Β και Μ που παριστάνουν στον άξονα των πραγματι-
κών αριθμών τους αριθμούς –2, 7 και x αντίστοιχα με   2 x 7.
α) Να διατυπώσετε τη γεωμετρική ερμηνεία των παραστάσεων: 

 i)  x 2     
Μονάδες 4

 ii)  x 7         
Μονάδες 4

β) Με τη βοήθεια του άξονα να δώσετε τη γεωμετρική ερμηνεία του αθροί-
σματος   x 2 x 7 .    

Μονάδες 5

γ)  Να βρείτε την τιμή της παράστασης    A x 2 x 7  γεωμετρικά.
Μονάδες 5

δ) Να επιβεβαιώσετε αλγεβρικά το προηγούμενο συμπέρασμα.  
Μονάδες 7 



Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο 3ο   
Εξισώσεις

3.1  Εξισώσεις 1ου Βαθμού

3.2  Η εξίσωση χν  α

3.3  Εξισώσεις 2ου Βαθμού

Η εξεταστέα ύλη για το κεφάλαιο αυτό είναι:

Παράγραφος 3.1
    
Παράγραφος 3.2
 
Παράγραφος 3.3
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ΘΕΜΑ Α

Θέμα Α.1-Ερωτήσεις αντικειμενικού τύπου

Α.1.1. Ερωτήσεις Σωστού–Λάθους

Στις επόμενες προτάσεις να γράψετε δίπλα στην κάθε πρόταση το γράμμα Σ, 
αν η πρόταση είναι σωστή, ή το γράμμα Λ, αν η πρόταση είναι λανθασμένη.

1.  Η εξίσωση α β x 0 έχει ακριβώς μία λύση όταν α  0.
2.  Η εξίσωση α β x 0 είναι αδύνατη όταν α  0.
3.  Η εξίσωση α β x 0 είναι ταυτότητα όταν α β  0.
4.  Η εξίσωση λ λ  2( 2)x 4 είναι ταυτότητα αν λ  2.
5.  Η εξίσωση λ λ  2( 4)x 2 είναι αδύνατη αν λ  2.
6.  Η εξίσωση ν αx , με α  0 και ν περιττό φυσικό αριθμό, έχει ακριβώς 

μία λύση, τη ν α .
7.  Η εξίσωση ν αx , με α  0 και ν άρτιο φυσικό αριθμό, έχει ακριβώς δύο 

λύσεις, τις ν α  και ν α .
8.  Η εξίσωση ν αx , με α  0 και ν περιττό φυσικό αριθμό, έχει ακριβώς 

μία λύση, τη ν α .

9.  Η εξίσωση ν αx , με α  0 και ν άρτιο φυσικό αριθμό, είναι ταυτότητα.
10. Αν ο ν είναι περιττός φυσικός αριθμός, τότε η εξίσωση ν ναx  έχει δύο 

λύσεις, τις α1x  και α 2x .
11.  Αν ο ν είναι άρτιος φυσικός αριθμός, τότε η εξίσωση ν ναx   έχει δύο 

λύσεις, τις  α1x  και α 2x .
12.  Η εξίσωση ν 2x 1 έχει ακριβώς μία λύση, τη x 1.
13.  Η εξίσωση α β γ  2x x 0 είναι εξίσωση 2ου βαθμού για κάθε α.
14.  Η εξίσωση α β γ  2x x 0 με α  0 είναι εξίσωση 2ου βαθμού.
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15.  Η εξίσωση α β γ  2x x 0 με α  0 και Δ β αγ  2 4 0 έχει δύο άνισες 
ρίζες.

16.  Η εξίσωση α β γ  2x x 0 με α  0 και Δ  0 έχει διπλή ρίζα, τη 
β
α

 x
2

.

17.  Η εξίσωση α β γ  2x x 0 με α  0 και Δ  0 είναι αδύνατη.
18.  Αν η εξίσωση α β γ  α   2x x 0 ( 0) έχει δύο ρίζες 1 2x , x  και ισχύει 

ότι 1 2S x x 0   , τότε οι ρίζες είναι αντίθετες.
19.  Αν η εξίσωση α β γ  α   2x x 0 ( 0) έχει δύο ρίζες 1 2x , x  και ισχύει 

ότι 1 2P x x 1   , τότε οι ρίζες είναι αντίστροφες.
20.  Αν η εξίσωση α β γ  α   2x x 0 ( 0) έχει δύο ρίζες 1 2x , x  και ισχύουν 

1 2S x x 0    και 1 2P x x 0   , τότε οι ρίζες είναι θετικές.

21.  Η εξίσωση α β γ  α   2x x 0 ( 0) έχει δύο άνισες ρίζες.

Α.1.2. Ερωτήσεις Πολλαπλής Επιλογής

Στις επόμενες προτάσεις η σωστή απάντηση σε κάθε ερώτηση είναι μόνο μία. 
Να επιλέξετε το γράμμα που αντιστοιχεί στη σωστή απάντηση της κάθε ερώ-
τησης.

1.  Η εξίσωση α β x 0 με α  0 είναι αδύνατη όταν:
 Α. β  0        Β. β  0         Γ. μόνο β  0           Δ. μόνο β  0

2.  Η εξίσωση α β x 0 με α  0 είναι ταυτότητα όταν:
 Α. β  0        Β. β  0         Γ. β  0                    Δ. β  0

3.  Η εξίσωση ν αx  με α  0 και ν άρτιο φυσικό αριθμό έχει:
 Α. ακριβώς μία λύση     Β. καμία λύση         
 Γ. δύο λύσεις             Δ. τίποτα από τα προηγούμενα
4.  Η εξίσωση α β γ  2x x 0 με α  0 έχει τουλάχιστον μία λύση στο  

όταν:
 Α. Δ  0                    Β. Δ  0                     Γ. Δ  0                    Δ. Δ  0
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5.  Η εξίσωση α β γ  2 2 2x x 0 με α  0 έχει:
 Α. καμία ρίζα       Β. δύο άνισες ρίζες      
 Γ. μία διπλή ρίζα            Δ. τίποτα από τα προηγούμενα
6.  Αν S και P το άθροισμα και το γινόμενο αντίστοιχα των ριζών 1 2x , x  της 

εξίσωσης α β γ  2x x 0 με α  0, τότε οι ρίζες είναι αρνητικές αν:
 Α. S 0 και P 0      Β.  S 0 και P 0      
 Γ. S 0 και P 0         Δ. S 0 και P 0

7.  Αν S και P το άθροισμα και το γινόμενο αντίστοιχα δύο πραγματικών 
αριθμών x1 και x2, τότε η εξίσωση που έχει ρίζες τις x1 και x2 είναι η:

 Α.   2x Sx P 0        Β.   2x Sx P 0          
 Γ.   2x Sx P 0           Δ.   2x Sx P 0

8.  Η εξίσωση   (x 1)(x 2) 0 είναι ισοδύναμη με την εξίσωση:
 Α.   2x x 2 0          Β.   2x x 2 0            
 Γ.   2x x 2 0              Δ.   2x x 2 0

Α.1.3. Ερωτήσεις Αντιστοίχισης

Στις επόμενες ερωτήσεις να αντιστοιχίσετε κάθε στοιχείο της στήλης Α με ένα 
μόνο στοιχείο της στήλης Β, ώστε να προκύπτουν ισότητες και αληθείς ή ισο-
δύναμες σχέσεις ή προτάσεις. Στη στήλη Β υπάρχει ένα επιπλέον στοιχείο.

1.  Θεωρούμε την εξίσωση α β x 0 (1) με α β, .

ΣΤΗΛΗ Α (Η (1)...) ΣΤΗΛΗ Β (Αν ...)
1. Έχει μία ακριβώς λύση α. α  0 και β  0
2. Είναι αδύνατη β. α β  0

3. Είναι ταυτότητα γ. α  0

δ. Για όλες τις τιμές των α, β
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2.  Θεωρούμε την εξίσωση   ν α α και νx 0 .    

ΣΤΗΛΗ Α (Αν ...) ΣΤΗΛΗ Β (Τότε η εξίσωση ...)

1. α  0 και ν περιττός α. Έχει ακριβώς μία λύση, την ν α  

2. α  0 και ν άρτιος β. Είναι αδύνατη

3. α  0 και ν περιττός γ.  Έχει ακριβώς δύο λύσεις, τις ν α  και ν α

δ. Έχει ακριβώς μία λύση, τη ν α

3.  Θεωρούμε την εξίσωση: 
 α β γ  (1) με α , β γ2x x 0 0 ,     και Δ β αγ 2 4

ΣΤΗΛΗ Α (Η εξίσωση (1) ...) ΣΤΗΛΗ Β (Αν είναι ...)
1. Έχει δύο ρίζες α. Δ  0
2. Έχει μία διπλή ρίζα β. Δ  0
3. Είναι αδύνατη στο  γ. β  0

δ. Δ  0

4. Έστω 1 2x , x  οι ρίζες της α β γ α Δ2x x 0 ( 0, 0)      με  1 2S x x  
και  1 2P x x .

ΣΤΗΛΗ Α (Αν ...) ΣΤΗΛΗ Β (Τότε S ή P  ...)

1.  1 2S x x α. γ
α


2

2.  1 2P x x β. β
α



γ. γ
α
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5.  Έστω 1 2x , x  οι ρίζες της α β γ  α και Δ    2x x 0 ( 0 0), όπου 
 1 2S x x  και  1 2P x x .

ΣΤΗΛΗ  Α (Αν ...) ΣΤΗΛΗ Β (Τότε ...)
1. P 0 α. 1 2x , x  ομόσημες
2. S 0 β. 1 2x , x  ετερόσημες
3. καιP 0 S 0  γ. 1 2x , x  αρνητικές

δ. 1 2x , x  αντίθετες 

Θέμα Α.2-Αποδείξεις προτάσεων και ιδιοτήτων

Στα επόμενα παρατίθενται όλες οι αποδείξεις των προτάσεων και των ιδιοτή-
των που βρίσκονται στην εξεταστέα ύλη του μαθήματος: «Άλγεβρα και στοι-
χεία πιθανοτήτων» της Α΄Λυκείου και θα αποτελέσουν το 2ο μέρος του 1ου 
θέματος (το Α2). Οι αποδείξεις έγιναν σύμφωνα με το περιεχόμενο του σχολι-
κού βιβλίου.

1.  Να αποδείξετε ότι η εξίσωση α β x 0 με α  0 έχει ακριβώς μία 

λύση, τη β
α

 x .

Απόδειξη
Έχουμε α β α β β β α β         x 0 x x . 

Αν α  0, τότε βα β
α

    x x . Επομένως αν α  0, η εξίσωση έχει ακρι-

βώς μία λύση, τη β
α

 x .

2.  Να αποδείξετε ότι η εξίσωση  α β x 0 με α  0 και β  0 είναι αδύ-
νατη.
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Απόδειξη
Έχουμε α β α β β β α β         x 0 x x . Αν α  0, τότε η εξίσωση 
γίνεται β0 x    και αφού β  0 η εξίσωση δεν έχει λύση. Γι’ αυτό λέμε ότι 
είναι αδύνατη.

3.  Να αποδείξετε ότι η εξίσωση  α β x 0 με α  0 και β  0 είναι ταυ-
τότητα.

Απόδειξη
Έχουμε α β α β β β α β         x 0 x x . Αν α β  0, τότε η εξίσω-
ση γίνεται 0 x 0   και αληθεύει για κάθε πραγματικό αριθμό x. Δηλαδή εί-
ναι ταυτότητα.

4.  Θεωρούμε την εξίσωση α β γ  (α   2x x 0 0) και τη διακρίνουσά 
της Δ β αγ 2 4 . Να αποδείξετε ότι αν Δ > 0, η εξίσωση έχει δύο άνισες 

ρίζες, τις β Δ
α

 
1,2x

2
.

Απόδειξη
Για την επίλυση της εξίσωσης θα εφαρμόσουμε τη μέθοδο της «συμπλήρω-
σης του τετραγώνου».
Έχουμε:

β γα β γ (αφού α
α α

β γ β γ β β γ β
α α α α α α α α

β β αγ    
α α

2 2

2 2
2 2 2

2 2

2 2

2

x x 0 x x 0 0)

x x x 2 x x 2 x
2 2 4 4

4
x

2 4

        

                

    
 

Αν θέσουμε Δ β αγ2 4  , τότε η τελευταία εξίσωση γίνεται:
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β Δ
α α

   
 

2

2
x

2 4

Αν Δ > 0, τότε έχουμε: 

β Δ β Δή
α α α α

x x
2 2 2 2

 
      

 
, δηλαδή β Δ β Δή

α α
x x

2 2

    
   

 
 

5.  Θεωρούμε την εξίσωση α β γ  (α   2x x 0 0) και τη διακρίνουσά 
της Δ β αγ 2 4 . Να αποδείξετε ότι αν Δ 0, η εξίσωση έχει μία δι-

πλή ρίζα, τη β
α

 x .

Απόδειξη
Εφαρμόζοντας όπως στην προηγούμενη απόδειξη τη μέθοδο της «συμπλή-

ρωσης του τετραγώνου» έχουμε β Δ
α α

   
 

2

2
x

2 4
.

Αν Δ  0, τότε η εξίσωση γράφεται: 

β β β β βή
α α α α α

β βή
α α

2

x 0 x x 0 x 0 x 0
2 2 2 2 2

x x
2 2

                          
       

      
 

Στην περίπτωση αυτή λέμε ότι η εξίσωση έχει διπλή ρίζα, τη β
α


2

.

6.  Θεωρούμε την εξίσωση α β γ  (α   2x x 0 0) και τη διακρίνουσά 
της Δ β αγ 2 4 . Να αποδείξετε ότι αν Δ < 0, η εξίσωση δεν έχει 
πραγματικές ρίζες.

Απόδειξη
Εφαρμόζοντας όπως στην προηγούμενη απόδειξη τη μέθοδο της «συμπλή-
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ρωσης του τετραγώνου»  έχουμε β Δ
α α

   
 

2

2
x

2 4
.

Αν Δ < 0, τότε η τελευταία εξίσωση, άρα και η ισοδύναμή της η αρχική, δεν 
έχει πραγματικές ρίζες, δηλαδή είναι αδύνατη στο .

7.   Αν 1x , 2x  οι ρίζες της εξίσωσης α β γ (α Δ2x x 0 0, 0)     , να 
αποδείξετε ότι το άθροισμα S και το γινόμενο P των ριζών είναι αντί-

στοιχα β
α

 S  και γ
α

P .

Απόδειξη

Οι ρίζες της εξίσωσης είναι β Δ
α

 
1x

2
 και β Δ

α
 

2x
2

. Τώρα έχουμε: 

β Δ β Δ β Δ β Δ β β
α α α α α1 2

2
S x x

2 2 2 2

        
       

 β Δβ Δ β Δ β β αγ αγ γ
α α α α α α

2
2 2 2

1 2 2 2 2

( ) ( 4 ) 4
P x x

2 2 4 4 4
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ΘΕΜΑ B

Από την Τράπεζα Θεμάτων του Υπουργείου ΠΑΙ.Θ.(Ι.Ε.Π.). Περιλαμβάνο-
νται 27 θέματα αυτής της κατηγορίας.

ΘΕΜΑ Β1       

Δίνεται η εξίσωση λ   2x ( 1)x 6 0  (1) με παράμετρο λ.
α) Αν η παραπάνω εξίσωση έχει λύση το 1, να βρείτε το  λ.

      (Μονάδες 13)
β) Για  λ  2 να λύσετε την εξίσωση (1).

    (Μονάδες 12) 

ΘΕΜΑ Β2      

Δίνεται η εξίσωση λ λ   2x ( 1)x 1 0 με παράμετρο λ0. 
α) Να βρείτε την τιμή του λ για την οποία η εξίσωση έχει ρίζα τον αριθμό –2.

      (Μονάδες 12) 
β) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση έχει πραγματικές ρίζες για κάθε λ0. 

      (Μονάδες 13) 

ΘΕΜΑ Β3      

Δίνεται το τριώνυμο  22x 5x 1.
α) Να δείξετε ότι το τριώνυμο έχει δύο άνισες πραγματικές ρίζες 1x  και 2x .

(Mονάδες 6) 

β) Να βρείτε την τιμή των παραστάσεων 1 2x x , 1 2x x  και 
1 2

1 1

x x
.

(Mονάδες 9)
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γ)  Να προσδιορίσετε μια εξίσωση 2ου βαθμού που έχει ρίζες τους αριθμούς 

1

1

x  
και 

2

1

x
.

     (Μονάδες 10) 

ΘΕΜΑ Β4      

α) Να λύσετε την εξίσωση  2x 1 3.
     (Μονάδες 12) 

β) Αν α, β με α < β είναι οι ρίζες της εξίσωσης του ερωτήματος (α), τότε να  
λύσετε την εξίσωση α β2x x 3 0   .

     (Μονάδες 13) 

ΘΕΜΑ Β5       

Δίνεται η εξίσωση λ λ   2x 2 x 4( 1) 0 με παράμετρο λ.
α) Να βρείτε τη διακρίνουσα της εξίσωσης. 

     (Μονάδες 8) 
β) Να αποδείξετε ότι η παραπάνω εξίσωση έχει ρίζες πραγματικές για 

κάθε λ. 
      (Μονάδες 8) 

γ)  Αν 1 2x , x  είναι οι ρίζες της παραπάνω εξίσωσης, τότε να βρείτε για ποια 
τιμή του λ ισχύει   1 2 1 2x x x x .

     (Μονάδες 9) 

ΘΕΜΑ Β6     

Δίνεται η εξίσωση λ λ2x x 1    με παράμετρο λ. 
α) Να αποδείξετε ότι η παραπάνω εξίσωση γράφεται ισοδύναμα:        

λ λ λ λ( 1)x ( 1)( 1),    
      (Μονάδες 8) 
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β) Να βρείτε τις τιμές του λ για τις οποίες η παραπάνω εξίσωση έχει ακρι-
βώς μία λύση την οποία και να βρείτε. 

       (Μονάδες 8) 
γ)  Για ποια τιμή του λ η παραπάνω εξίσωση είναι ταυτότητα στο σύνολο 

των πραγματικών αριθμών;  Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας. 
       (Μονάδες 9)

ΘΕΜΑ Β7       

α) Να λύσετε την εξίσωση  x 2 3. 
     (Μονάδες 10)

β) Να σχηματίσετε εξίσωση δευτέρου βαθμού με ρίζες, τις ρίζες της εξί-
σωσης του (α) ερωτήματος.

             (Μονάδες 15)

ΘΕΜΑ Β8       

Δίνεται η εξίσωση λ λ λ  2 2( 9)x 3  με παράμετρο λ (1).
α) Επιλέγοντας τρεις διαφορετικές πραγματικές τιμές για το λ, να γράψετε 

τρεις εξισώσεις. 
      (Μονάδες 6) 

β) Να προσδιορίσετε τις τιμές του, ώστε η (1) να έχει μία και μοναδική 
λύση. 

       (Μονάδες 9) 
γ)  Να βρείτε την τιμή του λ, ώστε η μοναδική λύση της (1) να ισούται με 4. 

       (Μονάδες 10) 

ΘΕΜΑ Β9       

Θεωρούμε  την εξίσωση λ   2x 2x 2 0 με παράμετρο λ. 
α) Να βρείτε για ποιες τιμές του λ η εξίσωση έχει πραγματικές ρίζες. 

       (Μονάδες 10) 
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β) Στην περίπτωση που η εξίσωση έχει δυο ρίζες 1 2x , x , να προσδιορίσετε 
το λ, ώστε να ισχύει    1 2 1 2x x 2(x x ) 1.

        (Μονάδες 15) 

ΘΕΜΑ Β10       

Δίνεται η εξίσωση α α2( 3)x 9    με παράμετρο α. 
α) Να λύσετε την εξίσωση στις παρακάτω περιπτώσεις:
 i) όταν α 1

        (Μονάδες 5) 
 ii) όταν α 3 

        (Μονάδες 8) 
β) Να βρείτε τις τιμές του α για τις οποίες η εξίσωση έχει μοναδική λύση 

και να προσδιορίσετε τη λύση αυτή. 
         (Μονάδες 12) 

ΘΕΜΑ Β11      

α) Να βρείτε για ποιες τιμές του x η παράσταση Π 
 

 

2

2

2x 1 1

x x 1 x
 έχει 

νόημα πραγματικού αριθμού. 
       (Μονάδες 10)

β) Για τις τιμές του x που βρήκατε στο (α) ερώτημα, να λύσετε την εξίσω-

ση 
 

 

2

2

2x 1 1
0

x x 1 x
. 

        (Μονάδες 15) 

ΘΕΜΑ Β12      

Δίνεται ορθογώνιο με περίμετρο Π  20 cm και εμβαδό E  24 2cm . 
α) Να κατασκευάσετε μία εξίσωση 2ου βαθμού που έχει ως ρίζες τα μήκη 

των πλευρών αυτού του ορθογωνίου. 
        (Μονάδες 15)
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β) Να βρείτε τα μήκη των πλευρών του ορθογωνίου. 
        (Μονάδες 10) 

ΘΕΜΑ Β13      

Δίνονται δύο πραγματικοί αριθμοί α και β, τέτοιοι ώστε: 

α β 12 και α β 2 2 272

α) Με τη βοήθεια της ταυτότητας α β α αβ β   2 2 2( ) 2 , να δείξετε ότι: 
αβ  64

     (Μονάδες 8) 
β) Να κατασκευάσετε μια εξίσωση 2ου βαθμού που έχει ρίζες τους αριθ-

μούς α, β. 
      (Μονάδες 10) 

γ)  Να προσδιορίσετε τους αριθμούς α, β. 
      (Μονάδες 7) 

ΘΕΜΑ Β14     

Δίνονται οι αριθμοί και1 1
A B .

3 7 3 7
 

 

α) Να δείξετε ότι  A B 3 και  
1

A B
2

.
      (Μονάδες 12) 

β) Να κατασκευάσετε μια εξίσωση 2ου βαθμού που έχει ρίζες τους αριθ-
μούς  A, B.

      (Μονάδες 13) 

ΘΕΜΑ Β15     

Έστω α, β πραγματικοί αριθμοί για τους οποίους ισχύουν: 

αβ 4  και α β αβ2 2 20 
α) Να αποδείξετε ότι α β  5. 

     (Μονάδες 10) 
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β) Να κατασκευάσετε εξίσωση 2ου βαθμού με ρίζες τους αριθμούς α, β και 
να τους βρείτε. 

(Μονάδες 15) 

ΘΕΜΑ Β16

Έστω α, β πραγματικοί αριθμοί για τους οποίους ισχύουν: 

α β  1  και  α β α β αβ   3 2 2 32 12

α) Να αποδείξετε ότι αβ 12  . 
      (Μονάδες 10)

β) Να κατασκευάσετε εξίσωση 2ου βαθμού με ρίζες τους αριθμούς α, β και 
να τους βρείτε. 

      (Μονάδες 15) 

ΘΕΜΑ Β17

Δίνεται το τριώνυμο  2x 3 1 x 3    . 

α) Να αποδείξετε ότι η διακρίνουσα του τριωνύμου είναι  Δ
2

3 1  .

     (Μονάδες 12) 
β) Να παραγοντοποιήσετε το τριώνυμο.

      (Μονάδες 13) 

ΘΕΜΑ Β18      

α) Να βρείτε τις ρίζες της εξίσωσης   22x 10x 12.
        (Μονάδες 15) 

β) Να λύσετε την εξίσωση   




22x 10x 12
0

x 2
.

        (Μονάδες 10) 

ΘΕΜΑ Β19      

Δίνεται το τριώνυμο κ 2x x 2, με κ.
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α) Να αποδείξετε ότι  Δ  0 για κάθε κ, όπου Δ η διακρίνουσα του τρι-
ωνύμου. 

     (Μονάδες 13) 
β) Αν 1 2x , x  είναι οι ρίζες της εξίσωσης   2x 3x 2 0 (1):
 i)  Να βρείτε το άθροισμα  1 2S x x  και το γινόμενο  1 2P x x  των 

ριζών της  (1).
 ii)  Να κατασκευάσετε εξίσωση 2ου βαθμού που να έχει ρίζες ρ1 και ρ2, 

όπου ρ 1 12x  και ρ 2 22x . 
       (Μονάδες 12) 

ΘΕΜΑ Β20      

Δίνεται η εξίσωση λ λ λ   2( 1)x ( 1)( 2) με παράμετρο λ.
α) Να λύσετε την εξίσωση για λ 1 και για λ  1. 

      (Μονάδες 12) 
β) Για ποιες τιμές του  λ η εξίσωση έχει μοναδική λύση; Να αιτιολογήσετε 

την απάντησή σας. 
      (Μονάδες 13)

ΘΕΜΑ Β21      

Δίνεται η παράσταση  


 

2

2

x 4x 4
K

2x 3x 2
. 

α) Να παραγοντοποιήσετε το τριώνυμο  22x 3x 2. 
     (Μονάδες 10) 

β) Για ποιες τιμές του x  ορίζεται η παράσταση K; Να αιτιολογήσετε 
την απάντησή σας. 

(Mονάδες 7) 
γ)  Να απλοποιήσετε την παράσταση K. 

      (Μονάδες 8)
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ΘΕΜΑ Β22      

Έστω α, β πραγματικοί αριθμοί για τους οποίους ισχύουν: 
α β  2 και α β αβ  2 2 30

α) Να αποδείξετε ότι αβ 15  . 
     (Μονάδες 10) 

β) Να κατασκευάσετε εξίσωση δευτέρου βαθμού με ρίζες τους αριθμούς α, 
β και να τους βρείτε. 

     (Μονάδες 15) 

ΘΕΜΑ Β23

Δίνονται οι παραστάσεις 



1 x

A
x 1

 και 
2

2
B

x x
, όπου ο x είναι πραγματι-

κός αριθμός. 
α) Να αποδείξετε ότι για να ορίζονται ταυτόχρονα οι παραστάσεις A, B 

πρέπει x 1 και x 0. 
  (Μονάδες 12) 

β) Να βρείτε τις τιμές του x για τις οποίες ισχύει A B.
 (Μονάδες 13)

ΘΕΜΑ Β24    

Δίνεται η εξίσωση λ λ2x 2 x 4( 1) 0     με παράμετρο λ.
α) Να βρείτε τη διακρίνουσα της εξίσωσης. 

     (Μονάδες 8) 
β) Να αποδείξετε ότι η παραπάνω εξίσωση έχει ρίζες πραγματικές για 

κάθε λ. 
     (Μονάδες 8) 

γ)  Αν 1 2x , x  είναι οι ρίζες της παραπάνω εξίσωσης, τότε να βρείτε για ποια 
τιμή του λ ισχύει    2

1 2 1 2(x x ) x x 5 0.
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ΘΕΜΑ Β25    

Δίνονται οι αριθμοί 

1

A
5 5

, 

1

B
5 5

.

α) Να δείξετε ότι:

 i)   
1

A B
2 

(Μονάδες 8)

 ii)   
1

A B
20 

(Μονάδες 8)

β) Να κατασκευάσετε μια εξίσωση 2ου βαθμού με ρίζες τους αριθμούς A 
και B.

           (Μονάδες 9)

ΘΕΜΑ Β26

Δίνεται η εξίσωση λ λ λ    2( 2)x 2 x 1 0 με παράμετρο λ  2. Να βρεί-
τε τις τιμές του λ για τις οποίες:
α) Η εξίσωση έχει δύο ρίζες πραγματικές και άνισες.

      (Μονάδες 13)
β) Το άθροισμα των ριζών της εξίσωσης είναι ίσο με 2.

      (Μονάδες 12)

ΘΕΜΑ Β27

Δίνεται η εξίσωση λ λ λ    2( 2)x 2 x 1 0 με παράμετρο λ  2.
α) Να βρείτε τις τιμές του λ για τις οποίες η εξίσωση έχει δύο ρίζες πραγ-

ματικές και άνισες.
     (Μονάδες 12)

β) Αν 1 2x , x  είναι οι ρίζες της παραπάνω εξίσωσης, να βρείτε το λ ώστε 
 1 2x x 3.

     (Μονάδες 13)

Το θέμα Β19 έχει αποσυρθεί. Είναι όμως κατάλληλο για την παρούσα κατηγο-
ρία του Β θέματος.
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ΘΕΜΑ Γ

Με την εισήγηση των διδασκόντων. Περιλαμβάνονται 18 θέματα αυτής της 
κατηγορίας.

ΘΕΜΑ Γ1

Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις:

α)   
 

t 1 t 2 t 3

2 3 4
 

      (Μονάδες 9)

β) 
     

 
x 3 1 x 3 2 x 3 3

2 3 4
 

      (Μονάδες 7 )

γ)  
        

 
3 3 32 2 2x 1 8 1 x 1 8 2 x 1 8 3

2 3 4
 

      (Μονάδες 9)

ΘΕΜΑ Γ2

Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις:
α)   2y 3y 4 0 

     (Μονάδες 4)
β)     2x (x 3) 3x(x 3) 4(x 3) 

     (Μονάδες 7)
γ)      2(x 5) 3(5 x) 4 0 

      (Μονάδες 7)
δ)      2(x 5) (5 x)(x 1) 0 

      (Μονάδες 7)
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ΘΕΜΑ Γ3

Να λύσετε την εξίσωση λ λ2( 9)x 3 (1)    όταν:
α) λ  3

     (Μονάδες 6)
β) λ  3

      (Μονάδες 6)
γ)  λ  3 και λ  3

       (Μονάδες 13)

ΘΕΜΑ Γ4

Δίνονται οι παραστάσεις λ λ  2A 9 12 4,  λ  2B 4 9  και η εξίσωση 
 B x A (1).

Για ποια λ η εξίσωση (1):
α) Είναι ταυτότητα; Να δικαιολογήσετε την απάντησή σας.

      (Μονάδες 7)
β) Είναι αδύνατη; Να δικαιολογήσετε την απάντησή σας.

      (Μονάδες 8)
γ)  Έχει μοναδική λύση; Στην περίπτωση αυτή να βρείτε τη λύση της.

      (Μονάδες 10)

ΘΕΜΑ Γ5

Δίνονται οι εξισώσεις: 

   και2 23 x 3 5 x 5 0 (1) 5 x 3 5 x 3 0 (2)         

α) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση (1) έχει δύο άνισες πραγματικές ρίζες, τις 
οποίες και να προσδιορίσετε.

     (Μονάδες 10 ) 
β) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση (2) έχει επίσης δύο άνισες πραγματικές 

ρίζες, οι οποίες είναι αντίστροφες των ριζών της εξίσωσης (1).
      (Μονάδες 8)
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γ)  Να γενικεύσετε  το παράδειγμα των εξισώσεων (1) και (2), κατασκευά-
ζοντας μια εξίσωση που έχει ρίζες τις αντίστροφες των ριζών της εξίσω-

σης  α α β β2x x 0     , με α β, 0  και α  β. Να αιτιολογή-

σετε την απάντησή σας.
       (Μονάδες 7) 

ΘΕΜΑ Γ6

Δίνεται η εξίσωση α β α β α β2 2 2 2 2( ) x 2( )x ( ) 0        (1).
α) Πότε η εξίσωση (1) είναι 2ου βαθμού;

      (Μονάδες 8) 
β) Αν η εξίσωση (1) είναι 2ου βαθμού, να αποδείξετε ότι έχει μία διπλή ρίζα 

για κάθε α β, .
      (Μονάδες 10) 

γ)  Να λυθεί η εξίσωση (1).
      (Μονάδες 7 ) 

ΘΕΜΑ Γ7

Δίνεται η εξίσωση λ λ μ ν μν με λ, μ ν2 2 2 2x 2 x 2 0 ,         (1).
α) Να βρείτε τη διακρίνουσα της εξίσωσης (1) και να αποδείξετε ότι έχει 

πραγματικές ρίζες για κάθε λ, μ ν, .
     (Μονάδες 13) 

β) Να λύσετε την εξίσωση (1), αν έχει δύο άνισες πραγματικές ρίζες. Πότε 
η εξίσωση (1) έχει ίσες ρίζες;  Στην περίπτωση αυτή να βρείτε τη διπλή  
ρίζα της.

     (Μονάδες 12) 

ΘΕΜΑ Γ8

Δίνεται η εξίσωση  μ ν (1) με μ ν και μ ν2 2x x 0 , 0 4      .
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α) Να κατασκευάσετε την εξίσωση που έχει ρίζες τις αντίθετες των ριζών 
της εξίσωσης (1).

     (Μονάδες  6) 
β) Να αποδείξετε ότι η (1) δεν έχει ρίζα το 0 και να κατασκευάσετε την 

εξίσωση πoυ έχει ρίζες τις αντίστροφες των ριζών της εξίσωσης (1).
    (Μονάδες 8 ) 

γ)  Αν επιπλέον ν μ :
 i)  Να βρείτε τα ν, μ, ώστε οι ρίζες της εξίσωσης (1) να διαφέρουν κατά 

5.
         (Μονάδες  6) 

 ii)  Να βρείτε τα ν, μ, ώστε τo τετράγωνο της μίας ρίζας της εξίσωσης 
(1) να είναι η άλλη της ρίζα.

         (Μονάδες 5) 

ΘΕΜΑ Γ9

Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις:
α)  (1)  2x 13x 36 0

      (Μονάδες  7) 
β)  (2)  4 2x 13x 36 0

       (Μονάδες  8) 

γ)   (3)    2
x 2 13 x 2 36 0

       (Μονάδες  10) 

ΘΕΜΑ Γ10

Δίνεται η εξίσωση κ λ  2x 2 x 0 (1) με τους αριθμούς κ, λ να αποτελούν 
τις ενδείξεις της ρίψης δύο ζαριών αντίστοιχα.
Να βρείτε τις πιθανότητες των ενδεχομένων:
α) Η εξίσωση (1) να έχει δύο άνισες πραγματικές ρίζες.

      (Μονάδες  9)



Eξισώσεις3

102

β) Η εξίσωση (1) να έχει δύο ίσες πραγματικές ρίζες.
      (Μονάδες  9) 

γ)  Η εξίσωση (1) να μην έχει πραγματικές ρίζες.
         (Μονάδες  7) 

ΘΕΜΑ Γ11

Δίνεται η εξίσωση  2P(A)x 2P(A B)x 4P(B) 0 (1)    , όπου P(A) και 
P(B) οι πιθανότητες δύο ασυμβίβαστων ενδεχομένων Α και Β, αντίστοιχα, 
ενός  δειγματικού χώρου Ω.
α) Ποια είναι η συνθήκη για το ενδεχόμενο A, ώστε η εξίσωση (1)  να είναι 

εξίσωση 2ου βαθμού; 
        (Μονάδες 5)

β) Να λύσετε την εξίσωση (1), αν είναι 1ου βαθμού.
        (Μονάδες 5)

γ)  Να αποδείξετε ότι η εξίσωση (1) έχει πραγματικές ρίζες αν A  .
        (Μονάδες 9)

δ)  Αν A   και η εξίσωση (1) έχει μία διπλή ρίζα, να αποδείξετε ότι τα 
ενδεχόμενα A B και B A είναι  ισοπίθανα.

        (Μονάδες 6)  

ΘΕΜΑ Γ12

Δίνεται η εξίσωση κ κ  κ      2 2x 1 x 0, (1).
α) Για ποιες τιμές του κ η εξίσωση έχει διπλή ρίζα;

       (Μονάδες  6)
β) Αν κ  1 2, να λύσετε την εξίσωση (1).

        (Μονάδες 5)

γ)  Αν  κ  
1

1
3

, να αποδείξετε ότι η εξίσωση (1) έχει δύο άνισες ρίζες.

        (Μονάδες 6)
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δ)  Για κ  
1

1
3

, να κατασκευάσετε την εξίσωση που έχει ως ρίζες τις 

ρίζες της εξίσωσης (1) αυξημένες κατά 3.
        (Μονάδες 8)

ΘΕΜΑ Γ13

Δίνεται η εξίσωση    λ λ (1) με λ2x 1 2 x 2 2 4 0       . Επιλέ-

γουμε τυχαία μια τιμή λ Ω , όπου Ω        1 10
10, 9, 3, 0, , 3, , 11

2 3
     
  

ο 

δειγματικός χώρος του πειράματος τύχης του οποίου τα απλά ενδεχόμενα 
είναι ισοπίθανα. Έστω A, B και Γ τα ενδεχόμενα του Ω που ορίζονται: 

 λ Ω η εξίσωση (1) να έχει ρίζες πραγματικές και ίσεςA / 

 λ Ω η εξίσωση (1) να έχει ρίζες πραγματικές και άνισεςB / 

 Γ λ Ω η εξίσωση (1) να μην έχει καμία πραγματική ρίζα/ 

Να βρείτε: 
α) Την πιθανότητα του ενδεχομένου Α.

     (Μονάδες 8)                                                                                           
β) Την πιθανότητα του ενδεχομένου Β.

      (Μονάδες 9)
γ)  Την πιθανότητα του ενδεχομένου Γ.

      (Μονάδες 8)

ΘΕΜΑ Γ14

Δίνονται οι εξισώσεις   2x 1 3 (1) και 3x 3 2x 2 (2)   .
α) Να λύσετε τις εξισώσεις (1) και (2).

      (Μονάδες 10 )
β) Να κατασκευάσετε την εξίσωση που έχει ρίζες τις ρίζες της εξίσωσης (1).

       (Μονάδες 7 )
γ)  Να βρείτε την εξίσωση της μορφής α β  α2x x 1 0 ( 0)      που έχει μία 

διπλή ρίζα, την κοινή λύση των εξισώσεων (1) και (2).
       (Μονάδες 8)
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ΘΕΜΑ Γ15

Δίνεται η εξίσωση μ ν  (μ ν     2x x 3 0 , ) (1), η οποία έχει δύο ρίζες ρ1 
και ρ2 με ρ ρ1 2.
α) Να αποδείξετε ότι μ ν2 12  και ότι 2S 4P, όπου S και P το άθροισμα 

και το γινόμενο αντίστοιχα των ριζών της εξίσωσης (1).
     (Μονάδες 10 )

β) Να βρείτε τα μ ν, , ώστε οι ρίζες ρ1 και ρ2 να πληρούν ταυτόχρονα τις 
σχέσεις:

 ρ ρ ρ ρ   και ρ ρ ρ ρ       1 2 1 2 1 2 1 23 3 2 (2) 3 5( 2) (3)

      (Μονάδες 15)

ΘΕΜΑ Γ16

Δίνεται η εξίσωση λ λ λ       2 2(2 1)x 4 2 x 4 1 0 (1) με λ.
α) Για ποιες τιμές του λ η εξίσωση (1) είναι εξίσωση 2ου βαθμού;

      (Μονάδες 4) 
β) Να αποδείξετε ότι η διακρίνουσα Δ της εξίσωσης (1) είναι:

Δ λ λ   28 (2 1)

        (Μονάδες 8 )
γ)  Για ποιες τιμές του λ η εξίσωση (1) έχει δύο άνισες ρίζες και για ποιες 

τιμές του λ είναι αδύνατη;
        (Μονάδες 5)

δ)   Στην περίπτωση που η εξίσωση (1) έχει δύο άνισες ρίζες, να βρείτε τις 
τιμές του λ για τις οποίες οι ρίζες της εξίσωσης (1) είναι αρνητικές.

         (Μονάδες 8)

ΘΕΜΑ Γ17

Δίνεται η εξίσωση ΄  2 2[2P(A) 1]x 4P(A ) 2 x 4[P(A)] 1 0 (1)      , όπου 
P(Α) και P(A΄) οι πιθανότητες δύο συμπληρωματικών ενδεχομένων Α και 
Α΄ αντίστοιχα, ενός δειγματικού χώρου Ω με A  .
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α) Να γράψετε σε μορφή διαστήματος τις τιμές που μπορεί να πάρει η πι-
θανότητα του ενδεχομένου Α, ώστε η εξίσωση (1) να είναι εξίσωση 2ου  
βαθμού. 

      (Μονάδες 6)
β) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση (1) έχει δύο άνισες πραγματικές ρίζες.

       (Μονάδες 10)
γ)  Να αποδείξετε ότι η εξίσωση (1) έχει ρίζες ετερόσημες. 

       (Μονάδες 9)

ΘΕΜΑ Γ18

Δίνονται οι εξισώσεις     2x 6x 9 x 1 (1) και α β γ  (2)2x x 0     με 

α  0, β > 4αγ και β > 0, καθώς και η παράσταση 



 2

3x 3
A

x 2x 1
.

α)  Να λύσετε την εξίσωση (1).
β)  Να λύσετε την εξίσωση Α  1.
γ) Αν η εξίσωση (2) έχει ως ρίζες τη μεγαλύτερη και τη μικρότερη από τις 

ρίζες που προέκυψαν από τα ερωτήματα (α) και (β), να αποδείξετε ότι 
α  0 και γ  0.
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ΘΕΜΑ Δ

Από την Τράπεζα Θεμάτων του Υπουργείου  ΠΑΙ.Θ.( Ι.Ε.Π.). Περιλαμβάνο-
νται  41 θέματα αυτής της κατηγορίας.

ΘΕΜΑ Δ1

Δίνεται η εξίσωση  λ   2 2x 4x 2 0 (1) με παράμετρο λ.
α) Να αποδείξετε ότι, για οποιαδήποτε τιμή του λ, η (1) έχει δύο ρίζες 

άνισες. 
     (Μονάδες 10) 

β) Αν 1 2x , x  είναι οι ρίζες της εξίσωσης (1): 
 i)  Να βρείτε το  1 2S x x .
 ii)  Να βρείτε το   1 2P x x  ως συνάρτηση του πραγματικού αριθμού λ. 

      (Μονάδες 5)
γ)  Αν η μία ρίζα της εξίσωσης (1) είναι ο αριθμός 2 3, τότε: 
 i)   να αποδείξετε ότι η άλλη ρίζα της εξίσωσης (1) είναι ο αριθμός 

2 3 ,
 ii)  να βρείτε το λ.

        (Μονάδες 10) 

ΘΕΜΑ Δ2

Δίνεται η εξίσωση λ λ λ     2( 2)x (2 3)x 2 0 (1), με παράμετρο λ  2.
α) Να δείξετε ότι η διακρίνουσα της εξίσωσης (1) είναι Δ λ 12 25.

     (Μονάδες 6) 
β) Να βρείτε τις τιμές του λ  2, ώστε η εξίσωση (1) να έχει δύο ρίζες  

πραγματικές και άνισες. 
     (Μονάδες 7)
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γ)  Να εκφράσετε ως συνάρτηση του λ το άθροισμα των ριζών  1 2S x x  
και το γινόμενο των ριζών  1 2P x x . 

      (Μονάδες 4) 
δ)  Να εξετάσετε αν υπάρχει τιμή του λ, ώστε για τις ρίζες 1 2x , x  της εξίσω-

σης (1) να ισχύει η σχέση      2 2
1 2 1 2(x x 1) (x x 3) 0.

          (Μονάδες 8)

ΘΕΜΑ Δ3

Δίνεται η εξίσωση αβ α β αβ2 2 2x ( )x 0    , όπου α, β δύο θετικοί αριθμοί.
α) Να δείξετε ότι η διακρίνουσα Δ της εξίσωσης είναι Δ α β2 2 2( )  .

     (Μονάδες 8) 
β) Να βρείτε τη σχέση μεταξύ των αριθμών α και β, ώστε η εξίσωση να 

έχει  δυο ρίζες άνισες,  τις οποίες να προσδιορίσετε, ως συνάρτηση των 
α, β.

     (Μονάδες 10)

γ)  Αν οι ρίζες της εξίσωσης είναι α β
β α1 2x , x  , τότε να αποδείξετε ότι:

  1 2(1 x )(1 x ) 4

     (Μονάδες 7) 

ΘΕΜΑ Δ4

Δίνεται η εξίσωση λ λ λ λ     2 2 2( )x ( 1)x ( 1) 0 (1), με παράμετρο λ.
α) Να βρεθούν οι τιμές του λ, για τις οποίες η (1) είναι εξίσωση 2ου  

βαθμού. 
      (Μονάδες 6) 

β) Να αποδείξετε ότι για τις τιμές του λ που βρήκατε στο (α) ερώτημα η (1) 
παίρνει τη μορφή λ λ   2x ( 1)x 1 0.

     (Μονάδες 6)
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γ)  Να αποδείξετε ότι για τις τιμές του λ που βρήκατε στο (α) ερώτημα η (1) 
έχει δυο ρίζες πραγματικές και άνισες. 

     (Μονάδες 7) 
δ)  Να προσδιορίσετε τις ρίζες της (1), αν αυτή είναι 2ου βαθμού. 

      (Μονάδες 6) 

ΘΕΜΑ Δ5

Δίνεται η εξίσωση  λ  2x x 1 0 (1) με παράμετρο λ.
α) Να βρείτε για ποιες τιμές του λ η εξίσωση (1) έχει ρίζες πραγματικές και  

άνισες. 
     (Μονάδες 8) 

β) Να αποδείξετε ότι αν ο αριθμός ρ είναι ρίζα της εξίσωσης (1), τότε και 

ο  αριθμός  
ρ
1  είναι  επίσης ρίζα της εξίσωσης. 

     (Μονάδες 5) 
γ)  Για λ  2, να αποδείξετε ότι: 
 i)  Οι ρίζες 1 2x , x  της εξίσωσης (1) είναι αριθμοί θετικοί. 
 ii)   1 2x 4x 4.

      (Μονάδες 12) 

ΘΕΜΑ Δ6

Δίνεται η εξίσωση λ λ λ    2x 2( 1)x 2 0 (1), με παράμετρο λ. 
α) Να λύσετε την εξίσωση όταν λ  0.

           (Μονάδες 5) 
β) Έστω λ  0. 
 i)   Να αποδείξετε ότι η εξίσωση (1) έχει ρίζες πραγματικές και άνισες, 

τις οποίες στη συνέχεια να βρείτε.
      (Μονάδες 10) 
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 ii)  Αν  1x 1 και λ
  2

2
x 1

 
είναι οι δυο ρίζες της εξίσωσης (1), να 

προσδιορίσετε τις τιμές του λ, για τις οποίες ισχύει  1 2x x 1.
      (Μονάδες 10) 

ΘΕΜΑ Δ7

Δίνονται οι εξισώσεις   2x 3x 2 0 (1) και   4 2x 3x 2 0  (2).
α) Να βρείτε τις ρίζες της εξίσωσης (1). 

      (Μονάδες 5) 
β) Να βρείτε τις ρίζες της εξίσωσης (2). 

     (Μονάδες 10) 
γ)  Να βρείτε τριώνυμο της μορφής β γ 2x x  που οι ρίζες του να είναι 

κάποιες από τις ρίζες της εξίσωσης (2) και επιπλέον, για κάθε αρνητικό 
αριθμό x, να έχει θετική τιμή. 

     (Μονάδες 10) 

ΘΕΜΑ Δ8

Δίνεται η εξίσωση β γ  2x x 0 με β, γ πραγματικούς αριθμούς. 
Αν η παραπάνω εξίσωση έχει δύο ρίζες άνισες για τις οποίες ισχύει  

 1 2x x 4, τότε: 
α) Να βρείτε τις δυνατές τιμές του β.

      (Μονάδες 6) 
β) Να αποδείξετε ότι  γ  4.

      (Μονάδες 7) 
γ)  Δίνεται επιπλέον η εξίσωση β  2x x 3 0  (1).

Να εξετάσετε για ποια από τις τιμές του β που βρήκατε στο (α) ερώτημα, η 
εξίσωση (1) δεν έχει πραγματικές ρίζες. 

      (Μονάδες 12) 
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ΘΕΜΑ Δ9

Δίνεται η εξίσωση λ λ λ    2x (2 1)x 1 0, με παράμετρο  λ  0 .
α) Να δείξετε ότι η διακρίνουσα Δ της εξίσωσης είναι ανεξάρτητη του λ, 

δηλαδή σταθερή. 
      (Μονάδες 8) 

β)  Να προσδιορίσετε τις ρίζες της εξίσωσης συναρτήσει του λ.
      (Μονάδες 7) 

γ)  Να βρείτε για ποιες τιμές του λ η απόσταση των ριζών της εξίσωσης 
στον άξονα των πραγματικών αριθμών είναι ίση με 2 μονάδες. 

           (Μονάδες 10) 

ΘΕΜΑ Δ10

Δίνεται το τριώνυμο  λ λ λ λ2 2x ( 1)x , 0     .
α) Να βρείτε τη διακρίνουσα Δ του τριωνύμου και να αποδείξετε ότι το 

τριώνυμο έχει ρίζες πραγματικές για κάθε  λ  0 .
       (Μονάδες 8) 

β) Αν 1 2x , x  είναι οι ρίζες του τριωνύμου, να εκφράσετε το άθροισμα
 1 2S x x  συναρτήσει  του λ  0  και να βρείτε την τιμή του γινομένου  
 1 2P x x  των ριζών. 

       (Μονάδες 5) 
γ)  Αν λ  0, το παραπάνω τριώνυμο έχει ρίζες θετικές ή αρνητικές; Να  

αιτιολογήσετε την απάντησή σας. 
       (Μονάδες 6) 

δ)  Για κάθε λ  0, αν 1 2x , x  είναι οι ρίζες του παραπάνω τριωνύμου, να  

αποδείξετε ότι  
 1 2

1 2

x x
x x

2
.

        (Μονάδες 6) 
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ΘΕΜΑ Δ11

Δίνεται το τριώνυμο  λ λ λ λ2 2x ( 1)x , 0     .
α) Να βρείτε τη διακρίνουσα Δ του τριωνύμου και να αποδείξετε ότι το  

τριώνυμο έχει πραγματικές ρίζες για κάθε  λ  0 .
      (Μονάδες 8) 

β) Αν 1 2x , x  είναι οι ρίζες του τριωνύμου, να εκφράσετε το άθροισμα
 1 2S x x  συναρτήσει του λ0  και να  βρείτε την τιμή του γινομένου  
 1 2P x x  των ριζών. 

     (Μονάδες 5) 
γ)  Αν λ  0, το παραπάνω τριώνυμο έχει ρίζες θετικές ή αρνητικές; Να  

αιτιολογήσετε την απάντησή σας. 
     (Μονάδες 6) 

δ)  Αν λ 0 1 και 1 2x , x  είναι οι ρίζες του παραπάνω τριωνύμου, τότε να 

συγκρίνετε τους αριθμούς  1 2x x

2  
 και 1. 

     (Μονάδες 6) 

ΘΕΜΑ Δ12

Δίνεται το τριώνυμο  λ λ λ λ2 2x ( 1)x , 0     .
α) Να βρείτε τη διακρίνουσα Δ του τριωνύμου και να αποδείξετε ότι το 

τριώνυμο έχει ρίζες για κάθε  λ  0 .
     (Μονάδες 8) 

β) Αν 1 2x , x  είναι οι ρίζες του τριωνύμου, να εκφράσετε το άθροισμα 
 1 2S x x  συναρτήσει  του λ0  και να  βρείτε την τιμή του γινομένου  
 1 2P x x  των  ριζών. 

      (Μονάδες 5) 
γ)  Αν λ  0, τότε:
 i)  το παραπάνω τριώνυμο έχει ρίζες θετικές ή αρνητικές;  Να  αιτιολο-

γήσετε την απάντησή σας. 
        (Μονάδες 6)
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 ii)   να αποδείξετε ότι  1 2 1 2x x 2x x , όπου 1x , 2x  είναι οι ρίζες του 
προη γούμενου τριωνύμου. 

        (Μονάδες 6)

ΘΕΜΑ Δ13

Δίνεται η εξίσωση λ  22x x 36 0 (1) με παράμετρο λ.
α) Να δείξετε ότι, για κάθε τιμή του λ, η εξίσωση (1) έχει δύο ρίζες πραγ-

ματικές και άνισες. 
      (Μονάδες 8) 

β) Υποθέτουμε τώρα ότι μία από τις ρίζες της εξίσωσης (1) είναι ο αριθμός ρ. 
 i) Να δείξετε ότι ο αριθμός –ρ είναι ρίζα της εξίσωσης λ  22x x 36 0.

            (Μονάδες 7) 
 ii)  Να δείξετε ότι: 
   ρ ≠ 0 και 

  ο αριθμός 
ρ
1

 
είναι ρίζα της εξίσωσης λ   236x x 2 0.

            (Μονάδες 4+6  10) 

ΘΕΜΑ Δ14

α) Δίνεται η διτετράγωνη εξίσωση   4 2x 8x 9 0.
 Να δείξετε ότι η εξίσωση αυτή έχει δύο μόνο πραγματικές ρίζες, τις 

οποίες  και να προσδιορίσετε. 
    (Μονάδες 10) 

β) Γενικεύοντας το παράδειγμα του προηγούμενου ερωτήματος, θεωρούμε 
τη διτετράγωνη εξίσωση β γ  4 2x x 0 (1) με παραμέτρους β γ, .

 Να δείξετε ότι: Αν γ < 0, τότε:
 i)  β γ 2 4 0

           (Μονάδες 3) 
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 ii)  η εξίσωση (1) έχει δύο μόνο διαφορετικές πραγματικές ρίζες. 
           (Μονάδες 12) 

ΘΕΜΑ Δ15

α) Δίνεται ορθογώνιο παραλληλόγραμμο με περίμετρο Π  34 cm και δια-
γώνιο δ  13 cm.

 i)  Να δείξετε ότι το εμβαδόν του ορθογωνίου είναι E  60 2cm .
     (Μονάδες 5) 

 ii)   Να κατασκευάσετε μια εξίσωση 2ου βαθμού που να έχει ρίζες τα 
μήκη των πλευρών του ορθογωνίου. 

      (Μονάδες 5) 
 iii) Να βρείτε τα μήκη των πλευρών του ορθογωνίου. 

       (Μονάδες 5) 
β) Να εξετάσετε αν υπάρχει ορθογώνιο παραλληλόγραμμο με εμβαδόν 

40 2cm  και διαγώνιο 8 cm. 
       (Μονάδες 10) 

ΘΕΜΑ Δ16

Δίνεται η εξίσωση λ λ2 2x x ( ) 0     (1), με παράμετρο λ.
α) Να βρείτε τη διακρίνουσα Δ της εξίσωσης και να αποδείξετε ότι η εξί-

σωση έχει ρίζες πραγματικές για κάθε λ.
      (Μονάδες 10)

β) Για ποια τιμή του λ η εξίσωση (1) έχει δύο ρίζες ίσες;  
      (Μονάδες 6) 

γ)  Να αποδείξετε ότι η παράσταση 

1

A
S P

, όπου S, P το άθροισμα και 

το  γινόμενο των ριζών της εξίσωσης (1) αντίστοιχα, έχει νόημα πραγ-
ματικού αριθμού για κάθε πραγματικό αριθμό λ. 

      (Μονάδες 9)
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ΘΕΜΑ Δ17

Δίνεται το τριώνυμο λ λ λ με λ2 2f (x) x ( 1)x 0     .
α) Να βρείτε τη διακρίνουσα Δ του τριωνύμου και να αποδείξετε ότι το 

τριώνυμο έχει ρίζες θετικές για κάθε λ  0.
     (Μονάδες 10) 

β) Αν οι ρίζες του τριωνύμου είναι τα μήκη των πλευρών ενός ορθογωνίου 
παραλληλογράμμου, τότε:

 i)  να βρείτε το εμβαδόν του ορθογωνίου. 
    (Μονάδες 4) 

 ii)  να βρείτε την περίμετρο Π του ορθογωνίου ως συνάρτηση του λ και 
να αποδείξετε ότι Π  4 για κάθε λ  0. 

     (Μονάδες 8) 
 iii)  για την τιμή του λ που η περίμετρος γίνεται ελάχιστη, δηλαδή ίση με 

4, τι συμπεραίνετε για το ορθογώνιο; Να αιτιολογήσετε την απάντη-
σή σας. 

       (Μονάδες 3) 

ΘΕΜΑ Δ18

Δίνεται το τριώνυμο λ  2x 6x 7, όπου λ.
α) Να βρείτε τις τιμές του λ για τις οποίες το τριώνυμο έχει πραγματικές  

ρίζες.
     (Μονάδες 7) 

β) i)   Αν 1 2x , x  είναι οι ρίζες του τριωνύμου, να βρείτε την τιμή του αθροί-
σματος των ριζών και να εκφράσετε συναρτήσει του λ το γινόμενο 
των ριζών. 

      (Μονάδες 2) 
 ii)  Να δείξετε ότι, για κάθε λ με λ 7 16, το τριώνυμο έχει δύο άνισες 

ομόσημες ρίζες. Ποιο είναι τότε το πρόσημο των ριζών; Να αιτιολο-
γήσετε την απάντησή σας. 

     (Μονάδες 4)
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γ) i)  Να βρείτε τις τιμές του λ για τις οποίες η εξίσωση λ  2x 6 x 7 (1) 
έχει τέσσερις διαφορετικές πραγματικές ρίζες.

      (Μονάδες 8) 
 ii)  Έχει η εξίσωση (1) για λ  3 10 τέσσερις διαφορετικές πραγματικές 

ρίζες; Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας. 
      (Μονάδες 4) 

ΘΕΜΑ Δ19

α) Δίνεται η διτετράγωνη εξίσωση   4 2x 9x 20 0.
 Nα δείξετε ότι η εξίσωση αυτή έχει τέσσερις διαφορετικές πραγματικές 

ρίζες, τις οποίες και να προσδιορίσετε. 
    (Μονάδες 10) 

β) Να κατασκευάσετε μία διτετράγωνη εξίσωση της μορφής β γ4 2x x   
 0 η οποία να έχει δύο μόνο διαφορετικές πραγματικές ρίζες. Να απο-
δείξετε τον ισχυρισμό σας λύνοντας την εξίσωση που κατασκευάσατε. 

     (Μονάδες 15) 

ΘΕΜΑ Δ20

α) Δίνεται η διτετράγωνη εξίσωση   4 2x 7x 12 0.
 Να δείξετε ότι η εξίσωση αυτή έχει τέσσερις διαφορετικές πραγματικές 

ρίζες, τις οποίες και να προσδιορίσετε. 
    (Μονάδες 10) 

β) Γενικεύοντας το παράδειγμα του προηγούμενου ερωτήματος, θεωρούμε 
τη διτετράγωνη εξίσωση  β γ 4 2x x   0 (1) με παραμέτρους  β γ, .

 Να δείξετε ότι: Αν β  0, γ  0 και β αγ 2 4 0, τότε η εξίσωση (1) έχει 
τέσσερις διαφορετικές πραγματικές ρίζες. 

     (Μονάδες 15) 
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ΘΕΜΑ Δ21

α) Να λύσετε τις εξισώσεις    23x 14x 8 0 (1) και   28x 14x 3 0 (2).
     (Μονάδες 10)

β) Ένας μαθητής παρατήρησε ότι οι ρίζες της εξίσωσης (2) είναι οι αντί-
στροφοι των ριζών της εξίσωσης (1) και ισχυρίστηκε ότι το ίδιο θα 
ισχύει για οποιοδήποτε ζευγάρι  εξισώσεων της μορφής: 

 α β γ2x x 0    (3) και γ β α2x x 0    (4), με α γ  0

 Αποδείξτε τον ισχυρισμό του μαθητή, δείχνοντας ότι: Αν ο αριθμός ρ
είναι  ρίζα της εξίσωσης (3) και αγ0, τότε:

 i)  ρ  0 και 
         (Μονάδες 5) 

 ii)  o  
ρ
1  επαληθεύει την εξίσωση (4).

         (Μονάδες 10) 

ΘΕΜΑ Δ22

Δίνεται η εξίσωση α α2x 5x 0   , με παράμετρο α  0. 

α) Να αποδείξετε ότι αν α 5

2
 , τότε η εξίσωση έχει ρίζες πραγματικούς 

αριθμούς, που είναι  αντίστροφοι μεταξύ τους. 
     (Μονάδες 10) 

β) Να βρείτε τις λύσεις της εξίσωσης, όταν α  2. 
     (Μονάδες 5)

γ)  Να λύσετε την εξίσωση 
2

1 1
2 x 5 x 2 0

x x
          
   

.

     (Μονάδες 10) 

ΘΕΜΑ Δ23

Δίνεται η εξίσωση λ  2(x 2) (4x 3), με παράμετρο λ.
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α) Να γράψετε την εξίσωση στη μορφή α β γ α2x x 0, 0    . 
    (Μονάδες 5)

β) Να βρείτε για ποιες τιμές του λ η εξίσωση έχει ρίζες πραγματικές και  
άνισες. 

     (Μονάδες 10) 
γ)  Αν 1 2x , x  είναι οι ρίζες της εξίσωσης, στην περίπτωση που έχει ρίζες 

πραγματικές και άνισες:
 i)  να υπολογίσετε τα  1 2S x x  και 1 2P x x ,

 ii)   να αποδείξετε ότι η παράσταση   1 2A (4x 3)(4x 3)  είναι ανεξάρ-
τητη του λ, δηλαδή σταθερή. 

(Mονάδες 10) 

ΘΕΜΑ Δ24

Δίνεται η εξίσωση λ λ   2 2x x ( 5) 0 (1) με παράμετρο λ .
α) Να βρείτε τη διακρίνουσα Δ της εξίσωσης (1). 

     (Μονάδες 5) 
β) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση (1) έχει δυο ρίζες πραγματικές και άνισες 

για κάθε λ . 
    (Μονάδες 10)

γ)  Αν 1 2x , x  είναι οι δύο ρίζες της εξίσωσης (1), να βρεθούν οι τιμές του 
λ  για τις  οποίες ισχύει    1 2(x 2)(x 2) 4.

      (Μονάδες 10) 

ΘΕΜΑ Δ25

α) Να λύσετε την εξίσωση   2x 3x 4 0  (1).
     (Μονάδες 10) 

β) Δίνονται οι ομόσημοι αριθμοί α, β για τους οποίους ισχύει: 
 α αβ β2 23 4 0    
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 i) Να αποδείξετε ότι ο αριθμός α
β

  είναι λύση της εξίσωσης (1). 

        (Μονάδες 7) 
 ii) Να αιτιολογήσετε γιατί ο α είναι τετραπλάσιος του β.

        (Μονάδες 8) 

ΘΕΜΑ Δ26

Δίνεται η εξίσωση λ λ   2 2x x 0, με παράμετρο λ   (1).
α) Να βρείτε τη διακρίνουσα Δ της εξίσωσης και να αποδείξετε ότι η εξί-

σωση έχει ρίζες πραγματικές για κάθε  λ . 
    (Μονάδες 10)

β) Για ποια τιμή του λ η εξίσωση (1) έχει δύο ρίζες ίσες; 
             (Μονάδες 6) 

γ)  Αν 1 2x , x  είναι οι ρίζες της παραπάνω εξίσωσης (1), τότε να  βρείτε για 
ποιες τιμές  του λ ισχύει  1 20 d(x , x ) 2.

     (Μονάδες 9) 

ΘΕΜΑ Δ27

Δίνεται η εξίσωση λ λ   2 2x x 0, με παράμετρο λ    (1).
α) Να βρείτε τη διακρίνουσα Δ της εξίσωσης και να αποδείξετε ότι η εξί-

σωση έχει ρίζες πραγματικές για κάθε λ .
     (Μονάδες 10) 

β) Για ποια τιμή του λ η εξίσωση (1) έχει δύο ρίζες ίσες; 
     (Μονάδες 6) 

γ)  Αν λ  1

2
 και 1 2x , x  είναι οι ρίζες της παραπάνω εξίσωσης (1), τότε να 

βρείτε για ποιες τιμές του λ ισχύει 1 2
1 2

1
d(x , x )

d(x , x )
.

     (Μονάδες 9) 
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ΘΕΜΑ Δ28

Δίνεται η εξίσωση λ λ   2 2x 2 x 1 0, με παράμετρο λ .
α) Να δείξετε ότι για κάθε λ  η εξίσωση έχει δυο άνισες ρίζες. 

     (Μονάδες 6) 
β) Να βρείτε τις ρίζες της εξίσωσης, για κάθε λ . 

    (Μονάδες 6) 
γ)  Να βρείτε για ποιες τιμές του πραγματικού αριθμού λ, οι δυο άνισες 

ρίζες της εξίσωσης ανήκουν στο διάστημα  (–2,4). 
    (Μονάδες 13)

 

ΘΕΜΑ Δ29

Δίνεται η εξίσωση α α α2 2x ( 1)x 0    , με παράμετρο α 0 . 
α) Να αποδείξετε ότι η διακρίνουσα της εξίσωσης είναι Δ α2 2( 1)  . 

     (Μονάδες 5) 

β) Να αποδείξετε ότι οι ρίζες της εξίσωσης είναι α1p   και 
α2

1
p   .

     (Μονάδες 10) 

γ)  Να βρεθούν οι τιμές του α, ώστε  1 2p p 2.
      (Μονάδες 10) 

ΘΕΜΑ Δ30

Δίνεται η εξίσωση λ  2x 2x 0, με παράμετρο λ 1. 
α) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση έχει δύο ρίζες 1 2x , x  διαφορετικές μεταξύ 

τους. 
     (Μονάδες 6)

β) Να δείξετε ότι  1 2x x 2.
     (Μονάδες 4) 

γ)  Αν για τις ρίζες 1 2x , x  ισχύει επιπλέον   1 2x 2 x 2 , τότε: 
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 i)  Να δείξετε ότι   1 2x x 4.
           (Μονάδες 7) 

 ii)  Να προσδιορίσετε τις ρίζες 1 2x , x  και την τιμή του  λ.
           (Μονάδες 8)

ΘΕΜΑ Δ31

Τα σπίτια τεσσάρων μαθητών, της Άννας, του Βαγγέλη, του Γιώργου και της 
Δήμητρας  βρίσκονται πάνω σε έναν ευθύγραμμο δρόμο, ο οποίος ξεκινάει 
από το σχολείο τους.  Οι αποστάσεις των τεσσάρων σπιτιών από το σχολείο, 

As , Bs , Γs  και Δs  αντίστοιχα, ικανοποιούν τις σχέσεις A Bs s ,
 

Γ
A Bs 3s

s
4


  

και  Δ Δ Β  As s s s .

Στον παρακάτω άξονα, το σχολείο βρίσκεται στο σημείο Ο και τα σημεία Α, 
Β παριστάνουν τις θέσεις των σπιτιών της  Άννας και του Βαγγέλη αντίστοι-
χα. 

α) Να τοποθετήσετε πάνω στον άξονα τα σημεία Γ και Δ, που παριστάνουν 
τις  θέσεις των σπιτιών του Γιώργου και της Δήμητρας. Να αιτιολογήσε-
τε την  απάντησή σας. 

    (Μονάδες 12) 
β) Αν επιπλέον, οι τιμές των αποστάσεων σε Km ικανοποιούν τις σχέσεις 
  A Bs s 1,4 και  A Bs s 0,45, τότε: 
 i)   Να κατασκευάσετε μια εξίσωση 2ου βαθμού που να έχει ρίζες τους  

αριθμούς As , Bs .           
           (Μονάδες 6) 

 ii)  Να υπολογίσετε τις αποστάσεις As , Bs , Γs  και Δs .
          (Μονάδες 7) 
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ΘΕΜΑ Δ32

Δίνεται η εξίσωση λ  2x 5 x 1 0, με παράμετρο λ.
α) Να αποδείξετε ότι, για κάθε λ, η εξίσωση έχει δύο ρίζες πραγματι-

κές και άνισες. 
            (Μονάδες 7) 

β) Αν 1x , 2x  είναι οι ρίζες της παραπάνω εξίσωσης, τότε: 
 i)  Να προσδιορίσετε τις τιμές του λ, για τις οποίες ισχύει:  
    2 24

1 2 1 2(x x ) 18 7(x x ) 0

            (Μονάδες9) 
 ii)   Για λ 1, να βρείτε την τιμή της παράστασης: 
    2 2

1 2 1 2 1 2x x 3x 4 3x x x

            (Μονάδες 9) 

ΘΕΜΑ Δ33

Οι πλευρές 1 2x , x  ενός ορθογωνίου παραλληλογράμμου είναι οι ρίζες της 
εξίσωσης:  

λ
λ

2 1
x 4 x 16 0

     
 

, με λ (0, 4)

α)  Να βρείτε:
 i)  την περίμετρο Π του ορθογωνίου συναρτήσει του λ. 

            (Μονάδες 6)
 ii)  το εμβαδόν Ε του ορθογωνίου.

           (Μονάδες 6)
β) Να αποδείξετε ότι Π 16, για κάθε λ (0, 4). 

    (Μονάδες 7)
γ)  Για ποια τιμή του λ η περίμετρος Π του ορθογωνίου γίνεται ελάχιστη, 

δηλαδή ίση με 16; 
 Τι μπορείτε να πείτε τότε για το ορθογώνιο; 

    (Μονάδες 6)
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ΘΕΜΑ Δ34

Οι πλευρές  ενός ορθογωνίου παραλληλογράμμου είναι οι ρίζες της εξίσω-
σης: 

λ λ   2x 2x (2 ) 0, με λ (0, 2)

α) Να βρείτε:
 i)  την περίμετρο Π του ορθογωνίου. 

             (Μονάδες 6)
 ii)  το εμβαδόν Ε του ορθογωνίου συναρτήσει του λ. 

             (Μονάδες 6)
β) Να αποδείξετε ότι Ε  1, για κάθε λ  (0,2).

        (Μονάδες 7)
γ)  Για ποια τιμή του λ το εμβαδόν Ε του ορθογωνίου γίνεται μέγιστο, δη-

λαδή ίσο με 1; 
 Τι μπορείτε να πείτε τότε για το ορθογώνιο; 

       (Μονάδες 6)

ΘΕΜΑ Δ35

Θεωρούμε ορθογώνιο τρίγωνο ABΓ (Α  0ˆ 90 ) με κάθετες πλευρές που έχουν 
μήκη x, y τέτοια, ώστε  x y 10.
α) Να αποδείξετε ότι το εμβαδόν του τριγώνου ABΓ συναρτήσει του x δί-

νεται από τον τύπο     21
E(x) ( x 10x), x (0,10)

2
.

     (Μονάδες 9)

β) Να αποδείξετε ότι 
25

E(x)
2

 για κάθε x (0,10).

      (Μονάδες 8)
γ)  Για ποια τιμή του x (0,10)  το εμβαδόν E(x) γίνεται μέγιστο, δηλαδή 

ίσο με 25
2

; 

 Τι  παρατηρείτε τότε για το τρίγωνο ABΓ ; 
      (Μονάδες 8)
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ΘΕΜΑ Δ36

Ένα ορθογώνιο παραλληλόγραμμο έχει περίμετρο Π  40cm. Αν  x cm είναι 
το μήκος του  παραλληλογράμμου, τότε: 
α) να αποδείξετε ότι  0 x 20,

     (Μονάδες 4) 
β) να αποδείξετε ότι το εμβαδόν E(x) του ορθογωνίου δίνεται από τη σχέ-

ση  Ε   2(x) 20x x ,
      (Μονάδες 8) 

γ)  να αποδείξετε ότι ισχύει E(x) 100, για κάθε x (0,20), 
     (Μονάδες 6) 

δ)  να αποδείξετε ότι από όλα τα ορθογώνια με σταθερή περίμετρο 40cm, 
εκείνο που έχει το μεγαλύτερο εμβαδόν είναι το τετράγωνο πλευράς 
10cm. 

      (Μονάδες 7) 

ΘΕΜΑ Δ37

Τέσσερις αθλητές, ο Αργύρης, ο Βασίλης, ο Γιώργος και ο Δημήτρης τερμά-
τισαν σε έναν αγώνα δρόμου με αντίστοιχους χρόνους (σε λεπτά) tA, tB, tΓ, tΔ, 
για τους οποίους ισχύουν οι σχέσεις: 

ΒAt t

Γ


 A Bt 2t
t

3
  και 

Δ Δ  A Bt t t t

α) i)  Να δείξετε ότι Δ


 A Bt t
t

2
.

         (Μονάδες 5) 
 ii)   Να βρείτε τη σειρά με την οποία τερμάτισαν οι αθλητές. Να αιτιολο-

γήσετε την απάντησή σας. 
         (Μονάδες 10) 
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β) Δίνεται επιπλέον ότι ισχύει:  A Bt t 6  και  A Bt t 8.
 i)   Να γράψετε μία εξίσωση 2ου βαθμού που έχει ρίζες τους αριθμούς At  

και  Bt .
      (Μονάδες 5) 

 ii)  Να βρείτε τους χρόνους τερματισμού των τεσσάρων αθλητών. 
     (Μονάδες 5) 

ΘΕΜΑ Δ38

Για την κάλυψη, με τετράγωνα πλακάκια, μέρους ενός τοίχου, μπορούμε να 
χρησιμοποιήσουμε πλακάκια τύπου Α με πλευρά d cm ή  πλακάκια τύπου Β 
με  πλευρά (d + 1) cm. 
α) Να βρείτε, ως συνάρτηση του d, το εμβαδόν που καλύπτει κάθε πλακά-

κι τύπου Α  και  κάθε πλακάκι τύπου Β.
   (Μονάδες 6)

β) Αν η επιφάνεια μπορεί να καλυφθεί είτε με 200 πλακάκια τύπου Α είτε 
με 128 τύπου Β,  να  βρείτε: 

 i)  Τη διάσταση που έχει το πλακάκι κάθε τύπου.
      (Μονάδες 12)

 ii)  Το εμβαδόν της επιφάνειας που καλύπτουν. 
     (Μονάδες 7) 

ΘΕΜΑ Δ39

Μια μπάλα που εκτοξεύεται κατακόρυφα προς τα πάνω, αφού διαγράψει 
μια τροχιά, μετά από κάποιο χρόνο θα πέσει στο έδαφος. Το ύψος h (σε m) 
από το έδαφος, στο οποίο  βρίσκεται η μπάλα κάθε χρονική στιγμή t (σε sec) 
κατά την κίνησή της, προσδιορίζεται από τη συνάρτηση: 

   2h(t) 5t 10t 1,05

α) Να βρείτε τις τιμές h(0), h(1), h(2) και να  εξηγήσετε τι παριστάνουν 
στο πλαίσιο του προβλήματος. 

    (Μονάδες 6) 
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β) Να βρείτε μετά από πόσο χρόνο η μπάλα θα φτάσει στο έδαφος.
    (Μονάδες 8) 

γ)  Να αποδείξετε ότι το ύψος στο οποίο βρίσκεται η μπάλα κάθε χρονική 
στιγμή t μπορεί να προσδιοριστεί και από τον τύπο: 

 2h(t) 5 1,21 (t 1)    
    (Μονάδες 5) 

δ)  Να εξετάσετε αν υπάρχει χρονική στιγμή  1t  (σε sec) που το ύψος  h της 
μπάλας από το  έδαφος θα είναι πάνω από 6,65 m. 

    (Μονάδες 6)

ΘΕΜΑ Δ40

Στο επόμενο σχήμα το ΑΒΓΔ είναι τετράγωνο πλευράς ΑΒ  3 και το Μ εί-
ναι ένα τυχαίο  εσωτερικό σημείο της διαγωνίου ΑΓ. Έστω Ε το συνολικό 
εμβαδόν των σκιασμένων τετραγώνων του σχήματος. 

α) Να αποδείξετε ότι     2E 2x 6x 9, x (0,3). 
   (Μονάδες 9) 

β) Να αποδείξετε ότι 
9

E
2 
για κάθε x (0,3).

   (Μονάδες 8) 
γ)  Για ποια θέση του Μ πάνω στην ΑΓ το συνολικό εμβαδόν των σκιασμέ-

νων τετραγώνων του σχήματος γίνεται ελάχιστο, δηλαδή ίσο με 9
2

;  Να 

αιτιολογήσετε την απάντησή σας. 
   (Mονάδες 8) 
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ΘΕΜΑ Δ41

Οι ανθρωπολόγοι για να προσεγγίσουν το ύψος ενός ενήλικα, χρησιμοποι-
ούν τις παρακάτω εξισώσεις που παριστάνουν τη σχέση μεταξύ του μήκους 
y (σε cm ) οστού του μηρού και του ύψους x (σε cm ) του ενήλικα ανάλογα 
με το φύλο του:

Γυναίκα: y 0,43x 26           Άνδρας:  y 0,45x 31

  
α) Ένας ανθρωπολόγος ανακαλύπτει ένα μηριαίο οστό μήκους 38,5 cm 

που ανήκει σε γυναίκα. Να υπολογίσετε το ύψος της γυναίκας. 
   (Μονάδες 8)

β) Ο ανθρωπολόγος βρίσκει μεμονωμένα οστά χεριού, τα οποία εκτιμά ότι 
ανήκουν σε άντρα ύψους περίπου 164 cm. Λίγα μέτρα πιο κάτω ανακα-
λύπτει ένα μηριαίο οστό μήκους 42,8 cm που ανήκει σε άντρα. Είναι 
πιθανόν το μηριαίο οστό και τα οστά χεριού να προέρχονται από το ίδιο 
άτομο; Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας.

   (Μονάδες 8)
γ)  Να εξετάσετε αν μπορεί ένας άνδρας και μια γυναίκα ίδιου ύψους να 

έχουν μηριαίο οστό  ίδιου μήκους.
     (Μονάδες 9)
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Ακολουθούν προσομοιωμένα ανακεφαλαιωτικά Διαγωνίσματα στο 3ο Κεφά-
λαιο, σύμφωνα με τις οδηγίες του Ι.Ε.Π. και τη σχετική νομοθεσία για τη 
δομή, επιλογή  και διάρθρωση των θεμάτων.

Διαγώνισμα 1

ΘΕΜΑ Α

Α1. Να  χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στην κόλλα 
σας, δίπλα στο  γράμμα που αντιστοιχεί σε κάθε  πρόταση, τη λέξη  Σωστό, αν 
η πρόταση είναι σωστή, ή Λάθος, αν η πρόταση  είναι  λανθασμένη.
α)  Η εξίσωση λ λ  2( 2)x 4 είναι ταυτότητα, αν λ  2.               

Μονάδες 2
β) Η εξίσωση ν 2x 1 έχει ακριβώς μία λύση, τη x 1.      

Μονάδες 2
γ)  Η εξίσωση α β γ2x x 0    με α  0 και Δ  0 έχει διπλή ρίζα,  τη 

β
α

 x
2

.

Μονάδες 2
δ)  Αν η εξίσωση α β γ  α2x x 0 ( 0)     έχει δύο ρίζες και ισχύουν S 0 

και P 0,  τότε οι ρίζες είναι θετικές.        
Μονάδες 2         

ε)  Η εξίσωση α β γ  α2x x 0 ( 0)     έχει δύο άνισες ρίζες.   
Μονάδες 2

Α2. Αν 1x , 2x  οι ρίζες της εξίσωσης α β γ  (α   2x x 0 0), να αποδείξετε 

ότι το άθροισμα S και το γινόμενο P των ριζών είναι αντίστοιχα β
α

 S  και 

γ
α

P .       

Μονάδες 15
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ΘΕΜΑ Β 

Έστω α, β πραγματικοί αριθμοί για τους οποίους ισχύουν: 
α β  1 και  α β α β αβ   3 2 2 32 12

α) Να αποδείξετε ότι α β  12.   
Μονάδες 10

β) Να κατασκευάσετε εξίσωση 2ου βαθμού με ρίζες τους αριθμούς α, β και 
να τους  βρείτε.      

Μονάδες 15

ΘΕΜΑ Γ

Δίνεται η εξίσωση  μ ν (1) με μ ν και μ ν2 2x x 0 , 0 4 .     

α) Να κατασκευάσετε την εξίσωση που έχει ρίζες τις αντίθετες των ριζών 
της εξίσωσης (1).

Μονάδες  6
β) Να αποδείξετε ότι η (1) δεν έχει ρίζα το 0 και να κατασκευάσετε την 

εξίσωση  πoυ έχει ρίζες τις αντίστροφες των ριζών της εξίσωσης (1).
Μονάδες 8 

γ)  Αν επιπλέον ν μ :
 i)   Να βρείτε τα ν μ, , ώστε οι ρίζες της εξίσωσης (1) να διαφέρουν κατά 

5.                                                                                                                             
Μονάδες  6

 ii)   Να βρείτε τα ν μ, , ώστε τo τετράγωνο της μίας ρίζας της εξίσωσης 
(1) να  είναι η άλλη της ρίζα.   

Μονάδες 5 

ΘΕΜΑ Δ 

α) Να λύσετε τις εξισώσεις    23x 14x 8 0 (1) και   28x 14x 3 0 (2).
Μονάδες 10
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β) Ένας μαθητής παρατήρησε ότι οι ρίζες της εξίσωσης (2) είναι οι αντί-
στροφοι των ριζών της εξίσωσης (1) και ισχυρίστηκε ότι το ίδιο θα 
ισχύει για οποιοδήποτε ζευγάρι εξισώσεων της μορφής: 

α β γ2x x 0    (3) και γ β α2x x 0    (4), με α γ  0

 Αποδείξτε τον ισχυρισμό του μαθητή, δείχνοντας ότι: Αν ο αριθμός ρ 
είναι ρίζα της εξίσωσης (3) και αγ  0, τότε:

 i)  ρ  0 και 
Μονάδες 5

 ii)  o  
ρ
1

 
 επαληθεύει την εξίσωση (4).            

Μονάδες 10
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Διαγώνισμα 2

ΘΕΜΑ Α

Α1. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν (α, β, γ), γράφοντας 
στην κόλλα σας, δίπλα στο γράμμα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση, τη λέξη 
Σωστό, αν η πρόταση είναι σωστή, ή Λάθος, αν η πρόταση είναι λανθασμέ-
νη.
α) Η εξίσωση λ λ  2( 4)x 2 είναι αδύνατη, αν λ  2.              

Μονάδες 2
β) Η εξίσωση ν αx , με α  0 και ν περιττό φυσικό αριθμό, έχει  ακριβώς 

μία λύση, τη ν α . 
Μονάδες 2

γ)  Αν η εξίσωση α β γ α   2x x 0 ( 0) έχει δύο ρίζες 1 2x , x  και ισχύει 
ότι 1 2S x x 0   , τότε οι ρίζες είναι αντίστροφες.                               

Μονάδες 2

Στις παρακάτω προτάσεις η σωστή απάντηση σε κάθε ερώτηση είναι μόνο 
μία. Να επιλέξετε το γράμμα που αντιστοιχεί στη σωστή απάντηση της κάθε 
ερώτησης.
δ)  Αν S και P το άθροισμα και το γινόμενο αντίστοιχα των ριζών 1 2x , x  της 

εξίσωσης α β γ  2x x 0 με α  0, τότε οι ρίζες είναι αρνητικές αν:
 Α. S 0 και P 0     Β.  S 0 και P 0   
 Γ. S 0 και P 0     Δ. S 0 και P 0

Μονάδες 2
ε)  Η εξίσωση α β γ  2 2 2x x 0 με α  0 έχει:
 Α. καμία ρίζα           Β. δύο άνισες ρίζες       
 Γ. μία διπλή ρίζα          Δ.τίποτα από τα προηγούμενα

Μονάδες 2
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Α2. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση  α β x 0 με α  0 έχει ακριβώς μία λύση, 

τη β
α

 x .

Μονάδες 15

ΘΕΜΑ Β 

Δίνεται η εξίσωση λ λ λ    2( 2)x 2 x 1 0 με παράμετρο λ  2. 
Να βρείτε τις τιμές του λ για τις οποίες: 
α) Η εξίσωση έχει δυο ρίζες πραγματικές και άνισες.                                                                                                                                

Μονάδες 13
β) Το άθροισμα των ριζών της εξίσωσης είναι ίσο με 2.                                                                                                                                 

Μονάδες 12

ΘΕΜΑ Γ

Δίνεται η εξίσωση    λ λ (1) με λ2x 1 2 x 2 2 4 0       . Επιλέ-

γουμε τυχαία μια τιμή λ Ω , όπου Ω        1 10
10, 9, 3, 0, , 3, , 11

2 3
     
  

ο 

δειγματικός χώρος του πειράματος τύχης, του οποίου τα απλά ενδεχόμενα 
είναι ισοπίθανα. Έστω A, B και Γ τα ενδεχόμενα του Ω που ορίζονται: 

 λ Ω η εξίσωση (1) να έχει ρίζες πραγματικές και ίσεςA / 

 λ Ω η εξίσωση (1) να έχει ρίζες πραγματικές και άνισεςB / 

 Γ λ Ω η εξίσωση (1) να μην έχει καμία πραγματική ρίζα/ 

Να βρείτε: 
α) Την πιθανότητα του ενδεχομένου Α.

Μονάδες 8                                                                                                        
β) Την πιθανότητα του ενδεχομένου Β.

Μονάδες 9
γ)  Την πιθανότητα του ενδεχομένου Γ.

Μονάδες 8
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ΘΕΜΑ Δ 

Δίνεται το τριώνυμο  λ λ λ λ2 2x ( 1)x , 0     .
α) Να βρείτε τη διακρίνουσα Δ του τριωνύμου και να αποδείξετε ότι το 

τριώνυμο έχει ρίζες πραγματικές για κάθε  λ  0 .
Μονάδες 8 

β) Αν 1 2x , x  είναι οι ρίζες του τριωνύμου, να εκφράσετε το άθροισμα 
 1 2S x x  συναρτήσει του λ 0  και να  βρείτε την τιμή του γινομένου  
 1 2P x x  των ριζών.                                                                                                                                

Μονάδες 5
γ)  Αν λ  0, το παραπάνω τριώνυμο έχει ρίζες θετικές ή αρνητικές; 
 Να  αιτιολογήσετε την απάντησή σας.       

Μονάδες 6
δ)  Για κάθε λ  0, αν 1 2x , x  είναι οι ρίζες του παραπάνω τριωνύμου, να  

αποδείξετε ότι  
 1 2

1 2

x x
x x

2
.

Μονάδες 6
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Ακολουθούν επαναληπτικά  διαγωνίσματα που αφορούν στα Κεφάλαια 1ο, 2ο 
και 3ο, σύμφωνα με τις οδηγίες του Ι.Ε.Π. και τη σχετική νομοθεσία για τη 
δομή, επιλογή και διάρθρωση των θεμάτων στις προαγωγικές εξετάσεις.

Διαγώνισμα 1γ μ
Ε π α ν α λ η π τ ι κ ό

ΘΕΜΑ Α

Α1. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στην κόλλα 
σας, δίπλα στο γράμμα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση, τη λέξη Σωστό, αν 
η πρόταση είναι σωστή, ή Λάθος, αν η πρόταση είναι λανθασμένη.

α) Δύο ασυμβίβαστα μεταξύ τους ενδεχόμενα του ίδιου δειγματικού χώ-
ρου Ω είναι πάντα συμπληρωματικά.

Μονάδες 2
β) Για θετικούς αριθμούς α, β και θετικό ακέραιο ν ισχύει η ισοδυναμία: 
 ν να β α β       

Μονάδες 2

γ)  Για κάθε α β,  ισχύει α β α β   .   
Μονάδες 2

δ)  Η εξίσωση α β γ2x x 0    είναι εξίσωση 2ου βαθμού για κάθε α.
Μονάδες 2

ε)  Αν η εξίσωση α β γ  α2x x 0 ( 0)     έχει δύο άνισες ρίζες  1 2x , x  και 

1 2P x x 1  , τότε οι ρίζες είναι  αντίστροφες.
Μονάδες 2

Α2. Αν α β, , να αποδείξετε ότι α β α β   .
Μονάδες 15
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ΘΕΜΑ Β 

Δίνεται ο πίνακας: 

1 2 3

1 11 12 13

2 21 22 23

3 31 32 33

Επιλέγουμε τυχαία έναν από τους εννέα διψήφιους αριθμούς του παραπάνω 
πίνακα. Να  βρείτε την πιθανότητα πραγματοποίησης των παρακάτω  ενδε-
χομένων: 
Α: ο διψήφιος να είναι άρτιος                                                                                                                                 

Μονάδες 7 
Β: ο διψήφιος να είναι άρτιος και πολλαπλάσιο του 3                                                                                                                                   

Μονάδες 9
Γ: ο διψήφιος να είναι άρτιος ή πολλαπλάσιο του 3                                                                                                                                     

Μονάδες 9

ΘΕΜΑ Γ

Έστω οι αριθμοί x, y τέτοιοι, ώστε  
1

x 1
2

 και 1
y ( 2,0) 0,

3
    
 

.

α) Να βρείτε μεταξύ ποιων αριθμών βρίσκεται η παράσταση:
  2A 2x 3y 1     

Μονάδες 6 

β) Να αποδείξετε ότι η παράσταση 
  


2y 1 (3y 1)

B
2y

  είναι ανεξάρτη-

τη του y.   
Μονάδες 9
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γ)  Να αποδείξετε ότι η παράσταση Γ      x 2x 1 x 2x 1  είναι  
ανεξάρτητη  του x. 

Μονάδες 10

ΘΕΜΑ Δ 

Δίνεται το τριώνυμο λ  2x 6x 7, όπου λ .
α) Να βρείτε τις τιμές του λ για τις οποίες το τριώνυμο έχει πραγματικές 

ρίζες.                                                                                                                                 
Μονάδες 7

β) i)  Αν 1x  και 2x  είναι οι ρίζες του τριωνύμου, να βρείτε την τιμή του 
αθροίσματος των ριζών και να εκφράσετε συναρτήσει του λ το γινό-
μενο των ριζών.                                                                                                                                     

Μονάδες 2
 ii)  Να δείξετε ότι, για κάθε λ με 7 < λ < 16, το τριώνυμο έχει δύο άνισες 

ομόσημες ρίζες. 
   Ποιο είναι τότε το πρόσημο των ριζών; Να αιτιολογήσετε την απά-

ντησή  σας.                                                                                                                                  
Μονάδες 4

γ)  i)  Να βρείτε τις τιμές του λ για τις οποίες η εξίσωση λ  2x 6 x 7 
(1) έχει τέσσερις διαφορετικές  πραγματικές ρίζες.                                                                                                                                

Μονάδες 8 
 ii)  Έχει η εξίσωση (1) για λ  3 10 τέσσερις διαφορετικές πραγματικές 

ρίζες; Να αιτιολογήσετε  την απάντησή σας.                                                                                                                                    
Μονάδες 4
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Διαγώνισμα 2γ μ
Ε π α ν α λ η π τ ι κ ό

ΘΕΜΑ Α

Α1. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν (α, β, γ), γράφοντας 
στην κόλλα σας, δίπλα στο γράμμα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση, τη λέξη 
Σωστό, αν η πρόταση είναι σωστή, ή Λάθος, αν η πρόταση  είναι  λανθασμέ-
νη.
α) Αν τα Α και Β θεωρούνται ενδεχόμενα ενός πειράματος τύχης και το ω 

ένα αποτέλεσμα του πειράματος αυτού, τότε η λεκτική ερμηνεία του 
ω Α Β    είναι:  «Πραγματοποιείται μόνο το Α.»

Μονάδες 2
β) Αν Α ένα ενδεχόμενο ενός δειγματικού χώρου Ω, τότε ονομάζουμε πιθα-

νότητα του ενδεχομένου Α τον αριθμό ΝΑ
Ν Ω


(A)

P( )
( )

, όπου Ν(Α) και 

Ν(Ω) το πλήθος των ευνοϊκών και δυνατών περιπτώσεων αντίστοιχα.                                                                                                                                   
Μονάδες 2

γ)  Για κάθε α 0   ισχύει α α2  .   
Μονάδες 2

Στις παρακάτω ερωτήσεις να αντιστοιχίσετε κάθε στοιχείο της στήλης Α με 
ένα μόνο στοιχείο της στήλης Β, ώστε να προκύπτουν ισότητες. Στη στήλη Β 
υπάρχει ένα επιπλέον στοιχείο.
δ)

ΣΤΗΛΗ Α ΣΤΗΛΗ Β
1. ΄P(A ) α.  P(B) P(A B)

2. P(B A) β. 0
3. ΩP( ) γ. 1 P(A)

δ. 1

Μονάδες 2
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ε)

ΣΤΗΛΗ Α (α,β > 0, ν θετικός 
ακέραιος και μ ακέραιος)

ΣΤΗΛΗ Β

1. ν να β α.  μ να

2. ν α
β

β. ν αβ

3. 
μ
να γ. ν μα

δ. 
ν

ν

α
β

Μονάδες 2

Α2. Θεωρούμε την εξίσωση α β γ  (α   2x x 0 0) και τη διακρίνουσά της 

Δ β αγ 2 4 . Να αποδείξετε ότι αν Δ > 0, τότε  η εξίσωση έχει δύο άνισες
 

ρίζες, τις β Δ
α

 
1,2x

2
.

Μονάδες 15  

ΘΕΜΑ Β

Δίνεται η παράσταση   A 3x 6 2, όπου ο x είναι πραγματικός αριθμός. 
α) Να αποδείξετε ότι:
 i)  για κάθε x 2,  A 3x 4,
 ii)  για κάθε x 2,  A 8 3x. 

Μονάδες 12

β) Αν για τον x ισχύει ότι x 2, να αποδείξετε ότι  
 

 

29x 16
3x 4

3x 6 2
.

Μονάδες 13
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ΘΕΜΑ Γ

Δίνεται η εξίσωση  2P(A)x 2P(A B)x 4P(B) 0 (1)    , όπου P(A) και 
P(B) οι πιθανότητες δύο ασυμβίβαστων ενδεχομένων Α και Β αντίστοιχα, 
ενός  δειγματικού χώρου Ω .
α) Ποια είναι η συνθήκη για το ενδεχόμενο A, ώστε η εξίσωση (1)  να είναι 

εξίσωση 2ου βαθμού; 
Μονάδες 5

β) Να λύσετε την εξίσωση (1), αν είναι 1ου βαθμού.
Μονάδες 5

γ)  Να αποδείξετε ότι η εξίσωση (1) έχει πραγματικές ρίζες.
Μονάδες 9

δ)  Αν A   και η εξίσωση (1) έχει μία διπλή ρίζα, να αποδείξετε ότι τα 
ενδεχόμενα A B και B A είναι ισοπίθανα.

Μονάδες 6 

ΘΕΜΑ Δ 

α) Δίνεται ορθογώνιο παραλληλόγραμμο με περίμετρο Π  34 cm και δια-
γώνιο δ  13 cm.

 i)  Να δείξετε ότι το εμβαδόν του ορθογωνίου είναι E  60 2cm . 
Μονάδες 5

 ii)  Να κατασκευάσετε μια εξίσωση 2ου βαθμού που να έχει ρίζες τα 
μήκη των πλευρών του ορθογωνίου.   

Μονάδες 5
 iii) Να βρείτε τα μήκη των πλευρών του ορθογωνίου.     

Μονάδες 5
β) Να εξετάσετε αν υπάρχει ορθογώνιο παραλληλόγραμμο με εμβαδόν 

40 2cm  και  διαγώνιο 8 cm.          
Μονάδες 10
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Απαντήσεις
στις ερωτήσεις του σχολικού βιβλίου

1. Το πείραμα τύχης που πραγματοποιούμε με τη ρίψη των δύο νομισμά-
των (τα οποία θεωρούνται συμμετρικά και ομογενή) έχει ως δειγματικό 
χώρο τα αποτελέσματα που φαίνονται στον παρακάτω πίνακα διπλής 
εισόδου:

1ο Νόμισμα 
2 Νόμισμα

Κ Γ

Κ ΚΚ ΚΓ
Γ ΓΚ ΓΓ

 Άρα ο δειγματικός χώρος του πειράματος μας είναι  Ω ΚΚ ΚΓ ΓΚ ΓΓ , , , , 
τα απλά ενδεχόμενα του οποίου είναι ισοπίθανα. Συνεπώς η πιθανότητα 

κάθε ενδεχομένου είναι 1
4

 και όχι 1
3

.(Στην ερώτηση θεωρήθηκε ότι τα 

ενδεχόμενα ΚΓ και ΓΚ συμπίπτουν και έτσι οδηγήθηκαμε σε λάθος συ-
μπέρασμα).

2. Είναι λάθος ο ισχυρισμός αυτός. Αυτό συμβαίνει διότι η σχετική συχνό-

τητα του ενδεχομένου «Κεφαλή» είναι  
5

f 1
5

. Όμως η πιθανότητα 

του ενδεχομένου είναι ο αριθμός στον οποίο «τείνει» η σχετική συχνό-
τητα, καθώς ο αριθμός των δοκιμών του πειράματος απαναλαμβάνεται  
απεριόριστα. Τότε η σχετική συχνότητα πραγματοποίησης των ενδεχο-
μένων του πειράματος σταθεροποιείται γύρω από κάποιον αριθμό 

εδώ θα ήταν 1
P(K)

2
  
 

.

 Άλλωστε το εμπειρικό αυτό εξαγόμενο, το οποίο επιβεβαιώνεται και 
θεωρητικά, ονομάζεται στατιστική ομαλότητα ή νόμος των μεγάλων 
αριθμών. Προφανώς εδώ το αποτέλεσμα είναι συμπτωματικό, αφού 
έχουμε μικρό αριθμό ρίψεων.

3.  α)  Ισοπίθανα αποτελέσματα, δηλαδή την ίδια πιθανότητα επιλογής ζαριού.
 β) Το (i).
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Πιθανότητες – Απαντήσεις1

4.  To (γ) (αφού αν ,P(A) 0 4 , τότε ΄ ,P(A ) 1 P(A) 0 6   ).

5.  Το (β) αφού 1 1 1 3
P(A B) P(A) P(B) P(A B)

2 2 4 4
          
 

.

6.  Το (δ).
7.  Σωστό.
8.  Λάθος.
9. Λάθος.
10. Όχι1. (Αν ισχύει ,P(A) P(B) 13   με Α και Β ξένα μεταξύ τους, τότε: 

 ,P(A B) P(A) P(B) P(A B) 13      , που δεν είναι αληθές.)
11. i) ΄ ΄ ΄(A B) A B      ii)   (A B) (B A)   iii) ΄ ΄(B A) A B    
 iv) ΄  [(A B) (B A)]

Απαντήσεις
στις ερωτήσεις αντικειμενικού τύπου

Α.1.1. Ερωτήσεις Σωστού-Λάθους
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24
Σ Σ Σ Σ Σ Σ Σ Λ Λ Λ Σ Σ Σ Σ Λ Σ Σ Λ Λ Σ Λ Λ Σ Σ

Α.1.2. Ερωτήσεις Πολλαπλής Επιλογής
1 2 3 4 5 6 7 8
Γ Β Δ Δ Β Α Β Β

Α.1.3. Ερωτήσεις Αντιστοίχισης
1.  1 2 3

γ α δ

 

2. 1 2 3
γ β δ

3. 1 2 3
α γ δ

1. Η απάντηση δίνεται με την προϋπόθεση ότι τα ενδεχόμενα Α και Β είναι του ίδιου δειγματικού 
χώρου Ω. Αν όμως δεν είναι του ίδιου δειγματικού χώρου, η απάντηση είναι ΝΑΙ .
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Λύσεις ασκήσεων
της Τράπεζας Θεμάτων

ΘΕΜΑ Β

Β1. α) Από τους κανόνες λογισμού των πιθανοτήτων έχουμε:
  P(A B) P(A) P(A B) P(A B) P(A) P(A B)          

  και από τα δεδομένα παίρνουμε: 3 5 1
P(A B) P(A B) .

4 8 8
     

 β) i)  Στη γλώσσα των συνόλων η έκφραση: «Α ή Β» είναι η ένωση 
των συνόλων Α και Β,  δηλαδή A B. Το αντίστοιχο διάγραμμα 
Venn είναι το παρακάτω:

   
  ii)  Έχουμε: 

   

P(A B) P(A) P(B) P(A B)
3 1 1 7

P(A B) P(A B)
4 4 8 8

     

       

Β2. Τα δεδομένα του προβλήματος μεταφράζονται στη γλώσσα των συνό-
λων και των πιθανοτήτων:

 

,
,

,

P(A) 0 7
P(M) 0 4
P(A M) 0 2




 

 α) Τα ενδεχόμενα μεταφράζονται στην κοινή γλώσσα όπως παρακάτω:
  i)  A M: Ο κάτοικος της πόλης να έχει αυτοκίνητο ή να έχει μη-

χανάκι 
  ii)  Μ – Α: Ο κάτοικος της πόλης να έχει μόνο μηχανάκι
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  iii) ΄M : Ο κάτοικος της πόλης να μην έχει μηχανάκι
 β) Οι ζητούμενες πιθανότητες είναι:
  i) ΄ ,P(M ) 1 P(M) 1 0 4     και άρα ΄ ,P(M ) 0 6

  ii)  ΄  (1)P (A M) 1 P(A M)     και 

   

, , ,
,

P(A M) P(A) P(M) P(A M)
P(A M) 0 7 0 4 0 2
P(A M) 0 9

    
   
 

   Άρα από τη σχέση (1) θα έχουμε: 
   ΄ ΄P (A M) 1 0,9 P (A M) 0,1       

Β3. α) Έχουμε:

Διάγραμμα Venn ( Οι σημειούμενες περιοχές 
(Ι), (ΙΙ), (ΙΙΙ) παριστάνουν την Α  Β) 

  Τα ζητούμενα σύνολα είναι:

  

 
 

 
 

΄
Β΄

A B 1,2,4,5,6

A B 2,4

A 3,6

1,3,5

 

 





 β) i)   Ζητάμε την πιθανότητα του ενδεχομένου Α΄, δηλαδή: 
Ν ΄΄
Ν Ω
(A ) 2 1

P(A )
( ) 6 3

  

  ii)   Ζητάμε την πιθανότητα του ενδεχομένου A B, δηλαδή: 

Ν Ω


   
N(A B) 2 1

P(A B)
( ) 6 3

  iii)  Ζητάμε την πιθανότητα του ενδεχομένου A B, δηλαδή: 

Ν Ω


  
N(A B) 5

P(A B)
( ) 6
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Β4. α)  Ο δειγματικός χώρος Ω του πειράματος φαίνεται στον επόμενο πί-
νακα διπλής εισόδου:

Δ Κ Μ
Ε ΔΕ ΚΕ ΜΕ
Z ΔΖ ΚΖ ΜΖ

  Δηλαδή  Ω ΔΕ ΚΕ ΜΕ ΔΖ ΚΖ ΜΖ , , , , ,  με Ν Ω ( ) 6.
 β)  Για τα ενδεχόμενα Α, Β, Γ, όπως περιγράφονται στο πρόβλημα, 

έχουμε: 

   Α ΚΕ ΚΖ ΜΕ ΜΖ Ν Α , , , , ( ) 4 και άρα είναι 
Ω

 
N(A) 2

P(A)
N( ) 3

   Β ΔΖ ΚΖ ΜΖ Ν Β , , , ( ) 3 και άρα είναι 
Ω

 
N(B) 1

P(B)
N( ) 2

   Γ ΜΕ ΜΖ Ν Γ , , ( ) 2 και άρα είναι Ν ΓΓ
Ω

 
( ) 1

P( )
N( ) 3

Β5. α) Λεκτική ερμηνεία:
  i)  Α Β : Ο μαθητής να συμμετέχει στη θεατρική ομάδα ή στην 

ομάδα ποδοσφαίρου
  ii)  Α Β : Ο μαθητής να συμμετέχει στη θεατρική ομάδα και στην 

ομάδα ποδοσφαίρου 
  iii)  Β Α : Ο μαθητής να συμμετέχει στην ομάδα ποδοσφαίρου 

αλλά όχι στη θεατρική ομάδα
  iv) Α΄: Ο μαθητής να μην συμμετέχει στη θεατρική ομάδα
 β) i)  Από την περιγραφή του προβλήματος έχουμε: 

   

Α Β



 

P(A) 0,25
P(B) 0,3
P( ) 0,15

   Ζητάμε την πιθανότητα του ενδεχομένου Β Α  και άρα έχουμε: 

    Β Α Α Β Β Α       P( ) P(B) P( ) P( ) 0,3 0,15  
 Β Α P( ) 0,15 ή 15%
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  ii)  Ζητάμε την πιθανότητα του ενδεχομένου Α Β ΄( )  και άρα 
έχουμε: 

   

   
 
 

Α Β ΄ Α Β Α Β
Α Β ΄
Α Β ΄

P ( ) 1 P( ) 1 P(A) P(B) P( )

P ( ) 1 (0,25 0,30 0,15)

P ( ) 0,6

        

    

 

Β6. Έστω Α, Β και Γ, αντίστοιχα, τα ενδεχόμενα: Ο μαθητής που επιλέξαμε 
να είναι της Α΄, της Β΄ και της Γ΄τάξης και Ω το σύνολο των μαθητών 
του σχολείου.

 Από την περιγραφή του προβλήματος έχουμε ότι Ν Ω ( ) 400 και Ν(Α) 
200, όπου Ν Ω( ) και Ν Α( ) το πλήθος των μαθητών του λυκείου και της 
Α΄τάξης αντίστοιχα. Ακόμα είναι Γ P( ) 0,2.

 α)  Αφού η επιλογή είναι τυχαία, θεωρούμε ότι ο Ω αποτελείται από 
ισοπίθανα απλά ενδεχόμενα και έχουμε:

   
Ν Γ Ν ΓΓ Ν Γ
Ν Ω
( ) ( )

P( ) 0,2 ( ) 0,2 400
( ) 400

       

   Ν(Γ)  μαθητές της Γ΄τάξης
 β)  Έχουμε Ν Β Ν Ω Ν Α Ν Γ Ν Β( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 120      μαθητές της 

Β΄τάξης.

 γ) Έχουμε Ν ΒΒ Β
Ν Ω
( ) 120

P( ) P( )
( ) 400

   , δηλαδή Β P( ) 0,3 ή 30%.

Β7. Από τα στοιχεία του δοθέντος πίνακα προκύπτει ο δειγματικός χώρος 
του πειράματος: 

 Ω          11, 12, 13, 21, 22, 23, 31, 32, 33

 Τα ενδεχόμενα Α, Β, Γ, όπως περιγράφονται στο πρόβλημα, είναι:

 

 
 
 Γ

A 12, 22, 32

B 12

12, 21, 22, 32, 33
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 και άρα Ν(Α)  3, Ν(Β)  1 και Ν(Γ)  5, όπου Ν(Α), Ν(Β) και Ν(Γ) 
το πλήθος των στοιχείων των ενδεχομένων Α, Β και Γ αντίστοιχα.

 Έτσι έχουμε: 

 

Ω

Ω
Ν ΓΓ
Ω

 

 

 

N(A) 1
P(A)

N( ) 3
N(B) 1

P(B)
N( ) 9
( ) 5

P( )
N( ) 9

Β8. α)  i) ΄A    ii) Κ Π
 β) Από την περιγραφή των δεδομένων του προβλήματος έχουμε: 

  

Ν Α
Ν Μ
Ν Κ Π
Ν Ω




 


( ) 5
( ) 9
( ) 16
( ) 30

 

   όπου Ν Α( ), Ν Μ( ), Ν Κ Π( ) το πλήθος από τις μπάλες Α, Μ, Κ ή 
Π αντίστοιχα στο κουτί και Ν Ω ( ) 30 το πλήθος από όλες τις μπά-
λες.

  Έτσι θα έχουμε:

  
΄

Ω
N(A) 5 1

P(A ) 1 P(A) 1 1 1
N( ) 30 6

          ή  ΄ 
5

P(A )
6

  
Ν Κ ΠΚ Π

Ω


  
( ) 8

P( )
N( ) 15

Β9. Από τα δεδομένα του προβλήματος έχουμε: 

 



 

P(A) 0,5
P(B) 0,4
P(A B) 0,1

 α) Ζητάμε την πιθανότητα του ενδεχομένου A B και άρα έχουμε: 

 P(A B) P(A) P(B) P(A B) 0,5 0,4 0,1 0,8        
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 β) Ζητάμε την πιθανότητα του ενδεχομένου ΄(A B)  και άρα έχουμε: 

  ΄P (A B) 1 P(A B) 0,2    

Β10. Αν Ω το σύνολο όλων των μαθητών του σχολείου, θα είναι: 
Ν(Ω)  180

 Από τα δεδομένα του προβλήματος έχουμε ότι Ν(Α)  20, Ν(Β)  30, 
Ν(Α Β)  10 και οι πιθανότητες αντίστοιχα των ενδεχομένων αυτών 
είναι:

 

Ω

Ω
Ν

Ω

N(A) 20 1
P(A)

N( ) 180 9
N(B) 30 1

P(B)
N( ) 180 6

(A B) 10 1
P(A B)

N( ) 180 18

  

  


   

 α) i)  A B: ο μαθητής να συμμετέχει στη θεατρική ομάδα ή στην 
ομάδα στίβου

  ii)  B A: ο μαθητής να συμμετέχει μόνο στην ομάδα στίβου
  iii) ΄A : ο μαθητής να μη συμμετέχει στη θεατρική ομάδα
 β) i) Ζητάμε την πιθανότητα του ενδεχομένου ΄(A B) .
   Από τον προσθετικό νόμο των πιθανοτήτων έχουμε:

   
1 1 1 2

P(A B) P(A) P(B) P(A B)
9 6 18 9

          

   και άρα:

   
 ΄ 2 7

P (A B) 1 P(A B) 1
9 9

        

  ii) Ζητάμε την πιθανότητα του ενδεχομένου B A και έχουμε: 

   
      

1 1 1
P(B A) P(B) P(A B)

6 18 9
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ΘΕΜΑ Γ

Γ1. α)  Με τη βοήθεια δεντροδιαγράμματος βρίσκουμε ότι ο δειγματικός 
χώρος Ω είναι: 

   Ω ΚΚ ΚΓΚ ΚΓΓ ΓΓ ΓΚΚ ΓΚΓ , , , , , , με Ν Ω ( ) 6

 β) Έχουμε για τα ενδεχόμενα Α, Β και Γ αντίστοιχα: 

   Α ΚΚ ΚΓΚ ΓΚΚ , , , με Ν Α ( ) 3 και άρα Ν ΑΑ
Ν Ω

 
( ) 1

P( )
( ) 2

   ΚΚ ΚΓΓ ΓΓ ΓΚΚB , , , , με Ν Β ( ) 4 και άρα Ν Β
Ν Ω

 
( ) 2

P(B)
( ) 3

   Γ ΓΓ ΓΚΚ ΓΚΓ , , , με Ν Γ ( ) 3 και άρα Ν ΓΓ
Ν Ω

 
( ) 1

P( )
( ) 2

Γ2. α)  Ο δειγματικός χώρος Ω του πειράματος φαίνεται στον επόμενο πί-
νακα διπλής εισόδου:

1 2 3 4 5 6
1 (1, 1) (1, 2) (1, 3) (1, 4) (1, 5) (1, 6)
2 (2, 1) (2, 2) (2, 3) (2, 4) (2, 5) (2, 6)
3 (3, 1) (3, 2) (3, 3) (3, 4) (3, 5) (3, 6)
4 (4, 1) (4, 2) (4, 3) (4, 4) (4, 5) (4, 6)
5 (5, 1) (5, 2) (5, 3) (5, 4) (5, 5) (5, 6)
6 (6, 1) (6, 2) (6, 3) (6, 4) (6, 5) (6, 6)

  Είναι Ν Ω ( ) 36.
 β)  Από τον παραπάνω πίνακα προκύπτει ότι Ν(Α)  15 και άρα: 

 
Ν ΑΑ
Ν Ω

 
( ) 15

P( )
( ) 36

  Επίσης είναι Ν(Β)  15 και άρα Ν Β
Ν Ω

 
( ) 15

P(B)
( ) 36

.

  Τέλος είναι Ν Γ ( ) 10 και άρα Ν ΓΓ
Ν Ω

  
( ) 10 5

P( )
( ) 36 18

.
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Γ3. α)  Με χρήση δεντροδιαγράμματος έχουμε τον επόμενο δειγματικό 
χώρο Ω:

  

ΜΜΑ ΜΜΚ ΜΑΜ ΜΑΚ ΜΚΜ ΜΚΑ ΑΜΑ ΑΜΚ ΑΑΜ
Ω

ΑΑΚ ΑΚΑ ΑΚΜ ΚΜΚ ΚΜΑ ΚΑΜ ΚΑΚ ΚΚΜ ΚΚΑ
, , , , , , , , ,
, , , , , , , ,

   
 

 

  με Ν Ω ( ) 18.

 β)  Έχουμε  Λ ΚΜΚ ΚΜΑ ΚΑΜ ΚΑΚ ΚΚΜ ΚΚΑ , , , , , , με 
Ν Λ ( ) 6 και άρα: 

 
Ν ΛΛ
Ν Ω

  
( ) 6 1

P( )
( ) 18 3

   Επίσης  Σ ΜΜΑ ΜΜΚ ΑΜΑ ΑΜΚ ΚΜΚ ΚΜΑ´ , , , , , , όπου Σ  ́το 
συμπληρωματικό του Σ, δηλαδή η 2η μπάλα να είναι μαύρη, με 

Ν Σ΄( ) 6  και άρα Ν Σ΄Σ΄
Ν Ω
( ) 6 1

P( )
( ) 18 3

   .

  Συνεπώς Σ Σ΄    
1 2

P( ) 1 P( ) 1
3 3

. 

   Τέλος είναι  Τ ΜΜΑ ΜΜΚ ΑΑΜ ΑΑΚ ΚΚΜ ΚΚΑ , , , , , , με 

Ν (T) 6
 
και άρα Ν

Ω
  

(T) 6 1
P(T)

N( ) 18 3
.

Γ4. α) Από τις δοσμένες σχέσεις έχουμε διαδοχικά:

  

 2

 

 

ΙΙ

P(A) P(B) 1
P(A) P(B) P(A B)

P(A B) 2
2P(A) 2P(B) P(A B) (I)

1 1 1
P(A B) P(A) P(A B) P(A B) P(A) (II)

6 6 6
1 1

(I), ( ) 2P(A) 2P(B) P(A) 2P(B) P(A)
6 6


     


   

         

      

 β) Προσθέτοντας τις σχέσεις: 

1
2P(B) P(A)

6
13

P(A) 3P(B)
12

    
 
  
  

 κατά μέλη, έχουμε: 
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15 1

5P(B) P(B)
12 4

    και ακόμα 
1

P(A)
3

  i) Ζητάμε την πιθανότητα του ενδεχομένου ΄(A B) .
    Έχουμε: 

1 1 1 1
P(A B) P(A) P(A B) P(A B)

6 3 6 6
           και 

   
1 1 1 5

P(A B) P(A) P(B) P(A B) P(A B)
3 4 6 12

          
   

άρα: 

   
   ΄ ΄ 5 7

P (A B) 1 P(A B) P (A B) 1
12 12

        

  ii) Ζητάμε την πιθανότητα του ενδεχομένου B A:

        
1 1 1

P(B A) P(B) P(A B)
4 6 12

Γ5. α) Από τη δεδομένη σχέση (1) έχουμε: 

  
(1) P(A) P(A B) P(B) P(A B) P(A) P(B) P(A B)

2P(A B) P(A B) P(A B) 0
          

        
 

   Άρα  A B , δηλαδή τα Α και Β είναι ασυμβίβαστα μεταξύ τους 
ενδεχόμενα.

 β) i) Αφού τα ενδεχόμενα Α και Β είναι ασυμβίβαστα, θα έχουμε: 

   
     

1 1
P(A B) P(A) P(B) 1

2 2
   Άρα το ενδεχόμενο A B είναι βέβαιο.
  ii) Αφού τα ενδεχόμενα Α και Β είναι ασυμβίβαστα, θα έχουμε:

   

1
P(A B) P(A) P(A B) P(A)

2
1

P(B A) P(B) P(A B) P(B)
2

      

      

Γ6. Έστω τα ενδεχόμενα: 
 Α: Το όχημα να είναι ανασφάλιστο.
 Β: Το όχημα να μην έχει περάσει ΚΤΕΟ.
 Από την περιγραφή των δεδομένων του προβλήματος προκύπτει ότι:
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100 1
P(A)

400 4
100 1

P(B)
400 4

80 1
P(A B)

400 5
 α) Ζητάμε την πιθανότητα του ενδεχομένου A B, άρα: 

  
        

1 1 1 3
P(A B) P(A) P(B) P(A B)

4 4 5 10

 β)  Ζητάμε την πιθανότητα του ενδεχομένου   (A B) (B A). Αφού 
τα ενδεχόμενα (A B) και (B A) είναι ασυμβίβαστα, έχουμε:

  

 P (A B) (B A) P(A B) P(B A)

P(A) P(A B) P(B) P(A B)
1 1 2 1

4 4 5 10

       

      

   

 γ) Ζητάμε την πιθανότητα του ενδεχομένου ΄(A B) , άρα: 

 
 ΄ 3 7

P (A B) 1 P(A B) 1
10 10

      

Γ7. Από την περιγραφή των δεδομένων του προβλήματος προκύπτει ότι:

 

΄  

 

 

2
P(A) P(B ) (1)

3
11

P(A B) (2)
15
16

P(B A) P(A B) (3)
5



 

  

 Από τη σχέση (3) έχουμε: 

 
 

16 16
P(B A) P(A B) P(B) P(A B) P(A B)

5 5
5

P(A B) P(B) (4)
21

        

  

 Από τη σχέση (2) έχουμε: 
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11 11

P(A B) P(A) P(B) P(A B) (5)
15 15

 Τέλος, από τη σχέση (1) έχουμε  (6) 
2

P(A) (1 P(B))
3

.

 Αντικαθιστώντας τις σχέσεις (4) και (6) στην (5), έχουμε: 

 2 1 7
P(B) P(B)

21 15 10
    

 και από τη σχέση (6) παίρνουμε 
1

P(A)
5

. Από τη σχέση (4) θα είναι 

 
1

P(A B)
6

.

 Έτσι η πιθανότητα του ενδεχομένου Γ είναι: 

 

   Γ ΄P( ) P (A B) 1 P(A B) 1 P(A) P(B) P(A B)

11 4
1

15 15

          

  

ΘΕΜΑ Δ

Δ1. α)  Αν θεωρήσουμε Α το ενδεχόμενο ο μαθητής να παρακολουθεί Αγ-
γλικά και Γ το ενδεχόμενο να παρακολουθεί Γαλλικά, τότε από τα 
δεδομένα του προβλήματος έχουμε:

  

Γ΄
Γ

Γ

P( ) 0,8
P(A) 4P( )
P(A ) 0,9



 

  
Γ Γ΄ Γ Γ

Γ
P( ) P( ) 1 P( ) 1 0,8 P( ) 0,2
P(A) 4P( ) P(A) 0,8

      
  

  i)  Ζητάμε την πιθανότητα του ενδεχομένου ΓA  και έτσι έχου-
με:

   Γ Γ ΓP(A ) P(A) P( ) P(A )     
   Γ ΓP(A ) 0,8 0,2 0,9 P(A ) 0,1       
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  ii)  Ζητάμε την πιθανότητα του ενδεχομένου Γ Γ Α  (A ) ( ) και 
έτσι, αφού τα ενδεχόμενα Α – Γ και Γ – Α είναι ασυμβίβαστα,  
έχουμε:

   
 Γ Γ Α Γ Γ Α

Γ Γ Γ
Γ Γ

P (A ) ( ) P(A ) P( )

P(A) P(A ) P( ) P(A )
P(A) P( ) 2P(A ) 0,8 0,2 2 0,1 0,8

       

      
        

 β)  Είναι Γ Γ ,P(A ) P(A) P(A ) 0,8 0,1 0 7       . Αφού τα απλά 
ενδεχόμενα του δειγματικού χώρου είναι ισοπίθανα, ισχύει:

  
ΓΓ , ν

Ν Ω ν
N(A ) 14

P(A ) 0 7 20
( )


       

  
Άρα το πληθος των μαθητών του τμήματος είναι 20.

Δ2. α)  Έστω Α το ενδεχόμενο: «Ο μαθητής να απάντησε σωστά στο 1ο 
θέμα», Β το ενδεχόμενο: «Ο μαθητής να απάντησε σωστά στο 2ο 
θέμα». Τότε Ν(Α), Ν(Β) είναι αντίστοιχα το πλήθος των στοιχείων 
των ενδεχομένων Α και Β, οπότε Ν(Α)  60, Ν(Β)  50 και 

 N(A B)  30. Ακόμα είναι Ν(Ω)  100. Τα δεδομένα αυτά παρι-
στάνονται με ένα διάγραμμα Venn όπως παρακάτω:

 β)   Έστω και Γ το ενδεχόμενο: «Ο μαθητής να μην απάντησε σωστά 
ούτε στο 1ο ούτε στο 2ο θέμα», τότε: 

  i)  Μόνο στο δεύτερο θέμα απάντησαν σωστά 50 – 30  20 μαθητές. 

Άρα   
20

P(B A) 0,2
100

. 

  ii)  Για να βαθμολογηθεί με άριστα ο μαθητής, θα πρέπει να απα-
ντήσει και στα δύο θέματα, δηλαδή ζητάμε την πιθανότητα του 

ενδεχομένου A B. Επομένως   
30

P(A B) 0,3
100

.
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  iii)  Από το σύνολο των 100 μαθητών μόνο οι 20 δεν απάντησαν σε 
κανένα θέμα και άρα: 

  
Γ  

20
P( ) 0,2

100

  iv)  Για να περάσει την εξέταση ο μαθητής θα πρέπει να απάντησε 
σωστά σε ένα τουλάχιστον από τα δύο θέματα. Άρα ζητάμε την 
πιθανότητα του ενδεχομένου A B. Επομένως: 

           P(A B) P(A) P(B) P(A B) 0,6 0,5 0,3 0,8 
    ή αλλιώς οι 80 μαθητές απάντησαν τουλάχιστον σε ένα από τα 

δύο θέματα και άρα   
80

P(A B) 0,8
100

.

Δ3. α) Με χρήση του παρακάτω δεντροδιαγράμματος:

   καταλήγουμε στους δυνατούς συνδυασμούς: 2972, 2942, 2872, 
2842, 2672, 2642, δηλαδή 6 συνδυασμούς.

 β)  Οι παραπάνω συνδυασμοί της πινακίδας αποτελούν και τον δειγ-
ματικό χώρο Ω του πειράματος, δηλαδή:

   Ω  2972,2942,2872,2842,2672,2642  με πλήθος Ν Ω ( ) 6

   Από την περιγραφή των δεδομένων του προβλήματος προκύπτει 

ότι  Α  2972,2872,2672  με Ν Α ( ) 3. Αφού οι αριθμοί των πινα-

κίδων είναι ισοπίθανα ενδεχόμενα, ισχύει ότι 
Ω

  
N(A) 3 1

P(A)
N( ) 6 2

.
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   Ακόμα είναι  Β  2642,2672,2872,2842  με Ν Β ( ) 4 και αφού οι 
αριθμοί των πινακίδων είναι ισοπίθανα ενδεχόμενα, έχουμε:

  
Ω

  
N(B) 4 2

P(B)
N( ) 6 3

   Τέλος, είναι  Γ  2672,2642  με Ν Γ ( ) 2 και αφού οι αριθμοί των 

πινακίδων είναι ισοπίθανα ενδεχόμενα, έχουμε Ν ΓΓ
Ω

  
( ) 2 1

P( )
N( ) 6 3

.

Δ4. α) i) Αν θεωρήσουμε τα ενδεχόμενα: 
   Α: «το άτομο που επιλέξαμε να είναι άνδρας» και 
    Β: «το άτομο που επιλέξαμε να παίζει σκάκι» 
    τότε το περιγραφόμενο ενδεχόμενο: «να είναι άνδρας ή να παί-

ζει σκάκι», είναι το A B.
    Το ζητούμενο διάγραμμα Venn για το ενδεχόμενο A B φαίνε-

ται παρακάτω:

  ii)  Το περιγραφόμενο ενδεχόμενο: «να μην είναι άνδρας και να 
παίζει σκάκι» είναι το B A. 

    Το ζητούμενο διάγραμμα Venn για το ενδεχόμενο Β Α φαίνε-
ται παρακάτω:
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 β)  Οι γυναίκες που παίζουν σκάκι είναι 2 και το σύνολο των παικτών 

της ομάδας είναι 20, άρα η ζητούμενη πιθανότητα είναι 
2

0,1
20

.

Δ5. Από την περιγραφή των δεδομένων του προβλήματος προκύπτει ότι: 

 

P(A B) 0,8
P(A) 0,6
P(B) 0,45

  
 
 

 α) Με χρήση της γλώσσας των συνόλων έχουμε:
  i) ΄(A B)    ii)  A B    iii)  A B

 β) Έχουμε: 

    ΄P (A B) 1 P(A B)       ΄P (A B) 1 0,8 0,2   
  P(A B) P(A) P(B) P(A B)

P(A B) P(A) P(B) P(A B)
     

       
        P(A B) 0,6 0,45 0,8 0,25 
         P(A B) P(A) P(A B) 0,6 0,25 0,35

Δ6. α)  Το ζητούμενο διάγραμμα Venn για τα ενδεχόμενα Α και Γ είναι το 
παρακάτω:

 
   Τα ενδεχόμενα που περιγράφονται στα δεδομένα του προβλήματος 

μπορούν να γραφούν με τη χρήση της γλώσσας των συνόλων ως 
εξής:

     Γ ΄(A )  είναι το ενδεχόμενο «Ο μαθητής που επιλέχθηκε να 
εξεταστεί δεν έχει διαβάσει ούτε Άλγεβρα ούτε Γεωμετρία».

     ΓA  είναι το ενδεχόμενο «Ο μαθητής που επιλέχθηκε να εξε-
ταστεί να έχει διαβάσει και Άλγεβρα και Γεωμετρία».
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 β)  Από την περιγραφή των δεδομένων του προβλήματος προκύπτουν:

 
 Γ ΄ 1

P (A )
4

   και Γ 
1

P(A )
3

  i) Ζητάμε την πιθανότητα του ενδεχομένου Α  Γ και άρα: 

     Γ ΄ ΓP (A ) 1 P(A )     

   
 Γ Γ ΄ 1 3

P(A ) 1 P (A ) 1
4 4

        ,
 
αφού  Γ ΄ 1

P (A )
4

 

  ii)  Ζητάμε την πιθανότητα του ενδεχομένου Γ Γ Α  (A ) ( ). 
Αφού τα ενδεχόμενα Α – Γ και Γ – Α είναι ασυμβίβαστα, θα 
έχουμε:

   

 Γ Γ Α Γ Γ Α
Γ Γ Γ

Γ Γ

P (A ) ( ) P(A ) P( )

P(A) P(A ) P( ) P(A )
3 1 5

P(A ) P(A )
4 3 12

       

      

      

 γ) i) Γ 
1

P( )
2

.

  ii) Έχουμε: 

   

Γ Γ Γ
Γ Γ Γ

Γ Γ

P(A ) P(A) P( ) P(A )
P(A) P( ) P(A ) P(A )

3 1 13
P(A) P( ) P(A) P( )

4 3 12

     
      

      

   και επειδή Γ 
1

P( )
2

, θα είναι   
13 1 7

P(A)
12 2 12

.
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Απαντήσεις και λύσεις
Διαγωνισμάτων

Διαγώνισμα 1
ΘΕΜΑ Α
Α1.
α) Σωστό.  β) Σωστό. γ) Λάθος.
δ) Λάθος.  ε) Λάθος.
Α2. Απόδειξη της πρότασης 4.
ΘΕΜΑ Β
Δες τη λύση στο Θέμα Β3.
ΘΕΜΑ Γ
Δες τη λύση στο Θέμα Γ2.
ΘΕΜΑ Δ
Δες τη λύση στο Θέμα Δ5.

Διαγώνισμα 2
ΘΕΜΑ Α
Α1.
α) Λάθος.  β) Σωστό. γ) Σωστό.
δ) Το Β.   ε) Το Α.
Α2. Απόδειξη της πρότασης 3.
ΘΕΜΑ Β
Δες τη λύση στο Θέμα Β8.
ΘΕΜΑ Γ
Δες τη λύση στο Θέμα Γ6.
ΘΕΜΑ Δ
Δες τη λύση στο Θέμα Δ3.





Μ Ε Ρ Ο Σ    B΄





Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο 1ο  
Πιθανότητες

n   ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ ΤΩΝ ΕΡΩΤΗΣΕΩΝ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ ΤΟΥ 
ΣΧΟΛΙΚΟΥ ΒΙΒΛΙΟΥ

nΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ ΤΩΝ ΕΡΩΤΗΣΕΩΝ ΑΝΤΙΚΕΙΜΕΝΙΚΟΥ ΤΥΠΟΥ

n   ΛΥΣΕΙΣ ΤΩΝ ΑΣΚΗΣΕΩΝ ΤΗΣ ΤΡΑΠΕΖΑΣ ΘΕΜΑΤΩΝ 
ΚΑΙ ΤΩΝ ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑΤΩΝ
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Απαντήσεις
στις ερωτήσεις του σχολικού βιβλίου

1. Το πείραμα τύχης που πραγματοποιούμε με τη ρίψη των δύο νομισμά-
των (τα οποία θεωρούνται συμμετρικά και ομογενή) έχει ως δειγματικό 
χώρο τα αποτελέσματα που φαίνονται στον παρακάτω πίνακα διπλής 
εισόδου:

1ο Νόμισμα 
2 Νόμισμα

Κ Γ

Κ ΚΚ ΚΓ
Γ ΓΚ ΓΓ

 Άρα ο δειγματικός χώρος του πειράματος μας είναι  Ω ΚΚ ΚΓ ΓΚ ΓΓ , , , , 
τα απλά ενδεχόμενα του οποίου είναι ισοπίθανα. Συνεπώς η πιθανότητα 

κάθε ενδεχομένου είναι 1
4

 και όχι 1
3

.(Στην ερώτηση θεωρήθηκε ότι τα 

ενδεχόμενα ΚΓ και ΓΚ συμπίπτουν και έτσι οδηγήθηκαμε σε λάθος συ-
μπέρασμα).

2. Είναι λάθος ο ισχυρισμός αυτός. Αυτό συμβαίνει διότι η σχετική συχνό-

τητα του ενδεχομένου «Κεφαλή» είναι  
5

f 1
5

. Όμως η πιθανότητα 

του ενδεχομένου είναι ο αριθμός στον οποίο «τείνει» η σχετική συχνό-
τητα, καθώς ο αριθμός των δοκιμών του πειράματος απαναλαμβάνεται  
απεριόριστα. Τότε η σχετική συχνότητα πραγματοποίησης των ενδεχο-
μένων του πειράματος σταθεροποιείται γύρω από κάποιον αριθμό 

εδώ θα ήταν 1
P(K)

2
  
 

.

 Άλλωστε το εμπειρικό αυτό εξαγόμενο, το οποίο επιβεβαιώνεται και 
θεωρητικά, ονομάζεται στατιστική ομαλότητα ή νόμος των μεγάλων 
αριθμών. Προφανώς εδώ το αποτέλεσμα είναι συμπτωματικό, αφού 
έχουμε μικρό αριθμό ρίψεων.

3.  α)  Ισοπίθανα αποτελέσματα, δηλαδή την ίδια πιθανότητα επιλογής ζαριού.
 β) Το (i).
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4.  To (γ) (αφού αν ,P(A) 0 4 , τότε ΄ ,P(A ) 1 P(A) 0 6   ).

5.  Το (β) αφού 1 1 1 3
P(A B) P(A) P(B) P(A B)

2 2 4 4
          
 

.

6.  Το (δ).
7.  Σωστό.
8.  Λάθος.
9. Λάθος.
10. Όχι1. (Αν ισχύει ,P(A) P(B) 13   με Α και Β ξένα μεταξύ τους, τότε: 

 ,P(A B) P(A) P(B) P(A B) 13      , που δεν είναι αληθές.)
11. i) ΄ ΄ ΄(A B) A B      ii)   (A B) (B A)   iii) ΄ ΄(B A) A B    
 iv) ΄  [(A B) (B A)]

Απαντήσεις
στις ερωτήσεις αντικειμενικού τύπου

Α.1.1. Ερωτήσεις Σωστού-Λάθους
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24
Σ Σ Σ Σ Σ Σ Σ Λ Λ Λ Σ Σ Σ Σ Λ Σ Σ Λ Λ Σ Λ Λ Σ Σ

Α.1.2. Ερωτήσεις Πολλαπλής Επιλογής
1 2 3 4 5 6 7 8
Γ Β Δ Δ Β Α Β Β

Α.1.3. Ερωτήσεις Αντιστοίχισης
1.  1 2 3

γ α δ

 

2. 1 2 3
γ β δ

3. 1 2 3
α γ δ

1. Η απάντηση δίνεται με την προϋπόθεση ότι τα ενδεχόμενα Α και Β είναι του ίδιου δειγματικού 
χώρου Ω. Αν όμως δεν είναι του ίδιου δειγματικού χώρου, η απάντηση είναι ΝΑΙ .
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Λύσεις ασκήσεων
της Τράπεζας Θεμάτων

ΘΕΜΑ Β

Β1. α) Από τους κανόνες λογισμού των πιθανοτήτων έχουμε:
  P(A B) P(A) P(A B) P(A B) P(A) P(A B)          

  και από τα δεδομένα παίρνουμε: 3 5 1
P(A B) P(A B) .

4 8 8
     

 β) i)  Στη γλώσσα των συνόλων η έκφραση: «Α ή Β» είναι η ένωση 
των συνόλων Α και Β,  δηλαδή A B. Το αντίστοιχο διάγραμμα 
Venn είναι το παρακάτω:

   
  ii)  Έχουμε: 

   

P(A B) P(A) P(B) P(A B)
3 1 1 7

P(A B) P(A B)
4 4 8 8

     

       

Β2. Τα δεδομένα του προβλήματος μεταφράζονται στη γλώσσα των συνό-
λων και των πιθανοτήτων:

 

,
,

,

P(A) 0 7
P(M) 0 4
P(A M) 0 2




 

 α) Τα ενδεχόμενα μεταφράζονται στην κοινή γλώσσα όπως παρακάτω:
  i)  A M: Ο κάτοικος της πόλης να έχει αυτοκίνητο ή να έχει μη-

χανάκι 
  ii)  Μ – Α: Ο κάτοικος της πόλης να έχει μόνο μηχανάκι
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  iii) ΄M : Ο κάτοικος της πόλης να μην έχει μηχανάκι
 β) Οι ζητούμενες πιθανότητες είναι:
  i) ΄ ,P(M ) 1 P(M) 1 0 4     και άρα ΄ ,P(M ) 0 6

  ii)  ΄  (1)P (A M) 1 P(A M)     και 

   

, , ,
,

P(A M) P(A) P(M) P(A M)
P(A M) 0 7 0 4 0 2
P(A M) 0 9

    
   
 

   Άρα από τη σχέση (1) θα έχουμε: 
   ΄ ΄P (A M) 1 0,9 P (A M) 0,1       

Β3. α) Έχουμε:

Διάγραμμα Venn ( Οι σημειούμενες περιοχές 
(Ι), (ΙΙ), (ΙΙΙ) παριστάνουν την Α  Β) 

  Τα ζητούμενα σύνολα είναι:

  

 
 

 
 

΄
Β΄

A B 1,2,4,5,6

A B 2,4

A 3,6

1,3,5

 

 





 β) i)   Ζητάμε την πιθανότητα του ενδεχομένου Α΄, δηλαδή: 
Ν ΄΄
Ν Ω
(A ) 2 1

P(A )
( ) 6 3

  

  ii)   Ζητάμε την πιθανότητα του ενδεχομένου A B, δηλαδή: 

Ν Ω


   
N(A B) 2 1

P(A B)
( ) 6 3

  iii)  Ζητάμε την πιθανότητα του ενδεχομένου A B, δηλαδή: 

Ν Ω


  
N(A B) 5

P(A B)
( ) 6
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Β4. α)  Ο δειγματικός χώρος Ω του πειράματος φαίνεται στον επόμενο πί-
νακα διπλής εισόδου:

Δ Κ Μ
Ε ΔΕ ΚΕ ΜΕ
Z ΔΖ ΚΖ ΜΖ

  Δηλαδή  Ω ΔΕ ΚΕ ΜΕ ΔΖ ΚΖ ΜΖ , , , , ,  με Ν Ω ( ) 6.
 β)  Για τα ενδεχόμενα Α, Β, Γ, όπως περιγράφονται στο πρόβλημα, 

έχουμε: 

   Α ΚΕ ΚΖ ΜΕ ΜΖ Ν Α , , , , ( ) 4 και άρα είναι 
Ω

 
N(A) 2

P(A)
N( ) 3

   Β ΔΖ ΚΖ ΜΖ Ν Β , , , ( ) 3 και άρα είναι 
Ω

 
N(B) 1

P(B)
N( ) 2

   Γ ΜΕ ΜΖ Ν Γ , , ( ) 2 και άρα είναι Ν ΓΓ
Ω

 
( ) 1

P( )
N( ) 3

Β5. α) Λεκτική ερμηνεία:
  i)  Α Β : Ο μαθητής να συμμετέχει στη θεατρική ομάδα ή στην 

ομάδα ποδοσφαίρου
  ii)  Α Β : Ο μαθητής να συμμετέχει στη θεατρική ομάδα και στην 

ομάδα ποδοσφαίρου 
  iii)  Β Α : Ο μαθητής να συμμετέχει στην ομάδα ποδοσφαίρου 

αλλά όχι στη θεατρική ομάδα
  iv) Α΄: Ο μαθητής να μην συμμετέχει στη θεατρική ομάδα
 β) i)  Από την περιγραφή του προβλήματος έχουμε: 

   

Α Β



 

P(A) 0,25
P(B) 0,3
P( ) 0,15

   Ζητάμε την πιθανότητα του ενδεχομένου Β Α  και άρα έχουμε: 

    Β Α Α Β Β Α       P( ) P(B) P( ) P( ) 0,3 0,15  
 Β Α P( ) 0,15 ή 15%
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  ii)  Ζητάμε την πιθανότητα του ενδεχομένου Α Β ΄( )  και άρα 
έχουμε: 

   

   
 
 

Α Β ΄ Α Β Α Β
Α Β ΄
Α Β ΄

P ( ) 1 P( ) 1 P(A) P(B) P( )

P ( ) 1 (0,25 0,30 0,15)

P ( ) 0,6

        

    

 

Β6. Έστω Α, Β και Γ, αντίστοιχα, τα ενδεχόμενα: Ο μαθητής που επιλέξαμε 
να είναι της Α΄, της Β΄ και της Γ΄τάξης και Ω το σύνολο των μαθητών 
του σχολείου.

 Από την περιγραφή του προβλήματος έχουμε ότι Ν Ω ( ) 400 και Ν(Α) 
200, όπου Ν Ω( ) και Ν Α( ) το πλήθος των μαθητών του λυκείου και της 
Α΄τάξης αντίστοιχα. Ακόμα είναι Γ P( ) 0,2.

 α)  Αφού η επιλογή είναι τυχαία, θεωρούμε ότι ο Ω αποτελείται από 
ισοπίθανα απλά ενδεχόμενα και έχουμε:

   
Ν Γ Ν ΓΓ Ν Γ
Ν Ω
( ) ( )

P( ) 0,2 ( ) 0,2 400
( ) 400

       

   Ν(Γ)  μαθητές της Γ΄τάξης
 β)  Έχουμε Ν Β Ν Ω Ν Α Ν Γ Ν Β( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 120      μαθητές της 

Β΄τάξης.

 γ) Έχουμε Ν ΒΒ Β
Ν Ω
( ) 120

P( ) P( )
( ) 400

   , δηλαδή Β P( ) 0,3 ή 30%.

Β7. Από τα στοιχεία του δοθέντος πίνακα προκύπτει ο δειγματικός χώρος 
του πειράματος: 

 Ω          11, 12, 13, 21, 22, 23, 31, 32, 33

 Τα ενδεχόμενα Α, Β, Γ, όπως περιγράφονται στο πρόβλημα, είναι:

 

 
 
 Γ

A 12, 22, 32

B 12

12, 21, 22, 32, 33
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 και άρα Ν(Α)  3, Ν(Β)  1 και Ν(Γ)  5, όπου Ν(Α), Ν(Β) και Ν(Γ) 
το πλήθος των στοιχείων των ενδεχομένων Α, Β και Γ αντίστοιχα.

 Έτσι έχουμε: 

 

Ω

Ω
Ν ΓΓ
Ω

 

 

 

N(A) 1
P(A)

N( ) 3
N(B) 1

P(B)
N( ) 9
( ) 5

P( )
N( ) 9

Β8. α)  i) ΄A    ii) Κ Π
 β) Από την περιγραφή των δεδομένων του προβλήματος έχουμε: 

  

Ν Α
Ν Μ
Ν Κ Π
Ν Ω




 


( ) 5
( ) 9
( ) 16
( ) 30

 

   όπου Ν Α( ), Ν Μ( ), Ν Κ Π( ) το πλήθος από τις μπάλες Α, Μ, Κ ή 
Π αντίστοιχα στο κουτί και Ν Ω ( ) 30 το πλήθος από όλες τις μπά-
λες.

  Έτσι θα έχουμε:

  
΄

Ω
N(A) 5 1

P(A ) 1 P(A) 1 1 1
N( ) 30 6

          ή  ΄ 
5

P(A )
6

  
Ν Κ ΠΚ Π

Ω


  
( ) 8

P( )
N( ) 15

Β9. Από τα δεδομένα του προβλήματος έχουμε: 

 



 

P(A) 0,5
P(B) 0,4
P(A B) 0,1

 α) Ζητάμε την πιθανότητα του ενδεχομένου A B και άρα έχουμε: 

 P(A B) P(A) P(B) P(A B) 0,5 0,4 0,1 0,8        
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 β) Ζητάμε την πιθανότητα του ενδεχομένου ΄(A B)  και άρα έχουμε: 

  ΄P (A B) 1 P(A B) 0,2    

Β10. Αν Ω το σύνολο όλων των μαθητών του σχολείου, θα είναι: 
Ν(Ω)  180

 Από τα δεδομένα του προβλήματος έχουμε ότι Ν(Α)  20, Ν(Β)  30, 
Ν(Α Β)  10 και οι πιθανότητες αντίστοιχα των ενδεχομένων αυτών 
είναι:

 

Ω

Ω
Ν

Ω

N(A) 20 1
P(A)

N( ) 180 9
N(B) 30 1

P(B)
N( ) 180 6

(A B) 10 1
P(A B)

N( ) 180 18

  

  


   

 α) i)  A B: ο μαθητής να συμμετέχει στη θεατρική ομάδα ή στην 
ομάδα στίβου

  ii)  B A: ο μαθητής να συμμετέχει μόνο στην ομάδα στίβου
  iii) ΄A : ο μαθητής να μη συμμετέχει στη θεατρική ομάδα
 β) i) Ζητάμε την πιθανότητα του ενδεχομένου ΄(A B) .
   Από τον προσθετικό νόμο των πιθανοτήτων έχουμε:

   
1 1 1 2

P(A B) P(A) P(B) P(A B)
9 6 18 9

          

   και άρα:

   
 ΄ 2 7

P (A B) 1 P(A B) 1
9 9

        

  ii) Ζητάμε την πιθανότητα του ενδεχομένου B A και έχουμε: 

   
      

1 1 1
P(B A) P(B) P(A B)

6 18 9
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ΘΕΜΑ Γ

Γ1. α)  Με τη βοήθεια δεντροδιαγράμματος βρίσκουμε ότι ο δειγματικός 
χώρος Ω είναι: 

   Ω ΚΚ ΚΓΚ ΚΓΓ ΓΓ ΓΚΚ ΓΚΓ , , , , , , με Ν Ω ( ) 6

 β) Έχουμε για τα ενδεχόμενα Α, Β και Γ αντίστοιχα: 

   Α ΚΚ ΚΓΚ ΓΚΚ , , , με Ν Α ( ) 3 και άρα Ν ΑΑ
Ν Ω

 
( ) 1

P( )
( ) 2

   ΚΚ ΚΓΓ ΓΓ ΓΚΚB , , , , με Ν Β ( ) 4 και άρα Ν Β
Ν Ω

 
( ) 2

P(B)
( ) 3

   Γ ΓΓ ΓΚΚ ΓΚΓ , , , με Ν Γ ( ) 3 και άρα Ν ΓΓ
Ν Ω

 
( ) 1

P( )
( ) 2

Γ2. α)  Ο δειγματικός χώρος Ω του πειράματος φαίνεται στον επόμενο πί-
νακα διπλής εισόδου:

1 2 3 4 5 6
1 (1, 1) (1, 2) (1, 3) (1, 4) (1, 5) (1, 6)
2 (2, 1) (2, 2) (2, 3) (2, 4) (2, 5) (2, 6)
3 (3, 1) (3, 2) (3, 3) (3, 4) (3, 5) (3, 6)
4 (4, 1) (4, 2) (4, 3) (4, 4) (4, 5) (4, 6)
5 (5, 1) (5, 2) (5, 3) (5, 4) (5, 5) (5, 6)
6 (6, 1) (6, 2) (6, 3) (6, 4) (6, 5) (6, 6)

  Είναι Ν Ω ( ) 36.
 β)  Από τον παραπάνω πίνακα προκύπτει ότι Ν(Α)  15 και άρα: 

 
Ν ΑΑ
Ν Ω

 
( ) 15

P( )
( ) 36

  Επίσης είναι Ν(Β)  15 και άρα Ν Β
Ν Ω

 
( ) 15

P(B)
( ) 36

.

  Τέλος είναι Ν Γ ( ) 10 και άρα Ν ΓΓ
Ν Ω

  
( ) 10 5

P( )
( ) 36 18

.
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Γ3. α)  Με χρήση δεντροδιαγράμματος έχουμε τον επόμενο δειγματικό 
χώρο Ω:

  

ΜΜΑ ΜΜΚ ΜΑΜ ΜΑΚ ΜΚΜ ΜΚΑ ΑΜΑ ΑΜΚ ΑΑΜ
Ω

ΑΑΚ ΑΚΑ ΑΚΜ ΚΜΚ ΚΜΑ ΚΑΜ ΚΑΚ ΚΚΜ ΚΚΑ
, , , , , , , , ,
, , , , , , , ,

   
 

 

  με Ν Ω ( ) 18.

 β)  Έχουμε  Λ ΚΜΚ ΚΜΑ ΚΑΜ ΚΑΚ ΚΚΜ ΚΚΑ , , , , , , με 
Ν Λ ( ) 6 και άρα: 

 
Ν ΛΛ
Ν Ω

  
( ) 6 1

P( )
( ) 18 3

   Επίσης  Σ ΜΜΑ ΜΜΚ ΑΜΑ ΑΜΚ ΚΜΚ ΚΜΑ´ , , , , , , όπου Σ  ́το 
συμπληρωματικό του Σ, δηλαδή η 2η μπάλα να είναι μαύρη, με 

Ν Σ΄( ) 6  και άρα Ν Σ΄Σ΄
Ν Ω
( ) 6 1

P( )
( ) 18 3

   .

  Συνεπώς Σ Σ΄    
1 2

P( ) 1 P( ) 1
3 3

. 

   Τέλος είναι  Τ ΜΜΑ ΜΜΚ ΑΑΜ ΑΑΚ ΚΚΜ ΚΚΑ , , , , , , με 

Ν (T) 6
 
και άρα Ν

Ω
  

(T) 6 1
P(T)

N( ) 18 3
.

Γ4. α) Από τις δοσμένες σχέσεις έχουμε διαδοχικά:

  

 2

 

 

ΙΙ

P(A) P(B) 1
P(A) P(B) P(A B)

P(A B) 2
2P(A) 2P(B) P(A B) (I)

1 1 1
P(A B) P(A) P(A B) P(A B) P(A) (II)

6 6 6
1 1

(I), ( ) 2P(A) 2P(B) P(A) 2P(B) P(A)
6 6


     


   

         

      

 β) Προσθέτοντας τις σχέσεις: 

1
2P(B) P(A)

6
13

P(A) 3P(B)
12

    
 
  
  

 κατά μέλη, έχουμε: 
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15 1

5P(B) P(B)
12 4

    και ακόμα 
1

P(A)
3

  i) Ζητάμε την πιθανότητα του ενδεχομένου ΄(A B) .
    Έχουμε: 

1 1 1 1
P(A B) P(A) P(A B) P(A B)

6 3 6 6
           και 

   
1 1 1 5

P(A B) P(A) P(B) P(A B) P(A B)
3 4 6 12

          
   

άρα: 

   
   ΄ ΄ 5 7

P (A B) 1 P(A B) P (A B) 1
12 12

        

  ii) Ζητάμε την πιθανότητα του ενδεχομένου B A:

        
1 1 1

P(B A) P(B) P(A B)
4 6 12

Γ5. α) Από τη δεδομένη σχέση (1) έχουμε: 

  
(1) P(A) P(A B) P(B) P(A B) P(A) P(B) P(A B)

2P(A B) P(A B) P(A B) 0
          

        
 

   Άρα  A B , δηλαδή τα Α και Β είναι ασυμβίβαστα μεταξύ τους 
ενδεχόμενα.

 β) i) Αφού τα ενδεχόμενα Α και Β είναι ασυμβίβαστα, θα έχουμε: 

   
     

1 1
P(A B) P(A) P(B) 1

2 2
   Άρα το ενδεχόμενο A B είναι βέβαιο.
  ii) Αφού τα ενδεχόμενα Α και Β είναι ασυμβίβαστα, θα έχουμε:

   

1
P(A B) P(A) P(A B) P(A)

2
1

P(B A) P(B) P(A B) P(B)
2

      

      

Γ6. Έστω τα ενδεχόμενα: 
 Α: Το όχημα να είναι ανασφάλιστο.
 Β: Το όχημα να μην έχει περάσει ΚΤΕΟ.
 Από την περιγραφή των δεδομένων του προβλήματος προκύπτει ότι:
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100 1
P(A)

400 4
100 1

P(B)
400 4

80 1
P(A B)

400 5
 α) Ζητάμε την πιθανότητα του ενδεχομένου A B, άρα: 

  
        

1 1 1 3
P(A B) P(A) P(B) P(A B)

4 4 5 10

 β)  Ζητάμε την πιθανότητα του ενδεχομένου   (A B) (B A). Αφού 
τα ενδεχόμενα (A B) και (B A) είναι ασυμβίβαστα, έχουμε:

  

 P (A B) (B A) P(A B) P(B A)

P(A) P(A B) P(B) P(A B)
1 1 2 1

4 4 5 10

       

      

   

 γ) Ζητάμε την πιθανότητα του ενδεχομένου ΄(A B) , άρα: 

 
 ΄ 3 7

P (A B) 1 P(A B) 1
10 10

      

Γ7. Από την περιγραφή των δεδομένων του προβλήματος προκύπτει ότι:

 

΄  

 

 

2
P(A) P(B ) (1)

3
11

P(A B) (2)
15
16

P(B A) P(A B) (3)
5



 

  

 Από τη σχέση (3) έχουμε: 

 
 

16 16
P(B A) P(A B) P(B) P(A B) P(A B)

5 5
5

P(A B) P(B) (4)
21

        

  

 Από τη σχέση (2) έχουμε: 
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11 11

P(A B) P(A) P(B) P(A B) (5)
15 15

 Τέλος, από τη σχέση (1) έχουμε  (6) 
2

P(A) (1 P(B))
3

.

 Αντικαθιστώντας τις σχέσεις (4) και (6) στην (5), έχουμε: 

 2 1 7
P(B) P(B)

21 15 10
    

 και από τη σχέση (6) παίρνουμε 
1

P(A)
5

. Από τη σχέση (4) θα είναι 

 
1

P(A B)
6

.

 Έτσι η πιθανότητα του ενδεχομένου Γ είναι: 

 

   Γ ΄P( ) P (A B) 1 P(A B) 1 P(A) P(B) P(A B)

11 4
1

15 15

          

  

ΘΕΜΑ Δ

Δ1. α)  Αν θεωρήσουμε Α το ενδεχόμενο ο μαθητής να παρακολουθεί Αγ-
γλικά και Γ το ενδεχόμενο να παρακολουθεί Γαλλικά, τότε από τα 
δεδομένα του προβλήματος έχουμε:

  

Γ΄
Γ

Γ

P( ) 0,8
P(A) 4P( )
P(A ) 0,9



 

  
Γ Γ΄ Γ Γ

Γ
P( ) P( ) 1 P( ) 1 0,8 P( ) 0,2
P(A) 4P( ) P(A) 0,8

      
  

  i)  Ζητάμε την πιθανότητα του ενδεχομένου ΓA  και έτσι έχου-
με:

   Γ Γ ΓP(A ) P(A) P( ) P(A )     
   Γ ΓP(A ) 0,8 0,2 0,9 P(A ) 0,1       
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  ii)  Ζητάμε την πιθανότητα του ενδεχομένου Γ Γ Α  (A ) ( ) και 
έτσι, αφού τα ενδεχόμενα Α – Γ και Γ – Α είναι ασυμβίβαστα,  
έχουμε:

   
 Γ Γ Α Γ Γ Α

Γ Γ Γ
Γ Γ

P (A ) ( ) P(A ) P( )

P(A) P(A ) P( ) P(A )
P(A) P( ) 2P(A ) 0,8 0,2 2 0,1 0,8

       

      
        

 β)  Είναι Γ Γ ,P(A ) P(A) P(A ) 0,8 0,1 0 7       . Αφού τα απλά 
ενδεχόμενα του δειγματικού χώρου είναι ισοπίθανα, ισχύει:

  
ΓΓ , ν

Ν Ω ν
N(A ) 14

P(A ) 0 7 20
( )


       

  
Άρα το πληθος των μαθητών του τμήματος είναι 20.

Δ2. α)  Έστω Α το ενδεχόμενο: «Ο μαθητής να απάντησε σωστά στο 1ο 
θέμα», Β το ενδεχόμενο: «Ο μαθητής να απάντησε σωστά στο 2ο 
θέμα». Τότε Ν(Α), Ν(Β) είναι αντίστοιχα το πλήθος των στοιχείων 
των ενδεχομένων Α και Β, οπότε Ν(Α)  60, Ν(Β)  50 και 

 N(A B)  30. Ακόμα είναι Ν(Ω)  100. Τα δεδομένα αυτά παρι-
στάνονται με ένα διάγραμμα Venn όπως παρακάτω:

 β)   Έστω και Γ το ενδεχόμενο: «Ο μαθητής να μην απάντησε σωστά 
ούτε στο 1ο ούτε στο 2ο θέμα», τότε: 

  i)  Μόνο στο δεύτερο θέμα απάντησαν σωστά 50 – 30  20 μαθητές. 

Άρα   
20

P(B A) 0,2
100

. 

  ii)  Για να βαθμολογηθεί με άριστα ο μαθητής, θα πρέπει να απα-
ντήσει και στα δύο θέματα, δηλαδή ζητάμε την πιθανότητα του 

ενδεχομένου A B. Επομένως   
30

P(A B) 0,3
100

.
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  iii)  Από το σύνολο των 100 μαθητών μόνο οι 20 δεν απάντησαν σε 
κανένα θέμα και άρα: 

  
Γ  

20
P( ) 0,2

100

  iv)  Για να περάσει την εξέταση ο μαθητής θα πρέπει να απάντησε 
σωστά σε ένα τουλάχιστον από τα δύο θέματα. Άρα ζητάμε την 
πιθανότητα του ενδεχομένου A B. Επομένως: 

           P(A B) P(A) P(B) P(A B) 0,6 0,5 0,3 0,8 
    ή αλλιώς οι 80 μαθητές απάντησαν τουλάχιστον σε ένα από τα 

δύο θέματα και άρα   
80

P(A B) 0,8
100

.

Δ3. α) Με χρήση του παρακάτω δεντροδιαγράμματος:

   καταλήγουμε στους δυνατούς συνδυασμούς: 2972, 2942, 2872, 
2842, 2672, 2642, δηλαδή 6 συνδυασμούς.

 β)  Οι παραπάνω συνδυασμοί της πινακίδας αποτελούν και τον δειγ-
ματικό χώρο Ω του πειράματος, δηλαδή:

   Ω  2972,2942,2872,2842,2672,2642  με πλήθος Ν Ω ( ) 6

   Από την περιγραφή των δεδομένων του προβλήματος προκύπτει 

ότι  Α  2972,2872,2672  με Ν Α ( ) 3. Αφού οι αριθμοί των πινα-

κίδων είναι ισοπίθανα ενδεχόμενα, ισχύει ότι 
Ω

  
N(A) 3 1

P(A)
N( ) 6 2

.
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   Ακόμα είναι  Β  2642,2672,2872,2842  με Ν Β ( ) 4 και αφού οι 
αριθμοί των πινακίδων είναι ισοπίθανα ενδεχόμενα, έχουμε:

  
Ω

  
N(B) 4 2

P(B)
N( ) 6 3

   Τέλος, είναι  Γ  2672,2642  με Ν Γ ( ) 2 και αφού οι αριθμοί των 

πινακίδων είναι ισοπίθανα ενδεχόμενα, έχουμε Ν ΓΓ
Ω

  
( ) 2 1

P( )
N( ) 6 3

.

Δ4. α) i) Αν θεωρήσουμε τα ενδεχόμενα: 
   Α: «το άτομο που επιλέξαμε να είναι άνδρας» και 
    Β: «το άτομο που επιλέξαμε να παίζει σκάκι» 
    τότε το περιγραφόμενο ενδεχόμενο: «να είναι άνδρας ή να παί-

ζει σκάκι», είναι το A B.
    Το ζητούμενο διάγραμμα Venn για το ενδεχόμενο A B φαίνε-

ται παρακάτω:

  ii)  Το περιγραφόμενο ενδεχόμενο: «να μην είναι άνδρας και να 
παίζει σκάκι» είναι το B A. 

    Το ζητούμενο διάγραμμα Venn για το ενδεχόμενο Β Α φαίνε-
ται παρακάτω:



159

Άλγεβρα Α΄ Λυκείου – Α΄ τεύχος

 β)  Οι γυναίκες που παίζουν σκάκι είναι 2 και το σύνολο των παικτών 

της ομάδας είναι 20, άρα η ζητούμενη πιθανότητα είναι 
2

0,1
20

.

Δ5. Από την περιγραφή των δεδομένων του προβλήματος προκύπτει ότι: 

 

P(A B) 0,8
P(A) 0,6
P(B) 0,45

  
 
 

 α) Με χρήση της γλώσσας των συνόλων έχουμε:
  i) ΄(A B)    ii)  A B    iii)  A B

 β) Έχουμε: 

    ΄P (A B) 1 P(A B)       ΄P (A B) 1 0,8 0,2   
  P(A B) P(A) P(B) P(A B)

P(A B) P(A) P(B) P(A B)
     

       
        P(A B) 0,6 0,45 0,8 0,25 
         P(A B) P(A) P(A B) 0,6 0,25 0,35

Δ6. α)  Το ζητούμενο διάγραμμα Venn για τα ενδεχόμενα Α και Γ είναι το 
παρακάτω:

 
   Τα ενδεχόμενα που περιγράφονται στα δεδομένα του προβλήματος 

μπορούν να γραφούν με τη χρήση της γλώσσας των συνόλων ως 
εξής:

     Γ ΄(A )  είναι το ενδεχόμενο «Ο μαθητής που επιλέχθηκε να 
εξεταστεί δεν έχει διαβάσει ούτε Άλγεβρα ούτε Γεωμετρία».

     ΓA  είναι το ενδεχόμενο «Ο μαθητής που επιλέχθηκε να εξε-
ταστεί να έχει διαβάσει και Άλγεβρα και Γεωμετρία».
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 β)  Από την περιγραφή των δεδομένων του προβλήματος προκύπτουν:

 
 Γ ΄ 1

P (A )
4

   και Γ 
1

P(A )
3

  i) Ζητάμε την πιθανότητα του ενδεχομένου Α  Γ και άρα: 

     Γ ΄ ΓP (A ) 1 P(A )     

   
 Γ Γ ΄ 1 3

P(A ) 1 P (A ) 1
4 4

        ,
 
αφού  Γ ΄ 1

P (A )
4

 

  ii)  Ζητάμε την πιθανότητα του ενδεχομένου Γ Γ Α  (A ) ( ). 
Αφού τα ενδεχόμενα Α – Γ και Γ – Α είναι ασυμβίβαστα, θα 
έχουμε:

   

 Γ Γ Α Γ Γ Α
Γ Γ Γ

Γ Γ

P (A ) ( ) P(A ) P( )

P(A) P(A ) P( ) P(A )
3 1 5

P(A ) P(A )
4 3 12

       

      

      

 γ) i) Γ 
1

P( )
2

.

  ii) Έχουμε: 

   

Γ Γ Γ
Γ Γ Γ

Γ Γ

P(A ) P(A) P( ) P(A )
P(A) P( ) P(A ) P(A )

3 1 13
P(A) P( ) P(A) P( )

4 3 12

     
      

      

   και επειδή Γ 
1

P( )
2

, θα είναι   
13 1 7

P(A)
12 2 12

.
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Απαντήσεις και λύσεις
Διαγωνισμάτων

Διαγώνισμα 1
ΘΕΜΑ Α
Α1.
α) Σωστό.  β) Σωστό. γ) Λάθος.
δ) Λάθος.  ε) Λάθος.
Α2. Απόδειξη της πρότασης 4.
ΘΕΜΑ Β
Δες τη λύση στο Θέμα Β3.
ΘΕΜΑ Γ
Δες τη λύση στο Θέμα Γ2.
ΘΕΜΑ Δ
Δες τη λύση στο Θέμα Δ5.

Διαγώνισμα 2
ΘΕΜΑ Α
Α1.
α) Λάθος.  β) Σωστό. γ) Σωστό.
δ) Το Β.   ε) Το Α.
Α2. Απόδειξη της πρότασης 3.
ΘΕΜΑ Β
Δες τη λύση στο Θέμα Β8.
ΘΕΜΑ Γ
Δες τη λύση στο Θέμα Γ6.
ΘΕΜΑ Δ
Δες τη λύση στο Θέμα Δ3.





Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο 2ο  
Oι πραγματικοί αριθμοί

n   ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ ΤΩΝ ΕΡΩΤΗΣΕΩΝ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ ΤΟΥ 
ΣΧΟΛΙΚΟΥ ΒΙΒΛΙΟΥ

nΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ ΤΩΝ ΕΡΩΤΗΣΕΩΝ ΑΝΤΙΚΕΙΜΕΝΙΚΟΥ ΤΥΠΟΥ

n   ΛΥΣΕΙΣ ΤΩΝ ΑΣΚΗΣΕΩΝ ΤΗΣ ΤΡΑΠΕΖΑΣ ΘΕΜΑΤΩΝ 
ΚΑΙ ΤΩΝ ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑΤΩΝ
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Απαντήσεις
στις ερωτήσεις του σχολικού βιβλίου

Ι.
Αριθμός 
Ερώτησης

Απάντηση Σχόλιο

1 Ψ Δεν ισχύει η συνεπαγωγή α γ β δ α β  και γ δ      .

2 Ψ
Αφού αν α  0 και β 0 , τότε δεν ισχύει η συνεπαγωγή: 

α αβ α β  2

3 Ψ Γενικά ισχύει α β α αβ β   2 2 2( ) 2 . Η ισότητα ισχύει μόνο 
για (α, β)  (0, 0), για (α, β) = (1, 0) και για (α, β)  (0, 1).

4 Ψ1 Οι αριθμοί 1 3 και 1 3 είναι άρρητοι, ενώ το άθροισμα τους 

όχι, αφού    (1 3) (1 3) 2.

5 Ψ2
  2 8 16 4

6 Α
7 Ψ Ισχύει μόνο αν α > 0.

8 Ψ Ισχύει μόνο αν β > 0.

9 Α
10 Ψ
11 Α
12 Ψ π.χ. και1 2 2 3      , ενώ δεν ισχύει 2 6.

13 Ψ
14 Α α αβ β α β2 2 24 20 25 (2 5 ) 0    

15 Α
16 Ψ Ισχύει ως ισότητα αν α  –1.

17 Α
18 Α
19 Ψ π.χ. 2( 2) 4  , αλλά 4 2  και όχι 2 (πρέπει α > 0).

20 Ψ Γενικά ισχύει α α2  .

21 Α

1.  Ορθή διατύπωση: Το άθροισμα δύο άρρητων αριθμών είναι πάντα άρρητος.
2. Ορθή διατύπωση: Το γινόμενο δύο άρρητων αριθμών είναι πάντα άρρητος.
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Αριθμός 
Ερώτησης

Απάντηση Σχόλιο

22 Ψ Μπορεί να είναι αβ 0  και να έχουμε α 0  και β 0 .

23 Ψ Είναι α β α β2  .
24 Ψ Ισχύει μόνο αν (α, β)  (0, 0), (α, β)  (0, 1) και (α, β)  (1, 0).

25 Α
26 Ψ Αν α < 0, δεν ισχύει.

27 Α 25 255 5 , 25 5 525 25  και 55 25 , άρα 25 55 25 .
28 Α

ΙΙ.

Αρ. Ερώτησης Απάντηση Σχόλιο

1 Δ

άρα
άρα

Επομένως

x 2 x 2 0, x 2 x 2

x 5 x 5 0, x 5 x 5

x 2 x 5 3.

       

        

   

2 Δ

άρα
άρα

Επομένως

x 10 x 10 0, x 10 x 10

x 20 x 20 0, x 20 (x 20)

x 10 x 20
1 1 0.

x 10 x 20

       

        

 
   

 

3 Δ
   
   

β γ

γ α

6 6
3 3 3 2

6 6
3 6 3 6 2

2 3 2 3 2 3

3 10 3 10 3 10

      

      

4 Γ Αφού      2(2 5) 4 4 5 5 9 4 5.

ΙΙΙ.
Γ Δ Ε Ζ Η Θ

α3 α2 α β β2 β3
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Απαντήσεις
στις ερωτήσεις αντικειμενικού τύπου

Α.1.1. Ερωτήσεις Σωστού-Λάθους
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24
Λ Σ Λ Λ Λ Σ Λ Λ Σ Σ Σ Σ Λ Σ Σ Σ Λ Λ Σ Λ Σ Λ Σ Λ

25 26 27 28 29 30 31 32 33 34
Σ Σ Σ Σ Σ Λ Σ Σ Λ Λ

Α.1.2. Ερωτήσεις Πολλαπλής Επιλογής
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Β Α Γ Γ Γ Β Α Δ Α Δ

Α.1.3. Ερωτήσεις Αντιστοίχισης

1.  1 2 3
γ α β

2. 1 2 3
δ γ α

3. 1 2 3
δ γ β

4. 1 2 3
β δ γ

5. 1 2 3
δ α γ
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Λύσεις ασκήσεων
της Τράπεζας Θεμάτων

ΘΕΜΑ Β

Β1. α)  Για να έχει νόημα πραγματικού αριθμού η παράσταση Κ, θα πρέπει 
να ισχύουν συγχρόνως: 

  καιx 2 0 x 2 x 3 0 x 3          
  

Ακόμα πρέπει:
       2 2x 4x 4 (x 2) 0, που αληθεύει για κάθε x  και
       2 2x 6x 9 (x 3) 0, που επίσης αληθεύει για κάθε x .
   Άρα η παράσταση Κ έχει νόημα πραγματικού αριθμού για όλα τα 

   x 2,3 .

 β) Έχουμε: 

   

     
     

     

2 22 2 x 2 x 3(x 2) (x 3)x 4x 4 x 6x 9
K

x 2 x 3 x 2 x 3 x 2 x 3
 

και επειδή 
x 2 x 2x 2 0

x 3 0 x 3 (x 3)

                   
, θα είναι: 

  x 2 x 3
K K 1 1 K 2

x 2 x 3

 
      

 
 

  δηλαδή ανεξάρτητη του x. 

Β2. α) Έχουμε: 

  

       

       

       

20 4 5 4 5 2 5 2 2,24 4,48

45 9 5 9 5 3 5 3 2,24 6,72

80 16 5 16 5 4 5 4 2,24 8,96

 β)  Με βάση και τα παραπάνω, έχουμε (χωρίς να χρησιμοποιήσουμε 
προσεγγίσεις):

  
   

    
 

3 20 80 3 2 5 4 5 6 5 4 5 10 5
M 5

45 5 3 5 5 2 5 2 5
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Β3. α) Αναπτύσσοντας το 1ο μέλος έχουμε: 

               2 2 2 2 2 2(x 1) (y 3) x 2x 1 y 6y 9 x y 2x 6y 10

 β) 2 2 2 2x y 2x 6y 10 0 (x 1) (y 3) 0          

  ( και   x 1 0 y 3 0)  ( και  x 1 y 3)

Β4. α) Έχουμε: 

   α α αα α
α α α α

2 21 1 1 2 ( 1)
2 2 0 0 0

  
           , που 

είναι αληθής για κάθε α 0  (η ισότητα ισχύει μόνο όταν α 1  )

 β)  Έχουμε διαδοχικά α α
α α
1 1

2 2     . 

  Αφού α 0 , θα είναι α α   και η  προηγούμενη σχέση γίνεται 

  α α
α α
1 1

2 2       , που είναι αληθής από το ερώτημα (α).

Β5. α)  Προσθέτοντας κατά μέλη τις ανισότητες 2 x 3
1 y 2
  

   
, θα έχουμε 

  3 x y 5. Άρα η παράσταση x y  βρίσκεται μεταξύ των ορίων 
3 και 5.

 β)  Είναι 
2 x 3 4 2x 6
1 y 2 6 3y 3
                  

 και προσθέτοντας κατά μέλη 

τις ανισότητες, έχουμε    2 2x 3y 3. Άρα η παράσταση 2x  3y 
βρίσκεται μεταξύ των ορίων 2 και 3.

 γ)  Είναι  2 x 3 (1)  και   
1 1

1
2 y

 (2) (από τις γνωστές ιδιότητες των 

ανισοτήτων).
   Πολλαπλασιάζοντας τις σχέσεις (1) και (2) (αφού είναι θετικά όλα 

τα μέλη των ανισοτήτων), έχουμε  
x

1 3
y

. Άρα η παράσταση x
y

 

βρίσκεται μεταξύ των ορίων 1 και 3.
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Β6. α) Έχουμε διαδοχικά και ισοδύναμα:

   

α β α βα β
β α β α α β α β

α β
α β α β

α β

α β α β α β

2 2

2 2
2 2

22 2

2 2 2

2 2

2 0 0

        


     

      

  η οποία είναι προφανώς αληθής για κάθε  α β , 0 .

 β)  Η ισότητα ισχύει, αν και μόνο αν  α β α β
2

0    , δηλαδή 

όταν α β  ή όταν α β     με α β , 0  . 

  Πράγματι είναι α β α β
β α α β
     1 1 2. 

Β7. α)  Η περίμετρος του ορθογωνίου είναι Π (2x 2y)   εκατοστά. Τώρα 
έχουμε: 

   

4 x 7 8 2x 14 (1)
2 y 3 4 2y 6 (2)
               

  Προσθέτοντας τις (1) και (2) κατά μέλη, έχουμε:

     12 2x 2y 20, δηλαδή Π 12 20

   Επομένως τα όρια μεταξύ των οποίων περιέχεται η τιμή της περι-
μέτρου Π είναι από 12 έως 20 εκατοστά.

 β)  Αν το x μειωθεί κατά 1 και το y τριπλασιαστεί, οι διαστάσεις του 
νέου ορθογωνίου θα είναι x 1 και 3y εκατοστά. Άρα η περίμετρος 
Π1 του νέου ορθογωνίου θα είναι: 

  Π1 2(x 1) 2 3y (2x 6y 2)        εκατοστά
  Τώρα έχουμε: 

        2 y 3 12 6y 18 (3) 
  Προσθέτοντας τις (1) και (3) κατά μέλη, έχουμε: 

   Π          120 2x 6y 32 18 2x 6y 2 30 18 30

   Δηλαδή τα όρια μεταξύ των οποίων περιέχεται η τιμή της περιμέ-
τρου Π1 του νέου ορθογωνίου είναι από 18 έως 30 εκατοστά.
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Β8. α)  Έχουμε  3 x 5 5 x 3 (1)         και     2 y 1 (2). Προσθέ-
τοντας τις (1) και (2) κατά μέλη, έχουμε     7 y x 4. Άρα τα 
όρια μεταξύ των οποίων βρίσκεται η παράσταση y x είναι από 7 
έως 4.

 β)  Έχουμε      23 x 5 9 x 25 (3) (αφού τα μέλη της είναι θετικοί 
αριθμοί).

   Ακόμα  22 y 1 1 y 2 1 y 4 (4)            (δημιουργήσαμε 
ανισότητα με θετικά μέλη 2 y 1 1 y 2        ). 

   Προσθέτοντας τις (3) και (4) κατά μέλη, έχουμε   2 210 x y 29. 
Άρα τα όρια μεταξύ των οποίων βρίσκεται η παράσταση 2 2yx  εί-
ναι από 10 έως 29.

Β9. α)  Για την παράσταση Α πρέπει  2(x 2) 0, που αληθεύει για κάθε 
x .

 β)  Για την παράσταση Β πρέπει       3(2 x) 0 2 x 0 x 2 ή 
 x ( , 2].

 γ)  Για x 2 ορίζονται και οι δύο παραστάσεις Α και Β και άρα:

   
2A (x 2) x 2 2 x       

   33B (2 x) 2 x 2 x     
  Άρα A B για κάθε x 2.

Β10. α) Έχουμε διαδοχικά: 

  Γ


              
1 1 1 11 1 1 1

3 6 3 6 3 62 2 2 2A B 5 3 5 5 3 5 5 3 5 3 5 3 15

 β)  Υψώνουμε στην 6η, αφού Ε.Κ.Π.(2, 3) = 6, και έχουμε: 

    36 6 2A ( 5) 5 25 και   6 6 3B ( 3) 3 27 
  Άρα   6 6B A B A (επειδή οι Α και Β είναι θετικοί αριθμοί).

Β11. α)  Έχουμε α 2 4 (1) και β β         4 3 6 2 8 (2). Προσθέ-
τοντας κατά μέλη τις (1) και (2), έχουμε α β  8 2 12. Άρα τα 
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όρια μεταξύ των οποίων περιέχεται η παράσταση α β2  είναι από 
8 έως 12.

 β)  Έχουμε α α  22 4 4 16 (3)     . Από τις (1) και (2) με πολλα-
πλασιασμό κατά μέλη (αφού όλοι οι όροι είναι θετικοί), προκύπτει 
ότι αβ  12 2 32 (4)   . Από τις (3) και (4) με πρόσθεση κατά μέλη, 
έχουμε α αβ216 2 48   . Άρα τα όρια μεταξύ των οποίων περιέ-
χεται η παράσταση α αβ2 2  είναι από 16 έως 48.

Β12. α) Έχουμε 2A B (2 3)(2 3) 4 ( 3) 4 3 1.        
 β) Α΄τρόπος: Έχουμε:

  Π

2 2

2 2

2 2

A (2 3) 4 4 3 3 7 4 3

B (2 3) 4 4 3 3 7 4 3

A B 7 4 3 7 4 3 14

       

       

       

  Β΄τρόπος: Έχουμε:

            2 2 2 2 2 2 2 2(A B) A B 2AB 4 A B 2 A B 14

Β13. α)  Αντικαθιστώντας τις παραστάσεις Κ και Λ, έχουμε διαδοχικά:

  
Λ α β α β α β α αβ

α α β α αβ α αβ β α α

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

K (2 9) 2 (3 ) 2 9 6 2

9 6 2 ( 2 ) ( 6 9)

           
           

 β) Με βάση το ερώτημα (α), για κάθε α β, , έχουμε ισοδύναμα: 

  Λ α αβ β α α α β α2 2 2 2 2K 0 ( 2 ) ( 6 9) 0 ( ) ( 3) 0             
   που είναι αληθής για κάθε α β ,  (ως άθροισμα μη αρνητικών 

όρων).
 γ) Με βάση και τα προηγούμενα ερωτήματα, έχουμε:

  

Λ Λ α β α
α β και α β α και α
α κα β

2 2K K 0 ( ) ( 3) 0
( 0 3 0) ( 3)
( 3 3)

         
         
   

Β14. α) α α β α α β α β β αβ α
β β

2
2 2 2 2

2

1
( 1) ( 1)

1
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α β αβ β α αβ α β α β
α β αβ α β ή αβ
α β (απορρίπτεται) ή αβ

2 2 0 ( ) ( ) 0
( )( 1) 0 ( 0 1 0)

1

          
         
  

  Δηλαδή οι αριθμοί α και β είναι αντίστροφοι.
 β)  Χρησιμοποιώντας το συμπέρασμα του ερωτήματος (α), έχουμε δια-

δοχικά:

  
α β α β α β αβ β
α αβ α α β α β αβ β αβ

22 3 8 22 24 22 24 22 2

2 25 2 25 25 23 25 23 2

( ) ( ) 1 1
K 1

( ) ( ) 1 
      

Β15. α)  Για να ορίζεται η παράσταση A, θα πρέπει να ισχύουν: 
     x 4 0 x 4 και     x 1 0 x 1

   Οι κοινές λύσεις τους είναι για κάθε x [4, ). 
 β) Για κάθε x [4, )  , έχουμε: 

  

       2 2
A x 4 x 1 x 4 x 1 x 4 x 1

(x 4) (x 1) x 4 x 1 5

            

         
  Άρα A 5  , δηλαδή ανεξάρτητη του x.

Β16. α)  Έχουμε διαδοχικά: 
         d(2x,3) 3 2x 2x 3 3 2x 3 2x 3 2x 

   Από τον τον ορισμό της απόλυτης τιμής πραγματικού αριθμού, 
προκύπτει:

  
   

3
3 2x 0 x

2

 β)  Επειδή 3 2x 0 2x 3 0      (που προέκυψε από το ερώτημα 

(α)) και 3
x 3 x 3 3 x 0

2
       , έχουμε   2x 3 3 2x και 

  3 x 3 x. Άρα: 

               K 2x 3 2 3 x 3 2x 2(3 x) 3 2x 6 2x 3

  δηλαδή ανεξάρτητη του x.

Β17. α)  Υψώνουμε όλα τα μέλη της ανισότητας στην 3η δύναμη και έχουμε 
ισοδύναμα: 
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    33 33 33 30 4 3 30 4 27 30 64       

  η οποία είναι προφανώς αληθής.

 β)             
3

3 3 3 3 330 6 30 2 30 6 2 30 6 8 30 216 240 216, 

που είναι προφανώς αληθής3.

Β18. α)  Για να ορίζεται η παράσταση    A x 4 6 x , θα πρέπει να 
ισχύουν οι σχέσεις: 

      x 4 0 x 4 και    6 x 0 x 6

   των οποίων οι κοινές λύσεις είναι  4 x 6 ή σε μορφή διαστήμα-
τος x [4,6].

 β)  Για  x 5 [4,6] , η παράσταση A γίνεται:
  A 5 4 6 5 A 2     

  Επομένως      2 2A A 6 2 2 6 0.

Β19. α)  Για να ορίζεται η παράσταση 2A x 4 x 4,     θα πρέπει να 
ισχύουν οι σχέσεις: 

    2x 4 0, που αληθεύει για κάθε x  και    x 4 0 x 4 
   των οποίων οι κοινές λύσεις είναι για x 4 ή σε μορφή διαστήμα-

τος x [4, )  .
 β) Για x 4, έχουμε A 16 4 4 4 20      και έτσι θα είναι: 

  

 22A A 20 20 20 20 20 4 5 20 2 5

2(10 5)

          

 

Β20. α)  Για να ορίζεται η παράσταση      4 4A 1 x x 1 x x , θα 
πρέπει να ισχύουν οι σχέσεις    1 x 0 x 1 και 4x 0, που αλη-
θεύει για κάθε x. 

   Οι κοινές λύσεις τους είναι για x 1 ή σε μορφή διαστήματος 
 x ( ,1].

3. Μπορούμε να αποδείξουμε τη σχέση αυτή και κατασκευαστικά. Είναι: 

 3 3 3 33 30 4 ... 2 6 30 3 ... 6 30 30          
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 β) Για    x 3 ( ,1], έχουμε       A 4 3 2 3 1 και άρα: 

                 3 2 3 2A A A 1 ( 1) ( 1) ( 1) 1 1 1 1 1 0

Β21. α) Για να ορίζεται η παράσταση   55B (x 2) , θα πρέπει: 

        5(x 2) 0 x 2 0 x 2 
  ή σε μορφή διαστήματος x [2, )  .
 β)  Για x 4 [2, )   , έχουμε   B 4 2 2 και άρα: 
       2 2 4B 6B 2 6 2 16 B  

Β22. α) Είναι  6A 2 ,  63B 2  και έτσι έχουμε: 

  
       

3 26 6 2 3
3 3 3 2A B 2 2 2 2 2 2 8 4 4                  

 β)  Έχουμε    6 6
3 3A B 4 0 A B 2 2 2 2         . 

   Ακόμα είναι προφανές ότι   3 2 1 2 1. Συνεπώς, η διάταξη από 
το μικρότερο στο μεγαλύτερο είναι   31 2 2.

Β23. α) Έχουμε: 

  

   

   
 Γ

36 2
3

26 3
3 3 2

6
6

A 2 2 2 8

B 3 3 3 9

6 6

      

      

 
 

  Άρα Γ     A B 8 9 6 23.

 β) Αφού    Γ
6 6

3 6 3 6B 3 6 3 6.    

Β24. α)  Έχουμε              x 1 2 d(x, 1) 2 2 x 1 2 3 x 1 ή 
 x ( 3,1).
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 β)  Επειδή x 3 x 3 0     , θα είναι   x 3 x 3 και αφού ισχύει

x 1 x 1 0    , θα είναι    x 1 (x 1). Άρα: 

  
     

   
x 3 x 1 (x 3) (x 1) 4

K 1
4 4 4

 

  δηλαδή αριθμός ανεξάρτητος του x.

Β25. α)  Επειδή    x 1 x 1 0, θα είναι   x 1 x 1. Ακόμα, επειδή 

ισχύει    y 3 y 3 0, θα είναι   y 3 3 y. Άρα:
        A (x 1) (3 y) x y 2

 β)  Έχουμε   1 x 4 (1) και         2 y 3 3 y 2 (2). Προσθέτο-
ντας τις (1) και (2) κατά μέλη, παίρνουμε: 

             2 x y 2 0 x y 2 4 0 A 4

Β26. α) Έχουμε: 

  i)  Για      x 2 3x 6 3x 6 0, θα είναι   3x 6 3x 6 και 
άρα: 

          A 3x 6 2 3x 6 2 3x 4

  ii)  Για      x 2 3x 6 3x 6 0, θα είναι   3x 6 6 3x και 
άρα: 

          A 3x 6 2 6 3x 2 8 3x

 β)  Από το ερώτημα (α) για x 2, είναι  A 3x 4. Έτσι έχουμε διαδο-
χικά: 

   

   
   

  

2 2 29x 16 (3x) 4 (3x 4)(3x 4)
3x 4

3x 6 2 A 3x 4

Β27. α) Έχουμε: 

  
α α α α αα

α α α α α

2 2 2 24 4 4 4 4 ( 2)
4 4 4 0 0 0

    
          

 
 η οποία είναι αληθής για κάθε α 0 .



177

Άλγεβρα Α΄ Λυκείου – Α΄ τεύχος

 β)  Από το ερώτημα (α) έχουμε α
α
4

4 
 
(Ι). Αφού β  0, θα ισχύει 

επίσης β
β

 
4

4
 
(Ι) (ΙΙ). Επειδή όλοι οι όροι των ανισοτήτων (Ι) και 

(ΙΙ) είναι θετικοί, πολλαπλασιάζουμε τις ανισότητες (Ι) και (ΙΙ) 

κατά μέλη και έχουμε: α β
α β
4 4

16
      

  

Β28. α) Έχουμε διαδοχικά: 

 

Λ α β αβ α α β αβ
α αβ β α α β α

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

K 2 2 2

( 2 ) ( ) 0

        
       

  Επομένως Κ  Λ για κάθε τιμή των α β, .
 β)  Είναι Κ Λ α β α α β και α2 2( ) 0 ( 0 0)         . Άρα η 

ισότητα Κ Λ  ισχύει όταν α β  0 και τότε Κ Λ  0.

Β29. α) Έχουμε            y 3 1 d(y,3) 1 1 y 3 1 2 y 4.

 β)  Είναι  
 

1 x 3 (1)
2 y 4 (2)
  

   
. Πολλαπλασιάζοντας τις (1) και (2) κατά 

μέλη (αφού όλοι οι όροι είναι θετικοί), θα έχουμε  2 xy 12 ή 

 2 E 12 και άρα τα όρια μεταξύ των οποίων περιέχεται η τιμή 
του εμβαδού Ε του ορθογωνίου είναι από 2 έως 12 τ.μ.

Β30. α) Έχουμε            y 3 1 d(y,3) 1 1 y 3 1 2 y 4.
 β)  Η περίμετρος Π του ορθογωνίου με διαστάσεις x και y είναι: 
 Π 2x 2y   

   Έχουμε: 
 
 

1 x 3 (1)
2 y 4 (2)
  

   
. Προσθέτοντας κατά μέλη τις σχέσεις (1) 

και (2) έχουμε: 

   3 x y 7  ή    6 2x 2y 14  ή  Π 6 14
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Β31. α) Έχουμε  α β β α β β α
β


     4 4 3 . Ακόμα:

 γ γ δ γ γ δ
δ γ

     


1
4 5

4

 β) Αντικαθιστώντας τα α και δ από το ερώτημα (α), έχουμε: 

 
αγ βγ βγ βγ βγΠ
βδ βγ βγ βγ βγ

 
   

 
3 4

1
5 4

Β32. α) Θα πρέπει να ισχύει x 4y 0 x 4y    .Τότε έχουμε ισοδύναμα: 

 


          


4x 5y
2 4x 5y 2x 8y 6x 3y y 2x

x 4y

 β) Για την παράσταση A έχουμε διαδοχικά:

  
      

    


2 2 2 2 2 2 2 2

2 2

2x 3y xy 2x 3(2x) x 2x 2x 12x 2x 16x
A 8

xy x 2x 2x 2x

Β33. α) Επειδή δίνεται ότι  5 x 10, θα έχουμε:

      x 5 x 5 0 και άρα   x 5 x 5

      x 10 x 10 0 και άρα      x 10 (x 10) 10 x

 β) Για την παράσταση A έχουμε: 

 
    

      
   

x 5 x 10 x 5 (x 10)
A 1 1 0

x 5 x 10 x 5 x 10
 

   (ισχύουν x 5 0 x 5     και x 10 0 x 10    , αφού 
x (5,10) ).

Β34. α)  Επειδή  1 x 2, έχουμε    x 1 x 1 0. Άρα   x 1 x 1. Ακό-

μα έχουμε    x 2 x 2 0, άρα   x 2 2 x. Έτσι η παράσταση 
A γίνεται:

                A x 1 x 2 x 1 (2 x) x 1 2 x 2x 3 
  Άρα  A 2x 3.
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 β)  Για x 1 έχουμε    x 1 x 1 0 και άρα   x 1 1 x. Ακόμα 

έχουμε     x 1 2 x 2 0 και άρα   x 2 2 x. Έτσι η παρά-
σταση A γίνεται: 

                A x 1 x 2 1 x (2 x) 1 x 2 x 1

  Άρα  A 1, δηλαδή ανεξάρτητη του x.

Β35. α)  Η περίμετρος Π του γραμμοσκιασμένου σχήματος είναι: 
 Π ΓΔ ΕΔ ΕΖ ΖΒ ΑΒ ΑΓ     ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (1)
   Επειδή ΕΖ  x y, η (1) θα δώσει: 
 Π         y y (x y) 2y x y 2x 4y

 β)  Έχουμε     5 x 8 10 2x 16 (2) και     1 y 2 4 4y 8 (3). 
Προσθέτοντας κατά μέλη τις σχέσεις (2) και (3), θα έχουμε 
  14 2x 4y 24 και λόγω του ερωτήματος (α) θα είναι Π 14 24. 

Άρα η τιμή της περιμέτρου Π του γραμμοσκιασμένου σχήματος 
βρίσκεται μεταξύ των αριθμών 14 και 24 (σε μονάδες μήκους).

Β36. α)  Έχουμε      x 2 2x 4 2x 4 0 και άρα    A 2x 4 2x 4.

   Ακόμα    x 3 x 3 0 και άρα    B x 3 3 x. Τώρα έχουμε: 

         A B 2x 4 3 x x 1, x [2,3)

 β)  Αν υπάρχει x [2,3), ώστε  A B 2, τότε θα έχουμε διαδοχικά: 
  A B x 1 2 x 1 x 3       
   Όμως  x 3 [2,3) και άρα δεν υπάρχει x [2,3) τέτοιο, ώστε 

 A B 2.
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Β37. α) Κάνοντας ομώνυμα τα κλάσματα της παράστασης A, έχουμε: 

  

   
  

   2 2

3 5 3 5 5 33 5
A

5 3 5 3 5 3 5 3

15 3 5 15 8
4

5 35 3

    
   

   

  
  



 β) Λόγω και του ερωτήματος (α) έχουμε: 

  ή ήx A 1 x 4 1 (x 4 1 x 4 1) (x 3 x 5)               

Β38. α)  Έχουμε α α α α   21 ( 0). Πολλαπλασιάζοντας τις σχέσεις 
α  1 (1)  και α α2 (2)  κατά μέλη (αφού όλοι οι όροι είναι θετικοί), 
θα έχουμε α α3  .

 β)  Λόγω της σχέσης του ερωτήματος (α), της σχέσης α
α
1

0 1 1    , 

καθώς και της σχέσης α3 > 0, η διάταξη από το μικρότερο προς το 
μεγαλύτερο είναι: 

 
α α

α
   3 1

0 1

Β39. α) Έχουμε διαδοχικά d(x, 2) 1 1 x 2 1 3 x 1            .
 β) Για κάθε x ( 3, 1)    έχουμε:
  2 2 2x 4x 3 x 4x 4 1 (x 2) 1

(x 2 1)(x 2 1) (x 1)(x 3) 0
         

        
  διότι καιx 1 x 1 0 x 3 x 3 0.           

   (Το ερώτημα (β) της άσκησης αυτής λύνεται και με άλλους τρό-
πους –πρόσημο τριωνύμου– όπως θα δούμε και στο επόμενο κεφά-
λαιο, στο Β΄ τεύχος)
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ΘΕΜΑ Γ

Γ1. α) Έχουμε διαδοχικά: 

  

3
3 5 1 2 3 5 3 5 10 15 3 2

2

7 10 3 2 4 8 2 4

x
A (x y ) (x y ) : (x y )(x y ) : (x y )

y

(x y ) : (x y ) x y (xy )

  


 
         

 
  

 β)  Όταν   5x 32 2  και    4
4

1 1
y 2

16 2
, η παράσταση  2 4A (xy )  

γίνεται:

 
4 4 45 4 2 5 8 3 12A (2 )(2 ) 2 2 2 2                 

 γ) Για x 0, έχουμε   
1

12 2 4 2 2312 3A (xy ) xy (xy ) .

Γ2. α) Από την ταυτότητα της διαφοράς δύο τετραγώνων, έχουμε:

  


2 2

2
3

x(x 1) x(x 1) x(x 1) x(x 1) x(x 1) x(x 1)

2 2 2 2 2 2

x(x 1) x(x 1) x(x 1) x(x 1) 2x 2x
x , x

2 2 4

                               
      

    

 β)  Εφαρμόζουμε το προηγούμενο συμπέρασμα διαδοχικά για τις τι-
μές του  νx 1, 2, 3, ...,  και έχουμε:

  

Για   

Για  

Για  3

ν ν ν νΓια ν   ν

2
3 2

2 2
3

2 2
3

2
3

1 2 1 0
x 1: 1 )

2 2

2 3 2 1
x 2 : 2

2 2

3 4 3 2
x 3:

2 2
...................................................

( 1) ( 1)
x :

2 2

          
   

          
   

          
   

          

2
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  Προσθέτοντας τις παραπάνω σχέσεις κατά μέλη έχουμε:

 
ν νν

2
3 3 3 3 ( 1)
1 2 3 ...

2

        
, ν

Γ3. α) Έχουμε 
μ ν ν ν

μ ν
ν μ μ μ

          
      

2 2 2
2 2

2 2 2

1 0 1 1
1

1 0 1 1

 β) Έχουμε ισοδύναμα: 

  

 μ ν μ μ ν ν μ μ ν ν

μ ν μ ν μ ν μν μν

2 2 2 2 2

2 2

0 2 0 2 0

1
( ) 2 0 1 2 0 2 1

2

          

          

 γ) Έχουμε μ ν μ ν μ μ ν ν2 2 2 2 2 4 2 2 41 ( ) 1 2 1         

   μ ν μ ν4 4 2 21 2    (1). 
  Από τη σχέση (1) προκύπτει ότι μ ν μ ν   4 4 2 21 2 1 (2). 
   Επιπλέον ισχύει: 

  
μν μν μ ν μ ν μ ν

μ ν μ ν  

2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

1 1 1 1 1
( ) 2 2

2 4 4 2 2
1 1

1 2 1 1 2 (3)
2 2

           

      

  Από τις σχέσεις (1) και (3) έχουμε:

  μ ν μ ν   4 4 2 2 1
1 2

2    
(4)

  Άρα τελικά από τις σχέσεις (2) και (4) ισχύει μ ν  4 41
1

2
.

Γ4.   α) Η παράσταση Κ ορίζεται για όλα τα x για τα οποία ισχύει:
  2 2 22x 4x 2 0 2(x 2x 1) 0 2(x 1) 0         
  η οποία αληθεύει για κάθε x.
  Η παράσταση Λ ορίζεται για όλα τα x για τα οποία ισχύει:
   3 2 3 2 33x 9x 9x 3 0 3(x 3x 3x 1) 0 3(x 1) 0           
  δηλαδή x 1 0 x 1    .
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   Άρα η παράσταση Κ ορίζεται για όλα τα x, ενώ η παράσταση 
Λ ορίζεται για κάθε x [1, ). 

 β) Η παράσταση 2K 2x 4x 2    γράφεται: 

  

2 2 2 2K 2x 4x 2 2(x 2x 1) 2(x 1) 2 (x 1)

2 x 1 , x

           

   

  Η παράσταση  Λ 3 3 23x 9x 9x 3     γράφεται:

  

Λ 3 3 2 3 23

33 3 33 2 33

3x 9x 9x 3 3(x 3x 3x 1)

3 x 3x 3x 1 3 (x 1) 3 (x 1), x 1

        

           
 γ) Έχουμε διαδοχικά:

   

   
Λ

ή ή

3 3 3

3 3

K 2 2 2 3 2 x 1 3 x 1 2 2 2 3

x 1 2 3 2 2 3 x 1 2

(x 1 2 x 1 2) (x 3 x 1)

           

        

         
 

Γ5.  α)  Επειδή  0 P(A) 1, θα είναι  P(A) 1 0 και άρα  K 1 P(A). 
Ακόμα:

  

 
   

2 2

2 2

M P (B) 2P(B) 3 P (B) 2P(B) 1 2

P(B) 1 2 P(B) 1 2

       

       
 β) i)  Τα ενδεχόμενα Α και Β είναι ισοπίθανα, οπότε P(A) P(B). 

Άρα θα έχουμε: 

  

   
   

2 22

2 2

K M 1 P(A) P(B) 1 2

1 P(A) P(A) 1 2 2

      

      

    δηλαδή η παράσταση 2K M είναι ανεξάρτητη των P(A) και 
P(B).

  ii)  Αφού τα ενδεχόμενα A και B είναι επιπλέον και ασυμβίβαστα, 
θα έχουμε A B . Ακόμα έχουμε: 

  
        
1 1 1 1

K P(A) 1 1 P(A) P(A)
2 2 2 2
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   2 29 9 1
M P(B) 1 2 P(B) 1

4 4 4
1 1 1

P(B) 1 1 P(B) P(B)
2 2 2

        

       

   Από τον απλό προσθετικό νόμο των πιθανοτήτων, έχουμε: 

      P(A B) P(A) P(B)   
1 1

1
2 2

 
   

Άρα το ενδεχόμενο A B είναι βέβαιο.

Γ6. α)  Για να ορίζεται η παράσταση A(x), θα πρέπει να ισχύει: 

    x 2 x 2 0

   που ικανοποιείται για κάθε x , αφού είναι άθροισμα δύο θετι-

κών όρων και οι παραστάσεις x 2 , x 2  δεν μηδενίζονται συγ-
χρόνως. Άρα η παράσταση A(x) ορίζεται για όλα τα x .

 β) Αν καιx 2 2 x 2 (x 2 0 x 2 0)          , τότε:

  

     
   

     
x 2 x 2 (x 2) (x 2) 2x x

A(x)
x 2 x 2 (x 2) (x 2) 4 2

 γ)  Αν ήx 2 (x 2 x 2)     , διακρίνουμε τις περιπτώσεις:
  Αν καιx 2 2 (x 2 0 x 2 0)        , τότε: 

    

        
    

        
x 2 x 2 (x 2) (x 2) x 2 x 2 4 2

A(x)
x 2 x 2 (x 2) (x 2) x 2 x 2 2x x

  Αν καιx 2 2 (x 2 0 x 2 0)        , τότε: 

   

x 2 x 2 (x 2) (x 2) x 2 x 2
A(x)

x 2 x 2 (x 2) (x 2) x 2 x 2

4 2

2x x

          
   

          


 


  Άρα για x 2 είναι 
2

A(x)
x

.
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 δ) Αν ήx 2 (x 2 x 2)     , τότε:

  Για 
   


4 0

x 2 A(2) 1
4 0

  Για 
      

4
x 2 A( 2) 1

4

Γ7. α) i)  Έχουμε    κλ
2

32 23 33( ) 2 1 2 1 (2 1) 1 1         
  ii) Έχουμε: 

   

       
 

κ λ

κ

2
3 2 3 3

3 33

2 1 2 1 2 1 2 1 2 1

2 1 1 2 1

       

     

  iii) Με όμοιο τρόπο, όπως και στο ερώτημα (β), έχουμε: 

   

       
 

κλ

λ

2
3 2 3 3

3 33

2 1 2 1 2 1 2 1 2 1

2 1 1 2 1

       

     

 β) Με βάση και τα προηγούμενα ερωτήματα, έχουμε:

  

            
 

   

κ λ κ κ λ κ λ λ

κ κ λ κλ λ κ λ κ λ κλ

κ λ κ λ

3 3 2 2 3
3 3 3 3 3 3 3 3

3 3 3 32 2 2 2

3 3 3 3

A 3 3

3 3 3

2 1 2 1 3 2 3

      

        

        

Γ8. α) Έχουμε: 

  

2 21 2 1 2 (1 2) (1 2)
x y

1 2 1 2 (1 2)(1 2)

    
    

   

   
1 2 2 2 1 2 2 2

4 2
1

    
 



  Επομένως είναι  22A (x y) 4 2 16 2 32.     
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 β) Έχουμε:

  

   
  

32 23

3

3

3

1 2 1 21 2 1 2
B (x y)

1 2 1 2 1 2 1 2

3 2 2 3 2 2
( 6) 216

1

                       

   
      

 γ)  Από τη γνωστή ταυτότητα: 
         3 3 2 2 3 3 3(x y) x 3x y 3xy y (x y ) 3xy(x y) 
   έχουμε Β Γ Γ Β Γ3 ( 6) 18 216 18 198             , 

αφού xy 1 και   x y 6.

Γ9. α) Έχουμε: 

  
        2 21 1 1

x 1 x 1 2x 2 (1)
2 4 2

 και 

  

 

 

ή ή

ή

1
2 y 0 0 y 6 3y 0 0 3y 1

3

5 3y 1 1 (2) 1 3y 1 2 (3)

             
 
       

  Άρα έχουμε τις επόμενες περιπτώσεις:

   Αν και1
x 1 2 y 0

2
     , τότε:

         21 9
5 2x 3y 1 3 A 3

2 2
 

   Αν και1 1
x 1 0 y

2 3
    , τότε:

        21 3
1 2x 3y 1 4 A 4

2 2

  Επομένως 9 3
A ,3 ,4

2 2
        
   

.

 β) Η παράσταση γράφεται:

  
 

    
  

2 y 1 3y 1y 1 (3y 1)
B , y 0

2y 2y
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   Αν  1
0 y 0 3y 1 1 3y 1 0

3
          , τότε: 

  3y 1 1 3y, οπότε    
   
y 1 1 3y 2y

B 1
2y 2y

 

   Αν  2 y 0 6 3y 0 7 3y 1 1 0              , τότε: 

  3y 1 1 3y, οπότε    
   
y 1 1 3y 2y

B 1
2y 2y

   Άρα σε κάθε περίπτωση  B 1, δηλαδή η παράσταση B είναι ανε-
ξάρτητη του y.

 γ)  Υψώνουμε τη σχέση Γ      x 2x 1 x 2x 1  στο τετρά-
γωνο και έχουμε διαδοχικά:

  

 
 

 

Γ

αφού

2
2

2

2
2

2 2

x 2x 1 2 x 2x 1 x 2x 1

x 2x 1

x 2x 1 2 x 2x 1 x 2x 1

2x 2 x 2x 1 2x 2 (x 1)

2x 2 x 1 2x 2(1 x) 2x 2 2x 2

x 1 x 1 0)

         

   

         

       

         

    

   Άρα Γ Γ αφού Γ2 2 2, 0     (η τιμή Γ   2  απορρίπτεται). 
Δηλαδή η παράσταση Γ είναι ανεξάρτητη του x.

Γ10. α) Σύμφωνα με τις ιδιότητες των ανισοτήτων έχουμε διαδοχικά: 

  

x y z
x y z x y z 2(y z) y z

2
1 2 x z 2(x z)

y z x y z y z x y z

 
          

 
   

     
 β)  Από την τριγωνική ανισότητα των πλευρών ενός τριγώνου α β γ , , 0, 

αλλά και με βάση το προηγούμενο ερώτημα, έχουμε:
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α γ α γα β γ  
β γ α β γ
α β α ββ γ α  
γ α α β γ
β γ β γγ α β  
α β α β γ

2( )
(1)

2( )
(2)

2( )
(3)

 
   

  
 

   
  
 

   
  

  Προσθέτοντας κατά μέλη τις σχέσεις (1), (2) και (3), έχουμε:

  
α β β γ α γ α γ α β β γ α β γ
α γ α β β γ α β γ α β γ α β γ α β γ

2( ) 2( ) 2( ) 4( )
4

       
      

          

Γ11. α)  Προσθέτοντας το 2x  και στα δύο μέλη της ισότητας   xy yz zx 1, 
έχουμε:

             2 2x 1 x xy yz zx x(x y) z(x y) (x y)(x z) (1)
 β)  Επαναλαμβάνοντας τη διαδικασία του ερωτήματος (α), προσθέτοντας 

διαδοχικά στα μέλη της ισότητας τους όρους 2y  και 2z , θα έχουμε:

              2 2y 1 y xy yz zx y(y x) z(y x) (x y)(y z) (2)

              2 2z 1 z xy yz zx z(z y) x(y z) (y z)(z x) (3)

  Η παράσταση K από τις σχέσεις (1), (2) και (3) γίνεται:

   

2 2 2 2 2 2

2 2 2

(y 1)(z 1) (x 1)(z 1) (x 1)(y 1)
K x y z

x 1 y 1 z 1

(x y)(y z)(y z)(z x) (x y)(x z)(y z)(z x)
x y

(x y)(x z) (x y)(y z)

(x y)(x z)(x y)(y z)
z

(y z)(z x)

     
   

  

       
  

   

   
 

 

  

2 2 2x (y z) y (x z) z (x y) x y z y x z z x y

x(y z) y(x z) z(x y)
xy xz yx yz zx zy 2(xy yz xz) 2 1 2

            

      
           

Γ12. Αφού κ λ και μ1 1 1
P(A) , P(B) P(A B)

2 2 2
       ,

 

θα έχουμε:
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 κ λ κ λ ή κ λ3 1 3 1 3 1

4 3 4 3 4 3
            
  

Άρα: 

 
κ λ 13 13 1

P(A) P(B) 1 P(A) P(B)
12 12 12

         
  
ή

 
κ λ 5 5 7

P(A) P(B) 1 P(A) P(B)
12 12 12

            (απορ.) 

 α) Έχουμε διαδοχικά και ισοδύναμα:

  

κ λ μ2 2 2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

14
[P(A)] [P(B)]

13

1 1 1
P(A) P(B) P(A B)

2 2 2
14

[P(A)] [P(B)]
13

1 1 1
[P(A)] P(A) [P(B)] P(B) P(A B)

4 4 2
14

[P(A)] [P(B)]
13

14 1
P(A) P(B) P(A B) 1 P(A B)

13 13

     

             
   

   

         

   

        

 β)  Είναι         
1 1 1

P(A B) P(A) P(B) P(A B)
12 13 156

 και 

αφού ΄ ΄ ΄A B (A B)   , θα έχουμε: 

   ΄ ΄ ΄ 1 155
P(A B ) P (A B) 1 P(A B) 1

156 156
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ΘΕΜΑ Δ

Δ1. α)  Αφού α β  ( 1)(1 ) 0, οι αριθμοί α 1 και β1  θα είναι ομόσημοι. 
Συνεπώς διακρίνουμε τις παρακάτω περιπτώσεις:

   1η περίπτωση: Είναι α  1 0 και β 1 0, δηλαδή α 1 και β 1. 
Άρα τελικά έχουμε β α 1 .

   2η περίπτωση: Είναι α  1 0 και β 1 0, δηλαδή α 1 και β 1. 
Άρα τελικά έχουμε α β 1 .

  Έτσι σε κάθε περίπτωση, το 1 είναι μεταξύ των α και β.
 β)   Αν α α και β β τότε

α α και β β οπότε:
1 1 0 1 1 0,

1 1 1 1 ,

       
     

 

 
Κ α β α β α β          1 1 1 1 4 

   διότι β α α β   , αφού α β β α    0.
  


Αν α α και β β τότε
α α και β β οπότε:

1 1 0 1 1 0,

1 1 1 1,

       
     

 

 
Κ α β α β β α          1 1 1 1 4

   διότι β α β α   , αφού α β β α    0.
  Άρα σε κάθε περίπτωση είναι Κ  4.
   Μια γεωμετρική ερμηνεία είναι: 

Κ α β α β α β      1 1 d( ,1) d( ,1) d( , ) και άρα Κ  4 (άθροι-
σμα διαδοχικών ευθύγραμμων τμημάτων). Μια ενδεικτική απει-
κόνιση της παραπάνω γεωμετρικής ερμηνείας στην περίπτωση, 
για παράδειγμα, που α β 1  είναι η επόμενη: 

  

Δ2. α) Λεκτική ερμηνεία της σχέσης d(x,5) 9: 
   Στον άξονα των πραγματικών αριθμών η απόσταση όλων των 

πραγματικών αριθμών από το 5 είναι μικρότερη ή ίση του 9. 
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 β) 

  
   Έτσι καταλαβαίνουμε ότι είναι όλοι οι πραγματικοί αριθμοί που 

βρίσκονται στο κλειστό διάστημα [ 4,14].
 γ) Έχουμε: 

  
x 5 9 d(x,5) 9 9 x 5 9

4 x 14 x [ 4,14]

         

      

 δ) Έχουμε        x 4 x 14 x 4 x 14 18, αφού: 
καιx 4 0 x 14 0   

Δ3. α) i)  Έχουμε       x 2 x ( 2) d(x, 2) (AM), δηλαδή η απόστα-
ση των σημείων Α και Μ στον άξονα των πραγματικών αριθ-
μών.

  ii)  Έχουμε   x 7 d(x,7) (MB), δηλαδή η απόσταση των σημεί-
ων Β και Μ στον άξονα των πραγματικών αριθμών.

 β)

          x 2 x 7 d(x, 2) d(x,7) (AM) (MB), δηλαδή το άθροι-
σμα των αποστάσεων του Μ από τα σημεία Α και Β του άξονα των 
πραγματικών αριθμών.

 γ)           A x 2 x 7 d(x, 2) d(x,7) (AM) (MB) (AB) 9

  (αφού το Μ είναι εσωτερικό σημείο του ευθύγραμμου τμήματος ΑΒ)
 δ) Έχουμε καιx 2 x 2 0 x 7 x 7 0,        

 
άρα:

 καιx 2 x 2 x 7 7 x     

  Επομένως         A x 2 x 7 x 2 7 x 9.

Δ4. α)  Η σχέση   x 5 d(x,5) (AM) εκφράζει την απόσταση των ση-
μείων Α και Μ πάνω στον άξονα των πραγματικών αριθμών.
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   Η σχέση   x 9 d(x,9) (BM) εκφράζει την απόσταση των ση-
μείων Β και Μ πάνω στον άξονα των πραγματικών αριθμών.

 β) i)  Αν     x 5 x 9 (AM) (BM), τότε το σημείο Μ του άξο-
να ισαπέχει από τα Α και Β, δηλαδή το Μ είναι το μέσο του 
ευθύγραμμου τμήματος ΑΒ.

  ii) Γεωμετρικά:

  
   Το x θα πρέπει να είναι ανάμεσα στο 5 και στο 9. 
   To x θα πάρει την τιμή 7, αφού τότε 7 – 5 = 9 – 7.
   Αλγεβρικά: 

    x 5 x 9 x 5 x 9        (αδύνατη) ή x 5 9 x    
2x 14 x 7     

Δ5. α) Έχουμε            x 4 2 d(x,4) 2 2 x 4 2 2 x 6.
 β) i)  Αφού η απόσταση του πραγματικού αριθμού x από το 4 στον 

άξονα των πραγματικών αριθμών είναι μικρότερη από 2, θα εί-
ναι  x 4 2 ή  2 x 6.

    Θα αποδείξουμε ότι η απόσταση του τριπλάσιου του αριθμού 
αυτού από το 4 είναι μεγαλύτερη του 2 και μικρότερη του 14, 
δηλαδή ότι      2 d(3x,4) 14 2 3x 4 14.

   Έχουμε διαδοχικά και ισοδύναμα: 

   

2 x 6 6 3x 18 2 3x 4 14

2 3x 4 14 2 d(3x,4) 14

         
      

 

   (Προφανώς   3x 4 3x 4, διότι  3x 4 0.)
  ii)  Αναζητάμε μεταξύ ποιων ορίων περιέχεται η τιμή της παράστα-

σης  3x 19 d(3x,19).
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   Έχουμε διαδοχικά και ισοδύναμα: 

   

2 x 6 6 3x 18 13 3x 19 1

1 19 3x 13 1 3x 19 13 1 d(3x,19) 13

           
          

 

    αφού   3x 19 19 3x, διότι  3x 19 0. Άρα η τιμή της από-
στασης των αριθμών 3x και 19 είναι μεταξύ των τιμών 1 και 13.

Δ6. α) α α α α           2 1 d( , 2) 1 1 2 1 1 3.

 β) β β β β           3 2 d( ,3) 2 2 3 2 1 5.

 γ)  Έχουμε 
α α  
β β  

1 3 2 2 6 (1)
1 5 15 3 3 (2)
                  

 και προσθέτοντας τις 

σχέσεις (1) και (2) κατά μέλη, έχουμε α β   13 2 3 3. Άρα η πα-
ράσταση α β2 3  είναι μεταξύ των αριθμών –13 και 3.

 δ)  Έχουμε α  και β  
β

1 1
1 3 (3) 1 5 1 (4)

5
       . Πολλαπλασιά-

ζοντας τις σχέσεις (3) και (4) κατά μέλη (εφόσον όλοι οι όροι είναι 

θετικοί αριθμοί), θα έχουμε α
β

 
1

3
5

. 

  Άρα η παράσταση α
β

 είναι μεταξύ των αριθμών 1
5

 και 3.

Δ7. α)  Από την πρόταση Π1: «Για να μετατρέψουμε τη θερμοκρασία από 
βαθμούς Κελσίου (οC) σε βαθμούς Φαρενάιτ (οF), πολλαπλασιά-
ζουμε τους βαθμούς Κελσίου με 1,8 και προσθέτουμε 32.», προκύ-
πτει συμβολικά  F 1,8C 32.

   Από την πρόταση Π2: «Για να μετατρέψουμε τη θερμοκρασία από 
βαθμούς Κελσίου (οC) σε βαθμούς Κέλβιν (οK), προσθέτουμε 
στους βαθμούς Κελσίου (οC) το 273.», προκύπτει συμβολικά: 

  K C 273 

 β) Έχουμε  
      

F 32
F 1,8C 32 1,8C F 32 C (1)

1,8
 και:

 

(1) F 32
K C 273 K 273

1,8
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 γ)  Από τα δεδομένα προκύπτει ότι  278 K 283 και έτσι έχουμε δια-
δοχικά: 

  
F 32 F 32

278 K 283 278 273 283 5 10
1,8 1,8

9 F 32 18 41 F 50
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Απαντήσεις και λύσεις
Διαγωνισμάτων

Διαγώνισμα 1
ΘΕΜΑ Α
Α1.
α) Σωστό.  β) Λάθος. γ) Λάθος.
δ) Σωστό.  ε) Σωστό.
Α2. Απόδειξη της πρότασης 4.
ΘΕΜΑ Β
Δες τη λύση στο Θέμα Β21.
ΘΕΜΑ Γ
Δες τη λύση στο Θέμα Γ4.
ΘΕΜΑ Δ
Δες τη λύση στο Θέμα Δ4.

Διαγώνισμα 2
ΘΕΜΑ Α
Α1.
α) Λάθος.  β) Λάθος. γ) Σωστό.
δ) 

1 2 3
δ γ β

ε) 
1 2 3
β δ γ

Α2. Απόδειξη της πρότασης 5.
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ΘΕΜΑ Β
Δες τη λύση στο Θέμα Β38.
ΘΕΜΑ Γ
Δες τη λύση στο Θέμα Γ5.
ΘΕΜΑ Δ
Δες τη λύση στο Θέμα Δ3.



Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο 3ο  
Εξισώσεις

n   ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ ΤΩΝ ΕΡΩΤΗΣΕΩΝ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ ΤΟΥ 
ΣΧΟΛΙΚΟΥ ΒΙΒΛΙΟΥ

nΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ ΤΩΝ ΕΡΩΤΗΣΕΩΝ ΑΝΤΙΚΕΙΜΕΝΙΚΟΥ ΤΥΠΟΥ

n   ΛΥΣΕΙΣ ΤΩΝ ΑΣΚΗΣΕΩΝ ΤΗΣ ΤΡΑΠΕΖΑΣ ΘΕΜΑΤΩΝ 
ΚΑΙ ΤΩΝ ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑΤΩΝ
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Απαντήσεις
στις ερωτήσεις του σχολικού βιβλίου

Ι.
Αριθμός 
Ερώτησης

Απάντηση Σχόλιο

1 Ψ Για α  1 η εξίσωση γίνεται ταυτότητα.

2 Α
3 Ψ Έχει 4 πραγματικές ρίζες, τις 1, 1, 2, 2.

4 Α
5 Ψ
6 Α
7 Α Αφού αν αγ 0 , τότε Δ β αγ2 4 0   .

8 Ψ π.χ. οι εξισώσεις 2x 3x 2 0    και 22x 6x 4 0  
έχουν τις ίδιες ρίζες.

9 Ψ
Αν α  0, θα είναι εξίσωση 1ου βαθμού. 
Αν όμως α  0, θα ήταν αληθής , αφού Δ  4(α2 + 1) > 0.

10 Ψ Αφού Δ  0 έχει μία διπλή ρίζα.

11 Α Δ α α24 0 ( 0)   

12 Ψ Δ α2 0 

13 Ψ Δ α
α

2

1
0  

 
 
 

 και P 1  (όμως για α  –1 έχει 1 

διπλή ρίζα, τη x  –1).

14 Ψ Πρέπει x 1 0 x 1.   

15 Ψ Πρέπει και2x 1 0 (x 1 x 1.)     

16 Α Είναι οι ρίζες της εξίσωσης 2x 10x 16 0   , δηλαδή οι 
αριθμοί 2 και 8.

17 Α Είναι οι ρίζες της εξίσωσης 2x 10x 25 0   , δηλαδή 
x y 5  .

18 Ψ
Αφού θα έπρεπε να είναι ρίζες της εξίσωσης 

2x 2x 2 0   , η οποία είναι αδύνατη στο .
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ΙΙ. 1.  Η ισοδυναμία         (2x 1)(x 2) (3 2x)(x 2) 2x 1 3 2x δεν 
ισχύει πάντα, παρά μόνο όταν     x 2 0 x 2. Κατά συνέπεια 
οδηγηθήκαμε σε λάθος συμπέρασμα.

  Η σωστή πορεία της λύσης της εξίσωσης είναι:

  

 
ή

(2x 1)(x 2) (3 2x)(x 2) (2x 1)(x 2) (3 2x)(x 2) 0

(x 2) 0 (x 2)(4x 4) 0

(x 2 x 1)

(2x 1) (3 2x)

            

       

   

  

 2.  Θα έπρεπε αρχικά να τεθεί ο περιορισμός    x 2 0 x 2. Αν ο 
περιορισμός αυτός δεν ικανοποιείται, τότε δεν έχει νόημα η εξίσω-
ση και, κατά συνέπεια, οι αριθμοί που προκύπτουν δεν είναι πάντα 
οι λύσεις της εξίσωσης. Πράγματι, οι αριθμοί καιx 1 x 1    δεν 
αποτελούν λύσεις της δοθείσας εξίσωσης (δεν την επαληθεύουν). 
Kανένας από αυτούς δεν ικανοποιεί τον περιορισμό x 2.



Άλγεβρα Α΄ Λυκείου – Α΄ τεύχος

201

Απαντήσεις
στις ερωτήσεις αντικειμενικού τύπου

Α.1.1. Ερωτήσεις Σωστού-Λάθους
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21
Σ Λ Σ Σ Σ Σ Σ Σ Λ Λ Σ Λ Λ Σ Σ Σ Σ Σ Σ Λ Σ

Α.1.2. Ερωτήσεις Πολλαπλής Επιλογής
1 2 3 4 5 6 7 8

Α Β Β Γ Β Α Δ Α

Α.1.3. Ερωτήσεις Αντιστοίχισης

1.  1 2 3
γ α β

2. 1 2 3
α γ δ

3. 1 2 3
δ β α

4. 1 2
β γ

5. 1 2 3
β δ γ
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Λύσεις ασκήσεων
της Τράπεζας Θεμάτων

ΘΕΜΑ Β

Β1. α)  Για να είναι το 1 λύση της δοθείσας εξίσωσης λ   2x ( 1)x 6 0, 
θα πρέπει: 

  λ λ     1 ( 1) 6 0 8

 β)  Για λ  2, η δοθείσα εξίσωση γίνεται   2x x 6 0 με Δ   23 0 
και άρα η εξίσωση δεν έχει πραγματικές ρίζες (αδύνατη στο ).

Β2. α)  Για να έχει η εξίσωση λ λ  λ    2x ( 1)x 1 0, 0 (1) ρίζα τον αριθ-
μό –2, θα πρέπει: 

  λ λ λ λ λ λ              2 1
( 2) ( 1)( 2) 1 0 4 2 2 1 0 6 3

2

  Άρα για να έχει η εξίσωση (1) ρίζα τον αριθμό –2, θα πρέπει λ  1

2
.

 β) Η διακρίνουσα της δοθείσας εξίσωσης είναι: 

  Δ λ λ λ λ λ λ λ λ  λ             2 2 2 2( 1) 4 2 1 4 2 1 ( 1) 0, 0

  Άρα η δοθείσα εξίσωση έχει πραγματικές ρίζες για κάθε λ  0.

Β3. α)  Το τριώνυμο  22x 5x 1 έχει διακρίνουσα Δ    25 8 33 0 και 
άρα έχει δύο πραγματικές και άνισες ρίζες 1x  και 2x .

 β)  Σύμφωνα με τους τύπους του Vieta, έχουμε:

  

   

   


   



1 2

1 2

2 1

1 2 1 2

5
S x x

2
1

P x x
2

1 1 x x S
5

x x x x P
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γ)  Αν S΄ και P΄ αντίστοιχα το άθροισμα και το γινόμενο των 
1

1

x
 και 

2

1

x
, 

τότε θα έχουμε: 

  

΄

΄

1 2

1 2 1 2

1 1
S 5

x x
1 1 1

P 2
x x x x

  

    


   και άρα η ζητούμενη εξίσωση, που έχει ρίζες τις και
1 2

1 1

x x
 είναι η:

 
 ΄ ΄2 2x S x P 0 x 5x 2 0      

Β4. α) Έχουμε ή ή2x 1 3 (2x 1 3 2x 1 3) (x 2 x 1).           
 β)  Αφού α β,  οι ρίζες της εξίσωσης του προηγούμενου ερωτήματος, 

με α β , θα είναι α  1 και β  2. Έτσι έχουμε: 
 α β2 2x x 3 0 x 2x 3 0         
   Η διακρίνουσα της εξίσωσης αυτής είναι Δ 16 και οι ρίζες της 

είναι
 

   
 

 1,2

2 16 2 4
x

2 2
, δηλαδή  1x 1 και 2x 3.

Β5. α) Η διακρίνουσα της εξίσωσης λ λ  λ    2x 2 x 4( 1) 0, , είναι: 

   Δ λ λ λ λ λ λ λ           2 2 2 24 4 4( 1) 4 16 16 4( 4 4) 4( 2)

 β)  Επειδή Δ  0 για κάθε λ (η ισότητα ισχύει μόνο όταν λ  2), η 
δοθείσα εξίσωση θα έχει πραγματικές ρίζες για κάθε τιμή του λ 
(άνισες ή μία διπλή ρίζα).

 γ)  Από τους τύπους του Vieta έχουμε: 

 
λ λ

  
2

S 2
1  

(1) και λ λ
  
4( 1)

P 4( 1)
1

 (2)

  ΄Ετσι από τις (1) και (2) έχουμε διαδοχικά: 

 λ λ λ         1 2 1 2x x x x S P 2 4( 1) 2
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Β6. α) Έχουμε ισοδύναμα: 

  λ λ λ λ λ λ λ λ2 2x x 1 x x 1 ( 1)x ( 1)( 1),            
 β) Για λ 1, η εξίσωση (1) θα έχει μοναδική λύση, τη: 

 λ λ λ
λ
 

  


( 1)( 1)
x 1

1
, λ

 γ) Για λ 1, η εξίσωση (1) γίνεται  0 x 0, δηλαδή ταυτότητα στο .

Β7. α) Έχουμε διαδοχικά:  

     ή ήx 2 3 x 2 3 x 2 3 x 2 3 x 2 3            

 β)  Έστω  1x 2 3 και  2x 2 3 οι ρίζες της ζητούμενης εξίσω-
σης 2ου βαθμού. 

  Τότε έχουμε: 

     1 2S x x 2 3 2 3 4        και 

       21 2P x x 2 3 2 3 4 3 4 3 1          

  Άρα η ζητούμενη εξίσωση 2ου βαθμού με ρίζες τις 1 2x , x  είναι: 
 2 2x Sx P 0 x 4x 1 0      

Β8. α) Η εξίσωση λ λ λ2 2( 9)x 3   , για παράδειγμα, για τις τιμές:

  λ με λύση 1
1 8x 2 x

4
       
 

  λ  (με λύση     0 9x 0 x 0)

  λ με λύση 1
1 8x 4 x

2
        
 

 β)  Για να έχει η δοθείσα εξίσωση μία μοναδική λύση, θα πρέπει να 
ισχύει: 

  
λ λ λ λ και λ

λ και λ

2 9 0 ( 3)( 3) 0 ( 3 0 3 0)
( 3 3)

           
   

  Η λύση της εξίσωσής μας τότε είναι: 

  
λ λ λ λ λ
λ λ λ λ

2

2

3 ( 3)
x

9 ( 3)( 3) 3
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 γ) Με βάση το ερώτημα (β) έχουμε: 

 
λ λ λ λ λ

λ
         


4 4( 3) 3 12 4

3

   Αλλιώς: Για να είναι το 4 λύση της δοθείσας εξίσωσης, θα πρέπει 
να την επαληθεύει. Δηλαδή πρέπει:

 

λ λ λ λ λ λ
λ λ λ λ

2 2 2 2

2 2

( 9) 4 3 4 36 3

3 3 36 0 3( 12) 0

        
       

  η οποία έχει λύσεις τις λ (απορρίπτεται)3  ή λ  4.

Β9. α)  Έχουμε Δ λ λ λ        4 4( 2) 4 4 8 4 12. Για να έχει η δο-
θείσα εξίσωση πραγματικές ρίζες, θα πρέπει: 

 Δ λ λ λ        0 4 12 0 4 12 3

 β) Από τους τύπους του Vieta, έχουμε  
λ λ

1 2

1 2

2
S x x 2

1 .
2

P x x 2
1

      
      


  Τώρα από τη σχέση    1 2 1 2x x 2(x x ) 1, έχουμε ισοδύναμα: 

 λ1 2 1 2x x 2(x x ) 1 P 2S 1 2 2 ( 2) 1             
 λ λ2 4 1 1        
  που είναι δεκτή τιμή αφού λ   1 3.

Β10. α) i)  Για α 1, η εξίσωση α α  2( 3)x 9 γίνεται  4x 8 με μοναδι-
κή λύση τη  x 2.

  ii)  Για α  3, η εξίσωση α α  2( 3)x 9 γίνεται 0 x 0  , που 
αποτελεί ταυτότητα στο .

 β)  Για να έχει η εξίσωση α α  2( 3)x 9 μοναδική λύση, θα πρέπει 
να ισχύει: 

  α α    3 0 3

  Τότε η λύση είναι: 

 
α α α α
α α

2 9 ( 3)( 3)
x 3

3 3
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Β11. α) Για να έχει νόημα πραγματικού αριθμού η παράσταση: 

 
Π  
   

   

2 2

2 2

2x 1 1 2x 1 1

x x 1 x x x x 1

  θα πρέπει να ισχύει: 

   και2x x 0 x(x 1) 0 (x 0 x 1)         και (x 1 0 x 1)   
   Άρα η παράσταση Π έχει νόημα πραγματικού αριθμού για κάθε 

  x 0,1 .

 β)  Για κάθε   x 0,1 , θα έχουμε (με απαλοιφή των παρονομα-
στών): 

  

2 2

2

2 2

2x 1 1 2x 1 1
0 0

x x x 1 x(x 1) x 1

2x 1 x 0 2x x 1 0

 
     

   
       

   H εξίσωση αυτή έχει Δ  9 και λύσεις τις απορρίπτεται1x 1 ( )  

και  2

1
x

2
, που είναι δεκτή.

Β12. α)  Η περίμετρος και το εμβαδόν του ορθογωνίου με διαστάσεις 
x, y 0 είναι: 

 Π  2x 2y και  E x y

  Άρα έχουμε: 
  Π       20 2x 2y 20 x y 10 και    E 24 x y 24

   Αν S και P, αντίστοιχα, το άθροισμα και το γινόμενο των x και y 
που αποτελούν ρίζες της ζητούμενης εξίσωσης, έχουμε S 10 και 
P 24 και έτσι η ζητούμενη εξίσωση είναι: 

 κ κ κ κ2 2S P 0 10 24 0      
 β)  Τα μήκη των πλευρών του ορθογωνίου είναι οι ρίζες της εξίσωσης 

κ κ2 10 24 0,    που είναι x 4 και y 6 ή x  6 και y  4.

Β13. α)  Έχουμε α β α αβ β α β α β αβ        2 2 2 2 2 2( ) 2 ( ) ( ) 2  και 
από τα δεδομένα είναι αβ αβ αβ       22 12 272 2 128 64.
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 β)  Αν S και P αντίστοιχα το άθροισμα και το γινόμενο των α β, , τότε 
θα είναι S 12 και  P 64. Έτσι η ζητούμενη εξίσωση 2ου βαθμού, 
που έχει ρίζες τα α και β, είναι: 

  2 2x Sx P 0 x 12x 64 0      
 γ)  Τα α β,  αποτελούν τις ρίζες της εξίσωσης   2x 12x 64 0. Είναι 

Δ  400 και οι ρίζες της εξίσωσης είναι α1x 16   και β  2x 4  
(ή α  4 και β 16).

Β14. α) Έχουμε: 

  

   
  
3 7 3 71 1 6 6

A B 3
9 7 23 7 3 7 3 7 3 7

1 1 1 1
A B

9 7 23 7 3 7

  
       

   

     
 

 β)  Αν S και P αντίστοιχα το άθροισμα και το γινόμενο των A και B, θα 

έχουμε   S A B 3 και   
1

P A B
2

. Έτσι η ζητούμενη εξίσωση 

2ου βαθμού, που έχει ρίζες τα A και B, είναι η εξής:

 2 2 1
x Sx P 0 x 3x 0

2
           22x 6x 1 0

Β15. α)  Από τη δοσμένη σχέση έχουμε α β αβ αβ α β    2 2 20 ( ) 20. 
Αφού αβ  4, η προηγούμενη σχέση γίνεται: 

  α β α β4( ) 20 5    
 β)  Αν S και P αντίστοιχα το άθροισμα και το γινόμενο των α, β, θα 

έχουμε S 5 και P 4. Έτσι η ζητούμενη εξίσωση, που έχει ρίζες 
τα α και β, είναι η 2 2x Sx P 0 x 5x 4 0       . Τα α και β θα 
προκύψουν ως ρίζες της εξίσωσης αυτής. Η εξίσωση έχει διακρί-

νουσα Δ  9 και ρίζες 
1,2

5 3
x

2
, δηλαδή α 1x 4  και β 2x 1  

(ή α 1 και β  4).
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Β16. α) Έχουμε διαδοχικά από τη δοσμένη σχέση:

 

α β α β αβ αβ α αβ β
αβ α β

3 2 2 3 2 2

2

2 12 ( 2 ) 12

( ) 12

         
   

  Επειδή α β  1, θα είναι αβ αβ2( 1) 12 12.      
 β)  Αν S και P αντίστοιχα το άθροισμα και το γινόμενο των α και β, θα 

έχουμε  S 1 και  P 12. Έτσι η ζητούμενη εξίσωση, που έχει 
ρίζες τα α και β, είναι η 2 2x Sx P 0 x x 12 0       . Τα α και 
β θα προκύψουν ως ρίζες της εξίσωσης αυτής. 

   Η εξίσωση έχει διακρίνουσα Δ  49 και ρίζες 1,2

1 7
x

2

 
 , δηλαδή 

α 1x 3  και β  2x 4  (ή α  4 και β  3).

Β17. α) Η εξίσωση  2x 3 1 x 3     (1) έχει διακρίνουσα: 

  

   
   

Δ
2 2

2 2

3 1 4 3 3 2 3 1 4 3

3 2 3 1 3 1

       

    

 β)4  Αφού  Δ
2

3 1 0   , το τριώνυμο (1) θα έχει δύο άνισες ρίζες: 

   

   
1

2

3 1 3 1 2
x 1

2 2

3 1 3 1 2 3
x 3

2 2

   
    

 
    

   
 

  Άρα έχουμε    2x 3 1 x 3 x 3 (x 1)        .

Β18. α)  Έχουμε        2 22x 10x 12 2x 10x 12 0. Η εξίσωση έχει 
Δ  4 και λύσεις τις 1x 3 και 2x 2.

 β)  Για την εξίσωση   




22x 10x 12
0

x 2
, θα πρέπει αρχικά να ισχύει ο

 
περιορισμός    x 2 0 x 2. Τώρα έχουμε: 

4. Η άσκηση αυτή θα ξαναλυθεί στο κεφάλαιο 4ο, αφού χρησιμοποιήσαμε την παραγοντοποίηση 
τριωνύμου, δηλαδή αν 1 2x ,x  οι ρίζες του α β γ2x x  , τότε: β γ α2

1 2x x (x x )(x x )     .
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2
22x 10x 12

0 2x 10x 12 0
x 2

 
   

Οι ρίζες της τελευταίας εξίσωσης προκύπτουν από το ερώτημα (α) 
και είναι 1x 3 και απορρίπτεται2x 2 ( ) .

Β19. α)  Η διακρίνουσα της εξίσωσης κ  2x x 2 0 είναι Δ κ  2 8 0, 
για κάθε κ.

 β)  Από τους τύπους του Vieta έχουμε:
κ κ

    1 2S x x
1

 και 
    1 2

2
P x x 2

1
 γ)  Αν S΄ και P΄ αντίστοιχα το άθροισμα και το γινόμενο των ρ 1 12x  

και ρ 2 22x , θα είναι:

  

΄ ρ ρ κ
΄ ρ ρ

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

S 2x 2x 2(x x ) 2
P (2x )(2x ) 4x x 8

       
       

 

   Άρα η ζητούμενη εξίσωση, που έχει ρίζες τις ρ  και ρ1 2, είναι η:
 ΄ ΄ κ2 2x S x P 0 x 2 x 8 0      

Β20. α) Για την εξίσωση λ λ λ   2( 1)x ( 1)( 2) (1) έχουμε:
  Για λ 1, γίνεται  0 x 6, που είναι αδύνατη.
  Για λ  1, γίνεται  0 x 0, που είναι ταυτότητα.
 β)  Για να έχει μοναδική λύση η εξίσωση λ λ λ   2( 1)x ( 1)( 2), θα 

πρέπει να ισχύει:
 λ λ λ λ  και λ         2 1 0 ( 1)( 1) 0 1 1

   Τότε η μοναδική λύση της εξίσωσης είναι: 

 
λ λ λ λ και λ
λ λ λ
( 1)( 2) 2

x , 1 1
( 1)( 1) 1

  
    

  

Β21. α)  Το τριώνυμο  22x 3x 2 έχει διακρίνουσα Δ  25 και ρίζες τις 

1x 2 και  2

1
x

2
. Έτσι γράφεται: 

 2 1
2x 3x 2 2(x 2) x (x 2)(2x 1)

2
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 β) Για να ορίζεται η παράσταση  


 

2

2

x 4x 4
K

2x 3x 2
, θα πρέπει να ισχύει: 

  
και      2 1

2x 3x 2 0 x 2 x
2

  Άρα η παράσταση ορίζεται για κάθε     
 

 1
x ,2

2
.

 γ) Έχουμε: 

  και   
     

    

2 2

2

x 4x 4 (x 2) x 2 1
K , x 2 x

2x 3x 2 (x 2)(2x 1) 2x 1 2

Β22. α) Αφού α β  2,έχουμε διαδοχικά: 

  α β αβ αβ α β αβ αβ2 2 30 ( ) 30 2 30 15            
 β)  Αν S και P αντίστοιχα το άθροισμα και το γινόμενο των α, β, θα 

έχουμε α βS 2    και α βP 15    . Άρα η ζητούμενη εξίσωση, 
με ρίζες τα α και β, είναι: 

 2 2x Sx P 0 x 2x 15 0      
  Τα α, β θα προκύψουν ως λύσεις της εξίσωσης αυτής. 
   Έχουμε Δ  64 και οι ρίζες είναι: 

α1x 5   και β  2x 3  (ή  β  και α  5 3)

Β23. α) Για να ορίζεται η παράσταση 



1 x

A
x 1

, θα πρέπει να ισχύει: 

     x 1 0 x 1 

   Για να ορίζεται η παράσταση 
2

2
B

x x
, θα πρέπει να ισχύει:

 και       2x x 0 x(x 1) 0 x 0 x 1

   Άρα για να ορίζονται ταυτόχρονα οι παραστάσεις A και B, θα πρέ-
πει και x 0 x 1. Δηλαδή οι παραστάσεις A και B ορίζονται ταυ-
τόχρονα για κάθε   x 0,1 .

 β) Για και x 0 x 1, έχουμε διαδοχικά:
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2
2

2

1 x 2
A B (1 x)(x x) 2(x 1)

x 1 x x
x(x 1)(x 1) 2(x 1) x(x 1)(x 1) 2(x 1) 0

(x 1) x(x 1) 2 0 (x 1)(x x 2) 0


        

 
           
         

   Από την τελευταία εξίσωση παίρνουμε  x 1 0, από όπου προκύ-
πτει απορρίπτεταιx 1 ( )  ή    2x x 2 0 , από όπου προκύπτει 

1x 2   και απορρίπτεται2x 1 ( ).  Άρα η μόνη δεκτή λύση της εξί-
σωσης A B είναι η  x 2.

Β24. α) Η διακρίνουσα της εξίσωσης λ λ λ     2x 2 x 4( 1) 0,  είναι: 

  Δ λ λ λ λ λ λ λ           2 2 2 24 4 4( 1) 4 16 16 4( 4 4) 4( 2)

 β)  Επειδή Δ  0 για κάθε λ (η ισότητα ισχύει μόνο όταν λ  2), η 
δοθείσα εξίσωση θα έχει πραγματικές ρίζες για κάθε τιμή του λ 
(άνισες ή μία διπλή ρίζα).

 γ)  Από τους τύπους του Vieta έχουμε: 

 
λ λ

  
2

S 2
1

 (1) και λ λ
  
4( 1)

P 4( 1)
1  

(2)

  ΄Ετσι, από τις (1) και (2) έχουμε διαδοχικά: 

  

λ λ

λ λ λ

2 2
1 2 1 2

2

(x x ) x x 5 0 ( 2 ) 4( 1) 5 0
1

4 4 1 0
2

          

      

Β25. α) i) Έχουμε: 

     
1 1 5 5 5 5 10 1

A B
25 5 25 5 5 5 5 5 5 5

  
     

   

  ii) Έχουμε   
1 1 1 1

A B
205 5 5 5 5 5 5 5

    
   

.

 β)  Η εξίσωση που έχει ρίζες τους αριθμούς A και B είναι: 
   2x Sx P 0, όπου  S A B και  P A B

  Άρα θα είναι η εξίσωση       2 21 1
x x 0 20x 10x 1 0

2 20
.
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Β26. α)  Για λ  2 η εξίσωση λ λ λ    2( 2)x 2 x 1 0 (1) έχει διακρίνου-
σα: 

  
Δ λ λ λ λ λ λ λ

λ λ λ λ

2 2 2

2 2

(2 ) 4( 2)( 1) 4 4( 2 2)

4 4 4 8 4 8

         
       

   Για να έχει η εξίσωση (1) δύο ρίζες πραγματικές και άνισες, θα πρέπει: 
  Δ λ λ λ          0 4 8 0 4 8 2 
  Επειδή όμως είναι λ  2, τελικά έχουμε λ    ( , 2) ( 2,2).
   Άρα για τις τιμές λ    ( , 2) ( 2,2) η εξίσωση (1) έχει δύο 

πραγματικές και άνισες ρίζες.
 β)  Από τον τύπο του Vieta για το άθροισμα S των ριζών της εξίσωσης 

(1) και για λ  2, έχουμε:

  λ λ λ λ λ
λ


            

2

S 2 2 2 4 2 4 4 1
2

   
Η λύση αυτή είναι δεκτή, σύμφωνα με τους περιορισμούς του ερω-
τήματος (α).

Β27. α)  Για λ  2 η εξίσωση λ λ λ    2( 2)x 2 x 1 0 (1) έχει διακρίνου-
σα: 

  
Δ λ λ λ λ λ λ λ

λ λ λ λ

2 2 2

2 2

(2 ) 4( 2)( 1) 4 4( 2 2)

4 4 4 8 4 8

         
      

   Για να έχει η εξίσωση (1) δύο ρίζες πραγματικές και άνισες, πρέπει: 
 Δ λ λ λ          0 4 8 0 4 8 2

  Επειδή όμως είναι λ  2, τελικά έχουμε λ    ( , 2) ( 2,2).
   Άρα για τις τιμές λ    ( , 2) ( 2,2) η εξίσωση (1) έχει  δύο 

πραγματικές και άνισες ρίζες.
 β) Έχουμε: 

  λ λ λ λ λ
λ


                
1 2

1 5
P x x 3 3 3 6 1 4 5

2 4
 

  Η λύση αυτή είναι δεκτή, αφού λ       
5

( , 2) ( 2,2)
4

.
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ΘΕΜΑ Γ

Γ1. α)  Με απαλοιφή των παρονομαστών στη δοσμένη εξίσωση, έχουμε 
ισοδύναμα:

  

  
        

             
     

t 1 t 2 t 3
6(t 1) 4(t 2) 3(t 3)

2 3 4
6t 6 4t 8 3t 9 6t 4t 3t 9 8 6
t 11 t 11

 β) Στη δοσμένη εξίσωση, θέτουμε   x 3 t 0 και έχουμε: 

  ή ή           x 3 11 x 3 11 x 3 11 x 14 x 8

 γ)  Η δοσμένη εξίσωση έχει νόημα, όταν: 
ή2 2x 1 0 x 1 x 1 x 1 x 1         

  Θέτουμε ω   3 2x 1 8 0 και έχουμε: 

  
ή3 3 32 2 2x 1 8 11 x 1 8 11 x 1 8 11            

  Άρα: 

  

ή

3 32 2 2 2x 1 8 11 x 1 3 x 1 27 x 28

x 2 7 x 2 7

           

     

   απορρίπτεται3 32 2x 1 8 11 x 1 19 0 ( )        

Γ2. α)  Η δοσμένη εξίσωση έχει διακρίνουσα Δ  25 και ρίζες τις 1y 4 
και  2y 1.

 β) Η δοσμένη εξίσωση ισοδύναμα γίνεται: 

            2 2x (x 3) 3x(x 3) 4(x 3) (x 3)(x 3x 4) 0  
ή ή ή2(x 3 0 x 3x 4 0) (x 3 x 4 x 1)          

 γ)  Στη δοσμένη εξίσωση, θέτουμε  x 5 t και έχουμε   2t 3t 4 0, 
με ρίζες τις 1t 4 και  2t 1. Άρα: 

    x 5 4 x 9  ή      x 5 1 x 4

 δ) Η δοσμένη εξίσωση ισοδύναμα γίνεται: 
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2 2(x 5) (5 x)(x 1) 0 (x 5) (x 5)(x 1) 0

(x 5) (x 5) (x 1) 0 (x 5)(2x 4) 0

           
         

  
Άρα    x 5 0 x 5  ή     2x 4 0 x 2

Γ3. α)  Για λ  3, η εξίσωση (1) γίνεται  0 x 0, που είναι ταυτότητα (αλη-
θεύει για όλες τις τιμές του x ).

 β)  Για λ  3, η εξίσωση (1) γίνεται      0 x 6 0 x 6, που είναι 
αδύνατη.

 γ) Για λ  3 και λ  3, διακρίνουμε τις παρακάτω περιπτώσεις:
  λ λ   3 3 0, οπότε λ λ  3 3 και άρα η εξίσωση γίνε-

ται λ λ2( 9)x 3   , η λύση της οποίας είναι: 

  λ λ
λ λ λ λ2

3 3 1
x x x

9 ( 3)( 3) 3

 
    

   

  λ λ   3 3 0,οπότε λ λ   3 ( 3) και άρα η εξίσωση γί-
νεται λ λ2( 9)x ( 3)    , η λύση της οποίας είναι: 

  
λ λ
λ λ λ λ2

3 3 1
x x x

9 ( 3)( 3) 3

 
       

   

Γ4.  Για τις παραστάσεις A και B έχουμε: 

 

λ λ λ
λ λ λ

    
    

2 2

2

A 9 12 4 (3 2)

B 4 9 (2 3 )(2 3 )

 α)  Αν λ λ   
2

3 2 0
3

, τότε έχουμε A 0 και B 0 και η εξίσωση 

(1) γίνεται  0 x 0, η οποία είναι ταυτότητα (αληθεύει για όλες τις 
τιμές του x ).

 β)  Αν λ λ    
2

2 3 0
3

, τότε έχουμε B 0 και A 16 και η εξίσω-

ση (1) γίνεται  0 x 16, η οποία είναι αδύνατη.

 γ)  Αν λ  2

3
 και λ   2

3
, τότε η μοναδική λύση της εξίσωσης είναι: 

  
λ λ λ
λ λ λ λ λ
  

    
    

2 2A (3 2) (2 3 ) 2 3
x

B (2 3 )(2 3 ) (2 3 )(2 3 ) 2 3
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Γ5. α)  Η εξίσωση (1) έχει διακρίνουσα:

  

 
   
     

Δ
2

1

2 2

2 2 2

3 5 4 3 5

3 2 3 5 5 4 3 5

3 2 3 5 5 3 5 0

       

      

      

   Άρα η εξίσωση (1) έχει δύο άνισες πραγματικές ρίζες, οι οποίες 
είναι οι εξής:

  

   
1,2

3 5 3 5
x

2 3

  


 

  δηλαδή   1

2 3
x 1

2 3
 και   2

2 5 5 15
x

32 3 3
.

 β) Η εξίσωση  25x 3 5 x 3 0 (2)     έχει διακρίνουσα:

  

 
   
     

Δ
2

2

2 2

2 2 2

3 5 4 3 5

3 2 3 5 5 4 3 5

3 2 3 5 5 3 5 0

       

      

      

   Άρα η εξίσωση (2) έχει δύο άνισες πραγματικές ρίζες, οι οποίες 
είναι οι εξής:

  
ρ  1

2 5
1

2 5
  και  ρ   2

2 3 3 15

52 5 5

  όπου προφανώς ρ 1
1

1

x
  και  ρ 2

2

1

x
.

 γ)  Με βάση τα προηγούμενα ερωτήματα, ισχυριζόμαστε ότι η εξίσω-
ση που έχει ρίζες τις αντίστροφες των ριζών της εξίσωσης: 

  α α β β2x x 0      (Ι) 

  είναι η  β α β α2x x 0      (ΙΙ) (α β και α β , 0 ).
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   Η απόδειξη του προηγούμενου ισχυρισμού γίνεται ως εξής: 
   Οι εξισώσεις (1) και (2) έχουν διακρίνουσες Δ1 και Δ2 αντίστοιχα, 

οι οποίες είναι ίσες μεταξύ τους. Δηλαδή ισχύει ότι:

  

 
   
     

Δ Δ α β α β

α α β β α β

α α β β α β

2

1 2

2 2

2 2 2

4

2 4

2 0

        

      

      

  Οι ρίζες της εξίσωσης (1) είναι 
β

 
α

 1 2x 1, x , ενώ της εξίσωσης (2) 

  
είναι αρ  ρ

β
 1 21, . Προφανώς ισχύει ότι ρ 1

1

1

x
 και ρ 2

2

1

x
.

Γ6. α)  Για να είναι η (1) εξίσωση 2ου βαθμού, θα πρέπει να ισχύει: 
 α β α β0      (δηλαδή οι α, β να μην είναι αντίθετοι)
   Σχόλιο: Αν α β  0, η εξίσωση γίνεται α24 0 , η οποία είναι αδύ-

νατη αν α  0.
 β) Η εξίσωση (1) έχει διακρίνουσα: 

   Δ α β α β α β α β α β
22 2 2 2 2 2 2 2 2 22( ) 4( ) ( ) 4( ) 4( ) 0            

  Άρα η εξίσωση έχει μία διπλή ρίζα.
 γ)  Η διπλή ρίζα της εξίσωσης (1) είναι: 

 
α β α β α β α β
α β α β α β

2 2

2 2

2( ) ( )( )
x

2( ) ( )

   
  

  

Γ7. α) Η δοσμένη εξίσωση γράφεται ισοδύναμα:

  

λ λ μ ν μν
λ λ μ ν μν Ι

2 2 2 2

2 2 2 2

x 2 x 2 0

x 2 x ( 2 ) 0 ( )

      
      

  Η διακρίνουσα της εξίσωσης (Ι) είναι: 

   Δ λ λ μ ν λ λ μ ν μ ν2 2 2 2 2 2 2( 2 ) 4 ( ) 4 4 4( ) 4( ) 0             
  Άρα η εξίσωση (Ι) έχει πραγματικές ρίζες για κάθε λ μ ν, , .
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 β) Αν Δ μ ν  0 , τότε οι άνισες ρίζες της (1) είναι: 

 
λ μ ν λ μ ν 

   
2 2( )

x ( )
2

 
   δηλαδή λ μ ν  1x  και λ μ ν  2x .
  Αν Δ μ ν  0 , τότε η εξίσωση γίνεται: 
 λ λ λ λ       2 2 2x 2 x 0 (x ) 0 x  
   δηλαδή έχει μία διπλή ρίζα, τη λx .

Γ8. Η διακρίνουσα της εξίσωσης μ ν    2x x 0 είναι Δ μ ν  2 4 0, άρα 
η εξίσωση (1) έχει δύο άνισες πραγματικές ρίζες, τις 1 2x , x  με μS  και 

νP , όπου S και P το άθροισμα και το γινόμενο των 1 2x , x  αντίστοιχα.
 α)  Η εξίσωση που έχει ρίζες τις αντίθετες των 1 2x , x , δηλαδή τις 

ρ  1 1x  και ρ  2 2x , θα έχει: 

   ρ ρ μ        1 1 2 1 2S (x x ) S  και ρ ρ ν     1 1 2 1 2P x x P  
Άρα η ζητούμενη εξίσωση είναι μ      2 2

1 1x S x P 0 x x v 0.
 β)  Η εξίσωση  μ ν  2x x 0  δεν έχει ρίζα το 0, αφού μ ν20 0    
   ν 0  . Η εξίσωση που έχει ρίζες τις αντίστροφες των 1 2x , x , δη-

λαδή τις ρ 3
1

1

x
 και ρ 4

2

1

x
, θα έχει: 

   
μρ ρ 

      2 1
2 3 4

1 2 1 2

1 1 x x S
S

x x x x P v
 και 

ρ ρ     2 3 4
1 2 1 2

1 1 1 1
P

x x x x v

  Άρα η ζητούμενη εξίσωση είναι: 

  
μ μ

ν
2 2 2

2 2

1
x S x P 0 x x 0 vx x 1 0

v
           

 γ) i) Αν υποθέσουμε ότι 1 2x x  , τότε  1 2x x 5 . Τώρα έχουμε: 

   

 
μ ν

2
2 2 2

1 2 1 2 1 2

2 2 2
1 2 1 2

(x x ) 5 x x 2x x 5

(x x ) 4x x 5 S 4P 5 4 5
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  δηλαδή μ μ  2 4 5 0 με ρίζες τις μ  5 ή μ  –1 (απορρίπτε-

ται αφού  μ   0 ).
    Άρα για ν  μ  5 οι ρίζες της δοθείσας εξίσωσης διαφέρουν 

κατά 5

  ii)   Θα είναι: 
 μ μ μ2

1 2 1 1S x x x x        και 
μ μ μ3

1 2 1P x x x    

   Άρα 3 2 2
1 1 1 1 1 1x x x 0 x (x x 1) 0       . Έτσι θα έχουμε:

  απορρίπτεται1x 0 ( )  ή 2
1 1x x 1 0    

  ή1 1

1 5 1 5
x x

2 2

  
   

 
 

     Αν 1

1 5
x ,

2


  είναι 2

3 5
x

2


 ,

 
οπότε:

 
ν μ 1 5 3 5

2 5
2 2

 
    

     Αν 1

1 5
x

2


 , είναι 2

3 5
x

2


 ,

 
οπότε:

 
ν μ 1 5 3 5

2 5
2 2

 
    

Γ9. α)  Η εξίσωση (1) έχει διακρίνουσα Δ    213 4 36 25 και ρίζες τις 
1x 9  και  2x 4. 

 β)  Η εξίσωση (2) είναι διτετράγωνη και έτσι, θέτουμε  2x y 0 και 
έχουμε: 

    2y 13y 36 0, η οποία λύθηκε στο ερώτημα (α) και είναι: 

  

2
1 1 2

2
2 3 4

y 9 x 9 x 3, x 3

y 4 x 4 x 2, x 2

      
      

   Άρα η εξίσωση (2) έχει τέσσερις άνισες ρίζες, τις: 
         1 2 3 4x 3, x 3, x 2, x 2
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 γ)  Θέτουμε   x 2 t 0 και παίρνουμε   2t 13t 36 0, η οποία έχει 
λυθεί στο ερώτημα (α) με:

  

ή ή
ή ή

1

2

t 9 x 2 9 x 2 9 x 2 9 x 11 x 7

t 4 x 2 4 x 2 4 x 2 4 x 6 x 2

             

             

   Άρα η εξίσωση (2) έχει τέσσερις άνισες ρίζες, τις: 
 , ,x 11 x 7, x 6 x 2     

Γ10. Η εξίσωση κ λ  2x 2 x 0 έχει διακρίνουσα Δ κ λ κ λ   2 24 4 4( ), 
με  κ λ      , 1, 2, 3, 4, 5, 6 . Τα αποτελέσματα του πειράματος τύχης της 
ρίψης των δύο ζαριών φαίνονται στον παρακάτω πίνακα διπλής εισόδου, 
με Ν(Ω)  36.

κ
λ 1 2 3 4 5 6

1 1, 1 1, 2 1, 3 1, 4 1, 5 1, 6
2 2, 1 2, 2 2, 3 2, 4 2, 5 2, 6
3 3, 1 3, 2 3, 3 3, 4 3, 5 3, 6
4 4, 1 4, 2 4, 3 4, 4 4, 5 4, 6
5 5, 1 5, 2 5, 3 5, 4 5, 5 5, 6
6 6, 1 6, 2 6, 3 6, 4 6, 5 6, 6

 α)  Για να έχει η εξίσωση (1) δύο άνισες πραγματικές ρίζες, θα πρέπει 
να ισχύει: 

 Δ κ λ κ λ κ λ        2 2 20 4( ) 0 0

   Άρα αν Α είναι το ενδεχόμενο: «Η εξίσωση (1) να έχει δύο άνισες 
πραγματικές ρίζες», τότε:

 N(A) 27 και 
Ω

  
N(A) 27 3

P(A)
N( ) 36 4

 β)  Για να έχει η εξίσωση (1) δύο ίσες πραγματικές ρίζες, θα πρέπει να 
ισχύει: 

 Δ κ λ κ λ κ λ        2 2 20 4( ) 0 0

   Άρα αν Β είναι το ενδεχόμενο: «Η εξίσωση (1) να έχει δύο ίσες 
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πραγματικές ρίζες», τότε  B (1, 1), (2, 4) , με N(B) 2 και άρα 

Ω
  
N(B) 2 1

P(B)
N( ) 36 18

.

 γ)  Για να μην έχει η εξίσωση (1) πραγματικές ρίζες, θα πρέπει να ισχύει: 

 Δ κ λ κ λ κ λ        2 2 20 4( ) 0 0

   Άρα αν Γ είναι το ενδεχόμενο: «Η εξίσωση (1) να μην έχει πραγ-

ματικές ρίζες», τότε  Γ  (1, 2), (1,3), (1, 4), (1,5), (1,6), (2,5), (2,6) , 

με Γ N( ) 7 και άρα ΓΓ
Ν Ω

 
N( ) 7

P( )
( ) 36

.

  Σχόλιο: Το ερώτημα (γ) λύνεται ευκολότερα ως εξής: 

  
Γ Β         

27 2 7
P( ) 1 P(A ) 1 P(A) P(B) 1

36 36 36
   

Δηλαδή το ενδεχόμενο Γ είναι το αντίθετο του ενδεχομένου «η εξί-
σωση (1) να έχει πραγματικές ρίζες», δηλαδή αντίθετο του ενδεχο-
μένου A B.

Γ11. α)  Για να είναι η εξίσωση  2P(A)x 2P(A B)x 4P(B) 0 (1)     εξί-
σωση 2ου βαθμού, θα πρέπει P(A)  , δηλαδή το ενδεχόμενο A να 
μην είναι αδύνατο.

 β)  Για να είναι η εξίσωση  2P(A)x 2P(A B)x 4P(B) 0 (1)     εξί-
σωση 1ου βαθμού, θα πρέπει P(A)  0, δηλαδή το ενδεχόμενο A να 
είναι αδύνατο.

  Τότε η εξίσωση (1) γίνεται: 

  
 

 
2P(A B)x 4P(B) 0 2 P(A) P(B) x 4P(B) 0

2P(B)x 4P(B) (2)

         

 
  Άρα διακρίνουμε τις παρακάτω περιπτώσεις:
  Αν P(B) 0, τότε η εξίσωση (2) γίνεται ταυτότητα0 x 0 ( ) 
  Αν P(B) 0, τότε η εξίσωση (2) έχει μοναδική λύση τη 

4P(B)
x x 2

2P(B)
  

 γ) Αφού τα ενδεχόμενα A και B είναι ασυμβίβαστα και  A , θα είναι: 

   P(A B) P(A) P(B)
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   Η εξίσωση  2P(A)x 2P(A B)x 4P(B) 0 (1)     έχει διακρίνουσα:

  

   
 
   
     

Δ 2 2

2

2 2

2 2 2

2P(A B) 4P(A) 4P(B) 4 P(A B) 16P(A) P(B)

4 P(A) P(B) 16P(A) P(B)

4 P(A) 8P(A) P(B) 4 P(B) 16P(A) P(B)

4 P(A) 8P(A) P(B) 4 P(B) 4 P(A) P(B) 0

         

    

      

      

  Άρα η εξίσωση (1) έχει πραγματικές ρίζες αν  A .
 δ) Αφού  A  και η εξίσωση (1) έχει μία διπλή ρίζα, θα είναι:

   Δ 2
0 4 P(A) P(B) 0 P(A) P(B)       

   Δηλαδή τα ενδεχόμενα A και B είναι ισοπίθανα και προφανώς 
 B ). Τώρα έχουμε: 

 
καιP(A B) P(A) P(A B) P(A)

P(B A) P(B) P(A B) P(B)
    
    

 
   

Επομένως ισχύει ότι   P(A B) P(B A), δηλαδή τα ενδεχόμενα 
A B και Β Α  είναι ισοπίθανα.

Γ12. α)  Η διακρίνουσα της εξίσωσης κ κ  κ      2 2x 1 x 0, (1) είναι: 

   Δ κ κ κ κ κ κ κ κ κ
2 2 2 2 2 2 21 4 ( 1) 4 2 1 4 3 2 1              

  Για να έχει η εξίσωση (1) μία διπλή ρίζα, θα πρέπει να ισχύει: 

 
Δ κ κ κ ή κ2 1

0 3 2 1 0 1
3

         

  Άρα για κ  και κ  
1

1
3

, η εξίσωση (1) έχει διπλή ρίζα.

 β) Έχουμε κ κ  ή κ κ  ή κ1 2 ( 1 2 1 2) ( 3 1)            .
  Για κ  3, η εξίσωση (1) γίνεται   2x 2x 9 0 με διακρίνουσα 

Δ   1 32 0, άρα η εξίσωση (1) είναι αδύνατη.
  Για κ  1, η εξίσωση (1) γίνεται: 

       2 2x 2x 1 0 (x 1) 0 x 1 (διπλή ρίζα).
 γ) Έχουμε: 

  

 Δ κ κ κ κ κ κ
κ κ κ κ κ κ κ κ

2 2 2 2 2 21 4 ( 1) 4 ( 1) (2 )

( 1 2 )( 1 2 ) ( 1)(3 1) ( 1)(3 1) 0
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αφού έχουμε κ κ1

3 1 0
3

     και κ κ    1 1 0 

.

  Άρα για κ  
1

1
3

, η εξίσωση (1) έχει δύο άνισες ρίζες.

 δ)  Για κ  
1

1
3

, η εξίσωση (1) έχει δύο άνισες πραγματικές ρίζες, 

έστω 1 2x , x . Αν S και P είναι αντίστοιχα το άθροισμα και το γινόμε-
νο των ριζών 1 2x , x , τότε έχουμε: 

 κ κ   S 1 1  (Ι) 

  αφού κ κ κ κ1
1 1 1 0 1 1

3
            
 

 και P(κ)  κ2 (ΙΙ)

   Αν τώρα S΄ και P΄ αντίστοιχα είναι το άθροισμα και το γινόμενο 
των ριζών της εξίσωσης που έχει ρίζες τις 1 2x , x  αυξημένες κατά 3, 
θα έχουμε (λαμβάνοντας υπόψη τις σχέσεις (Ι) και (ΙΙ)): 

  

΄ κ κ
΄

κ κ κ κ κ κ

1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

2 2 2

S (x 3) (x 3) (x x ) 6 S 6 1 6 7
P (x 3)(x 3) x x 3(x x ) 9 P 3S 9

3(1 ) 9 3 3 9 3 12

             
          
          

  Άρα η ζητούμενη εξίσωση είναι: 

  
΄ ΄ κ κ κ  κ2 2 2 1

x S x P 0 x (7 )x 3 12 0, 1
3

            

Γ13. Η διακρίνουσα Δ της δοθείσας εξίσωσης είναι: 

        Δ λ λ λ λ
2 2

1 2 4 2 2 4 1 2 8 1 2             και το πλή-

θος των απλών ενδεχομένων του δειγματικού χώρου Ω είναι Ν(Ω)  8.
 α)  Για να έχει η δοθείσα εξίσωση (1) δύο πραγματικές και ίσες ρίζες 

(δηλαδή μία διπλή ρίζα), θα πρέπει: 

  

   
   
      
 

Δ λ λ

λ λ

λ λ λ λ

λ ή λ

2

2

0 1 2 4 2 2 4 0

1 2 8 1 2 0

1 2 1 2 8 0 1 2 1 10 0

1 2 0 1 10 0

        

       

               
      

 

  Είναι:
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λ λ λ ή λ λ ή λ
λ λ λ ή λ

λ  ή λ

1 2 0 1 2 ( 1 2 1 2) ( 3 1)

1 10 0 1 10 ( 1 10 1 10)

( 11 9)

                

             

   
   Συνεπώς το ενδεχόμενο Α είναι  A=   9, 3, 11 , δηλαδή το πλήθος 

των ευνοϊκών περιπτώσεων του Α είναι Ν(Α)  3.

  Άρα 
Ω

 
N(A) 3

P(A)
N( ) 8

.

 β)  Για να έχει η δοθείσα εξίσωση δύο πραγματικές και άνισες ρίζες, 
θα πρέπει:

    Δ λ λ
2

0 1 2 8 1 2 0       

  Θέτουμε ω λ 1 2   , οπότε είναι:
 ω ω ω ω2 8 0 ( 8) 0    

  

Αν ω ή ω τότε Δ και άρα:
λ λ λ λ
λ λ λ ή λ

λ ή λ

0 8, 0

1 2 0 1 2 2 1 2 1 3

1 2 8 1 10 ( 1 10 1 10)

( 11 9)

  
               

             

   

   Συνεπώς το ενδεχόμενο Β είναι Β=   
 

1
10,0,

2
, δηλαδή το πλήθος 

των ευνοϊκών περιπτώσεων του Β είναι Ν(Β)  3.

  Άρα 
Ω

 
N(B) 3

P(B)
N( ) 8

.

 γ) 1ος τρόπος
   Μπορούμε να βρούμε την πιθανότητα με την ίδια διαδικασία που 

ακολουθήσαμε στα προηγούμενα ερωτήματα, αφού το Γ ικανοποι-
είται όταν: 

 

 
 

Δ λ λ και λ

λ και λ ή λ

0 0 1 2 8 1 10 1 2

( 9 11) ( 3 1)

          

     

  Τελικά προκύπτει ότι λ ή λ9 1 3 11      .

   Άρα το ενδεχόμενο Γ είναι Γ=   
 

10
3,

3
, δηλαδή το πλήθος των ευ-

νοϊκών περιπτώσεων του Γ είναι Ν(Γ)  2 και έτσι έχουμε:
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 Ν ΓΓ
Ν Ω

  
( ) 2 1

P( )
( ) 8 4

   2ος τρόπος (Θα πρέπει όμως να είναι Γ Ω  A B , που στην πε-
ρίπτωσή μας η προϋπόθεση αυτή ικανοποιείται.) 

  Είναι Γ Α Β ΄ ( )  και άρα: 

 Γ ΄P( ) P(A B) 1 P(A B)     
 

   6 2 1
1 P(A) P(B) 1

8 8 4
      

  (αφού τα ενδεχόμενα Α, Β είναι ασυμβίβαστα μεταξύ τους).

Γ14. α)  Για την εξίσωση (1), έχουμε: 

 ή ή2x 1 3 (2x 1 3 2x 1 3) (x 2 x 1)           

  Για την εξίσωση (2), θα πρέπει αρχικά να ισχύει:
        2x 2 0 2x 2 x 1

  Έχουμε: 

  

ή
δεκτή

3x 3 2x 2 (3x 3 2x 2 3x 3 2x 2)

x 1 ( )

           

  
 β)  Αν 1x 2 και  2x 1 είναι οι λύσεις της εξίσωσης (1), το άθροι-

σμα S και το γινόμενο τους P αντίστοιχα είναι   1 2S x x 1 και 

1 2P x x 2   . Άρα η ζητούμενη εξίσωση 2ου βαθμού, που έχει ως 
ρίζες τις 1 2x , x , είναι 2 2x Sx P 0 x x 2 0.      

 γ) Αφού η εξίσωση α β  2x x 1 0 έχει διπλή ρίζα, θα είναι: 

  Δ β α β α Ι     2 20 4 0 4 ( )

   Επίσης, αφού έχει λύση την κοινή λύση των εξισώσεων (1) και (2), 
θα επαληθεύεται από τη  x 1, από όπου παίρνουμε: 

 α β α β  ΙΙ     1 0 1 ( )

  Από τις σχέσεις (Ι) και (ΙΙ) έχουμε: 

  β β β β β β          2 2 24( 1) 4 4 0 ( 2) 0 2 
   Από τη σχέση (Ι) έχουμε α α  4 4 1. Άρα η ζητούμενη εξίσω-

ση, που έχει διπλή ρίζα τον αριθμό  x 1, είναι   2x 2x 1 0.
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Γ15. α) Για να έχει η εξίσωση (1) δύο άνισες ρίζες, θα πρέπει: 

 Δ μ ν μ ν     2 20 12 0 12

   Ακόμα, αφού μS  και νP 3 , θα είναι: 
 μ ν ν     2 2 212 S 4 3 S 4P

 β) Από τη σχέση (2) έχουμε διαδοχικά: 

  

ρ ρ ρ ρ 3(ρ ρ ρ ρ
μ ν μ ν Ι

1 2 1 2 1 2 1 23 3 2 ) 2 3S 2P
3 6 2 ( )
       

   

  Από τη σχέση (3) έχουμε διαδοχικά: 

  

ρ ρ ρ ρ
ν μ ν μ  ΙΙ

1 2 1 23 5( 2) 3 P 5(S 2)
3 3 5( 2) 3 3 5 10 ( )

        
       

   Από τις σχέσεις (Ι) και (ΙΙ) έχουμε: 
 ν ν ν ν3 3 10 10 13 13 1        
  Άρα ν 1 και μ  2.

Γ16. α)  Για να είναι η εξίσωση λ λ λ       2 2(2 1)x 4 2 x 4 1 0 (1) εξίσω-

ση 2ου βαθμού, θα πρέπει λ λ   
1

2 1 0
2

.

 β) Η διακρίνουσα της εξίσωσης (1) είναι: 

   
Δ λ λ λ λ λ λ

λ λ λ λ λ λ λ

2 2 2 2

2 2 2 2

4 2 4(2 1)(4 1) 4(2 1) 4(2 1)(4 1)

4(2 1) 4(2 1) (2 1) 4(2 1) 1 (2 1) 8 (2 1)

             
           

 γ) Για να έχει η (1) δύο άνισες ρίζες, θα πρέπει: 

  Δ λ λ λ λ         20 8 (2 1) 0 8 0 0

   Για να είναι η (1) αδύνατη, θα πρέπει: 

 
Δ λ λ λ λ         20 8 (2 1) 0 8 0 0 

  και αφού λ 1

2
 , θα είναι λ 1 1

0, ,
2 2

        
   

.

 δ)  Έστω S και P το άθροισμα και το γινόμενο αντίστοιχα των ριζών 
της εξίσωσης (1), όταν έχει δύο άνισες ρίζες, δηλαδή όταν λ  0. 
Από τους τύπους του Vieta έχουμε: 

   
λ λ
λ λ
 

 
 

4 2 2 2 1
S

2 1 2 1
, λ  1

2
 (I) και 
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λ λ λ λ
λ λ
  

   
 

24 1 (2 1)(2 1)
P 2 1

2 1 2 1
, λ  1

2  
(ΙΙ)

   Για να είναι οι ρίζες ομόσημες, θα πρέπει: 

 λ λ      
1

P 0 2 1 0
2

   Άρα θα είναι λ  
1

0
2

, οπότε ισχύει λ1 1
0

2 2
    ,

 

απ’ όπου 

προκύπτει ότι: 

  λ λ λ2 1 0 2 1 (2 1)        

  Επομένως είναι 
λ λ
λ λ

2 2 1 2(2 1)
S 2 0.

2 1 2 1

  
    

 

  Άρα η εξίσωση (1) έχει δύο ρίζες αρνητικές για λ1
0

2
   .

Γ17. α) Για να είναι 2ου βαθμού η εξίσωση (1), θα πρέπει: 

 
   

1
2P(A) 1 0 P(A)

2
 

   
και ακόμα 0 P(A) 1  , δηλαδή σε μορφή ένωσης διαστημάτων 

γράφεται 1 1
P(A) 0, ,1

2 2
          

.

 β) Η διακρίνουσα της εξίσωσης (1) είναι:

  

   

     

     
     
       

Δ ΄

΄

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

4P(A ) 2 4 2P(A) 1 4 P(A) 1

4 2P(A ) 1 4 2P(A) 1 1 2P(A)

4 2 1 P(A) 1 4 2P(A) 1 2P(A) 1

4 1 2P(A) 4 2P(A) 1 2P(A) 1

4 1 2P(A) 1 2P(A) 1 8 2P(A) 1 1 P(A) 0

             
       

        

     

       

  και άρα η εξίσωση (1) έχει δύο άνισες πραγματικές ρίζες.
 γ)  Αν S και P το άθροισμα και το γινόμενο αντίστοιχα των ριζών της 

εξίσωσης (1), θα έχουμε 
΄4P(A ) 2 2 2P(A) 1

S
2P(A) 1 2P(A) 1

 
 

 
 και:
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2

1 4 P(A) 1 2P(A) 1 2P(A)
P 1 2P(A) 0

2P(A) 1 2P(A) 1

  
     

   
οπότε η εξίσωση (1) έχει ρίζες ετερόσημες.

Γ18. α) Αρχικά θα πρέπει να ισχύει x 1 0 x 1    . Έχουμε: 

  

2 2

2 2

2

x 6x 9 x 1 (x 3) x 1

(x 3) x 1 x 6x 9 x 1

x 7x 10 0

        

         
   

   Η τελευταία εξίσωση έχει διακρίνουσα Δ  9 και ρίζες τις 1x 5 
και 2x 2.

 β) Αρχικά πρέπει        2 2x 2x 1 0 (x 1) 0 x 1. 
  Για x 1, έχουμε: 

   

2 2
2

2

3x 3
A 1 1 3 x 1 x 2x 1 3 x 1 (x 1)

x 2x 1

x 1 3 x 1 0 x 1 x 1 3 0


            

 
         

 

  Επομένως έχουμε: 

  απορρίπτεταιx 1 0 x 1 ( )      ή 

  

ή
ή

x 1 3 0 x 1 3 (x 1 3 x 1 3)

(x 4 x 2)

             

   
 γ)  Η μεγαλύτερη και η μικρότερη από τις ρίζες των εξισώσεων στα 

ερωτήματα (α) και (β) είναι 5 και –2 αντίστοιχα. Αφού οι αριθμοί 
αυτοί είναι ρίζες της εξίσωσης (2), θα έχουμε: 

  
β

β α α
α

S 5 2 3 3 0 0           και 

  
γ γ α
α

P 5 ( 2) 10 10 0         

  Σχόλιο: Η εξίσωση (2) έχει δύο ρίζες, αν και μόνο αν:

  β αγ β αγ
2

4 0 4     
  που αληθεύει από τα δεδομένα.
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ΘΕΜΑ Δ

Δ1. α)  Έχουμε Δ λ λ     2 216 4(2 ) 4 8 0 για κάθε λ και άρα η 
εξίσωση έχει 2 άνισες πραγματικές ρίζες.

 β) Σύμφωνα με τους τύπους του Vieta έχουμε:

  i)    1 2

4
S x x 4

1

  ii) λ λ
2

2
1 2

2
P x x 2

1


   

 γ) Αφού γνωρίζουμε τη μία ρίζα, έστω  1x 2 3, θα έχουμε:

  i)         2 2S 4 2 3 x 4 x 2 3

  ii) Για την έυρεση του λ θα έχουμε: 

   

  λ λ

λ λ λ ή λ

2 2
1 2

2 2

P x x 2 2 3 2 3 2

4 3 2 1 1 1

         

         

Δ2. α)  Η διακρίνουσα της εξίσωσης λ λ λ     2( 2)x (2 3)x 2 0 είναι:

   Δ λ λ λ λ λ λ λ           2 2 2(2 3) 4( 2)( 2) 4 12 9 4 16 12 25, 
λ  2

 β)  Για να έχει η εξίσωση δύο πραγματικές και άνισες ρίζες, θα πρέπει: 

  
Δ λ λ      

25
0 12 25 0

12
 

  και επειδή λ  2, θα είναι  λ 25
, 2 2,

12
       
 

.

 γ) Σύμφωνα με τους τύπους του Vieta έχουμε: 

  

λ  λ
λ

λ  λ
λ

1 2

1 2

2 3
S x x , 2

2
2

P x x , 2
2


     




   


 δ) Με βάση το ερώτημα (α), έχουμε διαδοχικά: 
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και
λ λκαι και
λ λ

λ λ και λ λ

λ  και λ

2 2
1 2 1 2

1 2 1 2

(x x 1) (x x 3) 0
(x x 1 0 x x 3 0)

2 3 2
(S 1 P 3) 1 3

2 2
( 2 3 2 2 3 6)

5
1

3

     
      

              
         

      
 

   Άρα δεν υπάρχει τιμή του λ, ώστε για τις ρίζες 1 2x , x  της εξί-
σωσης (1) να ισχύει η δοθείσα σχέση.

Δ3. α) Έχουμε: 

  

Δ α β α β α α β β α β
α α β β α β

2 2 2 2 2 4 2 2 4 2 2

4 2 2 4 2 2 2

( ) 4 2 4

2 ( )

       
    

 β)  Για να έχει η δοθείσα εξίσωση δύο άνισες ρίζες, θα πρέπει να ισχύ-
ει Δ α β2 2 20 ( ) 0    , που είναι αληθής για κάθε α β,  με 

α β α β α β2 2      (αφού οι α β,  είναι θετικοί αριθμοί).
   Άρα η σχέση μεταξύ των αριθμών α και β, ώστε η δοθείσα εξίσωση 

να έχει δύο ρίζες άνισες, είναι α β .
   Τότε οι ρίζες της εξίσωσης είναι: 

 
α β α β α βκαι

αβ β α

2 2 2 2

1,2 1 2

( ) ( )
x x x

2

   
    

 
 γ) α΄τρόπος: 

   Από τους τύπους του Vieta έχουμε α β
αβ

2 2

S


  και P 1. Άρα θα 

είναι:
  1 2 1 2 1 2(1 x )(1 x ) 4 1 x x x x 4 1 S P 4             

  

α β α β αβ α β αβ αβ
αβ αβ

α β αβ α β
που είναι αληθής για κάθε α β .

2 2 2 2
2 2

2 2 2

2
2 4 4 2 4

2 0 ( ) 0
,
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   β΄τρόπος: Αφού οι ρίζες είναι α
β1x   και β

α
2x , αντικαθιστώντας 

στην προς απόδειξη σχέση, έχουμε: 

  

α β β α
β α α β

β α αβ β α
α β αβ

αβ β α αβ α β αβ α β
που είναι αληθής για όλα τα α β

1 2

2 2

2 2 2 2 2

(1 x )(1 x ) 4 1 1 4 1 1 4

2
2 4 4

2 4 2 0 ( ) 0
, .

                
  

 
      

          


   Σχόλιο: Η σχέση   1 2(1 x )(1 x ) 4 στην πραγματικότητα είναι 
  1 2(1 x )(1 x ) 4, αφού α β .

Δ4. α)  Για να είναι η εξίσωση λ λ λ λ     2 2 2( )x ( 1)x ( 1) 0 2ου βαθ-
μού, θα πρέπει να ισχύει λ λ λ λ λ  και λ2 0 ( 1) 0 ( 0 1).       

 β) Για λ  0 και λ 1, η δοθείσα εξίσωση ισοδύναμα γίνεται: 

  

λ λ λ λ
λ λ λ λ λ
λ λ λ

λ λ λ  και λ

2 2 2

2

2

2

( )x ( 1)x ( 1) 0

( 1)x ( 1)( 1)x ( 1) 0

( 1) x ( 1)x 1 0

x ( 1)x 1 0, 1 0

      
        

        
      

 γ)  Η διακρίνουσα της εξίσωσης λ λ  λ  και λ     2x ( 1)x 1 0, 1 0

(που είναι ισοδύναμη με τη δοθείσα εξίσωση (1)) είναι:

    Δ λ λ λ λ λ λ λ λ2 2 2 2( 1) 4 2 1 4 2 1 ( 1) 0               
   αφού λ 1 . Άρα η εξίσωση λ λ  λ  και λ     2x ( 1)x 1 0, 1 0, 

(άρα και η (1)) έχει δύο πραγματικές και άνισες ρίζες.
 δ)  Αν λ  και λ 0 1, τότε οι ρίζες της παραπάνω εξίσωσης είναι: 

 
λ λλ λ

λ λ
    

 
2

1,2

( 1) 1( 1) ( 1)
x

2 2
 

  δηλαδή είναι: 

 
λ λ λ

λ λ
  

  1

( 1) ( 1) 2
x 1

2 2
 και λ λ

λ λ λ
  

  2

( 1) ( 1) 2 1
x

2 2
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Δ5. α)  Η εξίσωση λ  2x x 1 0 έχει διακρίνουσα Δ λ 2 4. Για να έχει 
αυτή πραγματικές και άνισες ρίζες, θα πρέπει:

 Δ λ λ λ λ  ή λ2 24 0 4 2 ( 2 2)          
 β)  Αν ο αριθμός ρ (είναι φανερό ότι ρ  0) είναι ρίζα της εξίσωσης 

λ  λ   2x x 1 0, , τότε ρ λρ  2 1 0 (Ι). Για να είναι και ο 

αριθμός  
ρ
1

 
 επίσης ρίζα της εξίσωσης, θα πρέπει να ισχύει: 

  
λ λρ ρ ρ λρ  (ρ

ρ ρ
2 2

2

1 1
1 0 1 0 1 0 0)            

  
η οποία αληθεύει λόγω της σχέσης (Ι).

 γ) i)  Από τους τύπους του Vieta έχουμε λ λ
    1 2S x x

1  
(ΙΙ) 

και 1 2

1
P x x 1 0

1
    . Άρα οι ρίζες 1 2x , x  είναι ομόσημες (και 

αντίστροφες).

    Επειδή λ λ
      1 2S x x 2 0

1
, οι ρίζες ρ1x  και 

ρ
2

1
x  

(με ρ  0) θα είναι θετικοί αριθμοί.
  ii) Με βάση και τα προηγούμενα ερωτήματα, έχουμε διαδοχικά:

  
ρ ρ

ρ ρ1 2

4 4
x 4x 4 4 4 0         

   
ρ ρ ρ

ρ ρ

2 24 4 ( 2)
0 0

  
    , η οποία αληθεύει, αφού ρ  0 

    


Η ισότητα ισχύει, αν και μόνο αν ρ  2. Τότε οι ρίζες της δο-

θείσας εξίσωσης είναι 2 και 1 .
2




Δ6. α)  Η εξίσωση λ λ λ    2x 2( 1)x 2 0 για λ  0 γίνεται:
 2x 2 0 2x 2 x 1        
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 β) i)  Για λ  0, η εξίσωση λ λ λ    2x 2( 1)x 2 0 είναι 2ου βαθμού 
και η διακρίνουσά της είναι: 

   

Δ λ λ λ λ λ λ λ
λ λ λ λ

2 2 2

2 2

4( 1) 4 ( 2) 4( 2 1) 4 8

4 8 4 4 8 4 0

         
      

    Άρα η δοθείσα εξίσωση έχει δύο ρίζες πραγματικές και άνισες, 
τις  1 2x , x . 

   Οι ρίζες της είναι: 

  
λ λ
λ λ

     
 1,2

2( 1) 2 2 2 2
x

2 2
, δηλαδή 

  λ
λ


  1

2
x 1

2
 και λ λ λ λ

λ λ λ λ
   

      2

2 4 2(2 ) 2 2
x 1 , 0

2 2

  ii)  Αν και1 2x x  οι δύο ρίζες του προηγούμενου ερωτήματος, θα 
έχουμε διαδοχικά: 

  

λ λ λ
λ

λ

1 2

2 2 2
x x 1 1 1 1 1 1

1 2
2

               
 

   

   Άρα λ  2 2 με λ  0. Έτσι τελικά λ  ( 2,0) (0,2).

Δ7. α)  Για την εξίσωση   2x 3x 2 0 (1) έχουμε Δ  1 0 και 1x 2, 
2x 1.

 β)  Η εξίσωση   4 2x 3x 2 0 (2) είναι διτετράγωνη και έτσι θέτουμε 
ω 2x 0 και παίρνουμε ω ω  2 3 2 0, που από το ερώτημα (α) 

έχει ρίζες τις:

   ω και2
3 41 x 1 (x 1 x 1)          

 ω και2
5 62 x 2 x 2 x 2       

  Άρα η εξίσωση (2) έχει ρίζες τις και2, 1, 1 2  .



Άλγεβρα Α΄ Λυκείου – Α΄ τεύχος

233

 γ)5  Το τριώνυμο β γ 2x x  θα πρέπει να έχει ρίζες δύο από τα στοι-

χεία του συνόλου     2, 1, 1, 2  και θα πρέπει να έχει θετική 

τιμή για κάθε x 0. Χρησιμοποιώντας συνδυασμούς για τις 4 αυ-
τές τιμές και βρίσκοντας τα S και P (αντίστοιχα άθροισμα και γινό-

μενο), καταλήγουμε ότι για καιx 1 y 2   είναι S x y 1 2     

και P xy 2  . Άρα το τριώνυμο που έχει ρίζες τους αριθμούς x 

και y, είναι 2x (1 2)x 2    και ισχύει ότι:

  για2x (1 2)x 2 (x 1)(x 2) 0, x 0       
  διότι: 

  

x 0 1 x 1 0

x 0 2 x 2 0

     

     

   Σχόλιο: Σύμφωνα με την εκφώνηση μπορούμε να πάρουμε και μία 
μόνο από τις τιμές του συνόλου. Στην περίπτωση αυτή το τριώνυμο 
θα έχει διπλή ρίζα την τιμή αυτή. Αν επιλέξουμε κάποια από τις 
θετικές τιμές του συνόλου, δηλαδή την τιμή 1 ή την τιμή 2 , τότε 
το τριώνυμο θα έχει θετικές τιμές για κάθε αρνητικό αριθμό x (και 
θα μηδενίζεται μόνο στη ρίζα του).

Δ8. α)  Αν S είναι το άθροισμα των δύο ριζών 1x  και 2x  της δοσμένης εξί-
σωσης, τότε έχουμε: 

 β β ή β1 2x x 4 S 4 4 ( 4 4)         

 β)  Αφού η εξίσωση β γ  2x x 0 έχει δύο άνισες και πραγματικές 
ρίζες, θα είναι Δ β γ γ γ γ2 4 0 16 4 0 4 16 4.         

 γ)  Για β  4, η εξίσωση β  2x x 3 0 γίνεται: 

       22x 4 x 3 0 x 4 x 3 0   ήx 3 x 1     
  Καταλήγουμε σε δύο εξισώσεις οι οποίες είναι αδύνατες στο .

5. Το ερώτημα αυτό μπορεί να λυθεί ευκολότερα με γνώσεις του 4ου κεφαλαίου «Ανισώσεις»,  με 
βάση την παραγοντοποίηση τριωνύμου: β γ α2

1 2x x (x x )(x x )     , όπου 1 2x ,x  οι ρίζες του.
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   Για β  4, η εξίσωση β  2x x 3 0 γίνεται: 

 22x 4 x 3 0 x 4 x 3 0        

    ή ήx 3 x 1 x 3 x 1         

   Άρα η εξίσωση β  2x x 3 0 δεν έχει πραγματικές ρίζες μόνο 
για β  4.

Δ9. α) Η εξίσωση λ λ λ με λ2x (2 1)x 1 0, 0      , έχει διακρίνουσα 

   Δ λ λ λ λ λ λ λ         2 2 2(2 1) 4 ( 1) 4 4 1 4 4 1, δηλαδή ανε-
ξάρτητη του λ.

 β)  Οι ρίζες της εξίσωσης είναι λ λ
λ λ

     
 1,2

(2 1) 1 2 1 1
x

2 2
, δηλα-

δή λ
λ


  1

2
x 1

2
 και λ λ

λ λ
  

 2

2 2 1
x

2
.

 γ) Έχουμε διαδοχικά: 

 

λ
λ

λ λ ή λ
λ

1 2 1 2

1
d(x , x ) 2 x x 2 1 2

1 1 1 1
2

2 2 2


        

          
 

  που είναι και οι δύο τιμές δεκτές (λ  0).

Δ10. α) Η διακρίνουσα του τριωνύμου λ λ λ  λ   2 2x ( 1)x , 0, είναι: 

   Δ λ λ λ λ λ λ λ λ            2 2 2 4 2 2 4 2 2 2( 1) 4 2 1 4 2 1 ( 1) 0

  για κάθε λ  0. 
  Άρα το τριώνυμο έχει πραγματικές ρίζες για κάθε λ  0.

 β) Έχουμε λ
λ


  
2

1 2

1
S x x , λ  0 και λ

λ
 P 1, λ  0.

 γ)  Αν λ είναι0, S 0   και επειδή  P 1 0 (ρίζες ομόσημες), το τρι-
ώνυμο θα έχει θετικές ρίζες.
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 δ)  Με δεδομένο πλέον ότι οι ρίζες είναι θετικές, έχουμε διαδοχικά: 

  που αληθεύει για κάθε λ

2
1 2 1 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2

2 2 2 2
1 2 1 1 2 2 1 1 2 2

2
1 2

x x (x x )
x x x x 4x x (x x )

2 4
4x x x 2x x x x 2x x x 0

(x x ) 0, 0

 
      

        
   

   Σχόλιο: Η ισότητα ισχύει, αν και μόνο αν 1 2x x . Στην περίπτωση 
αυτή ισχύει ότι Δ  0, οπότε προκύπτει λ  1 0 και η δοθείσα εξί-
σωση γίνεται   2x 2x 1 0, άρα  1 2x x 1.

Δ11. α) Η διακρίνουσα του τριωνύμου λ λ λ  λ   2 2x ( 1)x , 0, είναι: 

   Δ λ λ λ λ λ λ λ λ            2 2 2 4 2 2 4 2 2 2( 1) 4 2 1 4 2 1 ( 1) 0 
για κάθε λ  0. 

  Άρα το τριώνυμο έχει πραγματικές ρίζες για κάθε λ  0.

 β) Έχουμε λ
λ


  
2

1 2

1
S x x , λ  0 και λ

λ
 P 1, λ  0.

 γ)  Αν λ τότε0, S 0   και επειδή  P 1 0 (ρίζες ομόσημες), το τριώ-
νυμο θα έχει θετικές ρίζες.

 δ)  Επειδή P 1, οι ρίζες του τριωνύμου είναι αντίστροφες και καμία 

δεν είναι μηδέν. Έστω 2
1

1
x

x
. Τότε έχουμε: 

 


 
 

1 2
1 2 11

1

1
x

x x x 1x
2 2 2x

   
Είναι  

         
2

1 2 1 2 2
1 1 1

1

x x x 1
1 1 x 2x 1 0 (x 1) 0

2 2x
, 

που αληθεύει για κάθε λ 0 1. Επομένως ισχύει 
1 2x x
1

2
.

  Σχόλιο: Για λ 1 θα είχαμε  1 2x x 1, δηλαδή θα ήταν 
1 2x x
1

2
.

Δ12. α) Η διακρίνουσα του τριωνύμου λ λ λ  λ   2 2x ( 1)x , 0, είναι: 

   Δ λ λ λ λ λ λ λ λ            2 2 2 4 2 2 4 2 2 2( 1) 4 2 1 4 2 1 ( 1) 0 



Eξισώσεις – Απαντήσεις3

236

Άρα το τριώνυμο έχει πραγματικές ρίζες για κάθε λ  0.

 β) Έχουμε λ
λ


  
2

1 2

1
S x x , λ  0 και λ

λ
 P 1, λ  0.

 γ) i)  Αν λ είναι0, S 0   και επειδή  P 1 0 (ρίζες ομόσημες), το 
τριώνυμο θα έχει αρνητικές ρίζες.

  ii) Θα έχουμε διαδοχικά: 

   

λ λ
λ λ

2 2

1 2 1 2

1 1
x x 2x x S 2P 2 2

 
        

    λ λ λ
22

1 2 0 1 0       , που αληθεύει για κάθε λ  0

Δ13. α)  Για την εξίσωση λ  22x x 36 0 (1) έχουμε Δ λ  2 288 0 για 
κάθε λ. Άρα η εξίσωση (1) έχει δύο άνισες και πραγματικές 
ρίζες για κάθε λ.

 β)  Αφού ο ρ είναι ρίζα της εξίσωσης λ  22x x 36 0, έχουμε: 
 ρ λρ  Ι  22 36 0 ( )

  i)  Για να είναι ο αριθμός ρ ρίζα της εξίσωσης λ  22x x 36 0, 
θα πρέπει: 

    ρ λ ρ ρ λρ2 22 ( ) ( ) 36 0 2 36 0            
   η οποία αληθεύει λόγω της (Ι).
  ii)  Αν ρ  0, τότε η εξίσωση λ  22x x 36 0 γίνεται  36 0, που 

είναι άτοπο.  Άρα ρ  0.

    Για να είναι ο αριθμός 
ρ
1 ρίζα της εξίσωσης λ   236x x 2 0, 

θα πρέπει να είναι: 

   

λ λ
ρ ρ ρ ρ

λρ ρ

2

2

2

1 1 1 1
36 2 0 36 2 0

36 2 0

 
             

 
       

που αληθεύει λόγω της (Ι).
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Δ14. α)  Θέτοντας  2x y 0 στη διτετράγωνη εξίσωση   4 2x 8x 9 0, 
παίρνουμε την εξίσωση 2ου βαθμού   2y 8y 9 0, με ρίζες τις 
 1y 1 και 2y 9.

   Έτσι θα είναι  2x 1, που είναι αδύνατη στο  και: 
 ή2x 9 (x 3 x 3)      
   Άρα η δοθείσα εξίσωση έχει μόνο δύο πραγματικές ρίζες, τις 1x 3 

και  2x 3. 
 β) i)  Θέτοντας  2x y 0 στη διτετράγωνη εξίσωση β γ  4 2x x 0, 

παίρνουμε την εξίσωση 2ου βαθμού β γ  2y y 0, με: 
  Δ β γ  2 4 0 για κάθε γ  0 
   (ως άθροισμα των θετικών όρων β2 και γ4 ). 
    Άρα η εξίσωση β γ  2y y 0 έχει δύο άνισες και πραγματικές 

ρίζες.
  ii)  Αν P το γινόμενο των ριζών 1y , 2y  της εξίσωσης β γ  2y y 0, 

θα είναι γ P 0, δηλαδή η εξίσωση β γ  2y y 0 έχει ρίζες 
ετερόσημες. Έστω 1y 0 και 2y 0. Τότε θα έχουμε: 

     ή2
1 1 1x y x y x y       ή 

   2
2x y 0   , που είναι αδύνατη στο .

    Άρα η διτετράγωνη εξίσωση β γ  4 2x x 0 έχει δύο μόνο δια-
φορετικές πραγματικές (ετερόσημες) ρίζες.

Δ15. α)  Η περίμετρος είναι Π      2x 2y 34 x y 17 (1) (όπου x, y 0 
οι διαστάσεις του ορθογωνίου). Ακόμα, από το Πυθαγόρειο θεώρη-
μα, είναι δ        2 2 2 2 2 2 2 2x y 13 x y x y 169 (2).

  i) Το εμβαδόν E του ορθογωνίου είναι E xy σε 2cm . 
   Από την ταυτότητα     2 2 2(x y) x y 2xy έχουμε: 

   

2 2 2 2

2

(x y) x y 2xy 17 169 2E

2E 120 E 60 cm
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  ii)  Αν S και P αντίστοιχα το άθροισμα και το γινόμενο των x και y, θα 
έχουμε   S x y 17 και  P xy 60. Άρα η εξίσωση 2ου βαθ-
μού που έχει ρίζες τις x και y είναι: 

       2 2t St P 0 t 17t 60 0

  iii)  Τα μήκη x, y των πλευρών του ορθογωνίου, θα προκύψουν 
από τις ρίζες της εξίσωσης   2t 17t 60 0. Έχουμε Δ  49 και 
τελικά βρίσκουμε και1 2t 12 x t 5 y     (ή y  12 και x  
5).

 β) Εργαζόμαστε όπως στο ερώτημα (α) και έχουμε: 
 Ε ρ40 xy 40 40    

  Επιπλέον είναι δ οπότε έχουμε:2 28 x y 64,   

  

2 2 2 2

2 2

(x y) x y 2xy (x y) 64 2xy

(x y) 64 80 (x y) 144 x y 12 S 12

        
           

  Άρα η εξίσωση 2ου βαθμού που έχει ρίζες τις x και y είναι:
 2t 12t 40 0  
  Επειδή Δ 16  0, η εξίσωση είναι αδύνατη.
   Eπομένως δεν υπάρχει ορθογώνιο παραλληλόγραμμο με εμβαδόν 

40 2cm  και διαγώνιο 8 cm. 

Δ16. α)  Η διακρίνουσα της εξίσωσης λ λ λ2 2x x ( ) 0,    , είναι: 

  Δ λ λ λ λ λ        2 2 21 4( ) 1 4 4 (2 1) 0 για κάθε λ 
  Άρα η εξίσωση έχει πραγματικές ρίζες.
 β)  Για να έχει η εξίσωση λ λ λ2 2x x ( ) 0,    , δύο ρίζες ίσες 

(μία διπλή ρίζα), θα πρέπει: 

  Δ λ λ λ        2 1
0 (2 1) 0 2 1 0

2

 γ)6  Αν S και P είναι αντίστοιχα το άθροισμα και το γινόμενο των ριζών 

1x  και 2x  της δοθείσας εξίσωσης, τότε έχουμε   1 2S x x 1 και 
λ λ   2

1 2P x x ( ). Άρα είναι:

6. Λύνεται ευκολότερα με γνώσεις του 4ου κεφαλαίου (όπου θα ξαναλυθεί).



Άλγεβρα Α΄ Λυκείου – Α΄ τεύχος

239

  

λ λ λ λ λ λ

λ

2 2
2

2

1 1 1 1
A

S P 1 31 ( ) 1
4 4

1

1 3
2 4

    
       


   
 

   

Επειδή ισχύει λ λ 
2

1 3
0,

2 4
     
 

, η παράσταση Α θα έχει νόη-

μα για κάθε λ.

Δ17. α)  Η διακρίνουσα του τριωνύμου λ λ λ  λ   2 2x ( 1)x , 0, είναι: 

   Δ λ λ λ λ λ λ λ λ            2 2 2 4 2 2 4 2 2 2( 1) 4 2 1 4 2 1 ( 1) 0

  Άρα το τριώνυμο έχει πραγματικές ρίζες7.

   Επειδή λ λκαι για κάθε λ
λ λ

2 1
P 1 0 S 0 0


      , το τριώνυ-

μο έχει θετικές ρίζες.
 β) i)  Το εμβαδόν E του ορθογωνίου παραλληλογράμμου θα είναι 

E xy, οπου x, y τα μήκη των πλευρών του, που αποτελούν 
ρίζες της δοθείσας εξίσωσης. Άρα ζητάμε το γινόμενο P xy 
των ριζών της δοθείσας εξίσωσης. 

   Από τους τύπους του Vieta έχουμε   E P xy 1 τ.μ.
  ii)  Για το άθροισμα S των ριζών x, y έχουμε:

   λ λ
λ

2 1
S x y , 0


   

   Άρα η περίμετρος Π του ορθογωνίου (σε μονάδες μήκους) είναι: 

  λΠ λ
λ

2 1
2(x y) 2S 2 , 0


       

    Θα αποδείξουμε τώρα ότι Π  4 για κάθε λ  0. Έχουμε:

7. Δεν χρειάζεται να βρούμε τις ρίζες.
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λΠ λ λ λ
λ

2
2 21

4 2 4 1 2 0 ( 1) 0


          

   που αληθεύει για κάθε λ  0.
  iii)  Αν η περίμετρος γίνει ίση με 4, δηλαδή Π λ 24 ( 1) 0     

λ 1  , τότε το τριώνυμο λ λ λ  2 2x ( 1)x  γίνεται 
  2x 2x 1 0, που έχει μία διπλή ρίζα, τη x 1. Άρα οι πλευ-

ρές του ορθογωνίου είναι  x y 1 και συμπεραίνουμε ότι 
πρόκειται για τετράγωνο.

Δ18. α)  Το τριώνυμο λ  λ   2x 6x 7, , έχει: 
 Δ λ λ λ       36 4( 7) 36 4 28 64 4

  Για να έχει το τριώνυμο πραγματικές ρίζες, θα πρέπει να ισχύει: 
 Δ λ λ λ       0 64 4 0 4 64 16

 β) i)  Από τους τύπους του Vieta έχουμε: 
   1 2S x x 6 (1) και λ1 2P x x 7    (2)
  ii)  Για λ 7 16 έχουμε λ Δ  16 0. Άρα το τριώνυμο έχει 

δύο άνισες και πραγματικές ρίζες. Επίσης επειδή: 
  λ λ7 7 0 P 0     
    συμπεραίνουμε ότι οι ρίζες 1 2x , x  είναι ομόσημες και επειδή 

S > 0, είναι θετικές.

 γ) i)  Έχουμε λ λ       22x 6 x 7 x 6 x 7 0 (1). Θέτοντας 

 x y 0, θα έχουμε την εξίσωση λ   2y 6y 7 0 (2), η 
οποία για λ 7 16 έχει δύο άνισες θετικές πραγματικές ρίζες, 
έστω 1 2y y . Άρα θα έχουμε: 

     ή ή1 2 1 2x y x y (x y x y )       

    Δηλαδή για λ 7 16, η εξίσωση (1) έχει τέσσερις διαφορετι-
κές πραγματικές ρίζες, τις και1 1 2 2y , y , y y  .

    Σχόλιο: Για τις ρίζες 1y  και  2y  ισχύει ότι  1 2y y , διότι αν 
    1 2 20 y y y 0, που είναι άτοπο αφού 1 2y , y 0. Επίσης 

η y 0 δεν είναι λύση της εξίσωσης (2), αφού αν ήταν, θα είχα-
με λ λ   7 0 7, που είναι άτοπο αφού λ 7 16.
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  ii)  Έχουμε     7 3 10 16 49 90 256 (προφανώς αληθής) και 
άρα για λ  3 10 πληρούνται οι προϋποθέσεις του ερωτήματος 

(γ)(i), οπότε η εξίσωση λ  2x 6 x 7 έχει τέσσσερις διαφο-
ρετικές πραγματικές ρίζες.

Δ19. α)  Αν θέσουμε  2x y 0 στη διτετράγωνη εξίσωση   4 2x 9x 20 0, 
παίρνουμε   2y 9y 20 0, με Δ 1 και ρίζες τις 1y 4, 2y 5. 
Άρα έχουμε:

   ( 2x 4  ή ή2x 5) (x 2 x 5)     
   Δηλαδή η δοθείσα εξίσωση έχει τέσσερις διαφορετικές πραγματι-

κές ρίζες, τις και5, 2, 2 5  .
 β)  Αν στη διτετράγωνη εξίσωση β γ  4 2x x 0 (Ι) θέσουμε  2x y 0 

θα πάρουμε την εξίσωση 2ου βαθμού β γ  2y y 0 (ΙΙ). Για να έχει 
η (Ι) δύο διαφορετικές πραγματικές ρίζες, θα πρέπει η (ΙΙ) να έχει 
δύο πραγματικές ρίζες ετερόσημες, έστω 1y 0 και 2y 0 (για τη 
θετική τιμή της ρίζας, η (Ι) θα έχει δύο διαφορετικές πραγματικές 
ρίζες και για την αρνητική τιμή, η (Ι) θα είναι αδύνατη). Άρα θα 
πρέπει Δ β γ  2 4 0 και γ P 0. Αν  λοιπόν επιλέξουμε οποιο-
δήποτε γ  0 και οποιοδήποτε β, θα έχουμε το ζητούμενο.

   Για παράδειγμα, για γ  4 και β  3 θα έχουμε τη διτετράγωνη εξίσωση

     4 2x 3x 4 0 (ΙΙΙ). Αν θέσουμε  2x y 0, θα πάρουμε την εξί-
σωση 2ου βαθμού   2y 3y 4 0, με ρίζες 1y 1 και  2y 4. Είναι 

και2
1 2x 1 (x 1 x 1)     . Συνεπώς η εξίσωση (ΙΙΙ) έχει δύο ρί-

ζες (αφού η  2x 4 είναι αδύνατη).

Δ20. α)  Αν στη διτετράγωνη εξίσωση   4 2x 7x 12 0, θέσουμε  2x y 0, 
θα πάρουμε   2y 7y 12 0, με Δ 1 και ρίζες τις 1y 3 και 2y 4. 
Άρα θα έχουμε: 
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   και2
1 2x 3 x 3 x 3       

   και2
3 4x 4 x 2 x 2     

   Άρα η δοθείσα εξίσωση έχει τέσσερις διαφορετικές πραγματικές 
ρίζες.

 β)  Αν στη διτετράγωνη εξίσωση β γ  4 2x x 0 (Ι), θέσουμε 
 2x y 0, θα πάρουμε β γ  2y y 0 (ΙΙ). Αν η εξίσωση (ΙΙ) έχει 

δύο άνισες θετικές πραγματικές ρίζες, τότε η εξίσωση (Ι) θα έχει 
τέσσερις διαφορετικές πραγματικές ρίζες. Άρα για τη (ΙΙ) θα πρέπει 
να ισχύουν τα εξής: 

  Δ β γ γ και β β2 4 0, P 0 S 0 0         

  Οι παραπάνω συνθήκες ικανοποιούνται από τα δεδομένα.
  Η (ΙΙ) θα έχει ρίζες τις 1 2y , y 0 με 1 2y y  και άρα είναι:

  

 
 

και

και

2
1 1 1 2 1

2
2 3 2 4 2

x y x y x y

x y x y x y

     

     

   Άρα η δοθείσα εξίσωση έχει τέσσερις διαφορετικές πραγματικές 
ρίζες.

Δ21. α)  Για την εξίσωση   23x 14x 8 0 έχουμε Δ 1 100 και ρίζες τις 

1x 4 και 2

2
x

3
.

   Για την εξίσωση   28x 14x 3 0 έχουμε Δ 2 100 και ρίζες τις 

3

1
x

4
 και 4

3
x

2
.

 β)  Αν ρ είναι ρίζα της εξίσωσης α β γ  2x x 0 (3)    και ισχύει ρ  0, 
τότε γ  0, που είναι άτοπο αφού αγ 0 . Άρα είναι ρ 0 . Ακόμα, αν 
ο ρ είναι ρίζα της εξίσωσης (3), θα έχουμε αρ βρ γ  2 0 (Ι). Ο

 

αριθμός 
ρ
1 επαληθεύει την εξίσωση γ β α    2x x 0 (4) μόνο αν:
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γ βγ β α α γ βρ αρ
ρ ρ ρ ρ

2

2
2

1 1
0 0 0

 
            

 
  η οποία αληθεύει λόγω της σχέσης (Ι).

Δ22. α)  Για να έχει η εξίσωση α α α2x 5x 0, 0    , πραγματικές ρίζες, 
αρκεί: 

  
Δ α α α α2 2 2 25 5

0 25 4 0 4 25
4 2

         

   Αν και1 2x x  οι ρίζες της δοθείσας εξίσωσης, τότε α
α1 2P x x 1    

και άρα οι ρίζες αυτές είναι αντίστροφοι αριθμοί.
 β)  Για α  2 η εξίσωση γίνεται   22x 5x 2 0, η οποία έχει Δ  9 και 

ρίζες τις 1x 2 και 2

1
x

2
.

 γ)  Αν στην εξίσωση 
2

1 1
2 x 5 x 2 0

2 2
          
   

, με x 0, θέσουμε 

1
x y

x
  , θα έχουμε 22y 5y 2 0   .

  Από το ερώτημα (α) προκύπτει ότι η εξίσωση αυτή έχει ρίζες τις 

  1y 2 και 2

1
y

2
.  Άρα: 

  
αδύνατη αφού Δ

2

2
1

1
x 2 x 2x 1 0 x 1

x
1 1

x 2x x 2 0, 15 0
x 2

        

         
 

Δ23. α) Έχουμε ισοδύναμα: 

  

λ λ λ
λ λ λ λ

2 2

2 2

(x 2) (4x 3) x 4x 4 4 x 3

x 4x 4 4 x 3 0 x 4( 1)x 3 4 0

        
           

  Η παραπάνω εξίσωση είναι στη ζητούμενη μορφή με: 
α β λ και γ λ1 0, 4( 1) 3 4      
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 β)8 Η παραπάνω εξίσωση έχει διακρίνουσα: 

  

 Δ λ λ λ λ
λ λ λ λ λ

2 2

2 2

4( 1) 4(3 4) 16( 1) 12 16

16( 2 1) 12 16 16 20

         

      
  Για να έχει πραγματικές και άνισες ρίζες, αρκεί: 

   Δ λ λ λ λ      20 16 20 0 4 (4 5) 0

   Δηλαδή αρκεί οι αριθμοί λ και λ (4 5) να είναι ομόσημοι, οπότε 

βρίσκουμε λ  0 ή λ   5
4

.

 γ) i)  Έχουμε λ S 4( 1) και λ P 4 3 .
  ii) Έχουμε διαδοχικά: 

   λ λ λ λ

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

A (4x 3)(4x 3) 16x x 12x 12x 9
16x x 12(x x ) 9 16P 12S 9
16(4 3 ) 12 4( 1) 9 64 48 48 48 9 25

       
       
           

   Άρα η παράσταση Α είναι ανεξάρτητη του λ, δηλαδή σταθερή.

Δ24. α) Η διακρίνουσα της εξίσωσης λ λ  λ    2 2x x ( 5) 0, , είναι: 

  Δ λ λ λ λ      2 2 2 24( 5) 5 20 5( 4), λ
 β)  Έχουμε Δ λ  λ   25( 4) 0,  (ως άθροισμα θετικών όρων), άρα 

η δοθείσα εξίσωση έχει δύο ρίζες πραγματικές και άνισες. 
 γ)  Αν S και P είναι το άθροισμα και το γινόμενο αντίστοιχα των ριζών 

και1 2x x  της εξίσωσης, σύμφωνα με τους τύπους του Vieta έχουμε: 
 λ 1 2S x x (I)    και λ     2

1 2P x x ( 5) (II)

  Έχουμε διαδοχικά: 

  λ λ λ λ

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

2 2

(x 2)(x 2) 4 x x 2x 2x 4 4
x x 2(x x ) 8 0 P 2S 8 0

( 5) 2 8 0 2 3 0

          
         

         
   Οι ρίζες της τελευταίας εξίσωσης είναι λ 1 ή λ  3. Άρα οι τιμές 

του λ για τις οποίες ισχύει η σχέση    1 2(x 2)(x 2) 4 είναι λ 1 
ή λ  3.

8. Το ερώτημα αυτό λύνεται ευκολότερα στο 4ο κεφάλαιο με το πρόσημο τριωνύμου.
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Δ25. α)  Η εξίσωση   2x 3x 4 0 (1) έχει διακρίνουσα Δ  25 και ρίζες 

1,2

3 5
x

2


 , δηλαδή 1x 4 και  2x 1.

 β)  Για να είναι ο αριθμός α
β

 ρίζα της εξίσωσης (1), αρκεί να την επα-

ληθεύει. Δηλαδή αρκεί να ισχύει: 

   

α α α α α αβ β
β β β β

2 2
2 2

2
3 4 0 3 4 0 3 4 0

 
             

   
η οποία αληθεύει, αφού είναι η δεδομένη σχέση.

 γ)  Αφού ο αριθμός α
β

 είναι ρίζα της εξίσωσης (1), ισχύει ότι: 

 
α αή α β ή α β
β β

4 1 ( 4 )
 

       
    

Η περίπτωση α β απορρίπτεται, διότι οι αριθμοί α και β δίνεται ότι 
είναι ομόσημοι. Άρα α β 4 , δηλαδή ο α είναι τετραπλάσιος του β.

Δ26. α) Η διακρίνουσα της εξίσωσης λ λ λ2 2x x 0,    , είναι: 

   Δ λ λ λ λ λ        2 2 21 4( ) 4 4 1 (2 1) 0 για κάθε λ 
  Άρα η εξίσωση έχει πραγματικές ρίζες.
 β)  Για να έχει η εξίσωση λ λ λ    2 2x x 0, , δύο ρίζες ίσες (μία 

διπλή ρίζα), θα πρέπει να ισχύει: 

  Δ λ λ λ        2 1
0 (2 1) 0 2 1 0

2

 γ) Οι ρίζες της εξίσωσης λ λ λ    2 2x x 0, , είναι: 

  λ 
1,2

1 (2 1)
x

2
, δηλαδή 

   
λ λ 

 1

1 2 1
x

2
 και λ λ λ  

   2

1 2 1 2(1 )
x 1

2 2
  

Έχουμε διαδοχικά: 
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λ λ

λ λ και λ

λ και λ λ λ

1 2 1 20 d(x , x ) 2 0 x x 2 0 (1 ) 2

0 2 1 2 2 1 0 2 1 2

1 1 3
2 2 1 2 1 2 3

2 2 2

           

         

               
 

   

Άρα οι τιμές του λ για τις οποίες ισχύει  1 20 d(x , x ) 2, είναι: 

 
λ 1 1 1 3

, ,
2 2 2 2

        
   

Δ27. α) Η διακρίνουσα της εξίσωσης λ λ λ2 2x x 0,    , είναι: 

   Δ λ λ λ λ λ        2 2 21 4( ) 4 4 1 (2 1) 0 για κάθε λ 
  Άρα η εξίσωση έχει πραγματικές ρίζες.
 β)  Για να έχει η εξίσωση λ λ λ2 2x x 0,    , δύο ρίζες ίσες (μία 

διπλή ρίζα), αρκεί να ισχύει: 

  Δ λ λ λ        2 1
0 (2 1) 0 2 1 0

2

 γ) Για λ  1

2 
έχουμε διαδοχικά:

  λ λ λ

2
1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

1 2

1 1
d(x , x ) x x x x 1

d(x , x ) x x

x x 1 (1 ) 1 2 1 1

       


          

   λ(2 1 1    ή λ λ ή λ2 1 1) ( 1 0)       

   Συνεπώς οι τιμές του λ για τις οποίες ισχύει 1 2
1 2

1
d(x , x )

d(x , x )
 

είναι λ 1 ή λ  0.

Δ28. α) Η διακρίνουσα της εξίσωσης λ λ  λ    2 2x 2 x 1 0, , είναι: 

   Δ λ λ λ λ        2 2 2 2( 2 ) 4( 1) 4 4 4 4 0, οπότε η δοθείσα εξί-
σωση έχει δύο άνισες πραγματικές ρίζες.

 β)  Οι ρίζες της παραπάνω εξίσωσης είναι λ 
1,2

2 2
x

2
, δηλαδή 

λ 1x 1 και λ 2x 1 με λ.
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 γ) Θα πρέπει να ισχύουν ταυτόχρονα: 

  
λ λ λ  και
λ λ λ

1 ( 2,4) 2 1 4 3 3
1 ( 2,4) 2 1 4 1 5

            
            

   Οι κοινές λύσεις των παραπάνω ανισώσεων είναι λ ( 1,3), όπως 
απεικονίζεται παρακάτω.

Δ29. α) Η διακρίνουσα της εξίσωσης α α α  α    2 2x ( 1)x 0, 0 (1) είναι:

  

Δ α α α α α α α

α α α

22 2 2 2 2 4 2 2

4 2 2 2

( 1) 4 ( 1) 4 2 1 4

2 1 ( 1)

             
    

 

 β)  Επειδή Δ α  2 2( 1) 0 για κάθε α, η εξίσωση (1) έχει δύο άνι-
σες πραγματικές ρίζες. 

  Οι ρίζες της εξίσωσης είναι: 

  
α α

α

2 2

1,2

( 1) ( 1)
p

2

  
 , δηλαδή 

 
α α α

α

2 2

1

1 1
p

2

  
   και α α

α α

2 2

2

1 1 1
p

2

  
  

 γ) Έχουμε διαδοχικά: 

  αα α α
α α

2
2

1 2

1 1
p p 2 2 2 1 2


           

  

α α α α α α
α α α α α α

2 2 2

2 2 2

1 2 2 1 0 ( 1) 0 1

1 2 2 1 0 ( 1) 0 1

           
             

Δ30. α)  Η εξίσωση λ  λ   2x 2x 0, 1, έχει διακρίνουσα: 
 Δ λ λ    4 4 4(1 ) 0, αφού λ λ   1 1 0

  Άρα έχει δύο πραγματικές ρίζες διαφορετικές μεταξύ τους.

 β) Από τον τύπο του Vieta έχουμε 1 2 1 2

2
S x x x x 2

1


       .
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 γ) i)  Έχουμε διαδοχικά: 

  

ή
ή

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

x 2 x 2 (x 2 x 2 x 2 x 2)

(x x 4 x x 0)

           

    
   Όμως  1 2x x 0 δεν ισχύει, αφού  1 2x x 2. Άρα  1 2x x 4.
  ii)  Έχουμε τις σχέσεις   1 2x x 2 (1) και  (2) 1 2x x 4 . Με πρό-

σθεση των (1) και (2) κατά μέλη έχουμε   1 12x 6 x 3. 
   Αντικαθιστούμε στην (1) το x1 με 3 και έχουμε:
 2 23 x 2 x 1    

   Άρα οι ρίζες της δοθείσας εξίσωσης είναι 1x 3 και  2x 1.
    Τέλος, για την εύρεση της τιμής του λ έχουμε: 
 λ λ1 2P x x 3 ( 1) 3       
   που είναι δεκτή, αφού λ   3 1.

Δ31. α)  Το σημείο Δ (σπίτι της Δήμητρας) θα βρίσκεται στο μέσο των ση-
μείων Α και Β, αφού ισαπέχει από αυτά. Πράγματι είναι: 

   Δ Δ Δ Δ    A B A Bs s s s d(s ,s ) d(s ,s )

  Αυτό αποδεικνύεται και αλγεβρικά, αφού: 

  

 

 
Δ Δ Δ Δ Δ Δ

Δ Δ

ή

απορρίπτεται ή

A B A B A B

A B
A B A B

s s s s s s s s s s (s s )

s s
s s 2s s s s

2

           


       

   Επίσης, το σημείο Γ (σπίτι του Γιώργου) βρίσκεται στο μέσο των 
σημείων Δ και Β. Πράγματι είναι: 

   
Γ Δ

A B A B B A A Bs 3s s s s s s s
s s

4 2 4 4

   
       και 

Γ Β Β
A B A Bs 3s s s

s s s
4 4

 
    

   Συνεπώς ισχύει ότι:
 Γ Δ Γ Γ Δ Γ ΒBs s s s d(s , s ) d(s , s )    

  ή αλλιώς:

  

 

 
Γ Δ Γ Γ Δ Γ Γ Δ Γ

Δ
Β Β Γ Δ Γ

ή

απορρίπτεται ή

B B B

B
B

s s s s s s s s s s (s s )

s s
s s ( ) 2s s s s

2

           


     



Άλγεβρα Α΄ Λυκείου – Α΄ τεύχος

249

   Άρα τα σημεία Γ και Δ, που παριστάνουν τις θέσεις των σπιτιών 
του Γιώργου και της Δήμητρας αντίστοιχα, έχουν την παρακάτω 
διάταξη πάνω στον άξονα:

  

 β) i)  Από τα δεδομένα του προβλήματος έχουμε ,A BS s s 1 4    και 
,A BP s s 0 45  , όπου S και P το άθροισμα και το γινόμενο αντί-

στοιχα των A Bs , s . Άρα η ζητούμενη εξίσωση 2ου βαθμού, που 
έχει ρίζες τις A Bs , s  είναι: 

   , ,2 2s S s P 0 s 1 4s 0 45 0         
  ii)  Τα A Bs , s  αποτελούν τις ρίζες της εξίσωσης , ,2s 1 4s 0 45 0  

με A Bs s . Άρα έχουμε Δ  0,16, As 0,5 και Bs 0,9. Τώρα 

έχουμε Γ


 A Bs 3s
s 0,8

4
 και Δ


 A Bs s

s 0,7
2

.

   Άρα As 0,5, Bs 0,9, Γ s 0,8 και Δ s 0,7.

Δ32. α) Η διακρίνουσα της εξίσωσης λ  λ   2x 5 x 1 0, , είναι: 

   Δ λ λ     2 2( 5 ) 4 25 4 0 για κάθε λ 
  Άρα η δοθείσα εξίσωση έχει δύο ρίζες πραγματικές και άνισες.
 β) i)  Από τους τύπους του Vieta είναι: 
 λ  1 2S x x 5  και 1 2P x x 1    
   Έχουμε διαδοχικά: 

   

λ λ
λ λ λ λ  ή λ

2 24 2 24
1 2 1 2

2 24 2

2 2 2

(x x ) 18 7(x x ) 0 S 18 7P 0

25 18 7 ( 1) 0 25 18 7 0

25 25 0 25 25 1 ( 1 1)

        
          
          

  ii)  Για λ 1 είναι S 5 (1) και  P 1 (2). Η δοσμένη παράσταση 
γράφεται ως εξής: 

   

2 2
1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

A x x 3x 4 3x x x
x x (x x ) 3(x x ) 4
(x x )(x x 3) 4 S (P 3) 4

     
     
       

    Λαμβάνοντας υπόψη τις (1) και (2) έχουμε: 
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 A 5 ( 1 3) 4 20 4 16         

   Άρα για λ 1 είναι       2 2
1 2 1 2 1 2A x x 3x 4 3x x x 16.

Δ33. Από τους τύπους του Vieta για την εξίσωση λ  
λ

2 1
x 4 x 16 0 (1)

     
 

, 

με λ (0, 4), έχουμε:

 λ
λ1 2

1
S x x 4

     
 

 και 1 2P x x 16 

 όπου S και P το άθροισμα και το γινόμενο αντίστοιχα των ριζών 1x  και 2x  
της εξίσωσης (1).

 α) i) Η περίμετρος Π του ορθογωνίου (σε μονάδες μήκους) είναι: 

   
Π λ λ

λ1 2 1 2

1
2x 2x 2(x x ) 2S 8 , (0,4)

         
   

  ii)  Το Εμβαδόν Ε του ορθογωνίου (σε τετραγωνικές μονάδες) είναι 

1 2E x x 16  .
 β) Έχουμε: 

  

Π λ λ
λ λ

λ λ λ2 2

1 1
16 8 16 2

2 1 0 ( 1) 0

         
 

      
  η οποία είναι προφανώς αληθής για κάθε λ (0, 4).
 γ)  Έχουμε: 

  

Π λ λ
λ λ

λ λ λ λ2 2

1 1
16 8 16 2

2 1 0 ( 1) 0 1

         
 

        

   Για λ  1 (0,4) η δοθείσα εξίσωση (1) γίνεται   2x 8x 16 0, 
που έχει διπλή ρίζα τη  1 2x x 4. Άρα οι διαστάσεις του ορθογω-
νίου είναι 4 μονάδες μήκους. Συνεπώς πρόκειται για τετράγωνο 
πλευράς α 4 . 

   Σχόλιο: Η εξίσωση λ
λ

2 1
x 4 x 16 0

     
 

 (1) με λ (0, 4) έχει 

δια κρίνουσα:
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Δ λ λ λ
λ λ λ

λ λ
λ λ

2 2
2

2

2
2

2

1 1 1
16 64 16 4 16 2 4

1 1
16 2 16 0

                      
       

           
   

 

   οπότε έχει πραγματικές ρίζες. Επίσης, επειδή οι ρίζες αυτές είναι 
διαστάσεις του ορθογωνίου, απαιτείται να είναι θετικές, δηλαδή να 

ισχύουν οι σχέσεις λ
λ
1

S 4 0
    
 

, που ισχύει για λ (0, 4), και 

 P 16 0, που αληθεύει. Δεν χρειάζεται βέβαια να διερευνηθεί 
στη λύση της άσκησης αυτό το σημείο, αφού αποτελεί σιωπηρό 
δεδομένο της άσκησης για να είναι ορθή η εκφώνηση.

Δ34. Από τους τύπους του Vieta για την εξίσωση λ λ     2x 2x (2 ) 0 (1), 
με λ (0, 2), έχουμε   1 2S x x 2 και λ λ1 2P x x (2 )   , με λ (0, 2), 
όπου S και P το άθροισμα και το γινόμενο αντίστοιχα των ριζών 1x  και 

2x  της εξίσωσης (1).
 α) i)  Η περίμετρος Π του ορθογωνίου (σε μονάδες μήκους) είναι: 
 Π       1 2 1 22x 2x 2(x x ) 2S 4

  ii)  Το εμβαδόν Ε του ορθογωνίου (σε τετραγωνικές μονάδες) είναι 
λ λ1 2E x x P (2 )    , με λ (0, 2).

 β) Έχουμε: 

  

Ε λ λ λ λ λ λ
λ λ λ

2 2

2 2

1 (2 ) 1 2 1 2 1 0

2 1 0 ( 1) 0

            
      

  η οποία είναι προφανώς αληθής για κάθε λ (0, 2).
 γ) Έχουμε: 

  
Ε λ λ λ λ
λ λ λ λ

2

2 2

1 (2 ) 1 2 1

2 1 0 ( 1) 0 1

       
        

   Για λ  1 (0,2), η δοθείσα εξίσωση (1) γίνεται   2x 2x 1 0, που 
έχει διπλή ρίζα, τη  1 2x x 1. Άρα οι διαστάσεις του ορθογωνίου 
είναι 1 μονάδα μήκους, συνεπώς πρόκειται για τετράγωνο πλευράς 
α 1 .
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   Σχόλιο: Η εξίσωση λ λ  2x 2x (2 ) 0 (1)     με λ (0, 2) έχει δια-
κρίνουσα Δ λ λ λ λ λ        2 24 4 (2 ) 4 8 4 (2 2) 0, οπότε 
έχει πραγματικές ρίζες. Επίσης, επειδή οι ρίζες αυτές είναι διαστά-
σεις του ορθογωνίου απαιτείται να είναι θετικές, δηλαδή να ισχύ-
ουν οι σχέσεις λ λ1 2P x x (2 )    > 0, που ισχύει για λ (0, 2), και 
  1 2S x x 2 > 0, που αληθεύει. Δεν χρειάζεται βέβαια να διερευ-

νηθεί στη λύση της άσκησης αυτό το σημείο, αφού αποτελεί σιω-
πηρό δεδομένο της άσκησης για να είναι ορθή η εκφώνηση.

Δ35. α)  Έχουμε     x y 10 y 10 x (όπου y 0 10 x 0 x 10      ).

  
Άρα είναι9  21 1 1

E(x) xy x(10 x) ( x 10x), x (0, 10).
2 2 2

        

 β) Έχουμε διαδοχικά και ισοδύναμα: 

 

2 2

2 2

25 1 25
E(x) ( x 10x) x 10x 25 0

2 2 2
(x 10x 25) 0 (x 5) 0

          

        
 

  η οποία είναι προφανώς αληθής για κάθε x (0, 10) .
 γ) Έχουμε: 

 

2 2

2 2

25 1 25
E(x) ( x 10x) x 10x 25 0

2 2 2
x 10x 25 0 (x 5) 0 x 5

          

        
   Άρα το εμβαδόν E(x) του ορθογώνιου τριγώνου ΑΒΓ γίνεται μέγι-

στο όταν x 5 και y 5, οπότε το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ορθογώνιο 
και ισοσκελές.

Δ36. α)  Αν x, y cm οι διαστάσεις του ορθογωνίου που περιγράφεται στην 
άσκηση, είναι x, y 0 και επιπλέον ισχύει:

  Π          40 2x 2y 40 x y 20 y 20 x 

  όπου y 0 20 x 0 x 20      . Άρα τελικά  0 x 20.

9.  Το εμβαδόν ορθογώνιου τριγώνου με κάθετες πλευρές α, β είναι αβ
1

E .
2
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 β)  Αν E το εμβαδόν του ορθογωνίου είναι: 
 2E E(x) xy x(20 x) (20x x )       2cm

 γ) Για κάθε x (0, 20)  θα έχουμε: 

 

2 2

2 2

E(x) 100 20x x 100 x 20x 100 0

x 20x 100 0 (x 10) 0

         
      

  η οποία είναι αληθής για x (0, 20) .
 δ)  Για όλα τα ορθογώνια με περίμετρο Π  40 cm και εμβαδόν E(x) 

ισχύει E(x) 100, με x (0, 20)  (από το ερώτημα (γ)). Άρα για όλα 
αυτά τα ορθογώνια το μέγιστο εμβαδόν θα είναι:

  2 2E(x) 100 20x x 100 x 20x 100 0        

  2(x 10) 0 x 10      cm
   Αν τότεx 10, y 20 10 10    . Άρα   x y 10 cm και έτσι το ορ-

θογώνιο παραλληλόγραμμο με περίμετρο Π  40 cm και μέγιστο 
εμβαδόν είναι το τετράγωνο με πλευρά α  10 cm .

Δ37. α) i) Έχουμε: 

   

 
 

Δ Β Δ Δ Β Δ Δ Β Δ

Β Β Δ Β Δ

Β
Δ

ή
απορρίπτεται αφού ή

A A A

A A A

A

t t t t t t t t t t (t t )

t t ( t t ) t t t t

t t
t

2

           

       


 

  ii)  Θα συγκρίνουμε μεταξύ τους όλους τους χρόνους Β Γ Δ   At , t , t , t  
βρίσκοντας τις διαφορές τους ανά δύο. Έχουμε: 

   

Β Β Α Β Α
Γ Γ

Β Β Β Α Β
Γ Β Β Γ Β

Β Β
Δ Β Β Δ Β

Β Β Α
Δ Α Δ Α

Β
Δ Γ Δ Γ

A A
A A A

A A

A A

A
A

A A B A B

t 2t t 2t 3t t t
t t t 2 0 t t

3 3 3
t 2t t 2t 3t t t

t t t 0 t t
3 3 3

t t t t
t t t 0 t t

2 2
t t t t

t t t 0 t t
2 2

t t t 2t t t
t t 0 t t

2 2 6

   
        

   
       

 
      

 
      

  
      

   Άρα η διάταξη είναι Δ ΓA Bt t t t   .
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 β) i)  Έχουμε Β  AS t t 6 και ΒAP t t 8  , οπότε η εξίσωση 2ου 
βαθμού που έχει ρίζες τις At  και Βt  είναι:

   2 2t St P 0 t 6t 8 0, t 0         (I) 
  ii)  Από τη λύση της (Ι) προκύπτει ότι t 4 ή t 2. Επειδή ΒAt t , 

είναι At 2 και Bt 4, οπότε Β
Γ

  
  At 2t 2 2 4 10

t
3 3 3

 και 

Β
Δ

 
  At t 2 4

t 3
2 2

.

Δ38. α)  Το κάθε πλακάκι τύπου Α θα έχει εμβαδόν  2
AE d  2cm , ενώ το 

κάθε πλακάκι τύπου Β θα έχει εμβαδόν   2
BE (d 1)  2cm .

 β) i)  Αφού την επιφάνεια μπορούμε να την καλύψουμε είτε με 200 
πλακάκια τύπου Α είτε με 128 τύπου Β, έχουμε διαδοχικά:

   

2 2
A B

2 2

2 2

2 2

200E 128E 200d 128(d 1)

200d 128(d 2d 1)

200d 128d 256d 128

72d 256d 128 0 9d 32d 16 0 (I)

    
    

    
       

    Η εξίσωση (Ι) έχει διακρίνουσα Δ 1600 και λύσεις τις:

  απορρίπτεται1

1
d 0 ( )

3
  

 
και 2d 4, που είναι δεκτή. 

    
Άρα

 
d 4. Συνεπώς το πλακάκι τύπου Α έχει πλευρά 4 cm και 

το πλακάκι τύπου Β έχει πλευρά 5 cm.
  ii)  Το εμβαδόν της επιφάνειας που καλύπτουν τα πλακάκια είναι:
    2 2 2200d 200 4 3200 cm  
 (ή ομοίως 128(d + 1)2  2 2128 5 3200 cm   )

Δ39. α) Έχουμε καιh(0) 1,05 m, h(1) 6,05 m h(2) 1,05 m   .
   Αυτό σημαίνει ότι η αρχική θέση της μπάλας (δηλαδή το σημείο 

εκτόξευσης) είναι σε ύψος 1,05 m.
   Μετά από χρόνο 1 s η μπάλα βρίσκεται σε ύψος 6,05m από το έδα-

φος.
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   Μετά από χρόνο 2 s η μπάλα επανέρχεται στην αρχική της θέση 
(δηλαδή στο σημείο εκτόξευσης).

 β)  Όταν η μπάλα θα φθάσει στο έδαφος, το ύψος θα είναι ίσο με μη-
δέν. Άρα έχουμε: 

 2h(t) 0 5t 10t 1,05 0     
  Η διακρίνουσα της εξίσωσης είναι Δ  121.
  Τελικά προκύπτει ότι η τιμή απορρίπτεταιt 2,1s ( t 0,1 )   .
 γ) Έχουμε διαδοχικά:

  
2 2 2

2 2

h(t) 5t 10t 1,05 5( t 2t 0,21) 5( t 2t 1,21 1)

5 (t 2t 1) 1,21 5 1,21 (t 1)

             

             
 δ) Θα πρέπει να είναι: 

  
2 2

2 2

h(t) 6,65 5 1,21 (t 1) 6,65 5(t 1) 6,65 6,05

5(t 1) 0,60 (t 1) 0,12

            
       

   Όμως η τελευταία ανίσωση είναι αδύνατη, άρα δεν υπάρχει χρονι-
κή στιγμή που το ύψος h της μπάλας θα είναι πάνω από 6,65 m. 

Δ40. α)  Η πλευρά του τετραγώνου ΑΚΜΘ έχει μήκος x, ενώ η πλευρά του 
τεραγώνου ΗΓΖΜ έχει μήκος (3 x). Έτσι έχουμε τους φυσικούς 
περιορισμούς x 0 και    3 x 0 x 3, δηλαδή  0 x 3.

   Το συνολικό εμβαδόν Ε των σκιασμένων τετραγώνων του σχήμα-
τος θα είναι:

  
ΑΚΜΘ ΓΖΜ

2 2 2 2
H

2

E E E x (3 x) x 9 6x x

2x 6x 9, x (0, 3)
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 β) Έχουμε:

  
2 29

E 2E 9 2(2x 6x 9) 9 4x 12x 9 0
2

           

  2(2x 3) 0   , η οποία είναι αληθής για κάθε x (0, 3)

 γ)  Το εμβαδόν γίνεται ελάχιστο στη θέση του σημείου Μ όπου ισχύει: 

  

2 2

2

9
E 2E 9 2(2x 6x 9) 9 4x 12x 9 0

2
3

(2x 3) 0 x
2

           

    

   Για να βρούμε τη θέση του σημείου Μ πάνω στη διαγώνιο ΑΓ, θα 
πρέπει να υπολογίσουμε αρχικά το μήκος της. Εφαρμόζοντας το Πυ-
θαγόρειο θεώρημα στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ, έχουμε διαδοχικά: 

  ΑΓ ΑΓ ΑΓ2 2 2 23 3 18 3 2     
   Η διαγώνιος του τεραγώνου ΑΘΜΚ από το Πυθαγόρειο θεώρημα 

στο τρίγωνο ΑΘΜ είναι: 

   ΑΓΑΜ ΑΜ ΑΜ
2 2

2 23 3 9 3 2

2 2 2 2 2
            
   

   Άρα το συνολικό εμβαδόν των σκιασμένων τετραγώνων του σχή-
ματος γίνεται ελάχιστο, όταν το Μ είναι μέσο της διαγωνίου ΑΓ 
του τετραγώνου ΑΒΓΔ.

Δ41. α)  Πρέπει 2600
y 0,43x 26 0 0,43x 26 x

43
        (για τις γυ-

ναίκες) και       
3100

y 0,45x 31 0 0,45x 31 x
45

 (για τους 

άντρες). Έχουμε:

      38,50 0,43x 26 0,43x 64,5 x 150

  οπότε το ύψος της γυναίκας είναι 150 cm.
 β)  Αν το μηριαίο οστό και τα οστά του χεριού ανήκουν στον ίδιο 

άντρα, οι τιμές x 164 και y 42,8 θα επαληθεύουν τη σχέση 
 y 0,45x 31. Είναι: 
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      42,8 0,45 164 31 42,8 42,8, που είναι προφανώς αληθής
   Άρα το μηριαίο οστό και τα οστά του χεριού προέρχονται από το 

ίδιο άτομο.
 γ)  Αν ένας άντρας και μια γυναίκα ίδιου ύψους έχουν μηριαίο οστό 

ίδιου μήκους, θα ισχύει: 

   0,43x 26 0,45x 31 0,02x 5 x 250      
   Άρα πρέπει να έχουν ύψος 2,5 μέτρα, που λογικά είναι αδύνατο.
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Απαντήσεις και λύσεις
Διαγωνισμάτων

Διαγώνισμα 1
ΘΕΜΑ Α
Α1.
α) Σωστό.  β) Λάθος. γ) Σωστό.
δ) Λάθος.  ε) Σωστό.
Α2. Απόδειξη της πρότασης 7.
ΘΕΜΑ Β
Δες τη λύση στο Θέμα Β16.
ΘΕΜΑ Γ
Δες τη λύση στο Θέμα Γ8.
ΘΕΜΑ Δ
Δες τη λύση στο Θέμα Δ21.

Διαγώνισμα 2
ΘΕΜΑ Α
Α1.
α) Σωστό.  β) Σωστό. γ) Λάθος.
δ) Το Α.   ε) Το Β.
Α2. Απόδειξη της πρότασης 1.
ΘΕΜΑ Β
Δες τη λύση στο Θέμα Β26.
ΘΕΜΑ Γ
Δες τη λύση στο Θέμα Γ13.
ΘΕΜΑ Δ
Δες τη λύση στο Θέμα Δ10.
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Απαντήσεις και λύσεις
στα επαναληπτικά διαγωνίσματα

Επαναληπτικό 1
ΘΕΜΑ Α
Α1.
α) Λάθος.  β) Σωστό. γ) Λάθος.
δ) Λάθος.  ε) Σωστό.
Α2. Απόδειξη της πρότασης 2 στο Κεφάλαιο 2ο.
ΘΕΜΑ Β
Δες τη λύση στο Θέμα Β7 στο Κεφάλαιο 1ο.
ΘΕΜΑ Γ
Δες τη λύση στο Θέμα Γ9 στο Κεφάλαιο 2ο.
ΘΕΜΑ Δ
Δες τη λύση στο Θέμα Δ18 στο Κεφάλαιο 3ο.

Επαναληπτικό 2
ΘΕΜΑ Α
Α1.
α) Σωστό.  β) Λάθος. γ) Σωστό.
δ) 

1 2 3
γ α δ

ε) 
1 2 3
β δ γ

Α2. Απόδειξη της πρότασης 4 στο Κεφάλαιο 3ο.
ΘΕΜΑ Β
Δες τη λύση στο θέμα Β26 στο Κεφάλαιο 2ο.
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ΘΕΜΑ Γ
Δες τη λύση στο θέμα Γ11 στο Κεφάλαιο 3ο.
ΘΕΜΑ Δ
Δες τη λύση στο θέμα Δ15 στο Κεφάλαιο 3ο.



ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ
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1. Εξεταστέα ύλη του μαθήματος «ΑΛΓΕΒΡΑ» 

για τα κεφάλαια 1ο, 2ο και 3ο

Από το βιβλίο «Άλγεβρα και Στοιχεία Πιθανοτήτων Α΄ Γενικού Λυκείου» (έκδοση 2013)

Κεφάλαιο Παράγραφος Παρατηρήσεις

Εισαγωγικό Ε2

1ο : Πιθανότητες 1.1., 1.2. (εκτός του αξιωματι-
κού ορισμού της πιθανότητας)

Να μην διδαχθούν: 

 η εφαρμογή 3 στη σελίδα 
36,

 οι ασκήσεις με ανισότητες 
καθώς και

 οι ασκήσεις 4, 5 και 6 της 
Β΄ομάδας της παραγράφου 
1.2 .

2ο : Οι Πραγματικοί 
Αριθμοί

2.1,   2.2 (εκτός της απόδειξης 
της ιδιότητας 4),   2.3,  2.4 
(εκτός των αποδείξεων των 
ιδιοτήτων 3 και 4)

3ο : Εξισώσεις 3.1,    3.2  ,  3.3
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2. Επιλογή, διάρθρωση και αξιολόγηση θεμάτων 

των γραπτών προαγωγικών εξετάσεων της 

Α΄Λυκείου (και Α΄, Β΄ Εσπερινού)

ΑΛΓΕΒΡΑ

Οι γραπτές προαγωγικές εξετάσεις στην Άλγεβρα  γίνονται ως εξής:
Α) Στους μαθητές δίνονται τέσσερα (4) θέματα από την εξεταστέα ύλη, με 

τα οποία ελέγχεται η γνώση εννοιών και ορολογίας, η δυνατότητα ανα-
παραγωγής γνωστικών στοιχείων, η ικανότητα εκτέλεσης γνωστών 
αλγορίθμων, η ικανότητα του μαθητή να αναλύει, να συνθέτει και να 
επεξεργάζεται δημιουργικά ένα δεδομένο υλικό, καθώς και η ικανότη-
τα επιλογής και εφαρμογής κατάλληλης μεθόδου.

Β) Τα τέσσερα (4) θέματα που δίνονται στους μαθητές διαρθρώνονται ως 
εξής: 
ΘΕΜΑ Α: Αποτελείται από δύο μέρη. Το πρώτο μέρος περιέχει πέντε 
(05) ερωτήσεις αντικειμενικού τύπου (πολλαπλής επιλογής, Σωστού 
– Λάθους, αντιστοίχισης) με τις οποίες ελέγχεται η γνώση και η κατα-
νόηση των βασικών εννοιών και των σπουδαιότερων συμπερασμάτων 
της θεωρίας σε όσο το δυνατόν ευρύτερη έκταση της εξεταστέας ύλης. 
Στο δεύτερο μέρος ζητείται η απόδειξη μίας απλής πρότασης (ιδιότη-
τας, λήμματος, θεωρήματος ή πορίσματος), που είναι αποδεδειγμένη 
στο σχολικό εγχειρίδιο. 
Το πρώτο μέρος βαθμολογείται με δέκα  (10) μονάδες, ενώ το δεύτερο 
μέρος βαθμολογείται με δεκαπέντε (15) μονάδες και επιλέγεται από 
τον/τους διδάσκοντα/ντες το μάθημα.
ΘΕΜΑ Β: Αποτελείται από μία άσκηση που είναι εφαρμογή ορισμών, 
αλγορίθμων ή προτάσεων (ιδιοτήτων, θεωρημάτων, πορισμάτων). Το 
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θέμα Β βαθμολογείται με εικοσιπέντε (25) μονάδες και λαμβάνεται με 
κλήρωση από την Τράπεζα Θεμάτων.
ΘΕΜΑ Γ: Αποτελείται από μία άσκηση που απαιτεί από τον μαθητή 
ικανότητα συνδυασμού και σύνθεσης εννοιών και αποδεικτικών ή 
υπολογιστικών διαδικασιών. Το θέμα Γ βαθμολογείται με εικοσιπέντε 
(25) μονάδες και επιλέγεται από τον/τους διδάσκοντα/ντες το μάθημα.
ΘΕΜΑ Δ: Αποτελείται από μία άσκηση ή ένα πρόβλημα που η λύση 
του απαιτεί από τον μαθητή ικανότητες συνδυασμού και σύνθεσης 
γνώσεων, αλλά και την ανάληψη πρωτοβουλιών για την ανάπτυξη 
στρατηγικών επίλυσής του. Το θέμα Δ βαθμολογείται με εικοσιπέντε 
(25) μονάδες και λαμβάνεται με κλήρωση από την Τράπεζα Θεμάτων.
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3. Οδηγίες διδασκαλίας και διαχείρισης της ύλης 

(όπως δόθηκαν από το Ι.Ε.Π.)

ΓΕΝΙΚΑ

Η προτεινόμενη διαχείριση της ύλης των Μαθηματικών της Α΄ Λυκείου έχει 
σκοπό να υποστηρίξει τον εκπαιδευτικό στην προσπάθεια υλοποίησης των 
στόχων του ΑΠΣ, αναδεικνύοντας μέσα από συγκεκριμένες αναφορές και 
παραδείγματα, το πνεύμα της διδασκαλίας που το διέπει. Στόχος είναι ο εκ-
παιδευτικός να βοηθηθεί να σχεδιάσει ο ίδιος κατάλληλες για την τάξη του 
διδακτικές παρεμβάσεις συμβατές με το ΑΠΣ. Ο προτεινόμενος διδακτικός 
χρόνος για το κάθε κεφάλαιο είναι ενδεικτικός για να βοηθήσει τον εκπαι-
δευτικό στο διδακτικό του σχεδιασμό, ώστε να ολοκληρωθεί η ύλη μέσα 
στη σχολική χρονιά. Η διδακτική διαχείριση που προτείνεται δίνει τη δυνα-
τότητα ορισμένα τμήματα της διδακτέας ύλης να μπορούν να ολοκληρω-
θούν και οι αντίστοιχοι διδακτικοί στόχοι να επιτευχθούν, σε χρόνο μικρό-
τερο από τον χρόνο που θα απαιτείτο με μια παραδοσιακή διδακτική προ-
σέγγιση. Για παράδειγμα, η παράγραφος που αφορά στη μελέτη της συνάρ-
τησης f(x)  αx2 + βx + γ μπορεί, με μια καλά σχεδιασμένη δραστηριότητα 
και κατάλληλη διδακτική διαχείριση, να ολοκληρωθεί πλήρως μέσα στον 
προβλεπόμενο χρόνο με τρόπο συμβατό με το ΑΠΣ. Αντίθετα, σε άλλες πε-
ριπτώσεις είναι σαφές ότι ο διατιθέμενος χρόνος δεν είναι επαρκής για να 
γίνει η διδακτική διαχείριση ολόκληρης της διδακτέας ύλης μιας ενότητας 
σύμφωνα με το πνεύμα διδασκαλίας που διέπει το ΑΠΣ. Σε αυτές τις περι-
πτώσεις ο εκπαιδευτικός, λαμβάνοντας υπόψη τις ιδιαιτερότητες της τάξης 
του και τον διατιθέμενο χρόνο, θα πρέπει να οργανώσει με τέτοιο τρόπο τη 
διδασκαλία ώστε να αναδείξει στον καλύτερο δυνατό βαθμό τα στοιχεία 
που αναφέρονται στο ΑΠΣ. Για παράδειγμα, κατά τη διδασκαλία των κριτη-
ρίων ισότητας τριγώνων ένας εκπαιδευτικός μπορεί να επιλέξει να εμπλέξει 
τους μαθητές της τάξης του σε μια δραστηριότητα που οδηγεί στην εικασία 



267

Άλγεβρα Α΄ Λυκείου – Α΄ τεύχος

και στην απόδειξη του 2ου κριτηρίου ισότητας τριγώνων, ενώ αντίθετα να 
παραλείψει την απόδειξη του 3ου κριτηρίου ισότητας, η οποία, αν και παρου-
σιάζει μαθηματικό ενδιαφέρον, κρίνει ότι δεν θα προσφέρει ιδιαίτερα στην 
τάξη του, γιατί θα προκαλέσει σημαντική δυσκολία.  Άλλος εκπαιδευτικός 
μπορεί να κρίνει διαφορετικά, γιατί θεωρεί ότι η τάξη του έχει άλλες δυνα-
τότητες. Το σημαντικό σε κάθε περίπτωση είναι να επιδιωχθεί η εννοιολογι-
κή κατανόηση μέσα από την ανάπτυξη ουσιαστικής μαθηματικής δραστηρι-
ότητας των ίδιων των μαθητών στην τάξη και όχι απλά η εξάσκηση σε τε-
χνικές.

ΑΛΓΕΒΡΑ ΚΑΙ ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΩΝ

Ι. Εισαγωγή
Το μάθημα «Άλγεβρα και Στοιχεία Πιθανοτήτων» περιέχει σημαντικές μα-
θηματικές έννοιες, όπως της πιθανότητας, της απόλυτης τιμής, των προό-
δων, της συνάρτησης κ.ά., οι οποίες είναι απαραίτητες για την μετέπειτα 
μαθηματική εξέλιξη των μαθητών. Οι μαθητές έχουν έρθει σε μια πρώτη 
επαφή με αυτές τις έννοιες σε προηγούμενες τάξεις. Στην Α΄ Λυκείου θα τις 
αντιμετωπίσουν σε ένα υψηλότερο επίπεδο αφαίρεσης, το οποίο δημιουργεί 
ιδιαίτερες δυσκολίες στους μαθητές. Για την αντιμετώπιση αυτών των δυ-
σκολιών προτείνεται να αφιερωθεί ικανός χρόνος στην εμπέδωση των νέων 
εννοιών, μέσω της ανάπτυξης και σύνδεσης πολλαπλών αναπαραστάσεών 
τους και στη χρήση τους στην επίλυση προβλημάτων. Επίσης, να αφιερωθεί 
χρόνος ώστε οι μαθητές να εμπλακούν στην αναγνώριση ομοιοτήτων και 
διαφορών μεταξύ ιδιοτήτων και διαδικασιών καθώς και σε διαδικασίες γενί-
κευσης. Οι πολλαπλές αναπαραστάσεις και η σύνδεσή τους μπορούν να  
υποστηριχθούν από ψηφιακά περιβάλλοντα, με τη βοήθεια των οποίων οι 
μαθητές μπορούν να εμπλακούν σε ουσιαστικές μαθηματικές δραστηριότη-
τες. Μέσα από τη διερεύνηση ομοιοτήτων και διαφορών – για παράδειγμα η 
συσχέτιση των διαδικασιών επίλυσης ή της μορφής των λύσεων εξισώσεων 
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και ανισώσεων, η συσχέτιση ορισμένων ιδιοτήτων των ριζών και των απο-
δείξεών τους με αντίστοιχες των απολύτων τιμών – οι μαθητές μπορούν να 
κατανοήσουν καλύτερα τις σχετικές έννοιες και διαδικασίες. 

ΙΙ. Διδακτέα ύλη
Από το βιβλίο «Άλγεβρα και Στοιχεία Πιθανοτήτων Α΄ Γενικού Λυκείου» 
(έκδοση 2013)
Εισαγωγικό κεφάλαιο 
E.2. Σύνολα 

Κεφ.1ο: Πιθανότητες
1.1 Δειγματικός Χώρος – Ενδεχόμενα
1.2  Έννοια της Πιθανότητας (εκτός της υποπαραγράφου «Αξιωματικός 

Ορισμός Πιθανότητας»)

Κεφ.2ο: Οι Πραγματικοί Αριθμοί
2.1 Οι Πράξεις και οι Ιδιότητές τους 
2.2 Διάταξη Πραγματικών Αριθμών (εκτός της απόδειξης της ιδιότητας 4)
2.3 Απόλυτη Τιμή Πραγματικού Αριθμού 
2.4 Ρίζες Πραγματικών Αριθμών (εκτός των αποδείξεων των ιδιοτήτων 3 

και 4)

Κεφ.3ο: Εξισώσεις
3.1 Εξισώσεις 1ου Βαθμού
3.2 Η Εξίσωση  ν αx 
3.3 Εξισώσεις 2ου Βαθμού
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Κεφ.4ο: Ανισώσεις 
4.1 Ανισώσεις 1ου Βαθμού
4.2 Ανισώσεις 2ου Βαθμού

Κεφ.5ο: Πρόοδοι
5.1 Ακολουθίες
5.2 Αριθμητική πρόοδος (εκτός της απόδειξης για το Sν)
5.3 Γεωμετρική πρόοδος (εκτός της απόδειξης για το Sν)

Κεφ.6ο: Βασικές Έννοιες των Συναρτήσεων
6.1 Η Έννοια της Συνάρτησης 
6.2 Γραφική Παράσταση Συνάρτησης (εκτός της υποπαραγράφου «Από-

σταση σημείων») 
6.3 Η Συνάρτηση f(x)  αx + β (εκτός της κλίσης ευθείας ως λόγος μετα-

βολής)

Κεφ.7ο: Μελέτη Βασικών Συναρτήσεων
7.1 Μελέτη της Συνάρτησης : f(x)  αx2

7.3 Μελέτη της Συνάρτησης : f(x)  αx2 + βx + γ

ΙΙΙ. Διαχείριση διδακτέας ύλης

Εισαγωγικό Κεφάλαιο 

(Προτείνεται να διατεθούν 2 διδακτικές ώρες.) 

Στο κεφάλαιο αυτό οι μαθητές διαπραγματεύονται την έννοια του συνόλου 
καθώς και σχέσεις και πράξεις μεταξύ συνόλων. Ειδικότερα: 
Όσον αφορά στην §Ε.1, αυτή να μη διδαχθεί ως αυτόνομο κεφάλαιο αλλά 
να συζητηθεί το νόημα και η χρήση των στοιχείων της Λογικής στις ιδιότη-
τες και προτάσεις που διατρέχουν τη διδακτέα ύλη (για παράδειγμα στην 
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ιδιότητα α  β ≠ 0  α ≠ 0 και β ≠ 0 της §2.1 μπορεί να διερευνηθεί το νόη-
μα της ισοδυναμίας και του συνδέσμου «και»).

§Ε.2   

Οι μαθητές αντιμετωπίζουν για πρώτη φορά με συστηματικό τρόπο την έν-
νοια του συνόλου και των σχέσεων και πράξεων μεταξύ συνόλων. Επειδή η 
έννοια του συνόλου είναι πρωταρχική, δηλαδή δεν ορίζεται, χρειάζεται να 
τονισθούν οι προϋποθέσεις που απαιτούνται για να θεωρηθεί μια συλλογή 
αντικειμένων σύνολο μέσα από κατάλληλα παραδείγματα (π.χ. το σύνολο 
που αποτελείται από τα θρανία και τους μαθητές της τάξης, το σύνολο των 
ψηλών μαθητών της τάξης).  

Η αναπαράσταση συνόλων, σχέσεων και πράξεων αυτών, καθώς και η με-
τάβαση από τη μία αναπαράσταση στην άλλη, μπορούν να υποστηρίξουν 
την κατανόηση της έννοιας του συνόλου.  

Οι πράξεις μεταξύ συνόλων είναι ένα πλαίσιο στο οποίο οι μαθητές μπο-
ρούν να δώσουν νόημα στους συνδέσμους «ή» και «και».  Ειδικά, όσον 
αφορά στο σύνδεσμο «ή», να επισημανθεί η διαφορετική του σημασία στα 
Μαθηματικά από εκείνη της αποκλειστικής διάζευξης που του αποδίδεται 
συνήθως στην καθημερινή χρήση του. Οι δραστηριότητες Δ.1, Δ.2 και Δ.3 
του ΑΠΣ είναι ενδεικτικές για την εννοιολογική προσέγγιση της έννοιας του 
συνόλου. 

Κεφάλαιο 1ο

(Προτείνεται να διατεθούν 8 διδακτικές ώρες.)

Οι μαθητές έχουν έλθει σε επαφή με την έννοια της πιθανότητας στις προη-
γούμενες τάξεις με εμπειρικό τρόπο. Στο κεφάλαιο αυτό εισάγονται στην 
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έννοια της πιθανότητας με τον κλασικό ορισμό και εξασκούνται στο βασικό 
λογισμό πιθανοτήτων με χρήση της θεωρίας συνόλων. Ειδικότερα:

§1.1 

Είναι σημαντικό οι μαθητές να μπορούν να αναγνωρίζουν ένα πείραμα τύ-
χης και να διακρίνουν τις διαφορές που έχει από ένα αιτιοκρατικό πείραμα 
(προτείνεται η δραστηριότητα Δ.4 του ΑΠΣ), με στόχο να μπορέσουν στη 
συνέχεια να αντιληφθούν την ανάγκη εισαγωγής της έννοιας της πιθανότη-
τας για τη μελέτη τέτοιων πειραμάτων. 

Ο προσδιορισμός και η αναπαράσταση του δειγματικού χώρου ενός πειρά-
ματος τύχης είναι μια διαδικασία δύσκολη για τους μαθητές, ειδικά όταν 
αντιμετωπίζουν ένα πείραμα τύχης που πραγματοποιείται σε δυο ή περισσό-
τερα στάδια. Εργαλεία, όπως το δεντροδιάγραμμα και ο πίνακας διπλής ει-
σόδου, βοηθούν στη μοντελοποίηση ενός πειράματος τύχης και στην κατα-
σκευή του δειγματικού χώρου (προτείνεται η Δ.5 του ΑΠΣ).  

Σημαντική για την κατανόηση και την επίλυση προβλημάτων είναι, επίσης, 
η μετάφραση σχέσεων μεταξύ ενδεχομένων από τη φυσική γλώσσα στη 
γλώσσα των συνόλων και αντίστροφα (προτείνονται οι δραστηριότητες Δ.6 
και Δ.7 του ΑΠΣ). 

§1.2 

Ο κλασικός ορισμός της πιθανότητας προτείνεται να είναι η κατάληξη της 
μελέτης της σχετικής συχνότητας και όχι να δοθεί απλά ο τυπικός ορισμός 
(προτείνεται η δραστηριότητα που αντιστοιχεί στο στόχο Πθ4 του ΑΠΣ). Οι 
κανόνες λογισμού των πιθανοτήτων εισάγονται για πρώτη φορά και, εκτός 
από τον απλό χειρισμό τους, είναι σημαντικό να χρησιμοποιηθούν στην επί-
λυση προβλημάτων που δε θα μπορούσαν να λυθούν με τον κλασικό ορισμό 
(π.χ. δραστηριότητα Δ.8 του ΑΠΣ ).
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Να μην διδαχθεί η εφαρμογή 3 στη σελίδα 36, καθώς και ασκήσεις με 
ανισότητες.

Να μην γίνουν οι ασκήσεις 4, 5 και 6 της Β΄ Ομάδας της παραγράφου 1.2.

Κεφάλαιο 2ο

(Προτείνεται να διατεθούν 16 διδακτικές ώρες.)
Στο κεφάλαιο αυτό οι μαθητές επαναλαμβάνουν και εμβαθύνουν στις ιδιό-
τητες του συνόλου των πραγματικών αριθμών με στόχο να βελτιώσουν την 
κατανόηση της δομής του. Η επανάληψη και περαιτέρω εξάσκηση των μα-
θητών στον αλγεβρικό λογισμό (αλγεβρικές πράξεις, παραγοντοποίηση, 
ταυτότητες κ.λπ.) δεν αποτελεί τον κύριο στόχο αυτού του κεφαλαίου. Ειδι-
κότερα:

§2.1 

Οι μαθητές συναντούν δυσκολίες στη διάκριση των ρητών από τους άρρη-
τους και γενικότερα στην ταξινόμηση των πραγματικών αριθμών σε φυ-
σικούς, ακέραιους, ρητούς και άρρητους. Οι διαφορετικές αναπαραστά -
σεις των πραγματικών αριθμών επηρεάζουν τις παραπάνω διεργασίες. Για 
το λόγο αυτό προτείνεται να δοθεί έμφαση στη διάκριση των ρητών από 

τους άρρητους με χρήση κατάλληλων παραδειγμάτων, όπως οι αριθμοί 4
3

, 

1.333…, 1,010101…, 1,1010010001…, καθώς και στην ταξινόμηση αριθ-

μών στα βασικά υποσύνολα των πραγματικών αριθμών (όπως 4
2

, 3

5
, π
6

, 

–1.333 κ.ά.). Παράλληλα, και με αφορμή τα παραπάνω παραδείγματα, μπο-
ρεί να γίνει συζήτηση αν το άθροισμα και το γινόμενο δύο ρητών ή δύο 
άρρητων ή ρητού και άρρητου είναι ρητός ή άρρητος. 

Σημαντικό για τον αλγεβρικό λογισμό είναι οι μαθητές να κατανοήσουν τις 
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ιδιότητες των πράξεων. Σε αυτό θα βοηθήσει η λεκτική διατύπωση και η 
διερεύνηση των ιδιοτήτων, καθώς και η αναγνώριση της σημασίας της ισο-
δυναμίας, της συνεπαγωγής και των συνδέσμων «ή» και «και», με ιδιαίτερη 
έμφαση στις ιδιότητες: α  β 0  α  0 ή β  0, α β≠0  α ≠ 0 και β ≠ 0.  

Να δοθεί έμφαση στις μεθόδους απόδειξης και ιδιαίτερα σε αυτές με τις 
οποίες δεν είναι εξοικειωμένοι οι μαθητές, όπως η χρήση της απαγωγής σε 
άτοπο για την απόδειξη ότι ο 2  είναι άρρητος και του αντιπαραδείγματος 
στην απόρριψη του ισχυρισμού: α2  β2 ⇒ α  β.

§2.2 
Οι μαθητές, επηρεασμένοι από τη διαδοχικότητα των ακεραίων, συναντούν 
δυσκολίες στην κατανόηση της πυκνότητας των ρητών αριθμών. Προτείνε-
ται να δοθεί έμφαση στη διερεύνηση της έννοιας της πυκνότητας και της 
διαδοχικότητας στα βασικά υποσύνολα των πραγματικών αριθμών (προτεί-
νεται η δραστηριότητα Δ.9 του ΑΠΣ) καθώς και στις ομοιότητες και διαφο-
ρές των ιδιοτήτων της ισότητας και της ανισότητας, με έμφαση στις ισοδυ-
ναμίες: α2 + β2 0  α  0 και β  0, ενώ α2 + β2>0  α ≠ 0 ή β ≠ 0 και στα 
σχόλια 1 και 2 της παραγράφου «Ιδιότητες των ανισοτήτων».   

§2.3 

Οι μαθητές έχουν αντιμετωπίσει, στο Γυμνάσιο, την απόλυτη τιμή ενός 
αριθμού ως την απόστασή του από το μηδέν στον άξονα των πραγματικών 
αριθμών. Στην ενότητα αυτή δίνεται ο τυπικός ορισμός της απόλυτης τιμής 
και αποδεικνύονται οι βασικές ιδιότητές της. Να επισημανθεί η μέθοδος 
απόδειξης των ιδιοτήτων των απολύτων τιμών (ότι η ζητούμενη σχέση είναι 
ισοδύναμη με μία σχέση που γνωρίζουμε ότι είναι αληθής) και να συζητηθεί 
η αναγκαιότητα του «πρέπει» () και του «αρκεί» () σε αυτές.  

Η γεωμετρική ερμηνεία της απόλυτης τιμής ενός αριθμού και της απόλυτης 
τιμής της διαφοράς δύο αριθμών είναι σημαντική, γιατί βοηθά τους μαθητές 
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να αποδώσουν νόημα στην έννοια. Η σύνδεση, όμως, της αλγεβρικής σχέ-
σης και της γεωμετρικής της αναπαράστασης δεν είναι κάτι που γίνεται εύ-
κολα από τους μαθητές και για αυτό απαιτείται να δοθεί σε αυτό ιδιαίτερη 
έμφαση. 

Με αυτή την έννοια προτείνεται να μη διδαχθούν, στη γενική τους μορφή, οι: 

ρ0x x   x  (x0 – ρ, x0 + ρ)  x0 – ρ < x < x0 + ρ καθώς και 

ρ0x x    x  (–, x0 – ρ)  (x0 + ρ, + )  x < x0 – ρ ή x > x0 + ρ 

καθώς και η γεωμετρική ερμηνεία αυτών, επειδή είναι πολύ δύσκολο να γί-
νουν κατανοητά από τους μαθητές σ’ αυτή τη φάση της αλγεβρικής τους 
εμπειρίας. Αντίθετα, οι μαθητές μπορούν να ασχοληθούν με τα παραπάνω 
μέσα από συγκεκριμένα παραδείγματα (π.χ. η ανίσωση x 2 3   σημαίνει: 

«ποιοι είναι οι αριθμοί που απέχουν από το 2 απόσταση μικρότερη του 3;» 

δηλ. x 2 3    d (x, 2) < 3  –1 < x < 5). 

Προτείνεται, όμως, να γίνει διαπραγμάτευση των σχέσεων: 
ρx   –ρ < x < ρ και ρx    x < –ρ ή x > ρ 

H δραστηριότητα Δ.10 του ΑΠΣ υποστηρίζει την παραπάνω προσέγγιση.

§2.4 
Οι μαθητές έχουν ήδη αντιμετωπίσει, στο Γυμνάσιο, τις τετραγωνικές ρίζες 
και δυνάμεις με ακέραιο εκθέτη καθώς και τις ιδιότητες αυτών. Στην ενότη-
τα αυτή γίνεται επέκταση στη ν-οστή ρίζα και στη δύναμη με ρητό εκθέτη. 
Να επισημανθεί η διατήρηση των ιδιοτήτων των δυνάμεων με ακέραιο εκ-
θέτη και στην περίπτωση του ρητού εκθέτη. Προτείνεται η διαπραγμάτευση 
απλών ασκήσεων. Για να αναδειχθούν τα πλεονεκτήματα της χρήσης των 
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ιδιοτήτων των ριζών, έναντι της χρήσης του υπολογιστή τσέπης, προτείνε-
ται μια δραστηριότητα σαν τη Δ.11 του ΑΠΣ.  

Κεφάλαιο 3ο 

(Προτείνεται να διατεθούν 12 διδακτικές ώρες.)

Στο κεφάλαιο αυτό οι μαθητές μελετούν συστηματικά και διερευνούν εξι-
σώσεις 1ου και 2ου βαθμού. Ως ιδιαίτερη περίπτωση εξετάζεται η εξίσωση 
xν   α. Ειδικότερα:

§3.1 

Οι μαθητές, στο Γυμνάσιο, έχουν διαπραγματευθεί αναλυτικά την επίλυση 
εξισώσεων της μορφής αx + β 0, της οποίας οι συντελεστές α και β είναι 
συγκεκριμένοι αριθμοί. Συναντούν δυσκολίες στη μετάβαση από την επίλυση 
μιας τέτοιας μορφής εξίσωσης στην επίλυση της γενικής μορφής αx + β  0, 
για δύο κυρίως λόγους: α) είναι δύσκολος ο διαχωρισμός της έννοιας της 
παραμέτρου από την έννοια της μεταβλητής και β) δεν είναι εξοικειωμένοι 
με τη διαδικασία της διερεύνησης γενικά.  

Για το λόγο αυτό, προτείνεται να δοθεί προτεραιότητα στην αναγνώριση 
του ρόλου της παραμέτρου σε μια παραμετρική εξίσωση 1ου βαθμού μέσα 
από τη διαπραγμάτευση της παραμετρικής εξίσωσης που περιλαμβάνεται 
στη θεωρία αυτής της παραγράφου (σχολικό βιβλίο, σελ. 80). Για παράδειγ-
μα, μπορεί να ζητηθεί από τους μαθητές να λύσουν την εξίσωση για συγκε-
κριμένες τιμές του λ (π.χ. λ  2, λ  5, λ  1, λ  –1) και στη συνέχεια να 
προσπαθήσουν να διατυπώσουν γενικά συμπεράσματα για κάθε τιμή της 
παραμέτρου λ. Προτείνεται, επίσης, προς διαπραγμάτευση η δραστηριότη-
τα Δ.12 του ΑΠΣ καθώς και η επίλυση απλών παραμετρικών εξισώσεων και 
απλών εξισώσεων που ανάγονται σε εξισώσεις 1ου βαθμού (όπως η άσκηση 
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10 της Α΄ Ομάδας).  

Για καλύτερη κατανόηση και εμπέδωση των ιδιοτήτων των απολύτων τιμών, 

προτείνεται να δοθεί ιδιαίτερη έμφαση σε εξισώσεις, όπως η x 5 3   , την 
οποία δύσκολα χαρακτηρίζουν οι μαθητές από την αρχή ως αδύνατη.

§3.2 
Η επίλυση εξισώσεων της μορφής xν   α να περιοριστεί σε απλές εξισώσεις. 

§3.3 

Η επίλυση της εξίσωσης αx2 + βx + γ  0, α ≠ 0 (στη γενική της μορφή) με 
τη μέθοδο «συμπλήρωσης τετραγώνου» είναι μια διαδικασία που δυσκο-
λεύει τους μαθητές. Προτείνεται να χρησιμοποιήσουν οι μαθητές τη μέθοδο 
της «συμπλήρωσης τετραγώνου» πρώτα σε εξισώσεις 2ου βαθμού με συντε-
λεστές συγκεκριμένους αριθμούς και στη συνέχεια με τη βοήθεια του εκπαι-
δευτικού να γενικεύσουν τη διαδικασία.  

Επίσης, προτείνεται η επίλυση απλών εξισώσεων που ανάγονται σε εξισώ-
σεις 2ου βαθμού (όπως τα παραδείγματα 1 και 3) και να δοθεί έμφαση στη 
μοντελοποίηση και επίλυση προβλημάτων με χρήση εξισώσεων 2ου βαθμού 
(προτείνονται οι δραστηριότητες Δ.13 και Δ.14 του ΑΠΣ).  

Οι τύποι του Vieta επιτρέπουν στους μαθητές είτε να κατασκευάσουν μια 
εξίσωση 2ου βαθμού με δεδομένο το άθροισμα και το γινόμενο ριζών της 
είτε να προσδιορίσουν απευθείας τις ρίζες της (βρίσκοντας δυο αριθμούς 
που να έχουν άθροισμα S και γινόμενο P). Προτείνεται να ζητηθεί από τους 
μαθητές, υπό μορφή άσκησης, να προσδιορίσουν αυτούς τους τύπους και να 
τους χρησιμοποιήσουν στην επίλυση σχετικών προβλημάτων.  
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Πρόταση μελέτης

Βασικές Οδηγίες

Ο μαθητής θα πρέπει να γνωρίζει από την αρχή ότι βασικό υλικό για τη με-
λέτη του αποτελεί το σχολικό βιβλίο. Αυτό γιατί τα θέματα που είναι εκτός 
της Τράπεζας Θεμάτων (δηλαδή το 1ο και το 3ο θέμα) απαντιούνται με τις 
γνώσεις που υπάρχουν στο σχολικό εγχειρίδιο. Το 1ο θέμα αποτελείται από 
μια απόδειξη πρότασης, ιδιότητας ή θεωρήματος που υπάρχει αποδεδειγμέ-
νη στο σχολικό βιβλίο, ενώ το 3ο θέμα αποτελείται από μία άσκηση με βαθ-
μό δυσκολίας που υπάρχει και σε ασκήσεις του σχολικού βιβλίου. Θα πρέ-
πει λοιπόν ο κάθε μαθητής να έχει μελετήσει όλη την αντίστοιχη θεωρία του 
σχολικού του βιβλίου, τα παραδείγματα και τις εφαρμογές για κάθε κεφά-
λαιο (αυτή που περιλαμβάνεται στην εξεταστέα ύλη).

Κατόπιν, όπως περιγράφουμε παρακάτω, να χρησιμοποιήσει το βιβλίο αυτό 
για να λύσει, να μελετήσει τη λύση κάθε θέματος που περιλαμβάνεται στην 
Τράπεζα Θεμάτων του Ι.Ε.Π., καθώς και να δει θέματα στην κατηγορία του 
3ου θέματος (θέματος Γ) που προτείνουμε.

Όλη η απαραίτητη θεωρία που αφορά στο 1ο θέμα υπάρχει μέσα στο βιβλίο 
αυτό. Συγκεκριμένα υπάρχουν όλες οι αποδείξεις των προτάσεων – θεωρη-
μάτων και ιδιοτήτων που περιλαμβάνονται στην εξεταστέα ύλη, αριθμημέ-
νες, ταξινομημένες και αποδεδειγμένες σε κάθε κεφάλαιο.

Οι ερωτήσεις αντικειμενικού τύπου (ερωτήσεις Σωστού – Λάθους, πολλα-
πλής επιλογής και αντιστοίχισης) που θα αποτελέσουν το 1ο μέρος του 1ου 
θέματος (Α1) είναι κατασκευασμένες με τέτοιο τρόπο ώστε να υπάρχουν, 
αφενός, ερωτήσεις που η απάντησή τους βρίσκεται απλά στη θεωρία και, 
αφετέρου, ερωτήσεις που η απάντησή τους απαιτεί κάποιο συλλογισμό, χω-
ρίς όμως ιδιαίτερους υπολογισμούς.
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Έτσι, παρακάτω δίνουμε μια ολοκληρωμένη πρόταση μελέτης για το 1ο, 2ο 
και 3ο κεφάλαιο  με βάση και τις προηγούμενες παρατηρήσεις.

Εισαγωγικό Κεφάλαιο
Να μελετηθεί στο πλαίσιο που αναφέρεται στις οδηγίες διδασκαλίας και να 
δοθεί έμφαση στις έννοιες των συνόλων και τις πράξεις τους (τομή, ένωση, 
συμπλήρωμα).

Κεφάλαιο 1ο

1.1. 

 Μελέτη της έννοιας του πειράματος τύχης. Μεγάλη προσοχή δίνουμε 
στις έννοιες και στις πράξεις των ενδεχομένων, καθώς και στον ορισμό 
των ασυμβίβαστων ενδεχομένων (ξένα μεταξύ τους ή αμοιβαία απο-
κλειόμενα).

 Μελέτη των εφαρμογών 1 και 2 στις σελίδες 24 – 25. Προσοχή στην 
κατασκευή του δεντροδιαγράμματος της εφαρμογής 1 στη σελίδα 25,  
που μας δείχνει ένα γενικότερο τρόπο για την κατασκευή δεντροδια-
γραμμάτων.

 Δοκιμάζουμε να λύσουμε όλες τις ασκήσεις της Α΄και Β΄ομάδας με τη 
σειρά που υπάρχουν στο σχολικό βιβλίο.

1.2.

 Μελέτη του κλασικού ορισμού της πιθανότητας και προσοχή στο σχό-
λιο της σελίδας 32.

 Πολύ καλή μελέτη των αποδείξεων των κανόνων λογισμού των πιθα-
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νοτήτων στις σελίδες 32 – 34 (οι οποίες μπορούν να μελετηθούν και 
από το βιβλίο αυτό, όπου υπάρχουν αριθμημένες).

 Μελέτη των εφαρμογών 1, 2 και 3 στις σελίδες 35 – 36. Προσοχή στην 
κατασκευή του πίνακα διπλής εισόδου της εφαρμογής 1, που μας δεί-
χνει ένα γενικότερο τρόπο για την κατασκευή πινάκων διπλής εισόδου.

 Δοκιμάζουμε να λύσουμε όλες τις ασκήσεις της Α΄ ομάδας (εκτός της 
άσκησης 11) και τις ασκήσεις 1 , 2 και 3 της Β΄ ομάδας (είναι καλό να 
λυθούν με τη σειρά).

 Απαντάμε σε όλες τις ερωτήσεις κατανόησης στις σελίδες 40 – 41 (των 
οποίων οι απαντήσεις, μαζί με τον σχολιασμό τους, υπάρχουν στο βι-
βλίο αυτό).

 Απαντάμε σε όσες ερωτήσεις αντικειμενικού τύπου (θέμα Α1) μπο-
ρούμε από αυτές που υπάρχουν στο βιβλίο αυτό (δεν είναι ανάγκη να 
απαντηθούν όλες σε μία φορά, αλλά σταδιακά).

 Αμέσως μετά δοκιμάζουμε να λύσουμε θέματα Β από την Τράπεζα 
Θεμάτων με τη σειρά, όπως υπάρχουν στο βιβλίο αυτό. Εξαντλούμε 
όλα τα περιθώρια να λύσουμε μόνοι μας κάθε άσκηση και ανατρέχου-
με στις λύσεις, όταν δεν έχουμε άλλα περιθώρια (πολλές φορές είναι 
προτιμότερο να προσπαθήσουμε μόνοι μας να λύσουμε 1–2 ασκήσεις 
από το να μελετήσουμε απλά τη λύση 10 ασκήσεων).

 Δοκιμάζουμε να λύσουμε θέματα Γ που προτείνονται από τον συγ-
γραφέα (όχι απαραίτητα με τη σειρά που υπάρχουν στο βιβλίο αυτό).

 Μετά δοκιμάζουμε να λύσουμε θέματα Δ (όχι απαραίτητα με την σει-
ρά που υπάρχουν στο βιβλίο αυτό). Καλό θα ήταν προηγουμένως να 
έχουμε μελετήσει κάποια λυμένα θέματα Δ .

 Τώρα μπορούμε να δοκιμάσουμε να λύσουμε τα διαγωνίσματα του 
κεφαλαίου αυτού σε χρονική διάρκεια 2 ωρών, με τη σειρά που δίνο-
νται.
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Κεφάλαιο 2ο 

2.1. 

 Στην πραγματικότητα επαναλαμβάνονται γνώσεις από την Β΄ και την 
Γ΄ Γυμνασίου. Όμως θα πρέπει να επιμείνουμε στην κατανόηση των 
ιδιοτήτων της σελίδας 45, καθώς και στις ιδιότητες των δυνάμεων και  
στις ταυτότητες στη σελίδα 47 με πολλές εφαρμογές. Στις μεθόδους 
απόδειξης μελετάμε μόνο ό,τι έχει το σχολικό βιβλίο με έμφαση στην 
«απαγωγή σε άτοπο».

 Μελέτη της εφαρμογής 1 στη σελίδα 50.

 Δοκιμάζουμε να λύσουμε όλες τις ασκήσεις της Α΄και Β΄ομάδας στις 
σελίδες 52 – 53.

2.2.

 Πολύ καλή μελέτη των ορισμών και των ιδιοτήτων των σελίδων 54 – 
55. Πολλοί ορισμοί ζητούνται σε ερωτήσεις αντικειμενικού τύπου.

 Μελέτη όλων των αποδείξεων που είναι στην εξεταστέα ύλη (μπορού-
με να τις μελετήσουμε και από αυτό το βιβλίο, για να μην μπερδευό-
μαστε ως προς το ποια είναι εκτός και ποια όχι) .

 Προσοχή στους συμβολισμούς των διαστημάτων που βρίσκονται στον 
πίνακα της  σελίδας 58.

 Μελέτη της εφαρμογής 1 και 2 στη σελίδα 58 – 59 (υπάρχουν πολλές 
ασκήσεις στην Τράπεζα Θεμάτων αυτού του είδους).

 Δοκιμάζουμε να λύσουμε όλες τις ασκήσεις της Α΄και Β΄ομάδας στις 
σελίδες 59 – 60.
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2.3.

 Η παράγραφος αυτή θεωρείται από τις πιο δύσκολες στην κατανόηση, αλλά 
και στην τεχνική που χρησιμοποιούμε στις ασκήσεις. Έτσι λοιπόν:

 Μελετάμε καλά τον ορισμό της απόλυτης τιμής πραγματικού αριθμού, 
καθώς και τα απλά παραδείγματα που αναφέρονται στο σχολικό βι-
βλίο. Μετά μελετάμε τις ιδιότητες της απόλυτης τιμής στη σελίδα 62.

 Μελετάμε τις αποδείξεις που είναι εντός της εξεταστέας ύλης (και από 
αυτό το βιβλίο, για να μην μπερδευόμαστε) με τη σειρά.

 Μελετάμε την απόσταση δύο αριθμών στις σελίδες 63 και 64 και ιδιαί-
τερα την γεωμετρική της απεικόνιση και ερμηνεία (θα μας ζητηθεί αρ-
κετές φορές σε θέματα της Τράπεζας). Επίσης μελετάμε τα απλά παρα-
δείγματα που υπάρχουν στη σελίδα 65 μαζί με την γεωμετρική τους 
ερμηνεία.

 Δοκιμάζουμε να λύσουμε όλες τις ασκήσεις της Α΄ και Β΄ομάδας στις 
σελίδες 66 – 68 (ιδιαίτερη επιμέλεια στην άσκηση 7 της Α΄ ομάδας, 
καθώς και στην άσκηση 4 της Β΄ ομάδας).

Στο σημείο αυτό μπορούμε να ασχοληθούμε με ασκήσεις από την Τράπεζα 
Θεμάτων από τα θέματα Β που αναφέρονται στις επιμέρους παραγράφους 
2.1., 2.2., 2.3., αλλά και από τα θέματα Γ και Δ .
Θέματα Β:
2.1 : Β3, Β14, Β31, Β32
2.2 : Β5, Β7, Β8, Β11, Β13, Β27, Β28, Β35, Β38
2.3 : Β1, Β4, Β6, Β16, Β24, Β34
2.4 : όλες τις υπόλοιπες ασκήσεις

Θέματα Γ:
2.1 : Γ1, Γ2,  Γ7, Γ11
2.2 : Γ3, Γ10
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2.3 : Γ4,  Γ5,  Γ6, Γ12
2.4 : Γ8, Γ9

2.4.

 Μελετάμε καλά τον ορισμό της τετραγωνικής ρίζας μη αρνητικού 
αριθμού και τις ιδιότητές της στη σελίδα 69.

 Κατόπιν μελετάμε τον αντίστοιχο ορισμό-επέκταση της ν-oστής ρίζας, 
καθώς και τις ιδιότητές της στη σελίδα 71.

 Μελετάμε τις αποδείξεις που είναι εντός της εξεταστέας ύλης (και από 
το βιβλίο αυτό για να μην μπερδευόμαστε).

 Τέλος μελετάμε τον ορισμό της δύναμης με ρητό εκθέτη και τα απλά 
παραδείγματα του σχολικού βιβλίου στη σελίδα 72.

 Μελετάμε τις εφαρμογές 1, 2, και 3 με προσοχή στη διαδικασία της 
λύσης, όπου υποδεικνύεται και μια μεθοδολογία λύσης τέτοιων ασκή-
σεων.

 Δοκιμάζουμε να λύσουμε όλες τις ασκήσεις της Α΄και Β΄ομάδας στις 
σελίδες 74 και 75 με ιδιαίτερη έμφαση στις:

Ομάδα Α: 2, 3, 4, 6, 10, 11

Ομάδα Β: 1, 2 ,4, 5

 Απαντάμε σε όλες τις ερωτήσεις κατανόησης στις σελίδες 76 – 77 (των 
οποίων οι απαντήσεις και ο σχολιασμός τους υπάρχουν στο βιβλίο 
αυτό).

 Απαντάμε σε όσες ερωτήσεις αντικειμενικού τύπου (θέμα Α1) μπο-
ρούμε από αυτές που υπάρχουν στο βιβλίο αυτό (δεν είναι ανάγκη να 
απαντηθούν όλες σε μία φορά, αλλά σταδιακά).
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 Αμέσως μετά δοκιμάζουμε να λύσουμε θέματα Β από την Τράπεζα 
Θεμάτων με τη σειρά, όπως υπάρχουν στο βιβλίο αυτό. Εξαντλούμε 
όλα τα περιθώρια να λύσουμε μόνοι μας κάθε άσκηση και ανατρέχου-
με στις λύσεις όταν δεν έχουμε άλλα περιθώρια.

 Δοκιμάζουμε να λύσουμε θέματα Γ που προτείνονται από τον συγ-
γραφέα (όχι απαραίτητα με τη σειρά που υπάρχουν στο βιβλίο αυτό).

 Μετά δοκιμάζουμε να λύσουμε θέματα Δ (όχι απαραίτητα με την σει-
ρά που υπάρχουν στο βιβλίο αυτό). Καλό θα ήταν προηγουμένως να 
έχουμε μελετήσει κάποια λυμένα θέματα Δ .

 Τώρα μπορούμε να δοκιμάσουμε να λύσουμε τα διαγωνίσματα του 
κεφαλαίου σε χρονική διάρκεια 2 ωρών. Καλό θα ήταν τα διαγωνίσμα-
τα να λυθούν με τη σειρά που δίνονται, αφού υπάρχει διαβάθμιση στη 
δυσκολία τους αλλά και σύνθεση θεμάτων των δύο κεφαλαίων.

Κεφάλαιο 3ο

Σε αυτό το κεφάλαιο καλό θα ήταν να μελετήσουμε τις αποδείξεις των προ-
τάσεων από το βιβλίο αυτό, αφού στο σχολικό βιβλίο δεν είναι αριθμημένες 
και είναι διάσπαρτες.

3.1.

 Μελετάμε πολύ καλά τη θεωρία, τα παραδείγματα στη σελίδα 80 – 83 
και την εφαρμογή 1 στη σελίδα 81 (που αποτελεί πρόβλημα και, όπως 
είναι γνωστό, προβλήματα τίθενται μόνο στο 4ο θέμα). Στην υποπαρά-
γραφο: «Εξισώσεις που ανάγονται σε εξισώσεις 1ου βαθμού», στη σε-
λίδα 81, προσέχουμε τα παραδείγματα 2 και 3 που αποτελούν μια συ-
νήθη μέθοδο επίλυσης εξισώσεων τέτοιων μορφών.
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 Μελετάμε τις αποδείξεις που είναι εντός της εξεταστέας ύλης (και από 
το βιβλίο αυτό για να μην μπερδευόμαστε).

 Δοκιμάζουμε να λύσουμε όλες τις ασκήσεις Α΄και Β΄ ομάδας στις σε-
λίδες 83 – 85.

3.2. 
 Μελετάμε την παράγραφο και τις προτάσεις που περιλαμβάνονται σε 

αυτήν, μερικά απλά παραδείγματα, την εφαρμογή  και δεν δίνουμε συ-
νέχεια.

 Λύνουμε τις ασκήσεις στη σελίδα 87 (οι οποίες είναι απλές).

3.3. 
 Η παράγραφος αυτή αποτελεί μια από τις σπουδαιότερες παραγρά-

φους, αφού σε πολλά θέματα παρουσιάζεται εξίσωση 2ου βαθμού. 
Εστιάζουμε στα συμπεράσματα του πίνακα της σελίδας 89 και στους 
τύπους του Vieta στη σελίδα 90.

 Μελετάμε τις εφαρμογές 1 και 2 (που αποτελεί πρόβλημα και, όπως 
είναι γνωστό, προβλήματα τίθενται μόνο στο 4ο θέμα).

 Μεγάλη προσοχή χρειάζεται στην υποπαράγραφο «Εξισώσεις που 
ανάγονται σε εξισώσεις 2ου βαθμού» και στα παραδείγματα των σελί-
δων 92 και 93, που αποτελούν μεθοδολογία επίλυσης εξισώσεων τέ-
τοιου τύπου (ειδικά στο παράδειγμα 3ο μελετάμε προσεκτικά την περί-
πτωση της διτετράγωνης εξίσωσης, δεδομένου ότι θα συναντήσουμε 
πολλά θέματα τέτοιου είδους).

 Μελετάμε τις αποδείξεις που είναι εντός της εξεταστέας ύλης (και από 
το βιβλίο αυτό για να μην μπερδευόμαστε).

 Δοκιμάζουμε να λύσουμε όλες τις ασκήσεις της Α΄ και  Β΄ Ομάδας των 
σελίδων 93 και 95 (καλό θα ήταν να ακολουθήσουμε τη σειρά, τουλά-
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χιστον στις ασκήσεις της  Α΄ομάδας). Ασκήσεις όπως οι 3, 4, 7, 8, 11, 
12, 13 και 14 καθώς και 1, 2, 3 και 4 της Β΄ ομάδας είναι συχνές σε 
εξετάσεις.

 Απαντάμε σε όλες τις ερωτήσεις κατανόησης στις σελίδες 96 – 97 (των 
οποίων οι απαντήσεις υπάρχουν στο βιβλίο αυτό).

 Απαντάμε σε όσες ερωτήσεις αντικειμενικού τύπου (θέμα Α1) μπο-
ρούμε από αυτές που υπάρχουν στο βιβλίο αυτό (δεν είναι ανάγκη να 
απαντηθούν όλες σε μία φορά, αλλά σταδιακά).

 Αμέσως μετά δοκιμάζουμε να λύσουμε θέματα Β από την Τράπεζα 
Θεμάτων με τη σειρά, όπως υπάρχουν στο βιβλίο αυτό. Εξαντλούμε 
όλα τα περιθώρια να λύσουμε μόνοι μας κάθε άσκηση και ανατρέχου-
με στις λύσεις όταν δεν έχουμε άλλα περιθώρια.

 Δοκιμάζουμε να λύσουμε θέματα Γ που προτείνονται από τον συγ-
γραφέα (όχι απαραίτητα με τη σειρά που υπάρχουν στο βιβλίο αυτό).

 Μετά δοκιμάζουμε να λύσουμε θέματα Δ (όχι απαραίτητα με την σει-
ρά που υπάρχουν στο βιβλίο αυτό). Καλό θα ήταν προηγουμένως να 
έχουμε μελετήσει κάποια λυμένα θέματα Δ .

 Τώρα μπορούμε να δοκιμάσουμε να λύσουμε τα διαγωνίσματα του 
κεφαλαίου, αλλά και τα επαναληπτικά διαγωνίσματα σε χρονική διάρ-
κεια 2 ωρών. Καλό θα ήταν, τα διαγωνίσματα να λυθούν με τη σειρά 
που δίνονται, αφού υπάρχει διαβάθμιση στη δυσκολία τους αλλά και 
σύνθεση θεμάτων και των τριών κεφαλαίων.

Καλή τύχη
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