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14ο ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑ –ΕΝΔΕΙΚΤΙΚΕΣ ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ (Nέο 2020) 

[Κεφάλαια 1 & 2 μέχρι τη παράγραφο 2.7 του σχολικού βιβλίου] 

 

ΘΕΜΑ Α 

A1. Σχολικό βιβλίο σελ. 142 (Θεώρημα Fermat) 
 

Α2. Μια συνάρτηση f, με πεδίο ορισμού Α, θα λέμε ότι παρουσιάζει στο 0x Α     

 τοπικό μέγιστο, όταν υπάρχει δ 0 , τέτοιο ώστε    0f x f x  για κάθε  

 0 0x A x δ,x δ    . 

 τοπικό ελάχιστο, όταν υπάρχει δ 0 , τέτοιο ώστε    0f x f x  για κάθε  

 0 0x A x δ,x δ    . 

 
Α3. α) Α  

β) Έστω ότι υπάρχει 0x   τέτοιο ώστε  0f x 0 , τότε  2

0f x 0  που είναι  

άτοπο, διότι  2f x 0  για κάθε x . Άρα  f x 0  για κάθε x . 

Α4. α) Σ β) Λ  γ) Σ  δ) Λ(είναι στο  0, )          

 
 
ΘΕΜΑ Β 

Η συνάρτηση f γράφεται και ως εξής:  

22x , 1 x 1

f x 2
, x 1 ή x 1

x

   


 
  



 

 
Β1. Η συνάρτηση f είναι συνεχής στα διαστήματα:  

    , 1 , 1,    ως ρητή συνάρτηση 

  1,1  ως πολυωνυμική συνάρτηση 

 

Θα εξετάσουμε αν είναι συνεχής στα σημεία 1x 1   και 2x 1  

 
Είναι,  

 
x 1 x 1

2f x 2x 2lim lim
 

 

   ενώ 
x 1 x 1

2
f (x) 2 2

x
lim lim

 
 

     

άρα η f δεν είναι συνεχής στο σημείο 1x 1  .  

 
Επίσης,  

 
x 1 x 1

2f x 2x 2lim lim
 

 

  ,  
x 1 x 1

2
f (x) 2

x
lim lim

 
 

    και  f 1 2  

άρα η f είναι συνεχής στο σημείο 2x 1 .  
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Β2. Έχουμε, 

 
2

4x , 1 x 1

f x 2
, x 1 ή x 1

x

  


  
   


  

 

Η f δεν είναι συνεχής στο σημείο 1 , άρα δεν είναι και παραγωγίσιμη στο σημείο αυτό.  

Θα εξετάσουμε αν η f είναι παραγωγίσιμη στο σημείο 0x 1 . 

 

    
 

x 1 x 1 x 1 x 1

2f (x) f 1 2 x 1 x 12x 2
2 x 1 4

x 1 x 1 x 1
lim lim lim lim

   
   

  
    

  
 

και 

 

 

 

 x 1 x 1 x 1 x 1

2
2f (x) f 1 2 x 12 2xx 2 4

x 1 x 1 x x 1 x x 1
lim lim lim lim

   
   

  
     

   
 

άρα η f δεν είναι παραγωγίσιμη στο σημείο 0x 1 .  

 
 
Β3. Αρχικά θα σχεδιάσουμε τη γραφική παράσταση της συνάρτηση f. 
 

 
 

Η γραφική παράσταση της συνάρτησης f  είναι ίδια με τη γραφική παράσταση της f στο 

διάστημα  1,  , ενώ στο διάστημα  , 1   είναι συμμετρική ως προς τον άξονα των x όπως 

φαίνεται στο παρακάτω σχήμα. 
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Τέλος, η γραφική παράσταση της συνάρτησης f  είναι η συμμετρική της γραφικής παράστασης 
της f ως προς τον άξονα των x, όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήμα.  

 
 
 

Β4. Η μοναδική ευθεία y   η οποία τέμνει τη γραφική παράσταση της f σε δύο ακριβώς σημεία 

είναι η y 2  όπως φαίνεται στο πρώτο σχήμα του ερωτήματος Β3, επομένως, 

 

       
2021 2021 2021 2021

2 μ 1 3 2 μ 1 1 μ 1 1 μ 1 1 μ 2                     

 
 
 
 
ΘΕΜΑ Γ 

Γ1. Για κάθε 
π π

x ,
2 2

 
  
 

 έχουμε 
π π

x ,
2 2

 
   

 
 και ισχύει:  

         f x 2ημ x εφ x 3 x 2ημx εφx 3x 2ημx εφx 3x f x                

άρα η f είναι άρτια.  
Επίσης,  

   f x 2ημx εφx 3x 0 f 0      για κάθε 
π π

x ,
2 2

 
  
 

  

άρα η f παρουσιάζει ολικό ελάχιστο στο σημείο 0x 0  με τιμή  f 0 0 .  
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Γ2. Έστω συνάρτηση  
π π

g x 2ημx εφx 3x, x ,
2 2

 
     

 
, τότε  

   
π π

f x g x , x ,
2 2

 
   

 
. 

 
Είναι,  

 
   

23 2

2 2 2

συνx 1 2συνx 11 2συν x 3συν x 1
g x 2συνx 3 0

συν x συν x συν x

   
        

 

για κάθε 
π π

x ,
2 2

 
  
 

 με την ισότητα να ισχύει για x 0 . 

 

Άρα η g είναι γνησίως αύξουσα στο 
π π

,
2 2

 
 
 

, διότι είναι συνεχής στο 0x 0 .  

Επίσης,  g 0 0,  επομένως  

 αν 
π

x ,0
2

 
  
 

 τότε      
gπ

x 0 g x g 0 g x 0
2



         

 αν 
π

x 0,
2

 
 
 

 τότε      
gπ

0 x g 0 g x 0 g x
2



        

άρα  

 
 

 

π π
g x , x ,0 2ημx εφx 3x , x ,0

2 2
f x

π π
g x , x 0, 2ημx εφx 3x , x 0,

2 2

    
           
     

  
              

  . 

 
 

Γ3 Η f είναι συνεχής στο κλειστό διάστημα  α,β  ως απόλυτη τιμή συνεχούς συνάρτησης.  

Για να μην ικανοποιείται το Θεώρημα Ενδιαμέσων Τιμών πρέπει να ισχύει:  

   f α f β  

1ος τρόπος (α β  ) 

Έχουμε ισοδύναμα:  

               f α f β g α g β g α g β ή g α g β        

Για κάθε περίπτωση χωριστά έχουμε:  

    g α g β α β    (η g είναι γνησίως αύξουσα, άρα και 1 – 1), άτοπο διότι α β .  

        
g περιττή g

g α g β g α g β α β        . 

 

2ος τρόπος (α β  ) 

Η f είναι άρτια, που σημαίνει ότι ισχύει    f α f α  , άρα έχουμε:  

   f α f β    (1) 

Όμως, 
π π

α 0 0 α
2 2

        και 
π

0 β
2

   και η f είναι γνησίως αύξουσα στο 
π

0,
2

 
 
 

, άρα  

1–1.  
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Οπότε από τη σχέση (1) έχουμε:  α β α β     . 

 

Η f ικανοποιεί τις υποθέσεις του Θεωρήματος Rolle στο  α,β  διότι,  

 είναι συνεχής στο κλειστό διάστημα  α,β  

 είναι παραγωγίσιμη στο ανοιχτό διάστημα  α,β , διότι  

 

 
2

2

1 π
2συνx 3 , x ,0

συν x 2
f x

1 π
2συνx 3 , x 0,

συν x 2

  
     
  

  
       

 

και  

 
x 0 x 0 x 0

f (x) f 0 2ημx εφx 3x 2ημx ημx 1
3 2 1 3 0

x 0 x x x συνx
lim lim lim

  
  

     
          

  
 

 

 
x 0 x 0 x 0

f (x) f 0 2ημx εφx 3x 2ημx ημx 1
3 2 1 3 0

x 0 x x x συνx
lim lim lim

  
  

    
         

  
 

 

άρα η f παραγωγίζεται στο σημείο 0x 0  με  f 0 0  . 

    f α f β   

 
 

Γ4. Έστω   Μ x,f x  ένα τυχαίο σημείο της γραφικής παράστασης της f, τότε η απόσταση του 

σημείου  0 0 0Μ x ,y  από το σημείο Μ δίνεται από τον τύπο:  

        
22

0 0 0ΜΜ x x f x y d x       

 

Η συνάρτηση d είναι συνεχής στο διάστημα 
π π

,
3 3

 
 
 

 ως πράξεις συνεχών, άρα από το Θεώρημα 

Μέγιστης και Ελάχιστης τιμής υπάρχει ένα τουλάχιστον 
1

π π
x ,

3 3

 
  
 

 τέτοια ώστε  1 mind x d  

και ένα τουλάχιστον 
2

π π
x ,

3 3

 
  
 

 τέτοια ώστε  2 maxd x d  . 

 
 
 
ΘΕΜΑ Δ 

Δ1. Επειδή η  f έχει πεδίο ορισμού το  αν και μόνο αν: 

 
24 ρ

x αx 0
ρ 2

    για κάθε x . 

άρα ισοδύναμα:  

2
Δ 0

α 8 0 α 2 2 2 2 α 2 2
4

0 ρ 0 ρ 0 ρ 0
ρ


         

     
      


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όμως     άρα  

0 ρ α 2 2 2,8    

και επειδή τα ρ, α είναι ακέραιοι αριθμοί έχουμε: ρ 1  και α 2 , οπότε  

  2 1
f x 4x 2x

2
   . 

Επίσης, για κάθε x  έχουμε:  
         g x g x μxμxe e g x 1 μx e g x μx 1


         (1) 

Όμως, γνωρίζουμε  ότι 
xe x 1   για κάθε x και η ισότητα ισχύει για x 0 , άρα από την (1) 

έχουμε:  

   g x μx 0 g x μx     για κάθε x . 

 
 
Δ2. Έχουμε,  

     
2

2

x x x

2 11 x 4 μ4x 2x μx
xf (x) g x μ 22x2

0 ,μ 2
e e e e

,μ 2
lim lim lim
  

 
           


    

 
  

Για μ 2  έχουμε:  

 
2 2

x x x x

1 1
2x 2

2 2x

1 1 2 1 2 1
4x 2x 2x 4x 2x 2x 4 2

f (x) g x 2 2 x 2 4 2e e e e e elim lim lim lim
   

 

                . 

 
 

Δ3. Έστω   0 0x ,f x  το σημείο επαφής της fC  και 
gC , τότε  0 0f x μx  (2). 

Η εξίσωση εφαπτομένης της fC  στο σημείο   0 0x ,f x είναι:  

      2 0
0 0 0 0 0 0

2

0 0

8x 21
y f x f x x x y 4x 2x x x

2 1
2 4x 2x

2


        

 

  

όμως διέρχεται από την αρχή των αξόνων οπότε για x y 0   έχουμε: 

 

 2 2 20
0 0 0 0 0 0 0 0

2

0 0

4x 11 1 1
4x 2x x 4x 2x 4x x x

2 2 21
4x 2x

2


            

 

. 

δηλαδή το σημείο επαφής είναι  

  0 0

1 2
x ,f x ,

2 2

 
   
 

  

Από τη σχέση (2) έχουμε:  
 

2 1
μ μ 2

2 2

 
     

 
 . 

 
 

Δ4. Για κάθε x έχουμε,    

 
 

4x 1
f x

f x


   

και  
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 

 

 

2

2

2 2

1 4x 1
4 4x 2x 4x 1

2 1
4x 2x

12f x 0
1 1

4x 2x 4x 2x f x
2 2


   

 

   
 

    
 

  

για κάθε x . Άρα η f   είναι γνησίως αύξουσα στο  . 
  

Η εξίσωση εφαπτομένης της fC  στο σημείο   0 0x ,f x είναι:  

    0 0 0y f x f x x x    

 

Έστω ότι η εφαπτομένη διέρχεται σπό το σημείο  Μ α,β , τότε: 

         0 0 0 0 0 0β f x f x α x f x x α f x β 0          (3) 

 
1ος τρόπος 
Έχουμε,  

 
 

      

        

3

0 0 0

0 0 0

β f α f x α x f x f α

f x α x f α f x 4

    

   

  

 

 Αν 0x α  η σχέση (4) γίνεται 0 0  , άτοπο. 

 Αν 0 0x α α x 0    , τότε η (4) γίνεται:  

 
   0

0

0

f α f x
f x

α x


 


  (5) 

Αν εφαρμόσουμε για τη συνάρτηση f το Θεώρημα Μέσης Τιμής στο κλειστό διάστημα  0x ,α , 

υπάρχει ένα τουλάχιστον  0ξ x ,α  τέτοιο, ώστε:  

 
   

 0

0

f α f x
f ξ 6

α x


 


 

Από τις σχέσεις (5) και (6) έχουμε:  

   
f

0 0f x f ξ x ξ


    , άτοπο, διότι 0x ξ α  .  

 Αν 0 0x α α x 0    , τότε η (4) γίνεται:  

 
   

 
f

0

0 0

0

f α f x
f x f ξ x ξ

α x


    


, άτοπο, διότι   

εφαρμόσαμε για την f το Θεώρημα Μέσης Τιμής στο κλειστό διάστημα  0α,x , άρα υπάρχει ένα 

τουλάχιστον  0ξ α,x  τέτοιο, ώστε:  
   0

0

f α f x
f ξ

α x


 


. 

Άρα σε κάθε περίπτωση δεν υπάρχει εφαπτομένη της fC  η οποία να διέρχεται από το σημείο 

 Μ α,β  με   β f α . 

 
2ος τρόπος  

Θα αποδείξουμε ότι η εξίσωση (3) είναι αδύνατη για οποιοδήποτε 0x  . 

Έστω η συνάρτηση       φ x f x x α f x β, x     . Είναι συνεχής και παραγωγίσιμη με  

     φ x x α f x     
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Ο πίνακας μεταβολών για τη συνάρτηση φ είναι:  
 

x 
                 α                       
 

 φ x   -  + 
φ     

 

άρα η φ παρουσιάζει ολικό ελάχιστο στο 
0x α , οπότε 

     φ x φ α β f α 0     δηλαδή  φ x 0  για κάθε x   

άρα η εξίσωση (3) είναι αδύνατη.  
 

Επομένως, δεν υπάρχει εφαπτομένη της fC  η οποία να διέρχεται από το σημείο  Μ α,β  με 

 β f α . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Η εκπόνηση του διαγωνίσματος έγινε με τη βοήθεια Εθελοντών Εκπαιδευτικών. 
 
Το διαγώνισμα επιμελήθηκε ο Μάκης Χατζόπουλος, Μαθηματικός  του 1ου ΓΕΛ  Ν. Ψυχικού. 
 
Ο επιστημονικός έλεγχος πραγματοποιήθηκε από τους Κωνσταντόπουλο Κωνσταντίνο και Μοτσάκο 
Βασίλειο. 


