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΄Ασκηση 1. Να γράψετε αναλυτικά τον 6× 6 πίνακα A = (aij) όπου aij = min{i, j}+ i− j.

΄Ασκηση 2. ∆ίνονται οι πίνακες

A =

(
1 0 −2
2 1 −1

)
, B =

 2 0 2
−1 1 −2
1 0 1

 , C =

1
2
3


Να εκτελεστούν, όπου είναι δυνατόν, οι ακόλουθοι πολλαπλασιασµοί πινάκων:

A ·B, B ·A, A · C, C ·A, B · C

΄Ασκηση 3. ΄Εστω οι πίνακες

A =

0 0 1
0 1 0
0 0 1

 , B =

1 1 1
1 1 1
1 1 1

 .

Να προσδιοριστεί 3× 3 πίνακας X, ο οποίος να ικανοποιεί την εξίσωση:

A+ 3X = 2(X −B)

΄Ασκηση 4. ΄Εστω n ∈ N µε n ≥ 2. Ας είναι ATn(K) (αντιστοίχως KTn(K)) το σύνολο των άνω

(αντιστοίχως κάτω) τριγωνικών n× n πινάκων µε στοιχεία από το σώµα K.

Να δειχθεί ότι η τοµή ATn(K)∩KTn(K)) των δύο αυτών συνόλων ισούται µε το σύνολο των διαγω-

νίων πινάκων.

΄Ασκηση 5. ∆ίνεται ο πίνακας A =

 0 1 0
0 0 1
−1 −1 −1

. Να δείξετε ότι A4 = I3 και ο ακολούθως να

δείξετε ότι ο A είναι αντιστρέψιµος. Στην συνέχεια να ϐρείτε τους πίνακες A−1
και A2011

.

΄Ασκηση 6. ΄Εστω A =

(
1 2
0 1

)
. Βρείτε τον πίνακα An, n ∈ N.

΄Ασκηση 7. Για κάθε n ≥ 1, να ϐρείτε την n-οστή δύναµη του πίνακα A =

1 1 1
0 1 1
0 0 1

.

΄Ασκηση 8. ΄Εστω A,B δύο αντιστρέψιµοι n × n πίνακες έτσι ώστε ο πίνακας A + B−1
να είναι

αντιστρέψιµος. ∆είξτε ότι ο πίνακας A−1 +B είναι αντιστρέψιµος και ισχύει :

(A−1 +B)−1 = A · (A+B−1)−1 ·B−1
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΄Ασκηση 9. Αν A =

(
3 −1
−5 −1

)
, να υπολογίσετε τον A2

και να αποδείξετε ότι A2 − 2A− 8I2 = 0.

΄Ασκηση 10. ΄Εστω A και B δύο n× n πίνακες τέτοιοι ώστε ο πίνακας In − (A · B)2 να είναι

αντιστρέψιµος. ∆είξτε ότι(
In − (B ·A)2

)−1
= In +B ·

(
In − (A ·B)2

)−1 ·A ·B ·A

΄Ασκηση 11. Αν για τον n× n πίνακα A ισχύει A4 − A3 + A2 − A + In = 0, να δείξετε ότι :

A−1 = −A4
.

΄Ασκηση 12. Θεωρούµε τους n× n πίνακες A και B, και υποθέτουµε ότι ο B είναι αντιστρέψιµος και

ισχύει : A+B = A ·B. Να δείξετε ότι ο A είναι αντιστρέψιµος και ισχύει : A−1 +B−1 = In.

΄Ασκηση 13. ΄Εστω A,B δύο m× n πίνακες. Για ποιές τιµές των m,n ∈ N ισχύει :

A = B ⇐⇒ tr(A) = tr(B);

΄Ασκηση 14. ΄Εστω A,B,C τρεις πίνακες έτσι ώστε να ορίζονται οι πίνακες A · B και B · C. Να

δείξετε ότι ορίζονται οι πίνακες A · (B ·C), (A ·B) ·C και επιπλέον ισχύει : A · (B ·C) = (A ·B) ·C.
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΄Ασκηση 1. Να υπολογίσετε την ορίζουσα του ακόλουθου πίνακα:

A =


1 2 −4 4
2 −1 4 −8
1 0 1 −2
0 1 −2 3


΄Ασκηση 2. Να υπολογίσετε την ορίζουσα του ακόλουθου πίνακα:

A =


0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 2 1
0 0 0 3 2 1
0 0 4 3 2 1
0 5 4 3 2 1
6 5 4 3 2 1



΄Ασκηση 3. Να υπολογίσετε την ορίζουσα

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
α β γ

β + γ γ + α α+ β

∣∣∣∣∣∣.
΄Ασκηση 4. Αν α, β και γ είναι πραγµατικοί αριθµοί, τότε να δείξετε ότι∣∣∣∣∣∣

1 1 1
α β γ
α2 β2 γ2

∣∣∣∣∣∣ = (β − α)(γ − α)(γ − β) (ορίζουσα Vandermonde).

΄Ασκηση 5. Να υπολογίσετε την ορίζουσα

∣∣∣∣∣∣
1 + α1β1 1 + α1β2 1 + α1β3
1 + α2β1 1 + α2β2 1 + α2β3
1 + α3β1 1 + α3β2 1 + α3β3

∣∣∣∣∣∣.
΄Ασκηση 6. Θεωρούµε έναν πίνακα A ∈M3×3(R) ο οποίος ικανοποιεί την σχέση :

A2 + 2 ·A = O
Να δείξετε ότι ο πίνακας A+ I3 είναι αντιστρέψιµος, να ϐρείτε τον (A+ I3)

−1, και να υπολογίσετε την
ορίζουσα |A| του A.

΄Ασκηση 7. Να λυθεί η εξίσωση

∣∣∣∣∣∣
2− x 1 i
1 2− x i
−i −i 2− x

∣∣∣∣∣∣ = 0, όπου i2 = −1.
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΄Ασκηση 8. Να υπολογισθεί η n× n ορίζουσα

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 · · · 1
1 0 1 · · · 1
1 1 0 · · · 1
...

...
...

. . .
...

1 1 1 · · · 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

΄Ασκηση 9. Να υπολογισθεί η n× n ορίζουσα

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

3 2 0 · · · 0
1 3 2 · · · 0
0 1 3 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

΄Ασκηση 10. Να υπολογισθεί η n×n ορίζουσα A =



α+ β αβ 0 · · · 0 0
1 α+ β αβ · · · 0 0
0 1 α+ β · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · α+ β αβ
0 0 0 · · · 1 α+ β


.

΄Ασκηση 11. Να υπολογισθεί η 2n× 2n ορίζουσα

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

α 0 · · · 0 β
0 α · · · β 0
...

...
. . .

...
...

0 β · · · α 0
β 0 · · · 0 α

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

΄Ασκηση 12. Να υπολογισθεί η ορίζουσα του ακόλουθου n× n πίνακα A, όπου x ∈ R:

A =



1 + x2 x 0 0 · · · 0 0
x 1 + x2 x 0 · · · 0 0
0 x 1 + x2 x · · · 0 0
...

...
. . .

. . .
. . .

...
...

0 0 0 · · · 1 + x2 x 0
0 0 0 · · · x 1 + x2 x
0 0 0 · · · 0 x 1 + x2


.

΄Ασκηση 13. Πόσες διαφορετικές τιµές µπορεί να έχει η ορίζουσα ενός 5× 5 πίνακα τής µορφής

A =


? ? 0 0 0
? ? 0 0 0
? ? 0 0 0
? ? ? ? ?
? ? ? ? ?

 ;

(Με «?» συµβολίζουµε αυθαίρετες τιµές στοιχείων του K).
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΄Ασκηση 1. ΄Εστω A ∈Mn×n(R). Αν |A| = −3, τότε να υπολογισθεί η ορίζουσα | −A4|.

΄Ασκηση 2. ΄Εστω A ∈ Mn×n(R) ένας αντισυµµετρικός πίνακας. Αν ο πίνακας In + A είναι αντι-
στρέψιµος, να εξετάσετε αν και ο πίνακας In −A είναι αντιστρέψιµος.

΄Ασκηση 3. Αν A,B ∈Mn×n(R) και ισχύει tA = A−1, tB = B−1, να δείξετε ότι :

|(A+B) · (A−B)| = |tA ·B −t B ·A|

΄Ασκηση 4. ΄Εστω A ∈Mn×n(R) έτσι ώστε tA = A. Να δείξετε ότι t(adjA) = adjA.

΄Ασκηση 5. ΄Εστω A ∈Mn×n(R) αντιστρέψιµος πίνακας µε n ≥ 2. Να αποδειχθεί ότι

|adjA| = |A|n−1

΄Ασκηση 6. ΄Εστω A ∈Mn×n(R) αντιστρέψιµος πίνακας µε n ≥ 2. Να αποδειχθεί ότι

adj(adjA) = |A|n−2 ·A

΄Ασκηση 7. Να ϐρεθεί η ισχυρά κλιµακωτή µορφή του πίνακα:

A =

 1 −1 2
−2 2 −4

0 1 6


Ακολούθως, αν ο A είναι αντιστρέψιµος, να ϐρεθεί ο A−1 µε χρήση πράξεων επί των γραµµών του.

΄Ασκηση 8. ΄Εστω ο πίνακας A =

 1 2 1
1 3 2
1 0 1

. Να δειχθεί ότι ο A είναι αντιστρέψιµος και στη

συνέχεια να υπολογισθεί ο A−1:

(1) µε χρήση του συµπληρωµατικού adjA του A,
(2) µε τη µέθοδο στοιχειωδών µετασχηµατισµών επί των γραµµών του πίνακα (A|I3).

΄Ασκηση 9. Αν ένας από τους πίνακες A,B ∈Mn×n(R) είναι αντιστρέψιµος, τότε να δειχθεί ότι :

|A ·B + In| = |B ·A+ In|
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΄Ασκηση 10. Να λύσετε το σύστηµα: 3x1 − 2x2 + 2x3 = 9
x1 − 2x2 + x3 = 5
2x1 − x2 − 2x3 = −1

(1) µε τη µέθοδο Cramer,
(2) µε τη µέθοδο απαλοιφής του Gauss.

΄Ασκηση 11. Να λυθούν τα συστήµατα :

(1)

 x1 − 2x2 + 2x3 − x4 = 3
3x1 + x2 + 6x3 + 11x4 = 16
2x1 − x2 + 4x3 + 4x4 = 9

(2)

 x1 + x2 − x3 + x4 = 1
2x1 + 3x2 + x3 = 4
3x1 + 5x2 + 3x3 − x4 = 5

(3)

 3x1 + 2x2 + x3 = 0
6x1 − x2 + 2x3 = 0
12x1 + 6x2 + 4x3 = 0

(4) x1 + 2x2 − x3 + 4x4 − 2x5 = 3.

΄Ασκηση 12. Θεωρούµε το γραµµικό σύστηµα (α, β ∈ R):

(Σ)

 2x + y + z = −6α
2x + y + (β + 1)z = 4
βx + 3y + 2z = 3α

1. Να υπολογισθούν οι τιµές του β για τις οποίες το (Σ) έχει µοναδική λύση.
2. Για τις τιµές β για τις οποίες το (Σ) δεν έχει µοναδική λύση, να λύσετε το (Σ) µε τη µέθοδο

απαλοιφής του Gauss.

΄Ασκηση 13. Αν λ ∈ R, να λυθεί το σύστηµα: x− y + z = 3
x+ y + λz = 1
x+ λy + z = λ

΄Ασκηση 14. Αν το πολυώνυµο P (t) = a0 +a1t+ · · ·+ant
n, όπου ai ∈ K, i = 0, 1, · · · , n, έχει n+ 1

διαφορετικές ϱίζες, τότε να δείξετε ότι το P (t) είναι το µηδενικό πολυώνυµο.
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΄Ασκηση 1. Θεωρούµε το σύνολο R3
µαζί µε τις πράξεις :

⊕ : R3 × R3 −→ R3, (x, y, z)⊕ (x′, y′, z′) = (x+ x′, y + y′, z + z′)

και

� : R × R3 −→ R3, r � (x, y, z) = (0, 0, 0)

Να εξετάσετε αν µε τις παραπάνω πράξεις το σύνολο R3
είναι R-διανυσµατικός χώρος.

΄Ασκηση 2. Στο σύνολο των 2× 2 πινάκων M2×2(R), ορίζουµε δυο πράξεις :

⊕ : M2×2(R) × M2×2(R) −→ M2×2(R), A⊕B = −(A+B)

και

� : R × M2×2(R) −→ M2×2(R), r �A = −(rA)
Οι πράξεις στα δεξιά µέλη των ανωτέρω ορισµών είναι οι γνωστές πράξεις πρόσθεσης πινάκων και ϐαθµω-

τού πολλαπλασιασµού αριθµού µε πίνακα. Να εξετάσετε ποια από τα αξιώµατα που διέπουν τον ορισµό

του διανυσµατικού χώρου ισχύουν και ποια όχι.

΄Ασκηση 3. Στο σύνολο C των µιγαδικών αριθµών ορίζουµε τις πράξεις :

+ : C × C −→ C, (z1, z2) 7−→ z1 + z2

και

· : R × C −→ C, (r, z) 7−→ r · z
Να δείξετε ότι η τριάδα (C,+, ·) είναι διανυσµατικός χώρος πάνω από το R.

΄Ασκηση 4. Στο σύνολο R+ = {r ∈ R | r > 0} ορίζουµε τις πράξεις :

⊕ : R+ × R+ −→ R+, (a, b) 7−→ a⊕ b = ab− 1

και

� : R × R+ −→ R+, (r, a) 7−→ r � a = a

Να εξετάσετε αν η τριάδα (R+,⊕,�) αποτελεί διανυσµατικό χώρο πάνω από το R.

΄Ασκηση 5. Στο σύνολο R των πραγµατικών αριθµών ορίζουµε πράξεις :

⊕ : R × R −→ R, (a, b) 7−→ a⊕ b = ab

και

� : R × R −→ R, (λ, a) 7−→ λ� a = λ+ a

Να εξετάσετε αν η τριάδα (R,⊕,�) αποτελεί διανυσµατικό χώρο πάνω από το R.
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΄Ασκηση 6. Να δειχθεί ότι το υποσύνολο:

V =
{
(a, b, c, d) ∈ R4 | c = a− b, d = a+ b

}
⊆ R4

αποτελεί έναν R-υπόχωρο του R4
.

΄Ασκηση 7. Να εξετασθεί ποιά από τα ακόλουθα υποσύνολα των αντίστοιχων διανυσµατικών χώρων

είναι υπόχωροι :

(1) V1 = {(a, b, 1) ∈ R3 | a, b ∈ R}, στον R-διανυσµατικό χώρο R3
.

(2) V2 = {(a, b, a+ 2b) ∈ R3 | a, b ∈ R}, στον R-διανυσµατικό χώρο R3
.

(3) V3 = {(a, b, c) ∈ R3 | a+ 2b− c = 0, a, b, c ∈ R}, στον R-διανυσµατικό χώρο R3
.

(4) V4 = {(a, b, c) ∈ R3 | a ≥ 0 και c ≤ 0}, στον R-διανυσµατικό χώρο R3
.

(5) V5 = {(a, b, c, d) ∈ R4 | |a|+ |b|+ |d| = 0}, στον R-διανυσµατικό χώρο R4
.

(6) V6 = {A ∈ M2×2(R) | A2 = A}, στον R-διανυσµατικό χώρο M2×2(R).
(7) V7 = {A ∈ M2×2(R) | A2 = O}, στον R-διανυσµατικό χώρο M2×2(R).
(8) V8 = {f : R −→ R | f(1) = 1}, στον R-διανυσµατικό χώρο F(R,R).
(9) V9 = {f : (−1, 1) −→ R | f(1) = 0}, στον R-διανυσµατικό χώρο F

(
(−1, 1),R

)
.

΄Ασκηση 8. Θεωρούµε το σώµα K ως K-διανυσµατικό χώρο. Να δείξετε ότι οι µόνοι υπόχωροι του K είναι

οι : {0}, και K.

΄Ασκηση 9. Να εξετασθεί ποια από τα παρακάτω υποσύνολα του M2×3(R) είναι R-υπόχωροι :

(1) V1 =
{(

a b c
d 0 0

)
∈ M2×3(R) | b = a+ c

}
(2) V2 =

{(
a b c
d 0 0

)
∈ M2×3(R) | c > 0

}
΄Ασκηση 10. Θεωρούµε τον διανυσµατικό χώρο M2×2(R) πάνω από το R και τα παρακάτω υποσύνολα

αυτού :

V =
{(

0 a
a b

)
∈ M2×2(R) | a, b ∈ R

}
και

W =
{(

0 c
d c+ d

)
∈ M2×2(R) | c, d ∈ R

}
(1) Να δείξετε ότι οι V και W είναι υπόχωροι του M2×2(R).
(2) Να ϐρεθεί η µορφή των στοιχείων του υποχώρου V ∩W.

΄Ασκηση 11. ΄Εστω E ένα µη-κενό σύνολο το οποίο είναι εφοδιασµένο µε δύο πράξεις :

⊕ : E × E −→ E, (x, y) 7−→ x+ y

και

� : K × E −→ E, (λ, x) 7−→ λ� x
(1) Υποθέτουµε ότι ικανοποιούνται όλα τα αξιώµατα (1) - (8), εκτος από το αξίωµα:

x+ y = y + x, ∀x, y ∈ E Αξίωµα (2)

Να δείξετε ότι το αξίωµα (2) ικανοποιείται και εποµένως η τριάδα (E,+, ·) αποτελεί έναν K-

διανυσµατικό χώρο.

(2) Να δείξετε ότι το αξίωµα

1 · x = x, ∀x ∈ E Αξίωµα (8)

στον ορισµό ενός K-διανυσµατικό χώρου E δεν είναι συνέπεια των αξιωµάτων (1)-(7).


