Epomoeig-Anavtioeig Zootov-Adbovg otig [Tavelladikéc EEetdoeig 2000-2014

Oépato TOTOV XM0oTO-Ad0O0Gg oTic [Maverraodikég EEetdoerg andé to 2000

£0¢ 2014 yopropéva o Kepdrora

A. MITAAIKOI APIOMOI
1. T ka0e pryadikd apiBud z # 0 opilovpe z°=1

2. T'a kéBe pryadikd apibud z woyvet:

a. |z|2 =zz . ‘22‘:22 V. 7| = -‘E‘ 8. |z| = ‘E‘ €. ‘i E‘ = |

3. Tw kabe zeC oyder z-7=21Im(z).
4. Av 71, Z; etvon pryadwcot apifpoi, tote 1oyveL:

2,-2,| = [z -[z|

5. Av z givat évag pyadikodg apBpdc tote yio Ka0e Oetikd axépato v oydel

@) =)
6. Av z1, Z; eivatl pryadikoi apibpoi, t1dte 1oYxvEL TAVTA:
Hzl=1z|| <z +z,] < |z]+|z]
7. Av a,p mpaypatikoi apiBpoi, téte:
a+pi=0<a=04p=0
8. To pétpo g d10popdg 0VO PLYadIK®VY Eival 160 LE TNV ATOGTACT] TV EIKOVAOV TOVC.
9. H eicmwon |Z—ZO|:p, p>0 mopirotdvel Tov KOKAO pe KEVTPO TO GNUELD
K(z,) xataxtiva p®, é6mov z, zo pryadikoi apibpof.

10. H &&icwon |Z - Zo| = p, p>0 mapiotdvel Tov kKOKAO pe kévtpo to onueio K( zg) ko
axtiva p , 01OV z, Zg pryadikoi aptpol.

11. H dwvuopotikn aktiva tng S10popas Tmv tyadik®v aptuoy a+pi kot y+01 eivon n
SPOPA TOV SOVUCUOTIK®V OKTIVOV TOVG,.

12. H dtavuopatiky aktivo Tov a0poicpratog Tomv pryadtk®v aptdpmy at+pi kot y+6i
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elval 1o 40poilGHa TV SIOVUGHOATIKOV OKTIVOV TOVG.

Ot eicdveg 600 cLlVYOV Pryadik®V aplBudV ivol onueio GLUUETPIKA WG TPOS TOV
a&ova x'X.

Otov 1 doxpivovsa ¢ eéicwong az’+ fz+y =0 pe a, B, ¥ € R kat a 5= 0 sivan

apvnTikn, 1ote N e€icmon dev €xel pilec 610 cvvoro C TV PIyadKOV aplOumy.

B. IEAIO OPIEMOY - MONOTONIA - XYNOEXH «1-1» BOLZANO

15.

16.
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19.

20.

21.

22.

23.

Av m ouvéptnon f elval cuveyng 610 Xp Kol 1 GLVAPTNGON g EIVOL GLVEXNG GTO Xo, TOTE M
ovvBeon Tovg gof eivan GuveyNg 6TO Xo.
Av f, g elvan dvo cvvaptoelc pe medio optopov IR kat opilovror o1 cuvBécelg fog kot

gof, 10te avTéC 01 GVVBEGELS Elval VITOYPEMTIKG {0EC.
Mo cvvaptnon f:A — IR givar 1-1, av kat povo av yio kabe octoryeio
y Tov cvvOAOL TILOV TG N e&lowaon f(X)=y éxel axkplfag pio Avon g

TPOS X .

Mia ovvaptnon f: A — IRegivat cvvaptnon 1-1, av kat pévo av

Y10 OTO1AONTOTE X1, X2EA 1GYVEL ] CLVETAYWOYN: AV X1 = X2, TOTE

f(x1)=Ff(x2).

Av n f éyet avtiotpoen ovvaptnon ™ kat n ypopikn mapdotacn g f
Exel Koo onueio A pe tnv gvbeio y = x, 101€ 10 onpueio A avnkKel Kal 61N
yYpapikn mopdotacn g .

Av pia ovvaptnon f:A—R givar 1-1, 101e yia tqv avtictpoen cvvdpinon
cvvaptnon f* woyver FHF(X))=x, x XA kot f(fly))=y, yef(A)

Av pia cvvaptnon f:A—R givalr 1-1, 1601 vTdpyovV onueia TG He

v 1010 teTaypévn.

Av n ovvaptnon f eivatr opiopévn oto [a, B] xat cvveyng oto (o, B], téte N
f taipvel mavtote oto [a, B] pia péytotn Tiun .

O ypagikég mapaoctdoelg C kot C” tov cuvapmoewv f kot f—1 givorl cuoppeTpikés og Tpog
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v gvbeia Vv gvbeio y = x mov dyyotopet T1g yovieg xOy ko x Oy’
24. Ovypaogwég mapaotdoeg C ko C” tov cuvaptioemv f kot -f eivatl coppetpikés oc

TPOG TOV AEova X 'X.

25. Yrnapyovv cuvaptnoelg mwov gival 1-1, alrd dev givatl yvnoiowg HOVOTOVEG.

26. Kabe cvvdptnon, mov givatr 1-1 610 medio opiopod ¢, eival yvnoimg
HovVOTOVY.

27. Av o cuvaptnon f elvar yvnoiong ad&ovca Ko cuveyng 6€ Vo avolKTO S1AGTNL

(a,B), TOTE TO GUVOAO TYWMV TNG GTO JACTNHA OV TO €lval TO drdoTnua (A,B)

x—a*

6mov A= limf(x) o1 B=lim f(x)
X—>pB"
28. Kdabe ovvdptnon, mov givatl yvnoimg povotovn oto medio opiopod
™mg, eival kot 1-1 .

29. Av pia covaptnon f eival coveyng oe éva dtdotnua A kot undevietat

o avto, TOTE avTN N €ival BeTikn yia kabe Xe A 1M elval apvnTikn yia
KG0e XeA, dradn otatnpel mpdoNUO 6TO A.

30. Mo cvveyng ocvvaptnon f dtatnpei tpéonuo o€ kabéva and ta
dtooTnpoto ota omoia ol dtadoyikég pileg tng f ywpilovv to medio

OpPLGHLOV TNG.

31. H gixdéva f(A) evog dtootpatog A péocw piog cvveyovg kat un otabdepng

ocvvaptnong f eivatl dtdotnpua.
32. Mia cvvaptnon f pe medio opiopod A Aéue 6tL mapovstdlet (0AKk0)
elGyloto 610 X, € A, dtav  F(X)= (X)) yio kabe x e A.

33. Av n ovvaptnon f givatl cvveyng oto dtdotnua [o, B] Kot vaEdpyet

Xo€(a,B) této10 dote f(Xo)=0, téte xat’ avaykn Oa woyver f(a)-f(P)<O.
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Avn f eivat ovvexng oto [a B] pne f(a)<0 katvrapyer £e(a, B) dote

f(&)=0, t6te xat avaykn f(B)>0.

I'. OPIA
Ioyvet |77,uX| < |X , Yio kG0e X e R
. X
Ioyver 61 lim M2 _q
X400 X
._ovvX-1
Ioyver 6Tt lim———==1
x—0 X

‘Bote pio cvvaptnon opiopévn 6° éva cbvoro tng popefs (a, X, )u(X,, B)

Kol A évag mpaypatikog aplOpog. Tote woyvel 1 1codvvapio:

lim f(x)= 2 < lim(f(x) - 2) =0

X—)XO
‘Bote pio cuvaptnon opiopévn 6° éva cvoro tng popefs (a, X, )u(X,, B)

Kol A évag mpaypatikog aptOpog. Tote woyvel 1 1codvvapio:

lim f(x) = —oo < (lim f(x) = lim f(x) = —o0)

X—>Xg X o

Av vrépyetl To 60plo TG cvvaptnong f oto Xo kat |im|f(X)|:0, 101¢€
lim f(x)=0.
. Avorapyer o lim (fix)+ g(x)) t0te kot’ avaykn vadpyovv ta lim f(X) xa
X e XO X e XO
lim g(x) .
X e XO

.Av lim f(x)>0, t6te f(X) > 0 kovtd 610 Xp .

X=X,

. Av lim f(x)<0, t61e f(X) < 0 kovtd 6TO0 Xo .

X=X

Ava>1, t6te lima*=0

X—>—00

. Av 0<a <1, t61te lim o = 400

X—>+o0

. Av 0<a <1, t6te lima* =0

X—»+00
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Av limf(x)=0 xot f(x) > 0 kovtd 610 X0, TOTE lIM——=+00
X—Xg X—Xg f(X)

. .1
Av limf(x)=0 xa1 f(x) < 0 kovtd 670 X0, T0TE liM——=+00
X=X X=Xq f(X)

Av givar limf(Xx) =+o00, 16t f(x)<0 KOVTA GTO Xg .
X—)XO

Av givar limf(x) =-oo, 161e lim(-f (X)) = +o0 .
X—=>Xp

X—=>Xp

Av limF(x) = +00 1 -0, tote lim——=0
X—Xg X—=Xo f(X)

A. TAPAT QI'OI

Av 1 T elvan Tapaywyicun 6to Xg, tote N T elvan ndvtote cuveyng 6to Xo.

Av 1 T dev givon cuveync 610 Xo,t0tE M T dev givon Tapaywyiclun oto Xo.

. Av 1 T &€yet dedtepn mapdymyo 610 Xp,101€ N T~ giva cuveyng oo Xo.

. Av pia ocvvaptnon fetvar cuveyng o’ €va onueio Xg Tov TEdiov 0pIoprov TS, TOTE Elvan

Kol Topay@yicyn oto onueio avto.

. Av f, g tapoayoyicipuec 610 Xo, TOTE:

(f 'g),(xo) = f'(xo)g(xo) _f(xo)g'(xo)

.'Ecto dv0 cvvaptnoelc f, g opiopéveg oe éva dtdotnua A. Av ot f, g eivat
ovveyelg oto A ko f(x) = g'(x) yia xa0e ecowteplkd onueio x tov A, t61E

f(X)=9(Xx), vy xkdbe XA .

. Av n ovovaptnon f eivar mapayoyiciun oto Rkat dev givatl avtiotpéyiun,
T0TE VIAPYEL KAELGTO dltaotnua [o, B] , oto omoio 1 f ikavomotei Tig
npoimoBéoelc Tov Bewpnpatog Rolle.

.'Eoto f pia ocvvaptnon ocvveyng o€ éva d146TNHa A Kol Tapoy®YIGLUN GE
K&Oe ecoteplkd onueio x tov A. Av nn cvvdptnon f eivar yvnoiog avEovoa

o010 A t671e f'(x) > 0 0¢ k6Oe ecwTepkd onpueio X Tov A.
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.'Eoto cvvéptnon f cvveyxng oe €éva dtdoTnpo A Kol Toapay®yiciun cTto
ecmTePIKO 10V A. Av 1 f gival yvnolowg avéovoa ot0 A, téTtE N TAPAY®OYOG
™G deV elval VIOYPE®TIKA BETIKY OTO ECMTEPLKO TOL A.

Eoto ocvvaptnon f cuveyng oe éva dtdotnua A kot tapoayoyiciun o kabe
€cmTEPLKO onpeio tov A. Av 1 ovvéaptnon f eivar yvnoiong ¢bivovoa oto
A, 10T M TAPAY®YOS TNG EIVAL VTOYPEMTIKAE APVNTIKY GTO ECOTEPLKO TOV
A.

Av pia cvvaptnon f mapovoialetl (oAkd) pnéyioto, 161e avtd HBa eivar

TO HLEYAAVTEPO AMO TO TOTIKA TNG HEYLOTA.

‘Ecto cvvaptnon f opiopévn kot mapayoyiciun oto ditdotnua [o, B]

Kot onpeio Xo€[a, B] oto omoio n f tapovoirdler tomikd péyioto. Tote

navto 1oyvel 06t F'(Xo)=0.

‘Ecto pia cvvaptnon f ovveyng oe éva dtdotnua A kat 800 QopEC
napayoyioun oto eocmtepikd Tov A. Av f'(X)>0 yia kabe ecmteplkod
onueio X tov A, té6te n f eivatl kvpth oto A.

Av pia cvvaptnon f eivatl 6vVo eopég mapaymyiciun oto R kot otpépetl ta
KoiAa mpog ta dvw, tote kT’ avaykn Oa toyxder 7 (x)>0 , yio KbaOe
TPAYLOTIKO aplOuo X.

‘Ecto pia cvvaptnon f tapayoyicwun o’ éva dtdotnua (o, B) pe eEaipeon
iowg éva onueio tov xo. Av n f elvatl kvpt) ot0 (A, X0) KOl KOIAN ©0TO
(x0, B) N avtioTpOPwg, T0TE TO onueio A(xo,f(Xo) eival vroypewTiKa
ONUELD KAUTNG TNG YPAPIKNG TapboTaong tng f.

Av pia ocvvaptnon f eival kvpth og éva dtdotnua A, TOTE | EQATTOUEVT
™me Ypa@ikng mapdotaong tne f oe kGbe onueio tov A Bpioketatl «mdvm»
amo TN YPOPIKN TNG TOPAGTACT.

.'Eoto pia cvvaptnon f opiopévn o éva dtdotnua A kot Xo £vo €E0OTEPLKO
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onueio tov A. Av i f givar mapayoyiowun oto Xo kat f(Xe)=0, téte n f

TAPOVGLALEl VTOYPEMTIKA TOMIKO AKPOTATO GTO Xp.

‘Ecto pia cvvaptnon f napayoyiowun o' éva dtaotnua (o, B), ne eEaipeon

icwg éva onpeio tTov Xg, 610 omoio ouwg n f eivar cvveyng. Av f(x) >0
oto (a, Xo) kat f'(X) < 0 oto (Xo, B), t6te 10 T (X0) €ival TomMKO €LGAYLGTO

g f.

E. OAOKAHPQMATA

Av f cuvaptnon cvveyxng oto dtdotnua [a,B] kot yio kabe X €[a, B]
B
oyver f(x) 2 0, 1ote .ff(x)dXZO .
Av f cuvéptnon cvveyxne oto didotnua A kot a, ff, Yy €A, 16t 1oYVEL

ff(x)dx = ]'f(x)dx +ff(x)dx

Av f, g, g’ elvalr ovveyeig cuvaptnoelc oto dtdotnua [a, B], ToTE:!

8 8 8
[F)g'(x)dx = (x)dx - [ g'(x)dx

B
To oAokANpopa J. f(X)dX eival ico pe 1o dBpotopa TV epuPfadadv Tov

yopiov tov Bpiockovtal tdve and tov dEova x'x peiov 1o dBpoiocpa tov
eufadonv tov yopiov mov Bpickoviol kAt and tov dEova X 'X.

Av pia cvvaptnon f eivatl cvveyng oe éva dtaotnua [a, B] kot toyvet
f(x)<0, yio ka0e X €[a, B], t61e 10 euPadov tov yopiov Q wov opiletal
and T ypaekn mapdotacn e f, 11 evbeieg X=a kot X=B kat tov d&ova

XX givat:

Q)| ” f(x)dx

B
Av, _f f(X)dXZO t01e kat’ avaykn 0o givatr f(X) > 0 yia kabe xe[a,B].
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76. Av f elvar pia coveyng cvvéptnon o éva dtdotnua A Kot o gival éva

onueio Tov A, to18 J.f(t)dt)' =f(X) ywo k4be xEA .

77. Av f, g givatl V0 cVVOPTNOELG UE GVVEYN TPDOTN TAPAY®YO, TOTE LOYVEL:

B B
J(F(x)-9'(x)) dx=[f(x) g®)]; = [(F1x)-g(x)) dx

g(x)

78. Toyser (| F(t)dt) =F(g(x))-g'(x)

79. Av n ovvaptnon f givatl tapayoyiciun oto R, to1s:

ji f(x) dx= [xf(x)]; — ji xf (x)dx
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AITANTHXEIZX
A B r A E
1 ) 15 | A 35 ) 52 | A 70 )
2 | TAAZE 16 A 36 A 53 )y 71 )y
3 A 17 ) 37 A 54 | X 72 A
4 ) 18 | A 38 ) 5 | A 73 )
5 ) 19 ) 39 ) 56 | A 4 | A
6 ) 20 ) 40 ) 57 | A 75 | A
7 A 21 | A 41 A 58 | £ 76 )
8 ) 22 | A 42 ) 5 | A 77 )
9 A 23 ) 43 ) 60 | X 78 )
10 ) 24 ) 44 ) 61 | A 79 )
11 ) 25 ) 45 A 62 )
12 ) 26 | A 46 ) 63 | A
13 ) 27 ) 47 ) 64 | X
14 A 28 ) 48 A 65 | A
29 ) 49 A 66 | A
30 ) 50 ) 67 | A
31 ) 51 ) 68 | A
32 ) 69 | A
3 | A
34 | A

Empéiera: Kapayravvng loavvng, Xyoiikog Xoppoviog MaOnpoatikov

Maptakng Maptne, Kadnyntic 1°° FE.A. P6dov
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