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Γνωστική Περιοχή : Ευκλείδεια Γεωµετρία  Β΄ ΕΠΑ.Λ. 

Ενότητα σχολικού εγχειριδίου : Τέµνουσες κύκλου (§ 9.7 σελ. 199) 

Θέµα :  Τέµνουσες κύκλου και δύναµη σηµείου. 

ΣΚΕΠΤΙΚΟ ΤΗΣ ∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑΣ  

 

Η σχετική ενότητα έχει προγραµµατιστεί να διδαχθεί  στην τάξη µετά το πέρας 

της παρούσας παρέµβασης.  Με το σενάριο αυτό επιδιώκεται: 

α) η διαπίστωση και ο έλεγχος υποθέσεων στις τέµνουσες κύκλου, µέσω δυναµικών 

οπτικών µετασχηµατισµών (αυξοµειώσεων και µετατοπίσεων), 

β) η εισαγωγή των ιδιοτήτων των τεµνουσών ενός κύκλου µε αλγεβρικό τρόπο, 

χρησιµοποιώντας τα αντιστρόφως ανάλογα ποσά στο πλαίσιο της συµµεταβολής. 

 

ΛΟΓΙΣΜΙΚΟ 
 

Το λογισµικό που χρησιµοποιείται είναι το Geogebra (Ελληνική έκδοση 3).           

Το συγκεκριµένο λογισµικό έχει το πλεονέκτηµα ότι παρέχεται ελεύθερο στο ∆ιαδίκτυο, 

οπότε  ο οποιοσδήποτε µαθητής µπορεί να το εγκαταστήσει στον προσωπικό του 

υπολογιστή, προκειµένου να έχει µια περαιτέρω κατ’ οίκον ενασχόληση µε σχετικές 

δραστηριότητες και εφαρµογές.  

 

ΠΡΟΑΠΑΙΤΟΥΜΕΝΕΣ ΓΝΩΣΕΙΣ 

 
• Ως προς τα Μαθηµατικά, οι µαθητές θα πρέπει να γνωρίζουν: 

α) τα βασικά στοιχεία κύκλου (κέντρο, ακτίνα, χορδή, εφαπτοµένη, τέµνουσα) 

β) την έννοια του ορθογωνίου συστήµατος αξόνων και των καρτεσιανών  

συντεταγµένων 

γ) την έννοια της γραφικής απεικόνισης ενός σηµείου (x,y) σε ένα σύστηµα   

συντεταγµένων 

δ) τα αντιστρόφως ανάλογα ποσά (αµφίδροµη µετάβαση από την γραφική τους 

παράσταση στην αλγεβρική τους ερµηνεία) 

ε) το πυθαγόρειο θεώρηµα. 

• Ως προς την τεχνολογία, οι µαθητές θα πρέπει να έχουν αποκτήσει βασική 

εξοικείωση µε τους Η/Υ και µε τη χρήση του εκπαιδευτικού λογισµικού 

Geogebra . 

ΓΝΩΣΤΙΚΟΙ ΣΤΟΧΟΙ 

Μετά την ολοκλήρωση όλων των δραστηριοτήτων του σεναρίου αναµένεται οι 

µαθητές να είναι σε θέση:  

α) Να παρατηρήσουν και να συµπεράνουν τη σταθερότητα της ποσότητας ΡΑ
.
ΡΒ,  

καθώς και την ανεξαρτησία της τιµής της από τη θέση της σχετικής τέµνουσας. 

Ειδικότερα, στην περίπτωση όπου η µία τέµνουσα γίνεται εφαπτοµένη του κύκλου, 

αναµένουµε από τους µαθητές να διαπιστώσουν τη οριακή σχέση  ΡΓ
2 

= ΡΑ
.
ΡΒ. 

   β) Να γνωρίσουν τη µαθηµατική απόδειξη της παραπάνω σχέσης.  

   γ) Να συσχετίσουν το πρόσηµο της παράστασης δ
2
-R

2
 µε τη θέση του σηµείου Ρ ως προς   

   τον κύκλο (Ο,R).  
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ΥΛΟΠΟΙΗΣΗ -ΑΝΑΛΥΣΗ ∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΩΝ  

 

 Πορεία διεξαγωγής: 
 

1
η
 Φάση Υλοποίησης   (Τάξη-Εργαστήριο-Τάξη) 

Οι µαθητές στο προηγούµενο µάθηµα ασχολήθηκαν στην τάξη µε επαναληπτικές 

έννοιες στα αντιστρόφως ανάλογα ποσά, προκειµένου να τα συνδέσουν µε την τρέχουσα 

ύλη. Η συνέχεια γίνεται στο Εργαστήριο Πληροφορικής.  

Συγκεκριµένα, στα βήµατα 1,2,3,4  του φύλλου εργασίας οι µαθητές εµφανίζουν 

το παρακάτω σχήµα. Στο αλληλεπιδραστικό περιβάλλον του λογισµικού, η ακτίνα R του 

κύκλου, καθώς και τα σηµεία Ρ,Β, είναι άµεσα διαχειρίσιµα µέσω του συρσίµατος 

(dragging), τροποποιώντας ανάλογα τη µορφή της τέµνουσας ΡΒΑ και τις αντίστοιχες 

τιµές x,y, (διαπιστώνεται έτσι, όπως φαίνεται στα επόµενα στιγµιότυπα, ότι το γινόµενο 

x
.
y εξαρτάται µόνο από τη θέση του σηµείου Ρ  και του κύκλου (O,R)). 

 

          Γνωρίζουµε ότι το γινόµενο ΡΑ
.
ΡΒ (δηλ. το x

.
y) παραµένει σταθερό, καθώς το 

σηµείο Β αλλάζει θέση στον κύκλο.  Οπότε οι αριθµοί ΡΑ και ΡΒ είναι αντιστρόφως 

ανάλογοι. Αυτό το παρατηρούν οι µαθητές στο 5
ο
 βήµα της γραφικής απεικόνισης         

(συνεχώς και σε πραγµατικό χρόνο) των σηµείων (x,y). Άµεση συνέπεια αυτής της 

γραφικής παρατήρησης είναι το συµπέρασµα του 6
ου

 βήµατος:  ΡΑ
.
ΡΒ  =σταθερό 

 

Η υπόθεση αυτή ελέγχεται και υπολογιστικά µε το 7ο βήµα.  
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Εδώ φαίνεται το αποτέλεσµα της συµµεταβολής ως άµεση ανατροφοδότηση των ενεργειών 

κάθε µαθητή από το πρόγραµµα Geogebra. Η κανονικότητα του ζεύγους  (x,y) 

απεικονίζεται γραφικά, όταν το σηµείο P κινείται εκτός ή εντός του κύκλου (Ο,R). 

 

 
 

 
Με τον σύνδεσµο «εµφάνιση καµπύλης» παρέχεται µια επιπλέον βοήθεια στον µαθητή 

προκειµένου να µπορέσει να αναγνωρίσει τον γεωµετρικό τόπο των σηµείων (χ,ψ). 

Αλλάζοντας τη θέση του σηµείου Ρ, δηµιουργείται µια απειρία γραφικών παραστάσεων που 

ανήκουν στην ίδια κλάση ισοδυναµίας, ως προς τη σταθερότητα του γινοµένου ΡΑ
.
ΡΒ. 
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Στo βήµα 8 συµπεραίνεται µε τη βοήθεια των προηγούµενων βηµάτων του 

φύλλου εργασίας η σχέση ΡΑ
.
ΡΒ = ΡΚ

.
ΡΛ, η οποία διαπιστώνεται και υπολογιστικά, είτε 

το σηµείο Ρ είναι εκτός του κύκλου, είτε εντός αυτού. 

            

          

         Ολοκληρώνοντας το βήµα 8, οι µαθητές έχουν περιγράψει µε άτυπο, δηλαδή µε 

εµπειρικό τρόπο, τη σχέση ΡΑ
.
ΡΒ = ΡΚ

.
ΡΛ. Στο σηµείο αυτό θα ήταν χρήσιµο ο 

διδάσκων να υπογραµµίσει στους µαθητές ότι αυτή η άτυπη απόδειξη στηρίζεται µόνο σε 

µετρήσεις και αποτελεί µια µόνο πρώτη προσέγγιση της διαπιστούµενης σχέσης.            

Η σχετική µαθηµατική απόδειξη της διαπίστωσης αυτής θα λάβει χώρα στο επόµενο 

µάθηµα στην τάξη. 

 

2
η
 Φάση Υλοποίησης   (Εργαστήριο-Τάξη) 

   

 Στo βήµα 9 εισάγεται ο ορισµός της δύναµης σηµείου ως προς κύκλο, ως 

φυσικό αποτέλεσµα του ελέγχου της σταθερότητας της ποσότητας  ΡΑ
.
ΡΒ . 

Να σηµειωθεί πως η συµπλήρωση των σχετικών κενών                              

«ΡΚ
.
ΡΛ=(…...-…...)(…..+…..)=…...

2
  -  ……

2
»  που αναφέρονται στο φύλλο εργασίας 

θα πρέπει να συνοδεύεται για κάποιες οµάδες µαθητών από το παραπάνω στιγµιότυπο 

όπου το σηµείο Ρ  βρίσκεται εκτός του κύκλου (O,R), ενώ για τις υπόλοιπες οµάδες 

µαθητών από εκείνο το στιγµιότυπο, όπου το σηµείο Ρ  βρίσκεται εντός του κύκλου 

(O,R). Η εµπειρία αυτή αναµένεται να τροφοδοτήσει σχετική συζήτηση στην τάξη για τα 

αντίθετα αποτελέσµατα  δ
2
-R

2
,  R

2
-δ

2
  των υπολογισµών των µαθητών, τα οποία µπορούν 

να ελεγχθούν ως προς την ορθότητα και την ερµηνεία τους  (γνωστική σύγκρουση κατά 

Piaget). 
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Στο 10
ο
 βήµα ζητάµε από τους µαθητές να πειραµατιστούν µε το πρόσηµο της 

παράστασης  ( , )

P

RΟ
∆  για τις διάφορες θέσεις του Ρ ως προς τον κύκλο, ενώ στο επόµενο 

βήµα 11 συνοψίζουν τα συµπεράσµατά τους στο φύλλο εργασίας. 

 

 

 

         Στο τελευταίο βήµα 12 καλούνται οι µαθητές να αποδείξουν αναλυτικά στο φύλλο 

εργασίας τη σχέση ΡΓ
2
=ΡΑ

.
ΡΒ (αφού πρώτα τη διαπιστώσουν υπολογιστικά για τις 

διάφορες θέσεις του Ρ). Ετσι, αναµένεται η απόδειξη να είναι περισσότερο κατανοητή 

από τους µαθητές, ως συνέπεια της πρόσφατης αποκτηθείσας εµπειρίας από την  

ενασχόληση τους µε το σύνολο των ιδιοτήτων της δύναµης σηµείου ως προς κύκλο.        

Η σχετική µαθηµατική απόδειξη της διαπίστωσης αυτής θα γίνει και στο επόµενο 

µάθηµα στην τάξη για λόγους επανάληψης. Επίσης στην τάξη θα παρουσιαστούν από 

τους µαθητές και οι λύσεις των δύο ασκήσεων του  φύλλου εργασίας τους. 

 

 

 

Γ) Ενδεχόµενα προβλήµατα κατά την υλοποίηση: 
 

Αφού έχει εξασφαλιστεί εγκαίρως η πρόσβαση στο Εργαστήριο Πληροφορικής, ο 

εκπαιδευτικός πρέπει να είναι προετοιµασµένος µε εναλλακτικές λύσεις για την 

περίπτωση απρόβλεπτων καταστάσεων. Σε περίπτωση που κάποιος υπολογιστής τεθεί 

εκτός λειτουργίας, θα κάνουµε ανασύνταξη οµάδων. Σε περίπτωση που δε λειτουργεί 

µεγάλο µέρος του δικτύου  υπολογιστών ή προκύψει διακοπή ηλεκτρικού ρεύµατος, τα 

παιδιά θα δουλέψουν οµαδικά στα τετράδια τους και ο δάσκαλος στον πίνακα του 

Εργαστηρίου. 
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ΕΠΕΚΤΑΣΗ  

 
Α) Όταν το σηµείο Ρ κινείται στο εσωτερικό του κύκλου, τα παιδιά µπορούν να 

διαπιστώσουν τη σχέση ΡΑ
.
ΡΒ=R

2
-δ

2
, κάτι που στο σχολικό εγχειρίδιο                         

δεν αποδεικνύεται! Αυτή ακριβώς η δυνατότητα αποδίδει µία ακόµα                     

προστιθέµενη αξία στις δραστηριότητες του εν λόγω σεναρίου. 

  

 
 

Ετσι, λοιπόν, το παρόν σενάριο αποτελεί µία επέκταση ως προς την παραπάνω 

περίπτωση, µε αποτέλεσµα οι µαθητές να είναι από τώρα ενηµερωµένοι σε µια πιθανή 

µελλοντική ενσωµάτωση στο Αναλυτικό Πρόγραµµα της απόδειξης αυτής. 

 

Β)  Οι µαθητές µετά από αυτή την εµπειρία, θα έχουν τη δυνατότητα να εφαρµόσουν τη 

συγκεκριµένη µέθοδο και σε άλλα παρόµοια προβλήµατα. Για παράδειγµα, η άσκηση 2 

του φύλλου εργασίας συνοδεύεται από το σχετικό αρχείο Geogebra µε τίτλο «αρχείο 

άσκησης 2 για το σπίτι», µε τη χρήση του οποίου αναµένεται να διαπιστώσουν σε 

περιβάλλον δυναµικής διεπιφάνειας την ισότητα των εφαπτόµενων τµηµάτων  ΜΝ και 

ΜΗ. 
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Γ) Με κατάλληλες τροποποιήσεις-απλοποιήσεις στα φύλλα εργασίας (µεγαλύτερη 

γραµµατοσειρά, προσθήκη εικόνων χρωµάτων και σχηµάτων) το σενάριο µπορεί να 

δοθεί και σε µαθητές µε  µαθησιακές δυσκολίες. Η διδασκαλία προσαρµόζεται στις 

ειδικές εκπαιδευτικές ανάγκες των µαθητών αυτών. Ο ρυθµός εργασίας τους είναι 

συµβατός µε τις ικανότητες τους και εκφράζεται µέσα από ευκολοµνηµόνευτες 

χρηστικές οδηγίες που τους παρέχονται. 

Στον αντίποδα αυτής της αντιµετώπισης, τα φύλλα εργασίας µπορούν να 

προσαρµοστούν και σε µαθητές µε χαρισµατικότητα, παρέχοντας τους τη δυνατότητα 

για µεγαλύτερη αυτενέργεια και διάδραση µε το λογισµικό.                                               

Για παράδειγµα, ο σύνδεσµος «εµφάνιση καµπύλης» µπορεί να παραληφθεί, οπότε 

ενισχύεται ο βαθµός αναστοχασµού των χαρισµατικών µαθητών, προκειµένου να 

εικάσουν το αναλλοίωτο της παράστασης ΡΑ
.
ΡΒ. 

 

∆) Η εκπόνηση του σεναρίου µπορεί να πραγµατοποιηθεί εναλλακτικά µε τα λογισµικά 

δυναµικής γεωµετρίας «Cabri-Geometry II» και «The Geometer’s Sketchpad».                         

Τα προγράµµατα αυτά υποστηρίζουν τις αντίστοιχες εντολές δηµιουργίας των αρχείων 

του εν λόγω σεναρίου. Τα τελικά γραφικά περιβάλλοντα είναι διαφορετικά,                

αλλά ισοδύναµα ως προς τις δυνατότητές τους. Ετσι, το σενάριο εµπεριέχει µια ευελιξία 

ψηφιακής παρουσίασης, ανάλογα µε το ποιό συνοδευτικό πρόγραµµα είναι κάθε φορά 

περισσότερο προσιτό στους µαθητές, στον εκπαιδευτικό και στη διδασκόµενη ύλη. 

 

Ε) Σε περίπτωση που διατίθεται διαδραστικός πίνακας, ο εκπαιδευτικός µπορεί να 

καλέσει οµάδες µαθητών να παρουσιάσουν την εργασία τους ενώπιον όλης της τάξης 

και, έτσι, να εµπλακούν τα παιδιά σε επιπλέον συζητήσεις και διαδικασίες συλλογικής 

διερεύνησης σχετικά µε τους διαφορετικούς τρόπους αντιµετώπισης των ζητηµάτων του 

φύλλου εργασίας (π.χ. οι διαφορετικές κατά περίπτωση µορφές  δ
2
-R

2
,  R

2
-δ

2
  του 

γινοµένου ΡΑ
.
ΡΒ). 
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ΕΝ∆ΕΙΚΤΙΚΟ ΦΥΛΛΟ ΕΡΓΑΣΙΑΣ 
 

 

ΟΝΟΜΑΤΕΠΩΝΥΜΟ :………………………………………….  ΤΑΞΗ:…………. 

 

ΕΝΟΤΗΤΑ:  Τέµνουσες κύκλου               ΤΜΗΜA:……… 

 

 

∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ Ι 

 

1.   Ενεργοποιήστε την εντολή «κύκλος (O,R)». Εµφανίζεται ένας κύκλος του 

οποίου µπορείτε να µετακινήσετε το κέντρο του, Ο, ή να µεταβάλετε την ακτίνα 

του, R. 

                                                    

2.   Επιλέγοντας την εντολή «τυχαίο σηµείο»,  εµφανίζεται σηµείο Ρ εξωτερικό 

του κύκλου, του οποίου επίσης µπορείτε να αλλάξετε τη θέση. 

 

3.  Ενεργοποιώντας την εντολή «τέµνουσα» εµφανίζεται η τέµνουσα ΡΒΑ του 

κύκλου. Η θέση της τέµνουσας αλλάζει µετακινώντας το σηµείο Β. 

 

4.   Ας µετρήσουµε τις αποστάσεις x=ΡΑ, y=ΡΒ του σχήµατος ενεργοποιώντας 

την επιλογή «µετρήσεις (1)». Μετακινώντας το σηµείο Β βλέπουµε τις 

αντίστοιχες µετρήσεις. 

 

5.    Επιλέγοντας τον σύνδεσµο «ίχνος (x,y)» εµφανίζεται το σηµείο Μ(x,y) στο 

καρτεσιανό επίπεδο.  Αλλάζοντας θέση στο σηµείο Β βλέπουµε τις διάφορες 

θέσεις του σηµείου Μ.  (πατώντας Ctrl+F σβήνουν τα ίχνη). 

Ποιας συνάρτησης τη γραφική παράσταση σας θυµίζει η παραπάνω εικόνα;  

……………………………………………………………………………………… 

Αν δεν µπορέσατε να απαντήσετε, δοκιµάστε να τοποθετήσετε το σηµείο Ρ στο 

εσωτερικό του κύκλου και να µετακινήσετε ξανά το σηµείο Μ.  

Ποιας συνάρτησης τη γραφική παράσταση σας θυµίζει τώρα;  

……………………………………………………………………………………… 

!!(αν και πάλι δεν τα καταφέρατε, ενεργοποιήστε τον σύνδεσµο «εµφάνιση καµπύλης») !! 
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6. Επειδή τα σηµεία Μ(x,y) βρίσκονται σε µια………………….., προκύπτει ότι οι 

τιµές x ,y είναι……………..…….…………ποσά, δηλαδή:  

το γινόµενο ΡΑ
.
ΡΒ  παραµένει πάντα………………… 

 

7. Ας επαληθεύουµε το προηγούµενο συµπέρασµα σας επιλέγοντας το σύνδεσµο 

«µετρήσεις (2)»  και µετακινώντας το σηµείο Β. 

 

∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ ΙΙ 

 

8.  Κάνοντας κλικ στην εντολή «νέα τέµνουσα» εµφανίζεται η τέµνουσα ΡΚΛ η 

οποία διέρχεται από ……………του κύκλου.  Τι παρατηρείτε για τα γινόµενα     

ΡΑ
.
ΡΒ  και  ΡΚ

.
ΡΛ ; ………………………………………………………………. 

Επαληθεύστε τη διαπίστωσή  σας κάνοντας κλικ στο κουτί «µετρήσεις (3)» και 

µετακινώντας το σηµείο Ρ. 

 

9.  Ας ονοµάσουµε δ=ΡΟ  και  R=KO=OΛ.  

Συµπληρώστε τα παρακάτω κενά µε τα γράµµατα δ , R : 

ΡΚ
.
ΡΛ=(…...-…...)(…..+…..)=…...

2  
-  ……

2   

 

ΟΡΙΣΜΟΣ 

 

H διαφορά δ2 – R2 λέγεται δύναµη του σηµείου Ρ ως προς τον κύκλο (Ο,R) και 

συµβολίζεται ως εξής 

2 2

( , )

P

R Rδ
Ο

∆ = −  

 

 

∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ ΙΙΙ 

 

10.  Κάντε κλικ στο σύνδεσµο «µετρήσεις (4)». Μετακινήστε το σηµείο Ρ, έτσι 

ώστε να βρεθεί εκτός του κύκλου ή εντός ή πάνω στον κύκλο. Τι παρατηρείτε για 

την τιµή 
2 2Rδ −  ,δηλαδή για τη δύναµη του σηµείου; 

………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………… 

 
 



 

 

ΤΕΜΝΟΥΣΕΣ ΚΥΚΛΟΥ ΚΑΙ ∆ΥΝΑΜΗ ΣΗΜΕΙΟΥ 

Τρύφων Παύλος, e-mail: pavtrifon@gmail.com 

 

 

 

ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑ 

 

11.  Ας συνοψίσουµε και ας διατυπώσουµε τα συµπεράσµατά µας για κάθε θέση 

του σηµείου Ρ ως προς τον κύκλο. 

 

� Ρ εξωτερικό σηµείο του κύκλου (Ο,R)  �  ( , )

P

RΟ
∆ …….. 

� Ρ εσωτερικό σηµείο του κύκλου (Ο,R)  �  ( , )

P

RΟ
∆ …….. 

� Ρ είναι σηµείο του κύκλου (Ο,R)  �  ( , )

P

RΟ
∆ …….. 

 
∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ ΙV 

 
12.   Κάντε κλικ στο σύνδεσµο «εφαπτοµένη». Τι παρατηρείτε για τα 

αποτελέσµατα ΡΓ
2 
και  ΡΑ

.
ΡΒ ;  

…………………………………………………………………………………….. 

 

Ποια η µαθηµατική απόδειξη αυτού; 
 
 

………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………........................

................................................................................................................................................ 

Ασκήσεις για το σπίτι: 

 

1) Ερώτηση Κατανόησης 1 σελ. 203 σχ. βιβλίου 

 

2) Θεωρούµε δύο τεµνόµενους κύκλους, την κοινή τους χορδή ΑΒ και ένα τυχαίο σηµείο 

Μ στην προέκταση της ΑΒ. Από το Μ φέρνουµε τις εφαπτοµένες ΜΝ και ΜΗ. 

Αποδείξτε ότι ΜΝ=ΜΗ. 

 

Για την άσκηση 2 ανοίξτε το αρχείο Geogebra µε τίτλο «αρχείο άσκησης 2 για το σπίτι» 

 


