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Αν έχουµε µία συνάρτηση ৮ , τις περισσότερες φορές αναζητούµε την τιµή που πλησιάζουν, 
προσεγγίζουν οι τιµές της συνάρτησης, όταν το χ՜ . Αν πράγµατι υπάρχει τέτοια τιµή και 
έστω ότι είναι  τότε γράφουµε 

ܕܑܔ
՜

ਢሺሻ ൌ  
Η τιµή  ሺδηλ. το όριο  ܕܑܔ՜ ਢሺሻ ൌ  ሻ άλλοτε υπάρχει και άλλοτε δεν υπάρχει 
Όταν υπάρχει συµβαίνουν δύο περιπτώσεις 
1η περίπτωση :     ൌ ਢሺሻ   ૃέૈઽ ોήૄહ  
2η περίπτωση :     ് ਢሺሻ   ૃέૈઽ ોήૄહ  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ΣΗΜΕΙΩΣΗ 
Από τα πιο πάνω γίνεται φανερό ότι για να µιλήσουµε για όριο µιας συνάρτησης στο  θα 
πρέπει η συνάρτηση να ορίζεται τουλάχιστον σε κάποιο από τα διαστήµατα της µορφής 
1ሻ  ሺα, ሻUሺ,βሻ    ή      2ሻ ሺα, ሻ     ή      3ሻ ሺ,βሻ   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Όταν στα µαθηµατικά λέµε ότι το χ τείνει στο  και συµβολίζεται ሺχ՜ሻ, εννοούµε ότι οι 
τιµές  χ προσεγγίζουν την τιµή  , είτε µε από τιµές µικρότερες του  ሺδηλ από αριστερά 
του ሻ, είτε από τιµές µεγαλύτερες του  ሺδηλ. από δεξιά του ሻ 

ΕΝΝΟΙΑ ΤΟΥ ΟΡΙΟΥ 

ΣΧΗΜΑΤΙΚΑ    
                           χ                        χ 

Όταν το χ՜ τότε το 
χ്  ૂહુ ૈહίૉૅઽુ ૌુૄέ ૂેૅૌά  
στο  ,µπορούµε να θεωρήσουµε ότι το 

σχήµα 1 

 

σχήµα 2
 

 

ܕܑܔ
՜ష

ਢሺሻ ൌ  

Όταν το χ προσεγγίζει την τιµή χ από αριστερά δηλ. χ൏χ
και η τιµές της ৮ προσεγγίζουν όσο θέλουµε ένα 
πραγµατικό αριθµό ੂଵ τότε γράφουµε: 

ܕܑܔ
՜శ

ਢሺሻ ൌ  

Όταν το χ προσεγγίζει την τιµή χ από δεξιά δηλ. χχ
και η τιµές της ৮ προσεγγίζουν όσο θέλουµε ένα 
πραγµατικό αριθµό ੂଶ τότε γράφουµε: 
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લό  ܕܑܔ
՜శ

ਢሺሻ    ૂહુ   ܕܑܔ
՜ష

ਢሺሻ   ેૅેૄάાેૅૌહુ ૈૃઽ્ૉુૂά όૉુહ.   

 
Όταν µια συνάρτηση ορίζεται αριστερά και δεξιά 
 του  και υπάρχει το όριό της τότε θα πρέπει 

 
 
 
 
 

 
 
ΣΗΜΕΙΩΣΕΙΣ 
ሻ ુહ ૌિૅ ઽύૉઽોિ ૌે્ ેૉίે્ ૄુહ ો્ૅάૉૌિોિ ોૌે  ીહ ૈૉέૈઽુ ૌે  િ ૅહ ૅહ હૅήૂઽુ ોૌે ૈઽ઼ίે  
ορισµού της συνάρτησης ή αν δεν ανήκει στο πεδίο ορισµού της να είναι άκρον του 
διαστήµατος του πεδίου ορισµού της. 
2ሻ Αποδεικνύεται ότι όταν υπάρχει το όριο τότε αυτό είναι µοναδικό 
3ሻ Αν µια συνάρτηση ορίζεται δε διάστηµα της µορφής 
ሺહ, ሻ܃ሺ, ሻ ૌόૌઽ ૌે όૉુે  ՜ܕܑܔ

ਢሺሻ 

αν υπάρχει δεν εξαρτάται από τα άκρα  α και β. 
 
ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ ΠΟΥ ΙΣΧΥΟΥΝ ΑΠΟ ΤΟΝ ΟΡΙΣΜΟ ΤΟΥ ΟΡΙΟΥ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
ΟΡΙΟ ΣΤΑΘΕΡΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ                               ΟΡΙΟ ΤΑΥΤΟΤΙΚΗΣ ৮ሺχሻൌχ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

ܕܑܔ
՜

ਢሺሻ ൌ  ֞ ܕܑܔ
՜శ

ਢሺሻ ൌ ܕܑܔ
՜ష

ਢሺሻ ൌ 
 

.    ܕܑܔ
՜

ਢሺሻ ൌ  ֞ ܕܑܔ
՜

ሺਢሺሻ െ ሻ

ൌ  
.   ܕܑܔ

՜
ਢሺሻ ൌ  ֞ ܕܑܔ

ਤ՜
ਢሺ  ਤሻ ൌ  

.   ܕܑܔ
՜

ਢሺሻ ൌ  ֞ ܕܑܔ
՜

ሾെਢሺሻሿ ൌ െ 
.   ܕܑܔ

՜
ਢሺሻ ൌ   ֞ ܕܑܔ

՜
|ਢሺሻ| ൌ  

όૌુ  ܕܑܔ
՜

ਢሺሻ ൌ ܕܑܔ
՜

ਟ ൌ ਟ 

Από τη γραφική παράσταση 
παρατηρούµε 

 

όૌુ ܕܑܔ
՜

ਢሺሻ ൌ ܕܑܔ
՜

 ൌ ൌ ਢሺሻ 
Από τη γραφική παράσταση παρατηρούµε 
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ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ ΟΡΙΩΝ 
 
1.  ΟΡΙΟ ΚΑΙ ΔΙΑΤΑΞΗ 
ΘΕΩΡΗΜΑ  1ο 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ΘΕΩΡΗΜΑ 2ο 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Από το διπλανό σχήµα ενώ ৮ሺχሻ൏৯ሺχሻ  
κοντά στο χ το 
lim՜బ ৮ሺχሻ ൌ lim՜బ ৯ሺχሻ 
Άρα δεν µεταφέρεται η γνήσια διάταξη 
στα όρια. 
 
 
 
 
 
 

 
                                            ৮ 

           
 

 
                            α    χ   β 

 
 
                                    α   χ     β 
 
 
 
                               

ટૅ   ܕܑܔ
՜

ਢሺሻ    ࣎ό࣎ࣇࣉࣄ ࢿ࣎ά ࣉ࣎࣌  έ ૂહુ ਢሺሻ   
ટૅ   ܕܑܔ

՜
ਢሺሻ    ࣎ό࣎ࣇࣉࣄ ࢿ࣎ά ࣉ࣎࣌  έ ૂહુ ਢሺሻ   

 

ܕܑܔ ਢሺሻ  ܕܑܔ ਣሺሻ 

Αν δύο συναρτήσεις ৮,৯ έχουν όριο στο ࣑ και ισχύει ਢሺሻ  ਣሺሻ κοντά στο ࣑ τότε 
και  

lim
՜బ

৮ሺχሻ ൏ lim
՜బ

৯ሺχሻ 

                      ৮൏৯  κοντά στο ߯             ਹ
                                                                  ਹ           
 
 
 
 
 
                               α      χ    β 

 
 
 

৮  ৯ κοντά στο χ               ৯

lim
՜బ

৮ሺχሻ ൌ lim
՜బ

৯ሺχሻ 

 
 
 
                                                                  ਹ 
 
                              α       χ        β  

 

lim
՜బ

৮ሺχሻ ൌ lim
՜బ

৯ሺχሻ 

          ৮൏৯  κοντά στο ߯    
                                      ৯ሺχሻ                   ਹ 
 
 
                                          ৮ሺχሻ                   ਹ 
                               
                                            α        χ       β 
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ΘΕΩΡΗΜΑ 3ο 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
ΣΗΜΕΙΩΣΕΙΣ 
αሻ.  Οι ιδιότητες τονίζεται ιδιαίτερα ότι ισχύουν µόνο αν υπάρχουν τα όρια των συναρτήσεων ৮ 
και ৯ 
 
βሻ.  Οι ιδιότητες 1 και 3 του προηγουµένου θεωρήµατος ισχύουν και για περισσότερες από δύο 
συναρτήσεις αλλά πεπερασµένο το πλήθος. Ειδικά για την ιδιότητα 3 θα έχουµε ότι ισχύει: 

lim
՜బ

ሾ৮ሺχሻሿ ൌ  lim
՜బ

৮ሺχሻ൨

, ν ג Νכ και για παράδειγµα  lim

՜బ
χ ൌ χ διότι:  

lim
՜బ

χ ൌ lim
՜బ

ሺχ · χ · χ · … · χሻ ൌ lim
՜బ

χ · lim
՜బ

χ · … · lim
՜బ

χ ൌ χ · χ · χ · … · χ ൌ χ 

 
γ.  Εστω πολυώνυµο Ρሺχሻ ൌ αχ  αିଵχିଵ  ڮ αଵχ  α . Τότε  lim՜బ

Ρሺχሻ ൌ Ρሺχሻ 

δ. Αν Ρሺχሻ και য় δύο πολυώνυµα τότε : 

lim
՜బ

Ρሺχሻ
য়ሺχሻ ൌ

lim
՜బ

Ρሺχሻ

lim
՜బ

য়ሺχሻ ൌ
Ρሺχሻ
য়ሺχሻ 

  ερόσον য়ሺχሻ ് 0 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

.   ܕܑܔ
՜

ሺਢሺሻ  ਣሺሻሻ ൌ ܕܑܔ
՜

ਢሺሻ  ܕܑܔ
՜

ਣሺሻ 

.   ܕܑܔ
՜

ሺਟਢሺሻሻ ൌ ਟܕܑܔ
՜

ਢሺሻ ુહ ૂάીઽ ોૌહીઽૉά ਟ ג ਔ 

.   ܕܑܔ
՜

൫ਢሺሻ · ਣሺሻ൯ ൌ ܕܑܔ
՜

ਢሺሻ ·   ܕܑܔ
՜

ਣሺሻ 

.   ܕܑܔ
՜

൬
ਢሺሻ
ਣሺሻ൰ ൌ

ܕܑܔ
՜

ਢሺሻ

ܕܑܔ
՜

ਣሺሻ       ઽόોેૅ ܕܑܔ՜
ਣሺሻ ്  

.   ܕܑܔ
՜

|ਢሺሻ| ൌ ฬܕܑܔ
՜

ਢሺሻฬ 

ૡ.   ܕܑܔ
՜

ඥਢሺሻૂ ൌ ටܕܑܔ՜
ਢሺሻૂ  ઽόોેૅ ਢሺሻ   ૂેૅૌά ોૌે 

Αν υπάρχουν τα όρια των συναρτήσεων ৮ και ৯ στο  τότε
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ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ  ΟΡΙΩΝ 
 

                                                             
1ο Παράδειγµα 
Να βρεθεί το  

ܕܑܔ
ื

   െ 
      

ΛΥΣΗ 

lim
ืଶ

χଷ  3χ െ 1
χଶ  χ  2 ൌ

2ଷ  3 · 2 െ 1
2ଶ  2  2 ൌ

13
8  

 
2ο Παράδειγµα 

ફહ ૉઽીઽί ૌે  ܕܑܔ
ื

 െ   
 െ  െ    

ΛΥΣΗ  
Κάνοντας αντικατάσταση βρίσκουµε ሺ0/0ሻ.  Παραγοντοποιούµε και έχουµε 

lim
ืଷ

χଶ െ 5χ  6
χଷ െ 3χଶ െ χ  3 ൌ lim

ืଷ

ሺχ െ 2ሻሺχ െ 3ሻ
ሺχ െ 1ሻሺχ  1ሻሺχ െ 3ሻ ൌ lim

ืଷ

χ െ 2
ሺχ െ 1ሻሺχ  1ሻ ൌ

1
8 

 
   
                                            
 
 

 
 
ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 

ફહ ૉઽીઽί ૌે  ܕܑܔ
ื

ඥ     െ 
  

Λύση 

ΟΡΙΟ ΑΡΡΗΤΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 
Ριζικά 2ης τάξης

αντικαθιστούµε όπου χ το χ ሺχ ื χሻεκτελούµε τις επιτρεπτές πράξεις και βρίσκουµε  

ΟΡΙΟ  ΡΗΤΗΣ ΣΝΑΡΤΗΣΗΣ  
Παίρνουµε χωριστά τα όρια αριθµητή και του παρονοµαστή και εφαρµόζουµε τις ιδιότητες 
των ορίων. 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ. Για λόγους συντοµίας δεν τις εφαρµόζουµε πάντα . Αλλά στην  ουσία 

το όριο. Αν κατά την εκτέλεση των πράξεων καταλήξουµε σε απροσδιοριστία της µορφής 
ሺ0/0ሻ κάνουµε παραγοντοποίηση σε αριθµητή και παρονοµαστή, κατόπιν κάνουµε 
απλοποίηση και ύστερα µε αντικατάσταση όπου χ το χ βρίσκουµε το όριο 

Αντικατάσταση όπου χ το χ κα αν καταλήξουµε σε ሺ0/0ሻκάνουµε άρση της 
απροσδιοριστίας πολλαπλασιάζοντας µε τη συζυγή παράσταση ή µε τις συζυγείς 
παραστάσεις αν έχουµε ριζικά σε αριθµητή και παρονοµαστή. Πρέπει να προκύψει κοινός 
παράγοντας το ሺχ‐χ 0), απλοποιούµε και αντικαθιστούµε όπου χ το χ
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lim
ื

ඥχଶ  χ  1 െ 1
χ ൌ lim

ื

ቀඥχଶ  χ  1 െ 1ቁቀඥχଶ  χ  1  1ቁ

χቀඥχଶ  χ  1  1ቁ
ൌ lim

ื

χଶ  χ  1 െ 1

χቀඥχଶ  χ  1  1ቁ
ൌ 

lim
ื

χሺχ  1ሻ

χቀඥχଶ  χ  1  1ቁ
ൌ lim

ื

χ  1
ඥχଶ  χ  1

ൌ 1 

 
 
 
1ο Παράδειγµα 

ફά ૉઽીઽί ૌે  ܕܑܔ
ื

ඥ   െ ඥ  

 െ   

Λύση  

Με αντικατάσταση όπου χ το 3 έχουµε
0
0 . Από την ταυτότητα  

αଷ െ βଷ ൌ ሺα െ βሻሺαଶ  αβ  βଶ ሻ έχω  α െ β ൌ
αଷ െ βଷ

αଶ  αβ  βଶ  

 αν α ൌ ඥ2χ  2య   και β ൌ ඥχ  5య  τότε α െ β ൌ ඥ2χ  2య െ ඥχ  5య ൌ 

ൌ
൫ඥ2χ  2య ൯

ଷ
െ ൫ඥχ  5య ൯

ଷ

൫ඥ2χ  2య ൯
ଶ
 ඥ2χ  2య   · ඥχ  5య  ൫ඥχ  5య ൯

ଶ ൌ 

ൌ
2χ  2 െ χ െ 5

൫ඥ2χ  2య ൯
ଶ
 ඥ2χ  2య   · ඥχ  5య  ൫ඥχ  5య ൯

ଶ 

΄Αρα   lim
ืଷ

ඥ2χ  2య െ ඥχ  5య

χ െ 3 ൌ lim
ืଷ

2χ  2 െ χ െ 5

൫ඥ2χ  2య ൯
ଶ
 ඥ2χ  2య   · ඥχ  5య  ൫ඥχ  5య ൯

ଶ ൌ 

ൌ
1

√8ଶయ  √8య · √8య  √8ଶయ ൌ
1
12 

 

 
                                                                                                           

 
                                                                          3 

ΡΙΖΙΚΑ ΑΝΩΤΕΡΗΣ  ΤΑΞΗΣ 
Εφαρµόζουµε τη ταυτότητα Newton 

                                 હૅ െ ૅ ൌ ሺહ െ ሻሺહૅି  હૅି ·   હૅି ·   ڮ ૅି   
                                       

4 
                                        ΡΙΖΙΚΑ ΑΝΩΤΕΡΗΣ ΤΑΞΗΣ

1ሻ Ασχολούµεθα µε το ριζικό ανώτερης τάξης και µετά µε το άλλο ሺ 1ο  παράδειγµαሻ 
2ሻ Κάνουµε διάσπαση αν χρειασθεί, προσθαφαιρώντας κατάλληλο αριθµό ሺ2ο 

παράδειγµαሻ 
3ሻ Αν τα ριζικά έχουν την ίδια υπόρριζη ποσότητα τα µετατρέπουµε σε ριζικά της ίδιας 

τάξης και µετά κάνουµε αντικατάσταση ሺ3ο παράδειγµαሻ
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  1ο παράδειγµα 

ફહ ૉઽીઽί ૌે  ܕܑܔ
ืૡ

ඥ   െ 
 െ √  

Λύση 

lim
ఞื଼

ඥ1  χ െ 3
2 െ √χయ ൌ lim

ఞื଼

൫ඥ1  χ െ 3൯൫ඥ1  χ  3൯ቀ√8ଶయ  √8య · √χయ  ඥχଶయ ቁ 

ሺ8 െ ߯ሻ൫ඥ1  χ  3൯
ൌ 

ൌ െ lim
ఞื଼

ሺ1  ߯ െ 9ሻቀ√8ଶయ  √8య · √χయ  ඥχଶయ ቁ 

ሺ8 െ ߯ሻ൫ඥ1  χ  3൯
ൌ െ

12
6 ൌ െ2 

 
                                         2Ο  παράδειγµα 
 

ફહ ૉઽીઽί ૌે  ܕܑܔ
ื

ඥ    ඥ െ  െ 
 െ   

 
Λύση 

lim
ืଶ

ඥ2χ  4య  ඥ3χ െ 2 െ 4
χ െ 2 ൌ lim

ืଶ

ඥ2χ  4య െ 2
χ െ 2  lim

ืଶ

ඥ3χ െ 2 െ 2
χ െ 2 ൌ 

lim
ืଶ

ඥ2χ  4య െ √8య

χ െ 2  lim
ืଶ

ඥ3χ െ 2 െ 2
χ െ 2 ൌ lim

ืଶ

2χ  4 െ 8

ሺχ െ 2ሻቀඥሺ2χ  4ሻଶయ  ඥ2χ  4య · √8య  √64య ቁ
 

lim
ืଶ

3χ െ 2 െ 4
ሺχ െ 2ሻ൫ඥ3χ െ 2  2൯

ൌ lim
ืଶ

2ሺχ െ 2ሻ

ሺχ െ 2ሻቀඥሺ2χ  4ሻଶయ  ඥ2χ  4య · √8య  √64య ቁ
 

  lim
ืଶ

3ሺχ െ 2ሻ
ሺχ െ 2ሻ൫ඥ3χ െ 2  2൯

ൌ
1
6 

3
4 ൌ

11
12 

 
 
                                                          3ο παράδειγµα 

ફહ ૉઽીઽί ૌે  ܕܑܔ
ื

ඥ   െ 
ඥ   െ 

 

 
Λύση 
Θέτω τ ൌ ඥχ  1ల  τότε τଷ ൌ ൫ඥχ  1ల ൯

ଶ
ൌ ඥχ  1 και τଶ ൌ ൫ඥχ  1ల ൯

ଶ
ൌ ඥχ  1య  

΄Αρα  lim
ื

ඥχ  1య െ 1
ඥχ  1 െ 1

ൌ lim
தื

τଶ െ 1
τଷ െ 1 ൌ lim

தืଵ

ሺτ െ 1ሻሺτ  1ሻ
ሺτ െ 1ሻሺτଶ  τ  1ሻ ൌ lim

தืଵ

τ  1
τଶ  τ  1 ൌ

2
3 
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મૉેોેή. ૌિ ઼ઽύૌઽૉિ ૈઽૉίૈૌોિ ઽίૅહુ હૈહૉહίૌિૌે ૌે  ܕܑܔ

ܠ՜ܠ
ਣሺܠሻ ൌ   

                                                          
 
                                                      1ο παράδειγµα 
Δίνεται η συνάρτηση f:R→ R η οποία ικανοποιεί τη σχέση 
                                                

ඥ   െ ૢ  ሺ െ ሻਢሺሻ   ቀ െ ඥ||ቁ 
ફહ ૉઽીઽί ૌે  ܕܑܔ

ื
ਢሺሻ 

Λύση Αν χ2 τότε από τη δοθείσα έχω 

3ඥχଶ  5 െ 9
3ሺχ െ 2ሻ  ৮ሺχሻ 

4ቀχ െ ඥ2|χ|ቁ
3ሺχ െ 2ሻ  ΄Αλλά   lim

ืଶశ
3ඥχଶ  5 െ 9
3ሺχ െ 2ሻ ൌ

2
3   και  

lim
ืଶశ

 
4ቀχ െ ඥ2|χ|ቁ
3ሺχ െ 2ሻ ൌ

2
3 . ΄Αρα και  limืଶశ

৮ሺχሻ ൌ
2
3 

 
 Παρόµοια αν χ൏2 διαιρούµε µε το χ‐2 και θα αλλάξει η φορά αλλά το όριο θα παραµείνει το 
ίδιο. 
     
                                                 2ο παράδειγµα 
Αν κατά την αντικατάσταση προκύψει ηµ ( )∞±  τότε παίρνουµε το απόλυτο της παράστασης 
που έχουµε να βρούµε το όριο. Παρόµοια  αν έχουµε συν ( )∞± . Η συνηθέστερη µορφή των 
συναρτήσεων που λύνονται µε το κριτήριο αυτό είναι 

ܕܑܔ
ื

൬ਢሺሻ · િૄ


ਤሺሻ൰   ૂહુ  ืܕܑܔ
൬ਢሺሻ · ો્ૅ


ਤሺሻ൰ 

5 
ΙΣΟΣΥΓΚΛΙΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑΤΑΞΗ 
                                 ΚΡΙΤΗΡΙΟ ΠΑΡΕΜΒΟΛΗΣ
 

1ο  Αν κοντά στο χ 0 ισχύει gሺxሻ  ৮ሺχሻ  ৰሺχሻ και lim
ืబ

৯ሺχሻ ൌ lim
ืబ

ৰሺχሻ ൌ ৴ τότε και 
ܕܑܔ
ื

ਢሺሻ ൌ ਨ

 

2ο Αν |৮ሺχሻ|  ৯ሺχሻ κοντά στο χ και lim
ืబ

৯ሺχሻ ൌ 0 τότε െ ৯ሺχሻ  ৮ሺχሻ  ৯ሺχሻ µε 
lim
ืబ

ሺെ৯ሺχሻሻ ൌ lim
ืబ

৯ሺχሻ ൌ 0, οπότε από το κριτήριο παρεµβολής και lim
ืబ

৮ሺχሻ ൌ 0 
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΄ણોૌ όૌુ έે્ૄઽ ૅહ ૉેύૄઽ ૌે  ܕܑܔ

ื
൬ૅ · િૄ

હ
ૂ൰ 

  
ฬχ · ηµ

α
χசฬ ൌ

|χ| ฬηµ
α
χசฬ 

|χ| ֞ െ|χ|  χ · ηµ
α
χச 

|χ| ߜߡߝߨߝ ߡߙߢή   lim
ื

ሺെ|χ|ሻ ൌ 0 και 

lim
ื

|χ| ൌ 0 από κριτήριο παρεµβολής και  lim
ื

 χ · ηµ
α
χச ൌ 0 Παρόµοια και για το 

  lim
ื

൬χ · συν
α
χச൰ 

                         
                                                    3ο παράδειγµα 

ટૅ  ܕܑܔ
ื

ਢሺሻ ൌ ܕܑܔ
ื

ਣሺሻ ൌ   ૅહ ઼ઽુીઽί όૌુ  ܕܑܔ
ื

ਢሺሻ െ ਣሺሻ
ਢሺሻ  ਣሺሻ ൌ  

Λύση 

ቤ
৮ଷሺχሻ െ 4৯ସሺχሻ
৮ଶሺχሻ  ৯ଶሺχሻ ቤ  ቤ

৮ଷሺχሻ
৮ଶሺχሻ  ৯ଶሺχሻቤ  ቤ

4৯ସሺχሻ
৮ଶሺχሻ  ৯ଶሺχሻቤ  ቤ

৮ଷሺχሻ
৮ଶሺχሻቤ  ቤ

4৯ସሺχሻ
৯ଶሺχሻ ቤ 

|৮ሺχሻ|  4৯ଶሺχሻ 

Επειδή  lim
ืబ

ሺ|৮ሺχሻ|  4৯ଶሺχሻሻ ൌ 0 από κριτήριο παρεµβολής και  lim
ืబ

৮ଷሺχሻ െ 4৯ସሺχሻ
৮ଶሺχሻ  ৯ଶሺχሻ ൌ 0 

 
 

 

                    δηµιουργήσουµε παραστάσεις της µορφής 
ηµሺαχሻ
αχ ,

εφሺαχሻ
αχ  ሺπαράδειγµα 2οሻ 

                                                    
                                                  ΟΡΙΑ ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ
 

1ሻ Αν µε αντικατάσταση όπου χ το χ 0 καταλήξουµε σε απροσδιοριστία  0
0 κάνουµε 

παραγοντοποίηση ሺπαράγειγµα 1οሻ 
 
2ሻ Αν η παράσταση περιέχει και παραστάσεις του χ τότε 
              αሻ  Αν το χ 0x→ τότε προσπαθούµε µε κατάλληλους µετασχηµατισµούς να 

              βሻ Αν το χ ื χτότε κάνουµε το µετασχηµατισµό χ െ χ ൌ ৽ οπότε του χ ื χ το  
                    ৽ื0 
                   ሺπαράδειγµα 3ሻ 
 
 
 
 
 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 
Για τα όρια παρατάσεων που παρουσιάζεται η παράσταση 
συνχ‐1 πολλαπλασιάζουµε µε ሺσυνχ1ሻ.
Για ሺ1‐συνχሻ και ሺσυνχ1ሻ πολλαπλασιάζουµε µε ሺ1συνχሻ και ሺ1‐συνχሻ αντίστοιχα

ሻ |િૄ|  || ુહ ૂάીઽ  ג ਔ  ૂહુ
|િૄ| ൌ || ૄόૅે ુહ  ൌ  

ܕܑܔ
՜

િૄ ൌ િૄ 
ܕܑܔ
՜

ો્ૅ ൌ ો્ૅ 
 

ܕܑܔ
՜

િૄ
 ൌ  

ܕܑܔ
՜

ો્ૅ െ 
 ൌ  

ܕܑܔ
՜

 െ ો્ૅ
 ൌ  
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                        1ο παράδειγµα 

ફહ ૉઽીઽί ૌે  ܕܑܔ
ืૈ



િૄ  િૄ െ 
િૄ െ િૄ   

Λύση 

lim
ื



2ሺηµχ  1ሻ ቀηµχ െ 1
2ቁ

2ሺηµχ െ 1ሻ ቀηµχ െ 1
2ቁ

ൌ lim
ื



ηµχ  1
ηµχ െ 1 ൌ

1
2  1
1
2 െ 1

ൌ െ3 

 
 
                                                  2ο παράδειγµα 

ફહ ૉઽીઽί ૌે  ܕܑܔ
ื

ો્ૅ െ 
  િૄ 

Λύση 

lim
ื

συνχ െ 1
χଶ  ηµଶχ ൌ lim

ื

ሺσυνχ െ 1ሻሺσυνχ  1ሻ
ሺχଶ  ηµଶχሻሺσυνχ  1ሻ ൌ lim

ื

συνଶχ െ 1
ሺχଶ  ηµଶχሻሺσυνχ  1ሻ ൌ 

ൌ lim
ื

െηµଶχ
χଶ  ηµଶχ ·   limื

1
συνχ  1 ൌ lim

ื

െηµଶχ
χଶ

1  ηµଶχ
χଶ

  · lim
ื

1
συνχ  1 ൌ

െ1
1  1 ·

1
2 ൌ െ

1
4 

 
                                                   3ο παράδειγµα 

ફહ ૉઽીઽί ૌે  ܕܑܔ
ื

   െ 
િૄሺ െ ሻ 

Λύση 
Θέτω χ‐2ൌ৽ οπότε του χื2 το ৽ื0 και ακόµη χൌ৽2 

΄Αρα  lim
ืଶ

χଶ  χ െ 6
ηµሺχ െ 2ሻ ൌ   lim৽ื

৽ଶ  4৽  4  ৽  2 െ 6
ηµ৽ ൌ lim

৽ื

1
ηµ৽
৽

· lim
৽ื

ሺ৽  5ሻ ൌ 1 · 5 ൌ 5 

 
 
                                                        1ο παράδειγµα 
 

ટૅ  ુહ ૌિ ો્ૅάૉૌિોિ  ુોύઽુ όૌુ   ܕܑܔ
ื

ਢሺሻ െ 
 െ    ൌ  ૅહ ૉઽીઽί ૌે ܕܑܔ

ื
ਢሺሻ 

Λύση 

Θέτω ৯ሺχሻ ൌ
৮ሺχሻ െ 5χ
χଶ െ 4χ  3 ֞ ৮ሺχሻ ൌ ሺχଶ െ 4χ  3ሻ৯ሺχሻ  5χ. ΄Αρα  

lim
ืଵ

৮ሺχሻ ൌ lim
ืଵ

ሺχଶ െ 4χ  3ሻ৯ሺχሻ  lim
ืଵ

5χ ൌ 0 ·   5 · 1 ൌ 5 

 

                                       OΡΙΟ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΑΠΟ ΣΧΕΣΗ ΟΡΙΟΥ
1ሻ Θέτουµε τη σχέση µε gሺxሻ και λύνουµε ως προς fሺxሻ και παίρνουµε τα όρια 
2ሻ Αν οι σχέσεις είναι δύο και ζητείται το όριο δύο συναρτήσεων, δουλεύουµε µε τον ίδιο 

τρόπο αλλά έχουµε να λύσουµε σύστηµα
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                                                        2ο Παράδειγµα 
ટૅ ુહ ૌુ ૈૉહૄહૌુૂέ ો્ૅહૉૌήોઽુ ,  ોύે્ૅુ  ܕܑܔ

ื
ሾਢሺሻ  ਣሺሻሿ ൌ  ૂહુ  

ܕܑܔ
ื

ሾਢሺሻ െ ਣሺሻሿ ൌ  ૅહ ૉઽીેύૅ ܕܑܔ
ื

ਢሺሻ, ܕܑܔ
ื

ਣሺሻ 

  
 
Λύση 

Θέτω hሺ߯ሻ ൌ 3fሺχሻ  2gሺχሻκαι zሺχሻ ൌ 5fሺχሻ െ 4gሺχሻκαι έχω ότι ৮ሺχሻ ൌ
2ৰሺχሻ  ਂሺχሻ

11  και 

৯ሺχሻ ൌ
5ৰሺχሻ െ 3ਂሺχሻ

22  ΄Αρα  lim
ืଷ

৮ሺχሻ ൌ 
2 · 4  1
11 ൌ

9
11   και  limืଷ

৯ሺχሻ ൌ
5 · 4 െ 3 · 1

22 ൌ
17
22 

             
         
                                          1ο Παράδειγµα 

ફહ ૉઽીઽί ૌે  ܕܑܔ
ื

ห െ   ห െ | െ |
|  | െ   

Λύση 
Η χଶ െ 3χ  2 για χ ൌ 1 είναι ίση µε το µηδέν . Άρα 

lim
ืଵశ

|χ െ 1||χ െ 2| െ 2|χ െ 1|
|χ  2| െ 3

ൌ lim
ืଵశ

ሺχ െ 1ሻሺെχ  2ሻ െ 2ሺχ െ 1ሻ
χ  2 െ 3

ൌ lim
ืଵశ

ሺχ െ 1ሻሺെχ  2 െ 2ሻ
χ െ 1

ൌ 

lim
ืଵశ

ሺെχ  2 െ 2ሻ ൌ െ1 

 

lim
ืଵష

|χ െ 1||χ െ 2| െ 2|χ െ 1|
|χ  2| െ 3

ൌ lim
ืଵష

െሺχ െ 1ሻሺെχ  2ሻ  2ሺχ െ 1ሻ
χ  2 െ 3

ൌ lim
ืଵష

ሺx െ 1ሻሺχ െ 2  2ሻ
χ െ 1

ൌ  

Άρα δεν υπάρχει το όριο του χ՜1 
                                                         2ο Παράδειγµα 

ફહ ૉઽીઽί ૌે  ܕܑܔ
ื

ඥ െ ો્ૅ
  

Λύση 

lim
ื

ඥ1 െ συνχ
χ ൌ lim

ื

ඥ1 െ συνχ · ඥ1  συνχ
χඥ1  συνχ

ൌ lim
ื

ඥ1 െ συνଶχ
χඥ1  συνχ

ൌ lim
ื

ඥηµଶχ
χඥ1  συνχ

ൌ 

lim
ื

|ηµχ|
χଶඥ1  συνχ

. Παίρνουµε τα πλευρικά όρια και έχουµε 

όταν το χ ظ 0 τότε κοντά στο 0 το ηµχ ظ 0 και εποµένως |ηµχ| ൌ ηµχ 

  lim
ืశ

|ηµχ|
χඥ1  συνχ

ൌ lim
ืశ

ηµχ
χඥ1  συνχ

ൌ lim
ืశ

ηµχ
χ · ඥ1  συνχ

ൌ 

ΟΡΙΟ ΚΑΙ ΑΠΟΛΥΤΗ  ΤΙΜΗ
 

1ሻ Βασική όταν έχουµε απόλυτες τιµές είναι να απαλλαγούµε  από αυτές  
2ሻ Θέτουµε την τιµή χൌݔ στην  παράσταση που είναι µέσα στο απόλυτο. Αν βρούµε 

θετική τιµή φεύγει το απόλυτο, αν βρούµε αρνητική τιµή φεύγει το απόλυτο και 
αλλάζουµε το πρόσηµο της παράστασης που είναι στο απόλυτο, αν βρούµε µηδέν ሺ0ሻ 
τότε παίρνουµε πλευρικά όρια.
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ൌ lim
ืశ

ηµχ
χ lim

ืశ
1

ඥ1  συνχ
ൌ 1 ·

1
√2

ൌ
√2
2  

 
όταν χ ื 0ି τότε χ ط 0 και ηµχ ط 0 

lim
ืష

|ηµχ|
χඥ1  συνχ

ൌ lim
ืష

െηµχ
χඥ1  συνχ

ൌ lim
ืష

െηµχ
χ

· lim
ืష

1
ඥ1  συνχ

ൌ െ1 ·
1
√2

ൌ െ
√2
2
    

 

΄Αρα δεν υπάρχει το  lim
χื0

ඥ1 െ συνχ
χ  

 
 
Παράδειγµα 1 
 

Αν για τη συνάρτηση ৮: ৠ ื ৠ  ισχύει  lim
ืଶ

৮ሺχሻ
ඥχ  7 െ 3

ൌ 12 να βρεθεί το  lim
ื

৮ሺχ  2ሻ
χ  

 
Λύση 

Θέτω ৯ሺχሻ ൌ
৮ሺχሻ

ඥχ  7 െ 3
֞ ৮ሺχሻ ൌ ৯ሺχሻ൫ඥχ  7 െ 3൯. Αρα  lim

ืଶ
৮ሺχሻ ൌ lim

ืଶ
ൣ৯ሺχሻ൫ඥχ  7 െ 3൯൧ ൌ 

12 · 0 ൌ 0.  Θέτω χ  2 ൌ ৽ ֜ χ ൌ ৽ െ 2 και του χ ื 0 τότε ৽ ื 2. Εποµένως 

  lim
ื

৮ሺχ  2ሻ
χ ൌ lim

৽ืଶ

৮ሺ৽ሻ
৽ െ 2 ൌ lim

৽ืଶ

৯ሺ৽ሻ൫√৽  7 െ 3൯
৽ െ 2 ൌ lim

৽ืଶ

൫√৽  7 െ 3൯൫√৽  7  3൯৯ሺ৽ሻ
ሺ৽ െ 2ሻ൫√৽  7  3൯

ൌ 

ൌ   lim
৽ืଶ

ሺ৽  7 െ 9ሻ৯ሺ৽ሻ
ሺ৽ െ 2ሻ൫√৽  7  3൯

ൌ lim
৽ืଶ

৯ሺ৽ሻ
√৽  7  3

ൌ
12
6 ൌ 2 

 
Παράδειγµα 2 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Παρατήρηση 
Όταν για την εύρεση του ορίου έχουµε την παράσταση ሺ1‐συνχሻ συνήθως 
πολλαπλασιάζουµε µε την συζυγή παράσταση ሺ1συνχሻ. Παρόµοια όταν έχουµε την 
παράσταση ሺ1συνχሻ

ΟΡΙΟ ΣΥΝΘΕΤΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 
Όταν έχουµε όριο σύνθετης συνάρτησης  fሺgሺxሻሻ, Θέτουµε gሺxሻൌu  και του χ 0x→  τότε το u 0u→
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ΜΗ ΠΕΠΕΡΑΣΜΕΝΟ  ΟΡΙΟ  ΣΤΟ  χ ג ৠ   ሺ∞  ή െ ∞ሻ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ΠΛΕΥΡΙΚΑ  ΟΡΙΑ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ܕܑܔ
՜

ਢሺሻ ൌ െ∞ 

Όταν το χ προσεγγίζει το ߯ µε οποιονδήποτε τρόπο
δηλ είτε χ൏߯.είτε το χ߯, τότε οι τιµές της
 συνάρτησης ελαττώνονται απεριόριστα  και είναι 
 µικρότερες από τον οποιονδήποτε αρνητικό 
 αριθµό  ‐Μ µε Μ0 . Τότε στην περίπτωση αυτή 
 έχουµε 

 
 

ܕܑܔ
՜

ਢሺሻ ൌ ∞ 

Όταν το χ προσεγγίζει το χ µε οποιονδήποτε 
τρόπο δηλ είτε χ൏χ.είτε το χχ, τότε οι τιµές
 της συνάρτησης αυξάνονται απεριόριστα  και  
είναι µεγαλύτερες από τον οποιονδήποτε θετικό 
 αριθµό  Μ. Στην περίπτωση αυτή έχουµε

 
 
 
 
 
                   ৮ሺχሻ  
               Μ 
 
                                   χ       ߯      χ 

 
 
                                χ           ߯         χ 
 
  ‐Μ 
    ৮ሺχሻ 
 

lim
՜బష

৮ሺχሻ ൌ ∞ 

 
 
 
 
     ৮ሺχሻ 
 
                          χ            χ 
 

lim
՜బష

৮ሺχሻ ൌ െ∞

 
                               χ          χ  
 
৮ሺχሻ 

lim
՜బశ

৮ሺχሻ ൌ ∞

 
 
 
 
৮ሺχሻ 

              ߯             χ

lim
՜బశ

৮ሺχሻ ൌ െ∞

            ߯        χ
 



ΟΡΙΟ  ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 
 

14 
 

 
ΙΣΧΥΟΥΝ ΟΙ ΙΣΟΔΥΝΑΜΙΕΣ 
lim
՜బ

৮ሺχሻ ൌ ∞ ֞ lim
՜బష

৮ሺχሻ ൌ lim
՜బశ

৮ሺχሻ ൌ ∞ 

lim
՜బ

৮ሺχሻ ൌ െ∞ ֞ lim
՜బష

৮ሺχሻ ൌ lim
՜బశ

৮ሺχሻ ൌ െ∞ 

ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ 
1ሻ. Αν   lim

՜బ
৮ሺχሻ ൌ ∞ , τότε ৮ሺχሻ   χ και αν ߧ߬ߪ ά߬ߥߧߢ 0 lim՜బ

৮ሺχሻ ൌ െ∞  τότε ৮ሺχሻ ൏  χ   ߧ߬ߪ ά߬ߥߧߢ 0

2ሻ. Αν   lim
՜బ

৮ሺχሻ ൌ ∞ , τότε  lim
՜బ

ሺെ৮ሺχሻሻ ൌ െ∞ και αν   lim
՜బ

৮ሺχሻ ൌ െ∞ , τότε  lim
՜బ

ሺെ৮ሺχሻሻ ൌ ∞   

3ሻ. Αν   lim
χ՜χ0

৮ሺχሻ ൌ ∞   ή െ ∞  τότε  lim
χ՜χ0

1
৮ሺχሻ

ൌ 0 

4ሻ. Αν   lim
՜బ

৮ሺχሻ ൌ 0  και ৮ሺχሻ    χ ,τότε ߧ߬ߪ ά߬ߥߧߢ  0 lim՜బ

1
৮ሺχሻ

ൌ ∞ 

5ሻ. Αν   lim
՜బ

৮ሺχሻ ൌ 0  και ৮ሺχሻ ൏   χ ,τότε ߧ߬ߪ ά߬ߥߧߢ  0 lim՜బ

1
৮ሺχሻ

ൌ െ∞ 

6ሻ. Αν   lim
χ՜χ0

৮ሺχሻ ൌ ∞   ή െ ∞  τότε  lim
χ՜χ0

 |৮ሺχሻ| ൌ ∞ 

7. ሻ Αν   lim
χ՜χ0

৮ሺχሻ ൌ ∞   τότε  lim
χ՜χ0

ඥ৮ሺχሻκ ൌ ∞ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

.     ܕܑܔ
՜


 ൌ ∞  , ઼ુόૌુ ે ૈહૉેૅેૄહોૌή ܕܑܔ

՜
 ൌ  ૂહુ   

.    ܕܑܔ
՜


ૅ ൌ ∞  , ૄઽ ૅ ג ફכ , ઼ુόૌુ ે ૈહૉેૅેૄહોૌή ૅ ՜   હૈό ીઽૌુૂέ ૌુૄέ 

.    ܕܑܔ
՜శ


 ൌ ∞           . ܕܑܔ

՜శ


ૅା ൌ ∞ , ૄઽ ૅ ג ફ  

.    ܕܑܔ
՜ష


 ൌ െ∞           . ܕܑܔ

՜ష


ૅା ൌ െ∞ , ૄઽ ૅ ג ફ

ΒΑΣΙΚΕΣ   ΑΣΚΗΣΕΙΣ

ਢሺሻ ൌ


ૅା
, ૅ ג ફ ઼ઽૅ ્ૈάૉઽુ 

ܕܑܔ
՜

ਢሺሻ 

Εποµένως θεωρώντας τη συνάρτηση

ৠഥ ൌ ሾെ∞,∞ሿ είναι ένα νέο σύνολο που ονοµάζεται ৠ συµπαγές και περιλαµβάνει όλα τα 

ሺ∞ሻ  ሺെ∞ሻ ૈૉόોીઽોિ ૄઽ ઽૌઽૉόોિૄહ άૈઽુૉહ 
ሺ∞ሻ െ ሺ∞ሻ, ሺെ∞ሻ െ ሺെ∞ሻ હહίૉઽોિ ૄઽ ેૄόોિૄહ άૈઽુૉહ 
 · ሺേ∞ሻ  ૈેૃૃહૈૃહોુહોૄό  ૌે્    ૄઽ άૈઽુૉે 

   ૂહુ  

േ∞
േ∞   ઼ુહίૉઽોિ ૄઽ άૈઽુૉહ  

στοιχεία του ৠ και ακόµη περιλαµβάνει ως στοιχεία το െ∞ ૂહુ ∞ αλλά δεν ισχύουν όλες 
οι ιδιότητες του ৠ 

ΑΠΡΟΣΔΙΟΡΙΣΤΕΣ ΠΡΑΞΕΙΣ 

Aπροσδιόριστη πράξη είναι  η πράξη εκείνη της οποίας το αποτέλεσµα δεν είναι πάντα το 
ίδιο. Δηλ. γνωστό 

ટૅ ਢሺሻ  ਣሺሻ ૂેૅૌહ ોૌે  ૂહુ  ՜ ܕܑܔ
ਢሺሻ ൌ ∞ ૌόૌઽ ૂહુ ܕܑܔ

՜ 
ਣሺሻ ൌ ∞ 

ટૅ ਢሺሻ  ਣሺሻ ૂેૅૌહ ોૌે  ૂહુ  ՜ܕܑܔ 
ਣሺሻ ൌ െ∞ ૌόૌઽ ૂહુ ܕܑܔ

՜ 
ਢሺሻ ൌ െ∞ 

Ακόµη ισχύουν ሺανάλογο του κριτηρίου παρεµβολής για το πεπερασµένο όριοሻ 
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ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
 

Αોૂિોિ      ቀ
હ
  ૄઽ હ ് ቁ 

ફહ ્ૈેૃેુોીેύૅ ૌહ όૉુહ  

.   ܕܑܔ
՜

 െ 
ሺ െ ሻ              . ՜ܕܑܔ 

 െ 
| െ |              .  ܕܑܔ՜  

 െ 
 െ            .  ܕܑܔ

՜

 െ 
   െ  

 
 Λύση 
1. 

lim
՜ଵ

ሺχ െ 1ሻଶ ൌ 0  και ሺχ െ 1ሻଶ ظ 0 και εποµένως lim
՜ଵ

1
ሺχ െ 1ሻଶ ൌ ∞ και ακόµη  

 

lim
՜ଵ

ሺ2χ െ 1ሻ ൌ 1. ΄Αρα  lim
՜ଵ

2χ െ 1
ሺχ െ 1ሻଶ ൌ   lim՜ଵ 

ሺ2χ െ 1ሻ ·  
1

ሺχ െ 1ሻଶ൨ ൌ 1 · ሺ∞ሻ ൌ ∞ 

2. 

lim
՜ଵ

ሺ|χ െ 1|ሻ ൌ 0  και |χ െ 1| ظ 0  και εποµένως  lim
՜ଵ

1
|χ െ 1| ൌ ∞ και  

lim
՜ଵ

ሺ2χ െ 1ሻ ൌ 1. ΄Αρα lim
՜ଵ

 
2χ െ 1
|χ െ 1| ൌ lim

՜ଵ
ሺ2χ െ 1ሻ

1
|χ െ 1|൨ ൌ 1ሺ∞ሻ ൌ ∞ 

 
3. 
lim
՜ଵ

ሺχ െ 1ሻ ൌ 0 αλλά δεν ξέρουµε αν το χ െ 1 πηγαίνει στο 0 από θετικές η από αρνητικές τιµές 

Γι αυτό παίρνουµε πλευρικά όρια και έχουµε 

lim
՜ଵశ

ሺχ െ 1ሻ ൌ 0 και επειδή χ ՜ 1ା τότε χ  1 ֞ ߯ െ 1  0.  ߙߩ΄ lim
՜ଵశ

1
χ െ 1 ൌ ∞ 

΄Αρα  lim
՜ଵశ

2χ െ 1
χ െ 1 ൌ lim

՜ଵశ
ሺ2χ െ 1ሻ

1
χ െ 1൨ ൌ 1ሺ∞ሻ ൌ ∞ 

lim
՜ଵష

ሺχ െ 1ሻ ൌ 0 και επειδή χ ՜ 1ି τότε χ ൏ 1 ֞ ߯ െ 1 ൏ 0.  ߙߩ΄ lim
՜ଵష

1
χ െ 1 ൌ െ∞ 

΄Αρα  lim
՜ଵష

2χ െ 1
χ െ 1 ൌ lim

՜ଵష
ሺ2χ െ 1ሻ

1
χ െ 1൨ ൌ 1ሺെ∞ሻ ൌ െ∞ 

Αρα δεν υπάρχει το lim
՜ଵ

 
2χ െ 1
χ െ 1  

 
4. 

χଶ  2χ െ 3 ൌ ሺχ െ 1ሻሺχ  3ሻκαι εποµένως 
2χ െ 1

χଶ  2χ െ 3 ൌ
2χ െ 1
χ െ 3 ·

1
χ െ 1  και  

lim
՜ଵ

2χ െ 1
χ െ 3 ൌ െ

1
2 

lim
՜ଵశ

ሺχ െ 1ሻ ൌ 0 και επειδή χ ՜ 1ା τότε χ  1 ֞ ߯ െ 1  0.  ߙߩ΄ lim
՜ଵశ

1
χ െ 1 ൌ ∞ 

και  lim
՜ଵశ

2χ െ 1
χଶ  2χ െ 3 ൌ lim

՜ଵశ
൬
2χ െ 1
χ െ 3 ·

1
χ െ 1൰ ൌ ൬െ

1
2൰
ሺ∞ሻ ൌ െ∞ 
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lim
՜ଵష

ሺχ െ 1ሻ ൌ 0 και επειδή χ ՜ 1ି τότε χ ൏ 1 ֞ ߯ െ 1 ൏ 0.  ߙߩ΄ lim
՜ଵష

1
χ െ 1 ൌ െ∞ 

και  lim
՜ଵష

2χ െ 1
χଶ  2χ െ 3 ൌ lim

՜ଵష
൬
2χ െ 1
χ െ 3 ·

1
χ െ 1൰ ൌ ൬െ

1
2൰
ሺെ∞ሻ ൌ ∞ 

άρα δεν υπάρχει το lim
՜ଵ

2χ െ 1
χଶ  2χ െ 3  παρά µόνο τα πλευρικά όρια. 

 
ΑΣΚΗΣΗ 2 

ફહ ૉઽીઽί ૌે  ܕܑܔ
ื

ඥ െ ો્ૅ
  

Λύση 

lim
ื

ඥ1 െ συνχ
χଶ ൌ lim

ื

ඥ1 െ συνχ · ඥ1  συνχ
χଶඥ1  συνχ

ൌ lim
ื

ඥ1 െ συνଶχ
χଶඥ1  συνχ

ൌ lim
ื

ඥηµଶχ
χଶඥ1  συνχ

ൌ 

lim
ื

|ηµχ|
χଶඥ1  συνχ

. Παίρνουµε τα πλευρικά όρια και έχουµε 

όταν το χ  0 τότε κοντά στο 0 το ηµχ ظ 0 και εποµένως |ηµχ| ൌ ηµχ 

  lim
ืశ

|ηµχ|
χଶඥ1  συνχ

ൌ lim
ืశ

ηµχ
χଶඥ1  συνχ

ൌ lim
ืశ

ηµχ
χ · χඥ1  συνχ

ൌ 

ൌ lim
ืశ

ηµχ
χ lim

ืశ
1
χ lim
ืశ

1
ඥ1  συνχ

ൌ 1ሺ∞ሻ
1
√2

ൌ ∞ 

όταν χ ط 0 τότε κοντά στο 0  ηµχ ط 0 και εποµένως |ηµχ| ൌ െηµχ και εποµένως  

lim
՜ష

|ηµχ|
χଶඥ1  συνχ

ൌ lim
՜ష

െηµχ
χ lim

՜ష
1
χ lim՜ష

1
ඥ1  συνχ

ൌ െ1ሺെ∞ሻ
1
√2

ൌ ∞ 

 
ΑΣΚΗΣΗ 3 

ટૅ   ܕܑܔ
՜

  હ  
  હ   ൌ ∞ , ૅહ ્ૈેૃેુોીઽί હ ג ਔ 

 
Λύση 

Θέτω ৮ሺχሻ ൌ
χଶ  αχ  1
χଶ  2αχ  5 ֞ χଶ  2αχ  5 ൌ

1
৮ሺχሻ ·

ሺχଶ  αχ  1ሻ ֜ 

֜ lim
՜ଵ

ሺχଶ  2αχ  5ሻ ൌ lim
՜ଵ


1
৮ሺχሻ

· ሺχଶ  αχ  1ሻ൨ ֜ 1  2α  5 ൌ lim
՜ଵ

1
৮ሺχሻ

· lim
՜ଵ

ሺχଶ  αχ  1ሻ ֜ 

֜ 2α  6 ൌ 0ሺα  2ሻ ֜ 2α  6 ൌ 0 ֜ α ൌ െ 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ  
Δουλεύουµε όπως στα άλλα όρια και στο τέλος προσέχουµε τις απροσδιόριστες πράξεις η 
διακρίνουµε περιπτώσεις αν έχουµε απροσδιοριστία 
ΣΗΜΕΙΩΣΗ 
Στην άσκηση 3 θα µπορούσαµε από την αρχή να απαιτήσουµε το 1 να είναι ρίζα του 
παρονοµαστή και να προσδιορίσουµε την τιµή του α, η οποία θα ήταν δεκτή αν δεν µηδένιζε τον 
αριθµητή για να έχουµε όριο το ∞. Όπως  
1ଶ  2α  5 ൌ 0 ֞ 2α  6 ൌ 0 ֞ α ൌ െ3 και για χ ൌ 1 και α ൌ െ3  ο αριθµητής είναι 
είναι ίσος µε 2‐3ൌ‐1്  
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Άσκηση 4 

 ૌે ૅۯ ܕܑܔ
՜

ሾ · ਢሺሻሿ ൌ  , ૅહ ઽίૌઽ ૌે  ܕܑܔ
՜


ਢሺሻ
 ൨ 

Λύση 

Θέτω ৯ሺχሻ ൌ χ · ৮ሺχሻ ֞
৯ሺχሻ
χଶ ൌ

৮ሺχሻ
χ , µέ χ ് 0. Εποµένως  lim

՜

৯ሺχሻ
χଶ ൌ lim

՜

৮ሺχሻ
χ . Αλλά  

lim
՜

৯ሺχሻ
χଶ ൌ lim

՜
৯ሺχሻ · lim

՜

1
χଶ ൌ 2ሺ∞ሻ ൌ ∞. ΄Αρα και lim

՜

৮ሺχሻ
χ ൌ ∞   

 
Άσκηση 5 
ટૅ ુોύઽુ  · ਢሺሻ ظ 1 για κάθε χ ג ਔ, ૅહ ઼ઽίઽૌઽ όૌુ   ܕܑܔ

՜
ਢ ሺሻ ൌ ∞ 

Λύση 

χଶ · ৮ሺχሻ  1 ֞ ৮ሺχሻ 
1
χଶ ֜ lim

՜
৮ ሺχሻ  lim

՜

1
χଶ ֜ lim

՜
৮ ሺχሻ  ∞ διότι lim

՜

1
χଶ ൌ ∞ 

Εποµένως   lim
՜

৮ ሺχሻ ൌ ∞ 

 
ΟΡΙΟ   ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ   ΣΤΟ  ΑΠΕΙΡΟ 
 ሺ∞ሻ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ሺെ∞ሻ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Απαραίτητη προϋπόθεση για το όριο του χ՜∞ είναι η συνάρτηση να ορίζεται σε διάστηµα της 
µορφής ሺα,∞ሻ, ενώ του χ՜െ∞ σε διάστηµα της µορφής ሺെ∞, હሻ 
ΒΑΣΙΚΕΣ  ΟΡΙΑ 

ܕܑܔ
՜ାஶ

ਢሺሻ ൌ  

Όταν το χ αυξάνεται απεριόριστα, οι 
τιµές της ৮ሺχሻ προσεγγίζουν την τιµή 
. Σε αυτή τη περίπτωση γράφουµε  

 
 
 
            ৮ሺχሻ 
 
               
 
 
               Ο                   χ                     ∞ 

ܕܑܔ
՜ାஶ

ਢሺሻ ൌ ∞ 

Όταν το χ αυξάνεται απεριόριστα, οι 
τιµές της ৮ሺχ αυξάνονται απεριόριστα. 
Σε αυτή τη περίπτωση γράφουµε 

 
       ∞ 
 
       
 
        ৮ሺχሻ 
 
 
          Ο                                   χ           ∞

ܕܑܔ
՜ାஶ

ਢሺሻ ൌ െ∞ 

Όταν το χ αυξάνεται απεριόριστα, οι 
τιµές της ৮ሺχ ελαττώνονται απεριόριστα. 
Σε αυτή τη περίπτωση γράφουµε 

 
 
 
                                                           χ           ∞ 
 
 
        ৮ሺχሻ 

െ∞

ܕܑܔ
՜ିஶ

ਢሺሻ ൌ  

Όταν το χ ελαττώνεται απεριόριστα, 
οι τιµές της ৮ሺχሻ προσεγγίζουν την 
τιµή . Σε αυτή τη περίπτωση  

 
 
 
                                              ৮ሺχሻ 
 
                                                
 
 
    െ∞               χ             Ο 

ܕܑܔ
՜ିஶ

ਢሺሻ ൌ ∞ 

Όταν το χ ελαττώνεται απεριόριστα, 
οι τιµές της ৮ሺχሻ  αυξάνονται 
απεριόριστα. Τότε γράφουµε 

                                      ∞ 
   
                                      ৮ሺχሻ 
 
 
 
 
   െ∞             χ 

ܕܑܔ
՜ିஶ

ਢሺሻ ൌ െ∞ 

Όταν το χ ελαττώνεται απεριόριστα, οι 
τιµές της ৮ሺχሻελαττώνονται απεριόριστα. 
Τότε γράφουµε 

 
        െ∞          χ 
 
 
 
                                                  ৮ሺχሻ 
 

                                                 െ∞
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1. Όριο πολυωνυµικής συνάρτησης 
΄Εોૌ િ ો્ૅάૉૌિોિ ૄઽ ૌύૈે ਢሺሻ ൌ હૅૅ  હૅିૅି  ڮ હ  હ,   ૅ ג ફכ 
Πεδίο ορισµού της συνάρτησης είναι Α৮ ൌ ሺെ∞,∞ሻ. Εποµένως έχει νόηµα το όριο στο  ∞ 
τότε  lim

՜ାஶ
৮ሺχሻ ൌ lim

՜ାஶ
ሺαχ  αିଵχିଵ  ڮ αଵχ  αሻ ൌ 

ൌ lim
՜ାஶ

χ ൬α  αିଵ
1
χ  αିଶ

1
χଶ  ڮ αଵ

1
χିଵ  α

1
χ൰ ൌ 

ൌ lim
՜ାஶ

χ · lim
՜ାஶ

൬α  αିଵ
1
χ  αିଶ

1
χଶ  ڮ αଵ

1
χିଵ  α

1
χ൰ ൌ 

ൌ lim
՜ାஶ

χ · ሺα  αିଵ · 0  αିଶ · 0  ڮ αଵ · 0  α · 0ሻ ൌ lim
՜ାஶ

αχ 

ΔΗΛΑΔΗ 
το όριο της πολυωνυµικής συνάρτησης ισούται µε το όριο του µεγιστοβάθµιου όρου της 
π.χ  
lim
՜ାஶ

ሺെ3χଷ  2χଶ െ 2χ  1ሻ ൌ lim
՜ାஶ

ሺെ3χଷሻ ൌ െ3ሺ∞ሻ ൌ െ∞ 

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 
Ακριβώς τα ίδια ισχύουν για το όριο στο ሺെ∞ሻ 
 
2. Όριο ρητής συνάρτησης 

Εોૌ ો્ૅάૉૌિોિ ૄઽ ૌύૈે ਢሺሻ ൌ
યሺሻ
ਓሺሻ  , όૈે્ યሺሻ ૂહુ ਓሺሻ ૈેૃ્ώૅ્ૄહ  ૄઽ   

યሺሻ ൌ હૅૅ  હૅିૅି  ڮ હ  હ,   ૅ ג ફכ  ૂહુ  
ਓሺሻ ൌ હૄૄ  હૄିૄି  ڮ હ  હ,   ૄ ג ફכ  

ૌόૌઽ  ܕܑܔ
՜ାஶ

યሺሻ
ਓሺሻ ൌ

ܕܑܔ
՜ାஶ

યሺሻ

ܕܑܔ
՜ାஶ

ਓሺሻ ൌ
હૅૅ

હૄૄ
  

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 
• Αν αριθµητής  και παρονοµαστής έχουν τον ίδιο βαθµό, τότε το όριο ισούται µε το 

πηλίκο των συντελεστών των µεγιστοβαθµίων όρων 
• Αν ο βαθµός του αριθµητή είναι µεγαλύτερος από το βαθµό του παρονοµαστή, τότε το 

όριο είναι േ∞ 
• Αν ο βαθµός του αριθµητή είναι µικρότερος από το βαθµό του παρονοµαστή, τότε το 

όριο είναι µηδέν 
 
ΑΣΚΗΣΗ   1 
Να υπολογισθούν τα παρακάτω όρια 

1.   lim
՜ାஶ

χହ െ 2χ  1
2χଷ  χଶ െ χ  23            2. lim՜ିஶ

െ2χଷ  χଶ െ 2
4χଷ െ 6        3. lim

՜ିஶ

െ4χଶ  2χ
െ12χଵଶ  3χଶ െ 2χ  1 

 
Λύση  

. ܕܑܔ
՜ାஶ

ૅ ൌ ∞,   ૅ ג ફכ     . ܕܑܔ
՜ାஶ


ૅ ൌ  , ૅ ג ફכ

. ܕܑܔ
՜ିஶ

ૅ ൌ ൜ ∞,   હૅ ૅ άૉૌુેെ∞,   હૅ ૅ ૈઽૉુૌૌό     ૅ ג ફ
כ . ܕܑܔ

՜ିஶ


ૅ ൌ , ૅ ג ફכ
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1.   lim
՜ାஶ

χହ െ 2χ  1
2χଷ  χଶ െ χ  23 ൌ lim

՜ାஶ

χହ

2χଷ ൌ lim
՜ାஶ

χଷ

2 ൌ
∞
2 ൌ ∞ 

2. lim
՜ିஶ

െ2χଷ  χଶ െ 2
4χଷ െ 6 ൌ lim

՜ିஶ

െ2χଷ

4χଷ ൌ െ
2
4 ൌ െ

1
2 

3. lim
՜ିஶ

െ4χଶ  2χ
െ12χଵଶ  3χଶ െ 2χ  1 ൌ lim

՜ିஶ

െ4χଶ

െ12χଵଶ ൌ lim
՜ିஶ

1
3χଵ ൌ

1
∞ ൌ 0 

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 
Για τα πεδία ορισµού των παραπάνω συναρτήσεων, µπορούµε να το αποφύγουµε ως εξής 
2χଷ ߡߙߥίߝ ή߫߬ߪߙߤߧߥߧߩߙߨ ߧ ߭ߧߨό 1 ߟߪ߱߬ߨίߩߝߨ ߥߟ߬ߪ  χଶ െ χ  23 , ߯ ߭ߧ߬ ՜ ∞ έ߯ߝߤ߭ߧ 
lim
՜ାஶ

ሺ2χଷ  χଶ െ χ  23 ሻ ൌ lim
՜ାஶ

ሺ2χଷሻ ൌ ∞.ߤߧߨߝ ߡߙ߈έ߬ߥߧߢ ߫߱ߥά ߧ߬ߪ   ߟߪߙ߬ߪάߩߙߨ ߟ ∞
2χଷ  χଶ െ χ  23 έ߯ߩߨ ߡߝόߧ߬ ߧߤߟߪ ίߩߨ ߧ߬ ߝߤ ߧߡߜόߩߧ ߭ߧ߬ ߧߤߟߪίߤߧߨߝ ߡߙߢ ߭ߧέߝ ߫߱ߥίߢߡ߬ߝߠ ߡߙߥή 
Το ίδιο µπορούµε να κάνουµε σε όλες τις περιπτώσεις, γιατί η εύρεση του πεδίου ορισµού είναι 
ορισµένες φορές επίπονη και δυσκολότερη από την ίδια την εύρεση του ορίου 
 
ΑΣΚΗΣΗ 2  ሺΠΑΡΑΜΕΤΡΙΚΗሻ 
Στην αρχή λύνουµε την άσκηση αδιαφορώντας για τις τιµές τις παραµέτρου, θεωρώντας ότι 
είναι ένας οιοσδήποτε πραγµατικός αριθµός, που µας επιτρέπει τις πράξεις 
 

Να βρεθεί το  lim
՜ାஶ

ሺκ െ 1ሻχଷ  4χ  1
κχଶ  1  , µε κ ג ৠ 

Λύση 

lim
՜ାஶ

ሺκ െ 1ሻχଷ  4χ  1
κχଶ  1 ൌ lim

՜ାஶ

ሺκ െ 1ሻχଷ

κχଶ ൌ lim
՜ାஶ

൬
κ െ 1
κ · ߯൰ ൌ

κ െ 1
κ lim

՜ାஶ
χ 

Οπότε διακρίνουµε τις περιπτώσεις 
αሻ µε κ διαφορετικό  του µηδενός ሺ ߢ ് 0ሻ 

Αν 
κ െ 1
κ  0 ֞ ߢ ג ሺെ∞, 0ሻUሺ1,∞ሻ τότε  

κ െ 1
κ lim

՜ାஶ
χ ൌ ൬

κ െ 1
κ ൰ · ሺ∞ሻ ൌ ∞ 

Αν 
κ െ 1
κ ൏ 0 ֞ ߢ ג ሺ0,1ሻ οπότε  

κ െ 1
κ lim

՜ାஶ
χ ൌ ൬

κ െ 1
κ ൰ · ሺ∞ሻ ൌ െ∞ 

Αν 
κ െ 1
κ ൌ 0 ֞ κ ൌ 1 και η αρχική γίνεται   lim

՜ାஶ

ሺκ െ 1ሻχଷ  4χ  1
κχଶ  1 ൌ lim

՜ାஶ

4χ  1
χଶ  1 ൌ 

ൌ   lim
՜ାஶ

4χ
χଶ ൌ lim

՜ାஶ

4
χ ൌ 0 

βሻ Αν κൌ0 
τότε η δοθείσα γίνεται 

lim
՜ାஶ

ሺκ െ 1ሻχଷ  4χ  1
κχଶ  1 ൌ lim

՜ାஶ

െχଷ  4χ  1 
1 ൌ lim

՜ାஶ
ሺെχଷ  4χ  1ሻ ൌ lim

՜ାஶ
ሺെχଷሻ ൌ െ∞ 

 
ΟΡΙΟ  ΑΡΡΗΤΗΣ   ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 
ριζικά δεύτερης τάξης 
Εφαρµόζουµε τις ιδιότητες των ορίων και αν καταλήξουµε σε απροσδιοριστία  
πολλαπλασιάζουµε µε την συζυγή παράσταση 
 
Παράδειγµα 1 
Να βρεθεί το  lim

՜ିஶ
৮ሺχሻ     αν    ৮ሺχሻ ൌ ඥχଶ  χ  1 

Λύση  
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lim
՜ିஶ

ඥχଶ  χ  1 ൌ lim
՜ିஶ

ඨχଶ ൬1 
1
χ 

1
χଶ൰ ൌ lim

՜ିஶ
|χ|ඨ1 

1
χ 

1
χଶ ൌ lim

՜ିஶ
ሺെχሻඨ1 

1
χ 

1
χଶ ൌ 

ൌ lim
՜ିஶ

ሺെχሻ · lim
՜ିஶ

ඨ1 
1
χ 

1
χଶ ൌ ∞ · 1 ൌ ∞ 

ΠΑΡΑΤΗΣΗΣΗ 
αφού το χ ՜ െ∞ τότε το χ θεωρείται αρνητικό κοντά στο െ ∞ οπότε |χ| ൌ െχ 
 
Παράδειγµα 2 
Να βρεθεί το  lim

՜ିஶ
৮ሺχሻ     αν    ৮ሺχሻ ൌ ඥχଶ  χ  1 െ χ 

Λύση 

lim
՜ିஶ

ቀඥχଶ  χ  1 െ χቁ ൌ lim
՜ିஶ

ቀඥχଶ  χ  1 െ χቁ ൌ lim
՜ିஶ

െχቌඨ1 
1
χ 

1
χଶቍ െ χ ൌ 

ൌ   lim
՜ିஶ

െχቌඨ1 
1
χ 

1
χଶ  1ቍ ൌ ∞ · 2 ൌ ∞ 

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 
ટૅ  ઽίહૄઽ ૅહ ૉેύૄઽ  ඥχଶ  χ  1 െ χ ૂહુ ઽહૉૄόાહૄઽ ૌુ ુ઼ુόૌિૌઽ ૌૅ ેૉίૅ 
τότε θα καταλήγαµε σε απροσδιοριστία 
Το όριο στην περίπτωση αυτή βρίσκεται ως εξής 

lim
՜ିஶ

ቀඥχଶ  χ  1 െ χቁ ൌ lim
՜ିஶ

ቀඥχଶ  χ  1 െ χቁ ቀඥχଶ  χ  1 െ χቁ

ቀඥχଶ  χ  1  χቁ
ൌ lim

՜ିஶ

χଶ  χ  1 െ χଶ

ඥχଶ  χ  1  χ
ൌ 

ൌ lim
՜ିஶ

χ  1

χቆට1  1
χ 

1
χଶቇ  χ

ൌ lim
՜ିஶ

χ ቀ1  1
χቁ

χ ቆට1  1
χ 

1
χଶ  1ቇ

ൌ lim
՜ିஶ

1  1
χ

ට1  1
χ 

1
χଶ  1

ൌ 

ൌ
1  0

√1  0  0  1
ൌ
1
2  

 
Αν τα ριζικά είναι ανώτερης τάξης τότε εφαρµόζουµε την ταυτότητα  Newton 
હૅ െ ૅ ൌ ሺહ െ ሻሺહૅି  હૅି ·   હૅି ·   ڮ ૅି , ߥ ג   ή   כߋ
હૅ  ૅ ൌ ሺહ  ሻሺહૅି െ હૅି ·   હૅି ·  െ െڮ ૅି , ߥ ג  ό߫߬߬ߡߩߝߨ ߥ ߡߙߢ   כߋ
 
Παράδειγµα 1 
Να βρεθεί το  lim

՜ାஶ
൫ඥχ  2య െ ඥχయ ൯ 

Λύση 
Αν εφαρµόσουµε τις ιδιότητες των ορίων καταλήγουµε σε απροσδιοριστία της µορφής 
ሺ∞ሻ െ ሺ∞ሻ . Οπότε εφαρµόζω την ταυτότητα ܖܗܜܟ܍ۼ για ν ൌ 3 και έχω 

α െ β ൌ
αଷ െ βଷ

αଶ  αβ  βଶ  και αν θεωρήσω  ότι α ൌ ඥχ  2య   και β ൌ ඥχయ   θα έχω 

ඥχ  2య െ ඥχయ ൌ
൫ඥχ  2య ൯

ଷ
െ ሺ√χయ ሻଷ

൫ඥχ  2య ൯
ଶ
 ඥχ  2య · √χయ  ሺ√χయ ሻଶ

ൌ
χ  2 െ χ

൫ඥχ  2య ൯
ଶ
 ඥχ  2య · √χయ  ሺ√χయ ሻଶ

ൌ 
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ൌ
2

൫ඥχ  2య ൯
ଶ
 ඥχ  2య · √χయ  ሺ√χయ ሻଶ

 

Αλλά   lim
՜ାஶ

ቀ൫ඥχ  2య ൯
ଶ
 ඥχ  2య · ඥχయ  ൫ඥχయ ൯

ଶ
ቁ ൌ ∞  οπότε  

  lim
՜ାஶ

൫ඥχ  2య െ ඥχయ ൯ ൌ lim
՜ାஶ

2

൫ඥχ  2య ൯
ଶ
 ඥχ  2య · √χయ  ሺ√χయ ሻଶ

ൌ 0 

 
Παράδειγµα 2 
Να βρεθεί το  lim

՜ାஶ
ቀඥχଶ  2χయ െ ඥχయ ቁ 

Λύση 
Αν εφαρµόσουµε τις ιδιότητες των ορίων καταλήγουµε σε απροσδιοριστία της µορφής 
ሺ∞ሻ െ ሺ∞ሻ . Οπότε εφαρµόζω την ταυτότητα ܖܗܜܟ܍ۼ για ν ൌ 3 και έχω 

α െ β ൌ
αଷ െ βଷ

αଶ  αβ  βଶ  και αν θεωρήσω  ότι α ൌ
ඥχଶ  2χయ   και β ൌ ඥχయ   θα έχω 

ඥχଶ  2χయ െ ඥχయ ൌ
ቀඥχଶ  2χయ ቁ

ଷ
െ ሺ√χయ ሻଷ

ቀඥχଶ  2χయ ቁ
ଶ
 ඥχଶ  2χయ · √χయ ሺ√χయ ሻଶ

ൌ
χଶ  2χ െ χ

ቀඥχଶ  2χయ ቁ
ଶ
 ඥχଶ  2χయ · √χయ ሺ√χయ ሻଶ

 


χଶ  2χ െ χ

ቀඥχଶ  2χయ ቁ
ଶ ൌ

χଶ ቀ1  2
χቁ

ቆටχଶ ቀ1  2
χቁ

య
ቇ
ଶ ൌ

χଶ ቀ1  2
χቁ

ඥχସయ · ට1  2
χ

య
ൌ
χଶ ቀ1  2

χቁ

χ
ସ
ଷ · ට1  2

χ
య

ൌ χ
ଶ
ଷ ·

1  2
χ

ට1  2
χ

య
. Αρα τελικά  

ඥχଶ  2χయ െ ඥχయ  χ
ଶ
ଷ ·

1  2
χ

ට1  2
χ

య
.   Αλλά   lim

՜ାஶ

ۉ

χۇ
ଶ
ଷ ·

1  2
χ

ට1  2
χ

య

ی

ۊ ൌ ∞ ·
1  0
√1  0య ൌ ∞ και εποµένως και 

 
lim
՜ାஶ

ቀඥχଶ  2χయ െ ඥχయ ቁ ൌ ∞ 

ΡΙΖΙΚΑ ΔΙΑΦΟΡΩΝ ΤΑΞΕΩΝ 
  
ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ  

ફહ ૉઽીઽί ૌે  lim
χ՜∞

ඥ   െ ඥ  
 െ    

Λύση 

lim
՜ାஶ

ඥ   െ ඥ  
 െ  ൌ lim

՜ାஶ

ටχ ൬2  4
χ൰

3 െ ටχ ൬3  1
χ൰

χ െ 2 ൌ lim
՜ାஶ

ඥχ3 · ට2  4
χ

3 െ ඥχට3  1
χ

χ െ 2 ൌ 

ൌ lim
χ՜∞

χ
ଵ
ଷ · ට2  4

χ
య

െ χ
ଵ
ଶට3  1

χ 

χ െ 2 ൌ lim
χ՜∞

χ
ଶ
 · ට2  4

χ
య

െ χ
ଷ
 · ට3  1

χ 

χ ቀ1 െ 2
χቁ

ൌ 

ൌ lim
χ՜∞

χ
3
6 · ൭ 1

χ
1
6
· ට2  4

χ
య

െ ට3  1
χ൱

χ ቀ1 െ 2
χቁ

ൌ lim
χ՜∞

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ
1

√χ
·

1

χ
1
6
· ට2  4

χ
య

െ ට3  1
χ

1 െ 2
χ

ے
ۑ
ۑ
ۑ
ې

ൌ 0 
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Διότι  lim
χ՜∞

1

χ
1
6
· ට2  4

χ
య

െ ට3  1
χ

1 െ 2
χ

ൌ
0 · √23 െ √3

1 െ 0
ൌ െ√3     και  lim

χ՜∞
 
1

√χ
ൌ 0 

 
ΙΣΟΣΥΓΚΛΙΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑΤΑΞΗ 
Ισχύει και εδώ το κριτήριο παρεµβολής δηλαδή 
ሻ࣑ઋሺ   ࣇࢡ  ઊሺ࣑ሻ  ઌሺ࣑ሻ  ࣃࢻࣄ  ܕܑܔ

՜േஶ࣑
ઋሺ࣑ሻ ൌ ܕܑܔ

՜േஶ࣑
ઌሺ࣑ሻ ൌ ੶ ࣎όࣃࢻࣄ ࢿ࣎  ܕܑܔ

՜േஶ࣑
ઊሺ࣑ሻ ൌ ੶ 

ΑΚΟΜΗ ΙΣΧΎΟΥΝ 
  
ટૅ ਢሺሻ  ਣሺሻ ૂેૅૌહ ોૌે  േ ∞ ૂહુ  ܕܑܔ

՜ േஶ
ਢሺሻ ൌ ∞ ૌόૌઽ ૂહુ  ܕܑܔ

՜ േஶ
ਣሺሻ ൌ ∞ 

ટૅ ਢሺሻ  ਣሺሻ ૂેૅૌહ ોૌે  േ ∞ ૂહુ  ܕܑܔ
՜േஶ

ਣሺሻ ൌ െ∞ ૌόૌઽ ૂહુ  ܕܑܔ
՜ േஶ

ਢሺሻ ൌ െ∞ 

Παράδειγµα 1 
Αν για τη συνάρτηση ৮:ሺ0,∞ሻ՜ৠ ισχύει: 
ඥχଶ  χ  1

χ  1 
৮ሺχሻ
χ  ඥχଶ  1 െ χ  1   να βρεθεί το  lim

՜ାஶ
৮ሺχሻ 

Λύση 
ඥχଶ  χ  1

χ  1 
৮ሺχሻ
χ  ඥχଶ  1 െ χ  1    ֞ ඥχଶ  χ  1  χ  ৮ሺχሻ  χඥχଶ  1 െ χଶ  χ ֞ 

֞ ඥχଶ  χ  1 െ χ  ৮ሺχሻ  χඥχଶ  1 െ χଶ και έχουµε: 

lim
՜ାஶ

ቀඥχଶ  χ  1 െ χቁ ൌ lim
՜ାஶ

ቀඥχଶ  χ  1 െ χቁ ቀඥχଶ  χ  1  χቁ

ඥχଶ  χ  1  χ
ൌ lim

՜ାஶ

χଶ  χ  1 െ χଶ

ඥχଶ  χ  1  χ
ൌ 

ൌ lim
՜ାஶ

χ  1

|χ|ට1  1
χ 

1
χଶ  χ

ൌ lim
՜ାஶ

χ  1

χට1  1
χ 

1
χଶ  χ

ൌ lim
՜ାஶ

χ ቀ1  1
χቁ

χ ቆට1  1
χ 

1
χଶ  1ቇ

ൌ 

ൌ lim
χ՜∞

1  1
χ

ඨ1  1
χ 

1
χ2  1

ൌ
1
2   ߡߙߢ   

lim
՜ାஶ

ቀ χඥχଶ  1 െ χଶቁ ൌ lim
՜ାஶ

χଶሺχଶ  1ሻ െ χସ

 χඥχଶ  1  χଶ
ൌ lim

՜ାஶ

χଶ

χଶ ቆට1  1
χ 

1
χଶቇ  χଶ

ൌ 

ൌ lim
χ՜∞

χ2

χ2 ቌඨ1  1
χ 

1
χ2  1ቍ

ൌ lim
χ՜∞

1

ඨ1  1
χ 

1
χ2  1

ൌ
1
2   και απο κριτήριο παρεµβολής  

 

lim
՜ାஶ

৮ሺχሻ ൌ
1
2 

 
Παράδειγµα 2 
ટૅ ુહ ૌિ ો્ૅάૉૌિોિ ਢ: ਔ ՜ ਔ  ુોύઽુ િ ોέોિ  ਢሺ  ሻ    ਢሺሻ   ુહ ૂάીઽ  ג ਔ 
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ફહ ૉઽીઽί ૌે  ܕܑܔ
՜ାஶ

ඥਢሺሻ
 െ  

Λύση 
৮ሺχ  1ሻ  χ ֜ ৮ሺχሻ  χ െ 1 αν θέσω όπου χ το χ െ 1  και από 
χ  ৮ሺχሻ  1 ֜ χ െ 1  ৮ሺχሻ. Εποµένως και από τις δύο σέσεις τελικά έχω ότι 
৮ሺχሻൌχ‐1. Άρα το ζητούµενο όριο γίνεται 

lim
՜ାஶ

ඥ৮ሺχሻ
χ െ 2 ൌ lim

՜ାஶ

ඥχ െ 1
χ െ 2 ൌ lim

՜ାஶ

√χ · ට1 െ
1
χ

χ െ 2 ൌ lim
՜ାஶ

√χ · ට1 െ
1
χ

χ ቀ1 െ 2
χቁ

ൌ lim
՜ାஶ

1
√χ

· lim
՜ାஶ

ට1 െ 1
χ

1 െ 2
χ
ൌ 

ൌ 0 ·
√1 െ 0
1 െ 0 ൌ 0 

 
 
ΟΡΙΟ   ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΏΝ   ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ 
Να βρεθούν τα παρακάτω όρια 

.   ܕܑܔ
՜േஶ

િૄ
        .   ܕܑܔ

՜േஶ

ો્ૅ
         .    ܕܑܔ

՜ାஶ
൬િૄ


൰        .    ՜ାஶܕܑܔ

൬ઽ

൰  

 
Λύση  
1. 
Αν χ՜∞ 

ฬ
ηµχ
χ ฬ ൌ

|ηµχ|
|χ| 

1
|χ| ൌ

1
χ  αφού χ ՜ ∞ και εποµένως θεωρείται θετικό. ΄Αρα τελικά ισχύει: 

െ
1
χ 

ηµχ
χ 

1
χ  και επειδή  lim՜ାஶ

൬െ
1
χ൰ ൌ 0 και  lim

՜ାஶ

1
χ ൌ 0 από κριτήριο παρεµβολής και  

lim
՜ାஶ

 
ηµχ
χ ൌ 0  

Αν χ՜‐∞ τότε το χ θεωρείται αρνητικό και εποµένως 

ฬ
ηµχ
χ ฬ ൌ

|ηµχ|
|χ| 

1
|χ| ൌ െ

1
χ ֞

1
χ 

ηµχ
χ  െ

1
χ  και επειδή  lim՜ିஶ

൬െ
1
χ൰ ൌ 0 και  lim

՜ିஶ

1
χ ൌ 0  

από κριτήριο παρεµβολής έχουµε ότι: 
lim
՜ିஶ

ηµχ
χ ൌ 0 

2. 

ฬ
συνχ
χ ฬ ൌ

|συνχ|
|χ| 

1
|χ|  και τελικά ισχύει െ

1
|χ| 

συνχ
χ 

1
|χ|  και επειδή  

lim
՜േஶ

൬െ
1
|χ|൰ ൌ 0  και  lim

՜േஶ

1
|χ| ൌ 0 και    lim

՜േஶ

συνχ
χ ൌ 0 

3. 

  lim
՜ାஶ

൬χηµ
1
χ൰ ൌ lim

՜ାஶ
൮
ηµ1χ
1
χ
൲  και αν θέσω

1
χ ൌ τ τότε όταν χ ՜ ∞ το τ ՜ 0 και έχουµε 

lim
՜ାஶ

൮
ηµ1χ
1
χ
൲ ൌ lim

த՜ା

ηµτ
τ ൌ 1. Εποµένως και  lim

՜ାஶ
൬χηµ

1
χ൰ ൌ 1  
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4. 

lim
՜ାஶ

൬χεφ
1
χ൰ ൌ lim

՜ାஶ
൮
χηµ1χ

συν 1χ
൲ ൌ

lim
՜ାஶ

ቀχηµ 1χቁ

lim
՜ାஶ

ቀσυν 1χቁ
ൌ
1
1 ൌ 1 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
Η δυσκολία κάθε φορά είναι να δούµε ποια από τις τρεις παραπάνω περιπτώσεις θα 
εφαρµόσουµε.  Γι αυτό κάνουµε το εξής: Δηµιουργούµε το πηλίκο των µεγιστοβαθµίων όρων. 
Αν αυτό τείνει στο µηδέν παίρνουµε την  1. Αν τείνει στο ∞ την 2 και αν τείνει στο ‐∞ την 3 
Παράδειγµα 1 

ફά ૉઽીઽί ૌે  ܕܑܔ
՜ାஶ

િૄ  
 െ   

Λύση  

Το πηλίκο των µεγιστοβαθµίων όρων ως προς χ είναι 
3χ
χଶ ൌ

3
χ  και  lim՜ାஶ

3
χ ൌ 0. Εποµένως 

ฬ
2χηµ5χ  3χ

χଶ െ 1 ฬ ൌ
|2χηµ5χ  3χ|

|χଶ െ 1| 
|2χηµ5χ|  |3χ|

|χଶ െ 1| ൌ
2χ|ηµ5χ|  3χ

χଶ െ 1 
2χ  3χ
χଶ െ 1 ൌ

5χ
χଶ െ 1 

lim
՜ାஶ

5χ
χଶ െ 1 ൌ lim

՜ାஶ

5χ
χଶ ൌ lim

՜ାஶ

5
χ ൌ 0  

Παρατήρηση  
Επειδή το  lim

՜ାஶ
ሺχଶ െ 1ሻ ൌ ∞ τότε σε περιοχή του  ∞ το χଶ െ 1  0. χଶ| ߙߩ΄ െ 1| ൌ χଶ െ 1 

Άλλος τρόπος επίλυσης είναι να διαιρέσουµε αριθµητή και παρονοµαστή  µε  χଶ 
 
Παράδειγµα 2 

ફά ૉઽીઽί ૌે  ܕܑܔ
՜ାஶ

  િૄ
 െ   

Λύση 

Το πηλίκο των µεγιστοβαθµίων όρων ως προς χ είναι 
χଷ

χଶ ൌ χ και  lim
՜ାஶ

χ ൌ ∞. Εποµένως 

χρησιµοποιούµε την περίπτωση 2 
Από την γνωστή σχέση െ 1  ηµχ  1 έχω ηµχ  െ1 ֞ χଷ  ηµχ  χଷ െ 1 και  
Επειδή το  lim

՜ାஶ
ሺχଶ െ 1ሻ ൌ ∞ τότε σε περιοχή του  ∞ το χଶ െ 1  0. 

έχω 
χଷ  ηµχ
χଶ െ 1 

χଷ െ 1
χଶ െ 1 . ΄Οµως  lim՜ାஶ

 
χଷ െ 1
χଶ െ 1 ൌ lim

՜ାஶ

χଷ

χଶ ൌ lim
՜ାஶ

χ ൌ ∞ 

Άλλος τρόπος επίλυσης είναι να διαιρέσουµε αριθµητή και παρονοµαστή  µε  δηλ µε το 
µικρότερο βαθµό 
 
Παράδειγµα 3 

.  ࣇࢡ |ઊሺ࣑ሻ|  ઋሺ࣑ሻ ࣃࢻࣄ  ܕܑܔ
՜േஶ࣑

ઋሺ࣑ሻ ൌ  ࣎όࣃࢻࣄ ࢿ࣎  ܕܑܔ
՜േஶ࣑

ઊሺ࣑ሻ ൌ  

.  ࣇࢡ  ઊሺ࣑ሻ  ݃ሺ࣑ሻ ࣃࢻࣄ  ܕܑܔ
՜േஶ࣑

ઋሺ࣑ሻ ൌ ∞ ࣎όࣃࢻࣄ ࢿ࣎   ܕܑܔ
՜േஶ࣑

ઊሺ࣑ሻ ൌ ∞ 

.  ࣇࢡ  ઊሺ࣑ሻ ൏ ݃ሺ࣑ሻ ࣃࢻࣄ ܕܑܔ
՜േஶ࣑

ઋሺ࣑ሻ ൌ െ∞ ࢿ࣎ό࣎ ࣃࢻࣄ ܕܑܔ
՜േஶ࣑

ઊሺ࣑ሻ ൌ െ∞  

Στις παρακάτω εφαρµογές δουλεύουµε µε στόχο να απαλλαγούµε από τις 
τριγωνοµετρικές παραστάσεις. Και ακόµη παίρνουµε υπόψη µας τις ιδιότητες 
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ફά ૉઽીઽί ૌે  ܕܑܔ
՜ାஶ

  િૄ
 െ   

Λύση 

Το πηλίκο των µεγιστοβαθµίων όρων ως προς χ είναι 
χଷ

χଶ ൌ χ και  lim
՜ିஶ

χ ൌ െ∞. Εποµένως 

χρησιµοποιούµε την περίπτωση 3 
Από την γνωστή σχέση െ 1  ηµχ  1 έχω ηµχ  1  ֞ ηµχ  χଷ  1  χଷ ֞ 
Επειδή το  lim

՜ିஶ
ሺχଶ െ 1ሻ ൌ ∞ τότε σε περιοχή του െ ∞ το χଶ െ 1  0. ΄Αρα  

ηµχ  χଷ

χଶ െ 1 
1  χଷ

χଶ െ 1 . ΄Οµως  lim՜ିஶ

1  χଷ

χଶ െ 1 ൌ lim
՜ିஶ

χଷ

χଶ ൌ lim
՜ିஶ

χ ൌ െ∞. 

΄Αρα και  lim
՜ିஶ

ηµχ  χଷ

χଶ െ 1 ൌ െ∞ 

Άλλος τρόπος επίλυσης είναι να διαιρέσουµε αριθµητή και παρονοµαστή  µε  δηλ µε το 
µικρότερο βαθµό 
 
Παράδειγµα 4 

ફά ૉઽીઽί ૌે  ܕܑܔ
՜ାஶ

  િૄ
 െ   

Λύση 
Παρατηρούµε ότι είναι του ίδιου βαθµού ως προς χ ο αριθµητής και ο παρονοµαστής. Σε αυτή 
τη περίπτωση διαιρούµε µε  χ και έχω 

lim
՜ାஶ

χ  2ηµχ
χ െ 1 ൌ lim

՜ାஶ

χ  2ηµχ
χ

χ െ 1
χ

ൌ lim
՜ାஶ

1  2ηµχ
χ

1 െ 1
χ

ൌ
1  0
1 െ 0 ൌ 1 
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1. 
Δίνεται η συνάρτηση f για την οποία ισχύει ৮ሺχ  ψሻ ൌ ৮ሺχሻ৮ሺψሻ για κάθε χ,ψגৠ               
µε ৮ሺ0ሻ ് 0 και  lim

ื
৮ሺχሻ ൌ ৮ሺ0ሻ  να δειχθεί ότι  

         ιሻ  ৮ሺ0ሻ ൌ 1  
        ιιሻ  limืబ ৮ሺχሻ ൌ ৮ሺχሻ 
 
2.   
Αν για τη συνάρτηση  f ισχύει ৮ሺχ · ψሻ ൌ ৮ሺχሻ  ৮ሺψሻ για κάθε χ, ψ ג ৠכ και ισχύει ότι 
lim
ืଵ

৮ሺχሻ ൌ ৮ሺ1ሻ  . Να δειχθούν ότι 

   Ιሻ  ৮ሺ1ሻ ൌ 0   
  ΙΙሻ lim

ืబ
৮ሺχሻ ൌ ৮ሺχሻ 

 
3.   
 Αν για τις πραγµατικές συναρτήσεις ৮, ৯ ισχύει  lim

ืబ
 ሺ৮ଶሺχሻ  ৯ଶሺχሻሻ  ൌ 0. 

Να υπολογίσετε τα όρια:   
 Ι. lim

ืబ
ሾ৮ሺχሻ  ৯ሺχሻሿ 

ΙΙ. lim
ืబ

ሾ৮ሺχሻ · ৯ሺχሻሿ 

ΙΙΙ.  Αν ৮ଶሺχሻ  ৯ଶሺχሻ  2ηµχ৮ሺχሻ γιακάθε χ ג ৠ. Να δειχθεί ότι  lim
ื

৮ሺχሻ ൌ lim
ื

৯ሺχሻ ൌ 0 

                                            
4.  
 Αν  η συνάρτηση f είναι ορισµένη στο ৠ και ισχύει  

lim
ืଵ

৮ሺχሻ െ ৮ሺ1ሻ
χ െ 1 ൌ ,  ג ৠ να δειχθεί ότι: 

lim
ืଵ

৮ሺχሻ െ χ৮ሺ1ሻ
χሺχଶ െ 1ሻ ൌ

1
2 ൫ െ ৮ሺ1ሻ൯ 

 
 

5.   
Αν για κάθε χ גৠ  ισχύει 3ሺχଶ െ 1ሻ  ৮ሺχሻ  2ሺχଷ െ 1ሻ να βρεθούν 

Ι.   lim
ืଵ

৮ሺχሻ          ΙΙ .  ৮ሺ1ሻ           ΙΙΙ. lim
ืଵ

৮ሺχሻ െ ৮ሺ1ሻ
χ െ 1              ΙΙΙ. lim

ืଵ

৮ሺχሻ
ηµሺχ െ 1ሻ 

 
 

6.   
Αν για κάθε χגৠ  ισχύει   2ηµሺ4χሻχ|χ|  ৮ሺχሻ  8χ  χ|χ| να υπολογισθούν     

Ι. lim
ื

৮ሺχሻ     ΙΙ. lim
ื

৮ሺχሻ
χ  

      
 
7.  
Nα βρεθεί ο αגৠ  και ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων Μሺβ, γሻ, µε β, γ ג ৠ ώστε να 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
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υπάρχουν τα  lim
ื

ଶ
৮ሺχሻ  και  lim

ืି ଶ
৮ሺχሻ για τη συνάρτηση µε τύπο 

                    ƒሺχሻ ൌ  

ە
۔

ۓ െ2ηµχ,   χ  െ
ଶ
     

αηµχ  β  γ , െ 
ଶ
൏ ߯ ൏ 

ଶ

συνχ ,   χ  
ଶ

                                      

                                     
ૡ.  

Αν  lim
ืబ

৮ሺχሻ െ 
৮ሺχሻ   ൌ 0 να δειχθεί ότι  lim

ืబ
৮ሺχሻ ൌ ,  ג ৠ 

 
9.   
Δίνεται η πραγµατική συνάρτηση τέτοια ώστε  
lim
ืబ

৮ሺχሻ ൌ l, µε l ג ৠ.  Να δειχθεί ότι: 

αሻ Αν η ৮ είναι άρτια ,    lim
ืିబ

৮ሺχሻ ൌ l 

βሻ Αν η  f  είναι περιττή ,   lim
ืିబ

৮ሺχሻ ൌ െl 

 
10.  
Να υπολογισθούν τα παρακάτω όρια 

αሻ    lim
ื

χଷηµ1χ  εφଶχ

ηµଶχ  εφଶχ           βሻ  limื

ηµଶχ
χ െ π           γሻ   limื

ηµ൫ηµሺηµ2χሻ൯  

 
11.   
 Δίνεται η συνάρτηση ৮  τέτοια ώστε  

৮ሺχሻ 
ඥ2χ െ 2
ሺχ െ 2ሻଶ  για κάθε χ ג

ሺ1,2ሻ. Να βρεθεί το  lim
ืଶష

৮ሺχሻ 

 
12.  

 Αν   ƒሺχሻ ൌ

ە
ۖ
۔

ۖ
αχۓ

ଶ  χ  2
χ െ 2 ,       χԖሺെ∞, 2ሻ

χଶ  βχ  2
ηµሺχ െ 2ሻ ,        χԖሺ2,3ሻ

, να βρεθούν τα α, β ԖR ώστε να υπάρχει το lim
ืଶ

৮ሺχሻ
 

 
13.  
Να υπολογισθούν τα όρια 

αሻ  lim
ืିஶ

1  2  3

1  5  ৭     βሻ limืାஶ

2  3ାଵ

2ାଵ  3     γሻ limืିஶ

2ାଵ െ 3

2  3ାଵ       δሻ limืାஶ

αାଵ  2ାଶ

αାଶ  2ାଵ    

 
 
14.   
Αν µια συνάρτηση ৮  είναι ορισµένη στο ሺ0,∞ሻ  και για κάθε χ0  ισχύει  

|ሺ2  xସሻ৮ሺχሻ െ 3χସ|  χଶ  1 , να αποδείξετε ότι: 

Αሻ    lim
ืାஶ

৮ሺχሻ ൌ 3         και      Βሻ   lim
ืାஶ

χ৮ሺχሻηµ
1
χ ൌ 3 

 



ΟΡΙΟ  ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 
 

28 
 

 
15.  
Αν η συνάρτηση ƒ µε πεδίο ορισµού το ሺ0,∞ሻ και σύνολο τιµών το ሺ2,∞ሻ ικανοποιεί τη 
συνθήκη  
  

৮ଶሺχሻ െ 3৮ሺχሻ  3 ൌ
χ  2
৮ሺχሻ   για κάθε χ  0  

Ι. Να δειχθεί ότι ৮ଶሺχሻ െ ৮ሺχሻ  1    ߡߙߢ 1
ΙΙ. να βρεθεί το  lim

՜శ
৮ሺχሻ                                     

16. 
Αν για τη συνάρτηση ƒ :R՜Rכ µε πεδίο ορισµού το R και σύνολο τιµών το ሺ‐∞,0ሻሺ0,∞ሻ 
ισχύει  ৮ሺα  βሻ ൌ ৮ሺαሻ৮ሺβሻ  αβ για κάθε α, β ԖR και  
 

lim
՜

৮ሺχሻ െ 1
χ ൌ 1 και  lim

՜ଵ

χଶ৮ሺχሻ െ ৮ሺ1ሻ
χ െ 1 ൌ 7 να βρεθεί το  ৮ሺ2ሻ 

17. 

 Αν για τη συνάρτηση ƒ ισχύει  

lim
՜ଶ

৮ሺχሻ െ ৮ሺ2ሻ
χ െ 2 ൌ 3 να βρεθεί το  lim

՜

৮ሺ2  χሻ െ ৮ሺ2 െ χሻ  3χ
4χ െ ηµ2χ  

18. 
 Αν για τη συνάρτηση ƒ ισχύει  

lim
՜

৮ሺχሻ
χ ൌ 3 να βρεθεί ο αԖR ώστε  lim

՜

χ৮ሺ3χሻ  ৮ሺെχሻ · ηµሺαχሻ
4χଶ െ ηµଶχ ൌ 7 

 
19.  
Αν για τη συνάρτηση ƒ ισχύει 

lim
՜ଶ

ሺχଶ െ 4ሻ৮ሺχሻ  συνπχ4
ሺχ െ 2ሻଶ ൌ 8 να βρεθεί το  lim

՜ଶ
৮ሺχሻ 

 
20 .  
Αν για την συνάρτηση ৮ µε πεδίο ορισµού το ሺ0,∞ሻ ισχύει  
৮ሺαβሻ ൌ α৮ሺβሻ  β৮ሺαሻγια κάθε α, βԖR και επιπλέον ισχύει   

lim
՜ଵ

৮ሺχሻ െ ৮ሺ1ሻ
χ െ 1 ൌ 2 να βρεθεί το  lim

՜ஞ

৮ሺχሻ െ ৮ሺξሻ
χ െ ξ  όπου ξ η τετµηµένη σηµείου  

που η γραφική παράσταση της συνάρτησης τέµνει την διχοτόµο ψൌχ 
 
21. 
Δίδονται οι συναρτήσεις ৮,g ορισµένες σε ένα σύνολο Α για τις οποίες ισχύει  

lim
՜ஞ

৮ሺχሻ ൌ lim
՜ஞ

gሺχሻ ൌ 0 

Να δειχθεί ότι  

lim
՜ஞ

৮ଶାଵሺχሻσυνχ  gଶାଵሺχሻηµχ
৮ଶሺχሻ  gଶሺχሻ ൌ 0 
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22.  
Nα βρείτε τα παρακάτω όρια αν υπάρχουν  

Ι.   lim
՜

|χ െ α| െ |χ  α|
χଷ ,   α  0 

ΙΙ.   lim
՜ଵ

√χ െ λ
ሺχ െ 1ሻଶ , λԖR 

 
.  

Αν ৮ሺχሻ ൌ
α|χ  2|  β|χ െ 4| െ 2

χଶ െ 5χ  6  , να βρείτε τα α, βԖR ώστε       lim
՜ଷ

৮ሺχሻ ൌ 10 

 

24.  

Στους παρακάτω ισχυρισµούς υπάρχει κάποιο λάθος . Ποιο είναι αυτό 

I. Αν κοντά στο 3 ισχύει ৮ሺχሻ  gሺχሻ και  lim՜ଷ gሺχሻ ൌ 0 τότε  lim՜ଷ ৮ሺχሻ ൌ0 
II. Αν υπάρχει το 

lim
՜బ

൫৮ሺχሻ  gሺχሻ൯, τότε  lim
՜బ

൫৮ሺχሻ  gሺχሻ൯ ൌ lim
՜బ

৮ሺχሻ  lim
՜బ

gሺχሻ 

   ΙΙΙ.     Αν   lim՜బ|৮ሺχሻ| ൌ 5, τότε  lim՜బ ৮ሺχሻ ൌ 5 η  lim՜బ ৮ሺχሻ ൌ െ5 

   ΙV   για κάθε χԖ ቀହ
ଶ
, 6ቁ  ισχύει gሺχሻ  ৮ሺχሻ  ৰሺχሻ και 

 lim՜ଶ gሺχሻ ൌ lim՜ଶ ৰሺχሻ ൌ  τότε  lim՜ଶ ৮ሺχሻ ൌ   

 

25.  

Ποιους από τους παρακάτω ισχυρισµούς είναι αληθείς και ποιοι είναι ψευδείς; 

Δικαιολογήστε την απάντησή σας 

I. Αν  lim՜ ඥ৮ሺχሻ ൌ ,   τότε  lim՜ ৮ሺχሻ ൌ ଶ  µε ৮ሺχሻ  0 
II. Για κάθε συνάρτηση που ορίζεται κοντά στο χ ισχύει   lim՜బ ৮ሺχሻ ൌ ৮ሺχሻ 

III. Αν      lim՜బ
৮ሺሻ
ሺሻ

ൌ 0 τότε  lim՜బ ৮ሺχሻ ൌ 0 

IV. Αν  lim՜బ ৮ሺχሻ ൌ   0 τότε σε κάθε σύνολο κοντά στο ߯ είναι ৮ሺχሻ0 
V. Αν  lim՜బ|৮ሺχሻ| ൌ 0 τότε  lim՜బ ৮ሺχሻ ൌ 0 
VI. Αν κοντά στο  2 ισχύει ৰሺχሻ৮ሺχሻgሺχሻ, µε 

lim
՜ଶ

gሺχሻ ൌ 8 και  lim
՜ଶ

ৰሺχሻ ൌ െ6  τότε െ 6  lim
՜ଶ

৮ሺχሻ  8 
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26. 
 Να υπολογισθεί το     

lim
՜ାஶ

2χସ െ χଷηµχ
4  ηµχ  

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ૠ.  

Αν  ৮ሺχሻ ൌ
χଶ  2χ
χଷ  χ െ 2

ሺηµχ െ 2ሻ    και gሺχሻ ൌ
συν4χ

ඥχଶ  ηµଶχ
  ,  

να δειχθεί ότι 
lim
՜ାஶ

৮ሺχሻ ൌ lim
՜ାஶ

gሺχሻ ൌ 0 

και αν 

lim
՜ାஶ

৮ሺχሻ
gሺχሻ ൌ κ τότε  lim

՜ାஶ

ηµሺ৮ሺχሻሻ
ηµሺgሺχሻሻ ൌ κ 

 
  
ૡ.  

Aν lim
՜ାஶ

৮ሺχሻ
εφχ ൌ 2   και  lim

՜ାஶ

χଶgሺχሻ
συνχ ൌ 2 να βρεθει το  lim

՜ାஶ
৮ሺχሻ · gሺχሻ 

 
 
29.  
Δίνεται η συνάρτηση ৮: ሺ0, ∞ሻ ՜ R   για την οποία ισχύει  
 

৮ଷሺχሻ  ৮ሺχሻ ൌ χଷ  µε χԖሺ0, ∞ሻ 
 

• Να αποδείξετε ότι ৮ሺχሻ ظ 0  για κάθε χ  0 
• Να υπολογίσετε τα όρια 

lim
՜ାஶ

৮ሺχሻ
χଷ           και      lim՜ାஶ

৮ሺχሻ
χ  

Τα µαθηµατικά αν κοιταχτούν σωστά χαρακτηρίζονται από ύψιστη 
οµορφιά  ψυχρή  και  αυστηρή  σαν  εκείνη  των  γλυπτών  που  δεν 
απευθύνεται  στις  ασθενέστερες  πλευρές  της  φύσης  µας,  που  της 
λείπουν η γοητεία της ζωγραφικής και της µουσικής, και όµως αγνή 
και  ικανή  για  µια  απρόσβλητη  τελειότητα,  τέτοια  που  µόνο  τα 
µεγαλύτερα έργα τέχνης έχουν να δείξουν. Το αληθινό πνεύµα της 
απόλαυσης,  την  ανάταση,  την  αίσθηση  πως  είναι  κανείς  κάτι 
παραπάνω  από  άνθρωπος,  αυτό  το  κριτήριο  της  απαράµιλλης 
ανωτερότητας, το βρίσκουµε στα µαθηµατικά, όχι λιγότερο από ότι 
στην ποίηση 
 
                                                 Bertrand    Russel   
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30. 

 Να βρείτε τους αριθµούς α,βגৠ,  αν για τη συνάρτηση µε τύπο 

৮ሺχሻ ൌ ൜ χ
ଶ  βଶ  1   , αν χ  α

2χ               ,       αν  χ ظ α   

υπάρχει το  lim
՜

৮ሺχሻ 

31. 

Να βρεθεί το  lim
՜ାஶ

ሺµ െ 1ሻχସ  ሺκ െ 2ሻχଷ െ 4
ሺκ െ 1ሻχଶ  3   µ, κ ג ৠ 


