
 

 

 
ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ 

∆ΕΥΤΕΡΑ 28 ΜΑΙΟΥ 2012 
ΕΣΠΕΡΙΝΩΝ ΛΥΚΕΙΩΝ 

ΘΕΜΑ Α 
Α1. Σελ. 253 
Α2. Σελ. 191 
Α3. Σελ. 258 
Α4. 
(α) Σ 
(β) Σ 
(γ) Λ 
(δ) Λ 
(ε) Σ  
 
ΘΕΜΑ Β 
Β1. 
Ισχύει 

2 2
z 3 z 3 36− + + =  και 2w 1 w 2− = −  

Είναι 
2 2

z 3 z 3 36− + + = ⇒ (z 3)(z 3) (z 3)(z 3) 36− − + + + = ⇒  

zz 3z⇒ − 3z− 9 zz 3z+ + + 3z+
2

9 36 2zz 18 zz 9 z 9 z 3+ = ⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ =  
Άρα  κύκλος µε Κ(0 , 0) και ακτίνα ρ=3 
 
Β2. 
 

2 2
1 2 1 2 1 2 1 2z z 3 2 z z (3 2) (z z )(z z ) 18− = ⇒ − = ⇒ − − =  

2 2
1 1 1 2 2 1 2 2 1 1 2 2 1 2z z z z z z z z 18 z (z z z z ) z 18− − + = ⇒ − + + =  

9 1 2 2 1(z z z z ) 9− + + 18= 1 2 2 1z z z z 0⇒ + =  
Έχουµε 

2
1 2 1 2 1 2 1 1 1 2 2 1 2 2z z (z z )(z z ) z z z z z z z z+ = + + = + + +  

2
1 1 2 2 1z z z z z= + +

0 2
2z 9 0 9 18+ = + + =  

Άρα 1 2z z 18 3 2+ = =  
 
Β3. 

2 2
2w 1 w 2 (2w 1)(2w 1) (w 2)(w 2)− = − ⇒ − − = − − ⇒  

4ww 2w⇒ − 2w− 1 ww 2w+ = − 2w− 4+ ⇒  
2

3ww 3 ww 1 w 1 w 1 ύ K(0,0) ί 1⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ = κ κλος µε ακτ να ρ =   
 
 
 



 

 

ΘΕΜΑ Γ 
 

22
f (x) x , x 0

x
= + α + β >  

 
Γ1. 
 
Για x > 0 

3 3

2 2 2

2 2 x 2 2( x 1)
f (x) 2 x 0

x x x
α − α −′ = − + α = = <  

0
3 3 3( x 0 x 0 x 0 x 1 0)

α<

για > ⇒ > ⇒ α < ⇒ α − <  

Άρα 
f (x) 0 (0, )

f (0, )
f (x) ή (0, )

′ < στο +∞ 
⇒ ↓ +∞

συνεχ ςστο +∞ 
 

 
Γ2. 
 
Είναι  

x x 0
f A (0, ) f (A) ( lim f (x) , lim f (x)) (1)

+→+∞ →
↓ = +∞ ⇒ = =  

2

x x

( 0)
2

x x

2
ό lim f (x) lim( x )

x
2

ό lim 0 lim( x )
x

→∞ →∞

α<

→∞ →∞

που = + α + β = −∞

δι τι = και α = − ∞
 

και  
x 0
lim f (x)

+→
= +∞  

 
ό (1) f (A) ( , )

To 0 f (A)
f (x) 0 έ ή ύ (0, )

f A (0, )

Απ ⇒ = −∞ +∞

∈ 
⇒ = χει µοναδικ λ ση στο +∞

↓ = +∞ 

 

 
Γ3. 

( ) ( )
3 3

22 2 x x x x 2
f x x f (x) f x , x 0

x x x
+ α + β α + β +

= + α + β ⇒ = ⇒ = >  

( )
3

3 2

x 0 x 0 x 0

x x 2 1
lim f (x) lim lim x x 2

x x+ + +→ → →

 α + β +  = = α + β + = +∞   
  

 

διότι είναι ( )3 2

x 0 x 0

1
lim x x 2 2 lim

x+ +→ →
α + β + = και = +∞  

Άρα η x = 0 είναι κατακόρυφη ασύµπτωτη της Cf. 
 
 



 

 

Είναι  

2

2

2
αx βf (x) 2 βx αx

x x x x

+ +
= = + +  

Αν α 0≠  τότε ( )2x x

, αν α 0f (x) 2 β
lim lim αx α

, αν α 0x x x→+∞ →+∞

= +∞ >   = + + = ⋅ +∞    = −∞ <   
 

 
Οπότε δεν έχει οριζόντια ασύµπτωτη για α 0≠  
 
Για α = 0 και β R∈ έχουµε : 

2
f (x) , x 0

x
= + β >  

2x x

f (x) 2 β
lim lim 0

x x x→+∞ →+∞

   = + =   
   

 

x x

2
lim f (x) lim

x→+∞ →+∞

 = + β = β 
 

  

 
Άρα η y=β είναι οριζόντια ασύµπτωτη της Cf. 
 
Γ4. 

0x 1

0f (x ) 7 f (1) 7 2 7 5 (1)
=

= ⇔ = ⇔ + α + β = ⇔ α + β =  
Η f παρουσιάζει στο εσωτερικό xo=1 τοπικό ακρότατο και η f παραγωγίσιµη στο xo=1: 

.Fermat

f (1) 0 2 2 0 2 2 1 (2)
Θ

′⇒ = ⇔ − + α = ⇔ α = ⇔ α =  
Από (1) και (2) 4⇒ β =  
Για α=1, β=4 έχουµε: 

22
f (x) x 4, x 0

x
= + + >  

3 3

2 2 2

2 2x 2 (x 1)
f (x) 2x 2 , x 0

x x x
− −′ = − + = = >  

3
3 3

2

(x 1)
f (x) 0 2 0 x 1 0 x 1 x 1

x
−′ = ⇒ = ⇒ − = ⇒ = ⇒ =  

3
3 3

2

(x 1)
f (x) 0 2 0 x 1 0 x 1 x 1

x
−′ > ⇒ > ⇒ − > ⇒ > ⇒ >  

Οπότε είναι  

 
Η f για xo=1 παρουσιάζει ολικό ελάχιστο, το f(1)=2+1+4=7. 
 



 

 

 
ΘΕΜΑ ∆ 
∆1. 
• f ''(x) 2> −  

• 2x 0

f (x) x
lim 2

x x→

+ ηµ
=

−
 

• f (1) f '(0)=  

2 x 0

f (x) (x)
Έ h(x) lim h(x) 2

x x →

+ ηµ
στω = µε =

−
 

2Ά h(x)(x x) f (x) xρα − = + ηµ ⇒  
2f (x) h(x)(x x) x= − − ηµ  

0f ί R f ή R f ή x 0παραγωγωγ σιµη στο ⇒ συνεχ ς στο ⇒ συνεχ ς στο =  
2

x 0 x 0
f (0) lim f (x) lim h(x) (x x) x

→ →
 = = ⋅ − − ηµ 

2

x 0 x 0
lim h(x)(x x) lim x

→ →
= − − ηµ 0 0 0= − =  

Ά f (0) 0ρα =  

x 0 x 0

f (x) f (0) f (x)
Έ f (1) f '(0) lim lim

x 0 x→ →

−
χουµε = = =

−
 

:x 0
2Ό f (x) h(x)(x x) x

≠

µως = − − ηµ ⇒
2f (x) h(x)(x x) x

x x x
− ηµ

= −  

2

x 0 x 0 x 0

f (x) h(x)(x x) x h(x) x
Ά f (1) lim lim lim

x x x→ → →

 − ηµ
ρα = = − = 

 

(x 1)
x

−
x 0

x
lim 2( 1) 1 3

x→

ηµ
− = − − = −  

∆2. 
2g(x) f (x) (x 1)= + α +  

Εφόσον ισχύει το Θ. Rolle στο [0,1] έχουµε 
ότι g συνεχής στο [0,1] 
      g παραγωγωγίσιµη  Στο (0,1) 
και  
g(0) g(1)

g(0) f (0)

g(1) f (1) 4 3 4

= 
= + α = α 
= + α = − + α

3 4 3 3 1− + α = α ⇒ − = − α ⇒ α =  

∆3. 
( ) ( ) ( ) ( )f 2 1 f 2 1 0′ ′ξ = − ξ + ⇔ ξ + ξ + =  

Έστω η 2(x) f (x) x 2xΦ = + +  
• Η Φ(x) συνεχής στο [0,1] ως πραξη συνεχών 
• Η Φ(x) παραγωγίσιµη στο (0,1) µε ( )x f (x) 2x 2′ ′Φ = + +  

• ( )(0) f 0 0 0Φ = + =  

• ( ) ( )1 f 1 1 2 3 3 0Φ = + + = − + =  

Από Θ.Rolle υπάρχει (0,1)ξ∈ ώστε ( ) 0′Φ ξ = ⇒ ( )f 2 2 0′ ξ + ξ + =  



 

 

 
∆4. 

( ) ( ) ( )2
g x f x x 1= + +  

( ) ( ) ( )g x f x 2 x 1′ ′= + +  

Για x = ξ       ( ) ( ) ( )g f 2 1 0′ ′ξ = ξ + ξ + =  

Είναι g (x) f (x) 2 0′′ ′′= + >  γιατί f (x) 2′′ > −  
Άρα η g (x)′  γνησίως αύξουσα  

Για 
g (x) γν.αυξ.

x ξ g (x) g (ξ) g (x) 0
′

′ ′ ′> ⇒ > ⇒ >  

Για 
g (x) γν.αυξ.

x ξ g (x) g (ξ) g (x) 0
′

′ ′ ′< ⇒ < ⇒ <  
Οπότε είναι 

 
oΆ g ά x ό άρα η παρουσι ζειστο = ξ ολικ ελ χιστο  
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