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1. Εισαγωγή 

 
     Α�ό την Κβαντοµηχανική γνωρίζουµε ότι, για την µελέτη ενός 
µικροσκο�ικού συστήµατος α�αιτείται η γνώση των �λατών 
�ιθανότητας. Στα διάφορα φυσικά µεγέθη αντιστοιχίζουµε 
ερµητιανούς τελεστές, �ου καθένας α�ό αυτούς συνδέεται µε το 
�είραµα µέσω των στοιχείων ενός �ίνακα. Τα στοιχεία αυτά του 
�ίνακα δεν είναι τί�οτε άλλο �αρά �λάτη �ιθανότητας. 
  Για την χρονική εξέλιξη αυτών των �λατών, µ�ορούµε να 
χρησιµο�οιήσουµε  διαφορικές εξισώσεις (εξ. Schrodinger)  ή τον �ιο 
�ρόσφατο σχετικά  φορµαλισµό των path integrals, δηλαδή µέσω 
ολοκληρωτικών σχέσεων. Παρόλο �ου αυτή η µέθοδος για 
στοιχειώδη �ροβλήµατα είναι �ιο �ολύ�λοκη µαθηµατικά είναι 
διαισθητικά �ιο χρήσιµη. Σε �ροχωρηµένα δε �ροβλήµατα 
συστηµάτων µε ά�ειρους βαθµούς ελευθερίας, η µέθοδος αυτή 
α�εδείχθη ισχυρότερη και α�λούστερη. 
  Ας υ�οθέσουµε ότι ένα σωµατίδιο ξεκινά την αρχική χρονική στιγµή 
tα α�ό το σηµείο xα και καταλήγει στο τελικό σηµείο xb την χρονική 
στιγµή tb (Σχ.1). Μ�ορούµε να λέµε, ότι η διαδροµή του  σωµατιδίου 
µεταξύ αυτών των δύο σηµείων συναρτήσει του χρόνου t 
 

                                           
                                               Σχ.  1 

 
�εριγράφεται α�ό την συνάρτηση x(t), �ου έχει τις ιδιότητες :  
x(tα) = xα  και  x(tb) = xb. 
  Στην κλασσική µηχανική υ�άρχει µία µόνο καθορισµένη τροχιά 
µεταξύ των σηµείων α και b, η λεγόµενη κλασσική τροχιά (path) ( )x t , 

η ο�οία καθορίζεται α�ό την αρχή της ελάχιστης δράσης. Η δράση S,  

δίνεται α�ό την σχέση :     ( , , )
bt

t

S dtL x x t

α

= ∫ �       (1.1) 
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ό�ου L είναι η  Lagrangian ενός µονοδιάστατου συστήµατος. Για 
σωµατίδιο µάζας m, �ου κινείται σ’ένα δυναµικό V(x,t) η Lagrangian 

είναι :                  21
( , )

2
L mx V x t= −�     (1.2) 

 H µορφή του path ( )x t , �ου καθιστά την δράση S ακρότατη, 

καθορίζεται µε την χρήση µεταβολών, ο�ότε �ροκύ�τει η εξίσωση 
κίνησης των Euler - Lagrange :   

                              0
d L L

dt x x

∂ ∂
− =

∂ ∂�
    (1.3) 

  Στην Κβαντοµηχανική χρησιµο�οιούµε την έννοια του �λάτους, 
συχνά καλούµενο Kernel ή propagator (διαδότης), �ου συµβολίζεται 
µε Κ(b,α) και υ�ολογίζεται α�ό το σηµείο α µέχρι το b, αθροίζοντας 
τις συνεισφορές της κίνησης ενός σωµατιδίου σε µία διάσταση. 
Πρέ�ει να γίνει κατανοητό, ότι όλες οι τροχιές α�ό το α µέχρι το b µε 

συντεταγµένες (xα,tα) και (xb,tb) αντίστοιχα συνεισφέρουν εξίσου 

στην τιµή του ολικού �λάτους σε διαφορετικές φάσεις. Οι φάσεις 
αυτές �ροσδιορίζονται για κάθε path α�ό την δράση αυτού, σε 
κβαντοµηχανικές µονάδες δράσης � . 
   Ως γνωστόν, η �ιθανότητα Ρ(b,α) για να �άµε την χρονική στιγµή 

tα α�ό το σηµείο xα στο σηµείο b την χρονική στιγµή tb είναι το 

α�όλυτο τετράγωνο ενός �λάτους Κ(b,α) �ιθανότητας για να �άµε 
α�ό το α στο b, δηλαδή : 

                                 2( , ) | ( , ) |P b K bα α=                 (1.4) 
  Το �λάτος αυτό είναι το άθροισµα των συνεισφορών φ[x(t)] για 
κάθε τροχιά, δηλαδή :       

                                
σε ολα τα paths
απο α εως b

( , ) φ[x(t)]K b α = ∑
�

� �

        (1.5) 

  To �λάτος �ιθανότητας του κάθε path σύµφωνα µε τον Dirac, έχει 
µία φάση ανάλογη της δράσης S και δίνεται α�ό την έκφραση :  

                                 
[ ( )]

[ ( )]
i

S x t

x t Neϕ = �                   (1.6) 

  Η σταθερά Ν �ου εµφανίζεται στην �αρα�άνω σχέση υ�ολογίζεται 
νορµαλίζοντας το  Κ(b,α).  
  Μ�ορούµε ε�ίσης, να αντικαταστήσουµε το άθροισµα �άνω σε όλα 
τα paths της σχέσης (1.5), µε ένα ολοκλήρωµα �ου θα το ονοµάζουµε 
path integral: 

                                  
i

[ , ]

( , ) Dx(t)e

b
S b

K b
α

α

α = ∫ �          (1.7) 
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To Dx(t) το αφήνουµε �ρος το �αρόν, αφού θα το ορίσουµε 
αργότερα. 
   Ας υ�οθέσουµε τώρα, κά�οια χρονική στιγµή tc µεταξύ των tα και tb,  
 

                                 
                                                    Σχ. 2 
 
δηλαδή tα < tc < tb.  Ε�οµένως,  η  δράση  κατά  µήκος ο�οιουδή�οτε 
µονο�ατιού ανάµεσα στα α και b  γράφεται ως εξής : 
                                  [ , ] [ , ] [ , ]S b S b c S cα α= +            (1.8) 

Αν χρησιµο�οιήσουµε την εξίσωση (1.7), ο διαδότης  Κ(b,α) γίνεται : 

                                 
i
{ [ , ] [ , ]}

( , ) Dx(t)e

b
S b c S c

K b
α

α

α
+

= ∫ �      (1.9) 

  Έχουµε την δυνατότητα να χωρίσουµε ο�οιοδή�οτε µονο�άτι 
µεταξύ των α και b  σε δύο τµήµατα. Το �ρώτο κοµµάτι θα έχει τελικά 
σηµεία τα  xα  και  xc, ενώ το δεύτερο θα έχει τελικά σηµεία τα xc  και 
xb (Σχ.2). Έτσι µ�ορούµε να ολοκληρώσουµε �ρώτα �άνω σε όλα τα 
paths α�ό το α  µέχρι το  c  και µετά �άνω σε όλα τα paths α�ό το c 
µέχρι το b και τελικά ολοκληρώνουµε το α�οτέλεσµα �άνω σε όλες 
τις δυνατές τιµές του xc. Kατά την εκτέλεση του �ρώτου βήµατος 
αυτής της ολοκλήρωσης το S[b,c] είναι σταθερό, ο�ότε το α�οτέλεσµα 
γράφεται ως εξής : 

                     
i

[ , ]

( , ) Dx(t)e ( , )

c

b
S b c

c

x c

K b dx K cα α= ∫ ∫ �         (1.10) 

Υ�όψιν, ότι οι ολοκληρώσεις θα �ρέ�ει να γίνουν όχι µόνο κατά 
µήκος των paths ανάµεσα στα c και b, αλλά και �άνω στο µεταβλητό 
τελικό σηµείο xc. Ακολούθως, �ραγµατο�οιούµε την ολοκλήρωση 
�άνω σε όλα τα paths ανάµεσα σε κά�οια αυθαίρετα σηµεία xc και το 
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τελικό σηµείο b. Ότι α�οµένει είναι ένα ολοκλήρωµα �άνω σε όλες 
τις δυνατές τιµές του xc. Τελικά �αίρνουµε : 

                        ( , ) ( , ) ( , )

c

c

x

K b dx K b c K cα α= ∫                     (1.11) 

                                   

                                             
                                         Σχ.  3 
 

   Μ�ορούµε να ε�εκταθούµε ε�ίσης και σε �ερι�τώσεις, �ου 
λαµβάνουν χώρα �ερισσότερα  α�ό δύο διαδοχικά γεγονότα. Για 
�αράδειγµα (Σχ. 3), διαιρούµε στα δύο όλα τα µονο�άτια µε µια 
διαίρεση στο tc και µία στο td. Έτσι ο διαδότης σ’αυτή την �ερί�τωση 
γράφεται : 

             ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

d c

d c

x x

K b dx dx K b d K d c K cα α= ∫ ∫             (1.12) 

  Το α�οτέλεσµα αυτό α�ό φυσικής �λευράς ερµηνεύεται ως εξής : 
εξετάζουµε ένα σωµατίδιο �ου �ηγαίνει α�ό το α στο b, σαν να 
�ήγαινε �ρώτα α�ό το α στο c, µετά α�ό το c στο d και τέλος α�ό το d 
στο b. Αυτό το �λάτος θα είναι το α�οτέλεσµα όλων των Kernel για 
κάθε µονο�άτι. 
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                                                              Σχ.  4 
 
   Συνεχίζοντας την διαδικασία αυτή µέχρι να έχουµε την κλίµακα 
του χρόνου διαιρεµένη σε Ν διαστήµατα  (Σχ.4), �αίρνουµε : 

   
1 2 1

1 2 1( , ) ... ... ( , 1) ( 1, 2)... ( 1, )... (1, )

N

N

x x x

K b dx dx dx K b N K N N K i i K aα
−

−= − − − +∫ ∫ ∫     

                                                                                                                    (1.13)                    
  Υ�οθέτουµε τώρα ότι N →∞ , ο�ότε ορίζουµε τον διαδότη του 
σωµατιδίου για να �άει α�ό µια θέση σε κά�οια άλλη �ου α�έχει ένα 
α�ειροελάχιστο χρονικό διάστηµα ε : 

                       
[ 1, ] 1

( 1, ) . exp
i

S i i i
K i i e dtL

A
σταθ

+  + = = =  ∫�

�
 

                        1 1 11
exp , ,

2 2

i i i i i ix x x x t ti
L

A

ε
ε

+ + + + − +  =   
  �

              (1.14) 
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2. H κυµατοσυνάρτηση και η εξίσωση του Schrodinger  µε τον   
        διαδότη 
 
       Ως γνωστόν η εξίσωση του Schrodinger για σωµατίδιο, �ου 
κινείται σε µία διάσταση είναι : 

                                          H
i t

ψ
ψ

∂
− =

∂
�

          (2.1) 

ό�ου Η η Hamiltonian, �ου είναι της µορφής : 

                              
2 2

2
( , )

2
H V x t

m x

∂
= − +

∂
�

         (2.2) 

  Η κυµατοσυνάρτηση ψ(x,t) είναι το �λάτος �ιθανότητας άφιξης του 
σωµατιδίου στην θέση (x,t), χωρίς να µας ενδιαφέρει η αρχική του 
θέση α�ό την ο�οία ξεκίνησε. Η συνάρτηση του διαδότη  Κ(x2,t2;x1,t1), 
την ο�οία για συντοµία συµβολίζουµε µε Κ(2,1) είναι ε�ίσης 
κυµατοσυνάρτηση και είναι το �λάτος �ιθανότητας άφιξης στο (x2,t2), 
για την ειδική �ερί�τωση �ου έρχεται α�ό το (x1,t1)  δηλαδή η 
έκφραση Κ(2,1) αναφέρεται και στις αρχικές συνθήκες, συνε�ώς εκτός 
α�ό το �λάτος της κίνησης δίνει �ληροφορίες και για το �αρελθόν 
του σωµατιδίου. Άρα η Κ(2,1) ως µια συνάρτηση των µεταβλητών 2, 
είναι µια ειδική συνάρτηση κύµατος, �ου θα �ρέ�ει να ικανο�οιεί 
την εξίσωση του Schrodinger. Έτσι για την �ερί�τωση αυτή η εξίσωση 
(3.2) γράφεται : 

      
2 2

2 12

2 2

(2,1) (2,1) (2) (2,1)  για t
2

K K V K t
i t m x

∂ ∂
− = − + >

∂ ∂
� �

       (2.3) 

  Γενικά έχουµε : 

                     2 2 1

2

(2,1) (2,1)  για tK H K t
i t

∂
− = >

∂
�

             (2.4) 

ό�ου η Hamiltonian H2  ε�ιδρά µόνο �άνω στις µεταβλητές 2. 
  Εφόσον η κυµατοσυνάρτηση είναι ένα �λάτος, θα ικανο�οιεί τους 
κανόνες συνδυασµού των �λατών για γεγονότα �ου συµβαίνουν 
διαδοχικά στον χρόνο. Έτσι, αφού η εξίσωση �ου έχουµε αναφέρει 

στην �ροηγούµενη �αράγραφο :  
i

[ , ]

( , ) Dx(t)e ( , )

c

b
S b c

c

x c

K b dx K cα α= ∫ ∫ �  

ισχύει για όλα τα σηµεία (x1,t1),  η κυµατοσυνάρτηση θα ικανο�οιεί 
την ολοκληρωτική εξίσωση : 

                           2 2 2 2 3 3 3 3 3( , ) ( , ; , ) ( , )x t K x t x t x t dx

+∞

−∞

Ψ = Ψ∫          (2.5) 



 9

   Το α�οτέλεσµα αυτό µ�ορεί να ερµηνευτεί ως εξής :  το ολικό 
�λάτος για να φθάσει στο σηµείο (x2,t2), �ου είναι η  Ψ(x2,t2), είναι το 
άθροισµα ή το ολοκλήρωµα �άνω σε όλες τις δυνατές τιµές x3 του 
ολικού �λάτους για να φθάσει στο σηµείο (x3,t3),  �ου είναι η  Ψ(x3,t3),  
�ολλα�λασιαζόµενο µε το �λάτος για να �άει α�ό το 3 στο 2, �ου 
είναι ο διαδότης Κ(x2,t2;x3,t3). Έτσι όλες οι �ροηγούµενες ιστορίες του 
σωµατιδίου µ�ορούν να εκφραστούν µε µια α�λή συνάρτηση.   
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3. Φορµαλισµός  «path integrals» του �ίνακα �υκνότητας 

 
     Ως γνωστόν, οι �ίνακες �υκνότητας ικανο�οιούν την διαφορική 
εξίσωση : 

                      
ρ(β) ρ(u)

= -Ηρ(β)          = -Ηρ(u)
β u

∂ ∂⇒
∂ ∂

�                     (3.1) 

µε �ροφανή φορµαλιστική λύση : 

                                                  
-Hu/ρ(u) = e �

               (3.2) 

ό�ου η �οσότητα β�   έχει τις διαστάσεις του χρόνου. Ο «χρόνος» 

µ�ορεί να χωριστεί σε διαστήµατα µήκους ε (u = nε), έτσι ώστε τελικά 
ο �ίνακας �υκνότητας γράφεται ως γινόµενο n �αραγόντων ως εξής : 

               -Hε/ -Hε/ -Hε/ρ(u) = e e ...e = ρ ρ ...ρ (n φορες)ε ε ε
� � � �         (3.3) 

  Στην ανα�αράσταση χωρικών συντεταγµένων του �ίνακα 
�υκνότητας ρ(x,x΄;u), η λύση ανα�αρίσταται ως εξής : 

ρ(x,x ;u) = ... ρ(x,x ;ε)ρ(x ,x ;ε)...ρ(x ,x ;ε)dx ...dx
n-1 n-1 n-2 1 1 n-1

′ ′∫ ∫  (3.4)        

    Η τελευταία έκφραση µας θυµίζει το Σχ. 4  στην �ροηγούµενη 
�αράγραφο, ό�ου τώρα το σωµατίδιο ταξιδεύει α�ό την θέση x΄ στην 
θέση x, ακολουθώντας µια σειρά α�ό ενδιάµεσα βήµατα, x1,x2,…,xn-1, 
τα ο�οία �ροσδιορίζουν µια διαδροµή (path). Ο �ίνακας �υκνότητας 
ρ(x,x΄;u)  για ένα σωµατίδιο �ου ακολουθεί την  διαδροµή α�ό την 
θέση x΄ στην θέση x, δίνεται α�ό το άθροισµα �άνω σε όλες τις 
δυνατές διαδροµές. 
  Καθώς το χρονικό βήµα ε τείνει στο µηδέν ο αριθµός των 
ολοκληρώσεων γίνεται �ολύ µεγάλος  (n = u/ε )→∞ . Αν θέσουµε : 

            
0

nε=u

[x(u)] ρ(x,x ;ε)ρ(x ,x ;ε)...ρ(x ,x ;ε)
n-1 n-1 n-2 1lim

ε→

Φ = ′            (3.5) 

                                     ( )
n

(x) = ...
1 2 1lim dx dx dx

n→∞ −D                  (3.6) 

τότε η σχέση (3.4) γράφεται : 

                           ρ(x, x ;u) = Φ[x(u)] x(u)′ ∫ D                             (3.7) 

 To σηµαντικό σ’αυτή την µεθοδολογία είναι, ότι αν και όλες οι 
δυνατές διαδροµές �ρέ�ει να ληφθούν υ�όψιν στην σχέση (3.7), η 
κύρια συνεισφορά �ροέρχεται α�ό  εκείνες �ου το  ρ(x,x΄;ε)  δεν είναι 
�ολύ µικρό. 
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   Σαν �αράδειγµα αναφέρουµε τον τελεστή του �ίνακα �υκνότητας 
στην κανονική συλλογή ενός µονοδιάστατου ελεύθερου σωµατιδίου. 
Αυτός δίνεται α�ό την σχέση : 

 

        
                                                                 Σχ.   5 
 

                           
2( , ; ) exp ( )

2 2

m m
x x x xρ ε

πε ε
 
  

′ ′= − −
� �

               (3.8) 

 Ο όρος ρ(x, x ;ε)′  είναι �ολύ µικρός αν :  
2

x x
m

ε′− > �
 , ό�ου 

µ�ορούµε να αντιληφθούµε ότι η σηµαντικότερη συνεισφορά 
�ροέρχεται α�ό τις οµαλές διαδροµές (Σχ. 5). 
 Tώρα µ�ορούµε να υ�ολογίσουµε ε�ακριβώς την συνάρτηση Φ[x(u)] 
για ένα ελεύθερο σωµατίδιο. 
  Η Hamiltonian γι’αυτό το σωµατίδιο ως γνωστόν είναι : 

                                        
2 2

22
H

m x

∂= −
∂

�
                           (3.9) 

 Σύµφωνα µε τις σχέσεις (3.4) και (3.8) θα έχουµε : 
2 2 2

1 1 2 1

0

( , ; ) ... exp ... .
2

lim
n n nx x x xm x x

x x u
ε

ε
ρ

ε ε ε
− − −

→

  ′− − −      ′ = − + + +      
        

∫ ∫
�

 

  11 2. . ...
2 / 2 / 2 /

ndxdx dx

m m mπ ε π ε π ε
−

� � �
              (3.10) 

   Άρα σύµφωνα µε την σχέση (3.5) βρίσκουµε : 

 
2 2 2

1 1 2 1

0

[ ( )] exp ...
2

lim
n n nx x x xm x x

x u
ε

ε
ε ε ε

− − −

→

  ′− − −      Φ = − + + +      
        �

  (3.11) 

Όσο το διάστηµα ε γίνεται όλο και �ιο µικρό, θα έχουµε : 

                       1 ( )
| ( ) |k k
u k u k

x x dx u
x u

du
ε εε

−
= =

− → ≡ 
 

�                (3.12) 

Ε�οµένως µε την εξίσωση (3.11) καταλήγουµε : 
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1 2[ ( )] exp [ ( )]

20

u m
x u x u du

  
 
  

Φ = − ∫ �
�

                (3.13) 

  Αντίστοιχα στην �ερί�τωση σωµατιδίου �ου κινείται σε µία 
διεύθυνση µέσα σε ένα δυναµικό V(x) θα έχουµε : 

             
1 2[ ( )] exp [ ( )] [ ( )]

20

u m
x u x u V x u du

   
     

Φ = − +∫ �
�

          (3.14) 
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         4.     Y�ολογισµός των path integrals 
 

      Για τον υ�ολογισµό των path integrals χρησιµο�οιούµε κυρίως δύο 
τεχνικές. Η �ρώτη αναφέρεται σε ολοκληρώµατα, στα ο�οία τα 
εκθετικά είναι δευτέρου βαθµού ως �ρος x�  και ως �ρος x . Aυτά τα 
ολοκληρώµατα µ�ορούν να υ�ολογιστούν ε�ακριβώς. 
  Η δεύτερη είναι τα ανα�τύγµατα διαταραχών. 
    Θεωρούµε το στοιχείο : 

                       
2T1 m[x(t)]

ρ(x ,x ,T) exp dt x(t)
2 1 20

  
 
  

= −∫ ∫ ∫
�

�
D ��        (4.1) 

ό�ου x (0) =x 1 και x (Τ) =x 2.  Aυτός είναι ο �ίνακας �υκνότητας 
στοιχείων για ένα ελεύθερο σωµατίδιο. Ας ανα�τύξουµε τώρα κάθε 
διαδροµή γύρω α�ό την ευθείας γραµµής διαδροµή στο xt - ε�ί�εδο. 
Συµβολίζουµε την ευθείας γραµµής διαδροµή (κλασσικό path) µε 
x(t) , o�ότε αντικαθιστούµε  το x(t) µε ένα άθροισµα του x(t) και µιας 

νέας µεταβλητής y(t), δηλαδή : 

                                             x(t) = x(t)  + y(t)                                (4.2) 

 Έτσι αντί να �ροσδιορίσουµε ένα σηµείο του path, α�ό την 
α�όσταση του x(t), α�ό έναν αυθαίρετο άξονα συντεταγµένων, 
µετράµε την α�όκλιση του y(t) α�ό το κλασσικό path, ό�ως φαίνεται 
στο �αρακάτω σχήµα 6. 

                                         
                                                          Σχ.   6 
 
  Για κάθε τιµή του t οι µεταβλητές x και y διαφέρουν κατά µία 

σταθερά x(t) . Φυσικά, η σταθερά αυτή αλλάζει για κάθε τιµή του t. 
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Ε�οµένως, για κάθε συγκεκριµένο σηµείο ti της υ�οδιαιρέσεως του 
χρόνου ισχύει : dxi = dyi. 

     Έτσι, µ�ορούµε να �ούµε γενικά ότι :   x(t) y(t)=D   D  

Ο�ότε : 

         
T1 2f(x ,x ,T) exp [x(t) + y(t)] dt (t)

2 1 2 0

m
y

  
 
  

= −∫ ∫ ∫ � �
�

D ��       (4.3) 

Αλλά :  
x - xdx(t) 2 1= = v = ταχυτητα

dt T
�  , συνε�ώς έχουµε : 

Tdx dy 2 2 2 2 2[ + ] dt (v + 2vy + y )dt v T + 2v[y(T) - y(0)]+ y dt
dt dt0 0 0

TΤ
= =∫ ∫ ∫� � �    

                                                                                                                   (4.4) 
  Αλλά  ε�ειδή, όλα τα paths �ρέ�ει να ξεκινήσουν α�ό το ίδιο 
αρχικό σηµείο και να φθάσουν στο ίδιο τελικό σηµείο, θα �ρέ�ει να 
ισχύει : y(T) = y(0) = 0. E�οµένως : 

            
2 Tmv T m 2ρ(x ,x ,T) = exp - exp - y dt y

2 1 2 2 0

   
   
     

∫ ∫ ∫ �
� �

D                (4.5) 

 Έτσι, διασ�άσαµε το path integral σε ένα �αράγοντα �ου εξαρτάται 
α�ό τα τελικά σηµεία και το Τ  και σε ένα path integral εξαρτώµενο 
µόνο α�ό το Τ. Άρα, µ�ορούµε να γράψουµε : 

         
Tm 2exp - y dt y ( )

2 0y(0)=y(T)=0
F T

 
 
  

=∫∫ ∫ �
�

D ��              (4.6) 

   Συνε�ώς ο �ίνακας �υκνότητας γράφεται : 

                        

2m(x - x )
2 1ρ(x ,x ,T) = F(T)exp -

2 1 2 T

 
 
 
  

�
                        (4.7) 

Βλέ�ουµε ότι, ο �ίνακας �υκνότητας καθορίζεται �λήρως, εκτός α�ό 
µία συνάρτηση του Τ.  
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    5.    Path integrals µε ανά�τυγµα διαταραχών 
 
 
 

       Ας υ�οθέσουµε, ότι έχουµε βρει τον �ίνακα �υκνότητας 

ρ (x ,x ,T)o 2 1  για κά�οιο σύστηµα µε δυναµικό Vo. Θέλουµε να 

βρούµε τον �ίνακα �υκνότητας ρ(x ,x ,T)
2 1 για ένα άλλο σύστηµα µε 

δυναµικό Vo + V΄,  ό�ου V΄<< Vo. Τότε θα έχουµε : 
 

21
( , , ) exp ( ) ( )

2 1 20

T mx
x x T V x V x dt xoρ

     
    

′= − + + =∫ ∫ ∫
�

�
D  

21 1
exp ( ) .exp ( )

20 0

T Tmx
V x dt V x dt xo

           
        

′= − + −∫ ∫ ∫ ∫
�

� �
D             (5.1) 

 
 

                             

                                                  Σχ.   7 
 

 
  Ανα�τύσσουµε τώρα το δεύτερο εκθετικό της (5.1) και �αίρνουµε : 
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T

0

21 1
( , , ) exp ( ) .[1 ( )

2 1 20 0

2 21 1 1
( ) ...] exp ( )

2 22 0 0

T Tmx
x x T V x dt V x t dto

T t mx
V x t dt x V x dto o

ρ

ρ

             

                   

′= − + − +∫ ∫ ∫ ∫

′ ′+ + = − − +∫ ∫∫ ∫ ∫

�

� �

�

� ��

D

 

2T1 mx
.exp - + V (x) dt V [x(t)]dtDx +... =o2t

21 1 mx
= ρ exp{ [ + V (x)] }.o o20 0

2T1 mx
.V [x(t)]exp{ [ + V (x)]dt }+...o2t

T t
dt dt

     
    

′ ′∫

′− −∫ ∫∫ ∫

′ ′− ∫

�

�

�

� �

�

�

 

  Για να υ�ολογίσουµε το path integral, ολοκληρώνουµε �ρώτα �άνω 
σε όλα τα paths για τα ο�οία: x(t) = y ( µε x(0) = x1 , x(T) = x2 )  και µετά 
ολοκληρώνουµε �άνω στο y. Συνε�ώς έχουµε : 
 

      
1

( , , ) ( , , ) ( ) ( , , ) ...
2 1 2 1

0 all y

T
x x T x y T t V y y x t dydto o oρ ρ ρ ρ= − − +∫ ∫

�
                    

                                                                                                                      (5.2) 
  Όλα αυτά φαίνονται σχηµατικά στο Σχ.  7. Το συµ�έρασµα �ου 

βγαίνει α�ό την τελευταία σχέση είναι ότι ο µηδενικής τάξης όρος ρο , 
είναι η συνεισφορά στον �ίνακα �υκνότητας, λόγω της µετακίνησης 
του σωµατιδίου α�ό το x1 στο x2  σε χρόνο Τ, χωρίς την ε�ίδραση 
δυναµικού (ελεύθερο σωµατίδιο). Ακολούθως, ο όρος �ρώτης τάξης, 
είναι η συνεισφορά του στοιχειωδώς ελεύθερου σωµατιδίου, αλλά 
σκεδαζόµενου µια φορά κά�οια χρονική στιγµή t  σε κά�οια θέση y. 
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                                                           Σχ.   8 
 
 Παρόµοια, αν συνεχίζαµε την ανά�τυξη της σχέσης (5.2), ο όρος 
δεύτερης τάξης µ�ορεί να θεωρηθεί σαν η συνεισφορά α�ό δύο 
σκεδάσεις (Σχ. 8), ο�ότε αυτός ο όρος µ�ορεί να γραφεί ως εξής : 

1
( , , ) ( ) ( , , ) ( ) ( , )

2 1
0 0

T t
dt d dy dz x z T t V z z y t V y y xo o oτ ρ ρ τ ρ τ

+∞ +∞
+ − −∫ ∫ ∫ ∫

−∞ −∞�

                                                                                                                      (5.3) 
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    6.     Το ολοκλήρωµα  Feynman 

 

     Αν χρησιµο�οιήσουµε τον συµβολισµό Dirac, η κυµατοσυνάρτηση 

ψ(q,t) µ�ορεί να γραφεί :    ψ(q, t) = < qt |ψ >         (6.1) 

Η εξίσωση Heisenberg :  
d

H | q, t > = -i | q, t >
dt
�    είναι η διαφορική 

εξίσωση, �ου ικανο�οιούν οι καταστάσεις |q,t>  ως �ρος τον χρόνο.   
  Η γενική λύση αυτής της διαφορικής εξίσωσης είναι :                     

                                    

i Ht
| qt >= e | q >�       (6.2) 

  Η συνάρτηση µετασχηµατισµού θα είναι : 

                        
2 1

2 2 1 1 2 1

H(t t )
 < q t | q t > = < q | e | q >

i- −
�  

Ε�οµένως, ο διαδότης µ�ορεί να γραφεί ως εξής : 

          f f i i f f i i f iK(q , t ;q , t ) = < q t | q t > = < q | e | q >

i- H∆t
�              (6.3) 

ό�ου:  ∆t = tf - ti > 0. 

  Έστω ότι διασ�άµε το χρονικό διάστηµα µεταξύ των ti , tf  σε (n+1) 

ίσα διαστήµατα  τ,  ο�ότε θα έχουµε : 

f f i i 2 n f f n n n n n-1 n-1 1 1 i i
1

< q t | q t >  ... dq dq ...dq < q t | q t >< q t | q t > ... < q t | q t >= ∫ ∫                        

                                                                                                                    (6.4) 
    Υ�ολογίζουµε τον διαδότη �άνω σε ένα µικρό τµήµα, ο�ότε 
σύµφωνα και µε την σχέση (6.3), έχουµε : 

                          
i

- Hτ

j+1 j+1 j j j+1 j< q t | q t > = < q | e | q >�              (6.5) 

  Αν θεωρήσουµε το τ �ολύ µικρό, µ�ορούµε να ανα�τύξουµε το 

εκθετικό, ο�ότε : 

2

j+1 j+1 j j j+1 j j+1 j j+1 j

i i
< q t | q t > = < q |1- Hτ + 0(τ ) | q > = < q | q > - τ < q | H | q >

� �

Ο �ρώτος όρος είναι µια συνάρτηση δέλτα, ο�ότε έχουµε : 

                 j+1 j j+1 j

p(q -q )dp j+1 j
< q | q > = δ(q - q ) = 

2

i

e
π∫
�

�
        (6.6) 

 Α�ό τις δύο τελευταίες σχέσεις βρίσκουµε : 

    j+1 j+1 j j j+1 j j+1 j

1 i i
< q t | q t > = dpexp (q q ) - τ < q | H | q >

2
p

π
 −  ∫

� � �
       (6.7) 
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Στην �ερί�τωση, �ου η Hamiltonian είναι της µορφής : 
2p

H = + V(q)
2m

 

µ�ορούµε να εισάγουµε στον δεύτερο όρο της (6.7) έναν �αράγοντα 1 

µεταξύ των qj+1,Η και έναν �αράγοντα 1 µεταξύ των Η,qj , ώστε να 

�άµε στην ανα�αράσταση των ορµών, άρα έχουµε : 

          
2 2

j+1 j j+1 j

p p
< q | | q > dp dp < q | p >< p | | p >< p | q >

2m 2m
′ ′ ′= ∫      (6.8) 

  Tώρα στην (6.8) αντικαθιστούµε την σχέση:       

                          
1/ 2

j+1 j+1< q | p > = (2π ) exp(ip q / )−′ ′� �          (6.9) 

και καταλήγουµε : 

     

2 2

j+1 j j+1 j

2

j+1 j

p dp dp p
< q | | q > exp (p q - pq ) δ(p - p )

2m 2π 2m

dp i p
                         exp p(q - q )                 (6.10)

2π 2m

i′  ′ ′= =  

 =   

∫

∫

� �

� �

 

  Να σηµειώσουµε εδώ ότι, το p2 στο αριστερό µέλος της (6.10) είναι 
ένας τελεστής, ενώ στο δεξί µέλος είναι ένας αριθµός. 
   Με �αρόµοιο τρό�ο ε�ίσης, βρίσκουµε : 

j+1 j

j+1 j j+1 j j j+1 j

j+1 j j

q + q
< q | V(q) | q >= V < q | q >= V(q )δ(q - q ) =

2

dp i
exp p(q - q ) V(q )              (6.11)

2π

 
 
 

 =   ∫
� �

  

ό�ου  j j j+1

1
q = (q + q )

2
, και το V(q)  στο αριστερό µέλος της (6.11) είναι 

τελεστής, ενώ το ολοκλήρωµα στο δεξί µέλος δεν �εριέχει τελεστή. 
  Με βάση τις σχέσεις  (6.10) και (6.11)  �αίρνουµε : 

        j+1 j j+1 j j< q | H | q > exp p(q - q ) H(p, q )
2

dp i

π
 =   ∫

� �
     (6.12) 

ο�ότε αντικαθιστώντας στην σχέση (6.7) βρίσκουµε : 

         j+1 j+1 j j j j+1 j j

1 i
< q t | q t > = dp exp (q q ) τH(p , )

2
j jp q

π
 − −  ∫

� �
     (6.13) 

ό�ου p
j  είναι η ορµή µεταξύ των  j j+1t , t  ή ισοδυνάµως µεταξύ των 

j j+1q ,q . 

  Συνε�ώς, για να �άρουµε τον ολικό διαδότη, σύµφωνα µε την (6.4) 
έχουµε : 

j

f f i i j+1 j j
n

01 0

dp i
< q t | q t > = lim exp [ (q q ) τH(p , )]

2

n n n

j j j

jj j

dq p q
π→∞

== =

 
− − 

 
∑∏ ∏∫

� �
 (6.14) 
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  µε   o i n+1 fq = q ,   q = q . 

  Η σχέση (6.14) µ�ορεί να γραφεί συµβολικά : 

            

f

i

t

f f i i

t

q p i
  < q t | q t > = exp dt[pq - H(p,q)]   

π

 
 
  

∫ ∫ �
� �

D D

2
         (6.15) 

µε  
j+1 j

i i f f j

q - q
q(t ) = q ,    q(t ) = q ,    q =

τ
� . 

  Η εξίσωση (6.15) είναι γνωστή σαν το ολοκλήρωµα διαδροµών στον 
χώρο των φάσεων ή ολοκλήρωµα Feynman στον χώρο των φάσεων. 

  Αν η Hamiltonian είναι της µορφής :  
2p

H = + V(q)
2m

, τότε η 

εξίσωση (6.14) γίνεται : 
2

j

f f i i j+1 j
n

01 0

2

j

j
n

0 01 0

dp i
< q t | q t > = lim exp [ (q q ) τV( )]

2 2

dpi i
lim exp τV( ) exp[ ( q )]      (6.16)

2 2

n n n
j

j j j

jj j

n nn n
j

j j j

j jj j

p
dq p q

m

p
dq q p

m

τ
π

τ τ
π

→∞
== =

→∞
= == =

 
− − − = 

  

 
= − − 

 

∑∏ ∏∫

∑ ∑∏ ∏∫ ∫

� �

�
� � �

   Αν χρησιµο�οιήσουµε το γνωστό Gaussian ολοκλήρωµα : 

                 

1/2+ 2
2

-

b π
exp(-ax + bx + c)dx = exp + c

4a a

∞

∞

  
  

  
∫  

τότε έχουµε :     
2 2

exp[ ( )] exp( )
2 2 2 2

dp i p m i mq
pq

m i

τ
τ

π π τ
− =∫

�
�

� � � �
 

Άρα η (6.16) γίνεται : 
1

2
2

j

f f i i
n

01

mqi
< q t | q t lim exp V( )

2 2

n
n n

j j

jj

m
dq q

i
τ

π τ

+

→∞
==

   >= −          
∑∏∫

�

� �
     (6.17) 

   Στο συνεχές όριο η �ροηγούµενη σχέση γίνεται σε �ιο συµ�αγή 
µορφή :                     

                       

t
f

t
i

i
< q t | q t N qexp[ L(q,q)dt]

f f i i
>= ∫ ∫ �

�
D           (6.18) 

ό�ου  L = T – V   η κλασσική Lagrangian. Στο όριο n→∞ , το Ν 
γίνεται ά�ειρο, αλλά αυτό δεν δηµιουργεί �ρόβληµα, αφού 
ενδιαφερόµαστε �άντα µε νορµαλισµένα �λάτη µετάβασης. 

 Το ολοκλήρωµα στην εξίσ. (6.18) είναι η κλασσική δράση S Ldt= ∫ , 

ο�ότε γίνεται : 
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i

S[q(t)]

f f i i  < q t | q t  N ( )   q t e> = ∫ �D       (6.19) 

 
    Για �αράδειγµα, ας υ�ολογίσουµε τον ελεύθερο διαδότη (free 
propagator), για ένα ελεύθερο σωµατίδιο µε ορµή p και Hamiltonian 
H = p2/2m.  Έχουµε : 

                  o o o o

2i p
K(x, t;x , t ) = < x | exp[- (t - t ) | x > =

2m�
 

o o

+

|  =
-

2i p
= dp <x exp[- (t - t ) | p >< p | x >

2m

∞

∞
∫

�

2+1 i i p i
dpexp( px)exp[- (t - t )]exp(- px )o o2π 2m-

∞
= ∫

∞� � � �
         (6.20) 

( Χρησιµο�οιήσαµε τις σχέσεις :  Η|p> = (p2/2m)|p>,   
<x|p>=(1/2�� )1/2exp(ipx/�  ). 
   H εξ. (6.20) καταλήγει σε ένα Gaussian ολοκλήρωµα, δηλαδή : 

   
2+1 i p i

K(x, t;x , t ) dpexp - (t - t ) p(x - x )o o2 2m-
o o π

 
 
  

∞
= +∫

∞� � �
      (6.21) 

ο�ότε σύµφωνα µε το γνωστό Gaussian ολοκλήρωµα: 

                          

1/2+ 2
2

-

b π
exp(-ax + bx)dx = exp

4a a

∞

∞

  
  

  
∫  

καταλήγουµε στο τελικό α�οτέλεσµα του ελεύθερου διαδότη : 

           
2im(x - x )m oK(x, t;x , t ) = expo o 2πi (t - t ) 2 (t - t )o o

 
 
 
 

� �
                  (6.22) 
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