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                                         Π Ρ Ο Λ Ο Γ Ο Σ 

 

 

          Σ`αυτή την εργασία, καταγράφονται µερικές από τις προσπάθειές 

µου, για  την όσο το δυνατόν καλύτερη κατανόηση της Γενικής θεωρίας 

της Σχετικότητας. Το ξεκίνηµα γίνεται, µε µια εκλαϊκευµένη αναφορά 

πάνω στα βασικά θέµατα της Γ.Θ.Σ. και ειδικότερα στον καµπυλοµένο 

χωροχρόνο. Ακολούθως, αναφέρονται οι βασικοί τανυστές, που 

χρησιµοποιούνται στις πεδιακές εξισώσεις του Einstein. Στo επόµενο 

κεφάλαιο παρουσιάζονται οι εξισώσεις του Einstein, ακολουθεί το 

κεφάλαιο µε την λύση Schwarzshild και τις µαύρες οπές και 

ολοκληρώνεται η εργασία µε την µετρική Robertson-Walker και τα 

διάφορα κοσµολογικά µοντέλα. 

    Η εργασία αυτή είναι προϊόν της παρακολούθησης, του προγράµµατος 

Μεταπτυχιακών σπουδών του τµήµατος Φυσικής του Πανεπιστηµίου 

Πατρών. Έλαβε χώρα κατά το έτος 2003, στα πλαίσια του µαθήµατος 

"Ειδικά θέµατα Κοσµολογίας"  µε την επίβλεψη και καθοδήγηση του  κ.  

B.  Γερογιάννη,  τον οποίο και ευχαριστώ θερµά. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Τµήµα  Φυσικής  Πανεπιστηµίου  Πατρών 

Πάτρα  02-07-2003 
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        E I Σ Α Γ Ω Γ Η 

 

 

      Ο 20ος αιώνας άρχισε δυναµικά για την Φυσική. Η µορφή που καθορίζει την 

πορεία της εξέλιξης της σύγχρονης φυσικής είναι αυτή του Einstein. Aρχικά 

εισήγαγε το 1905 την Ειδική θεωρία της Σχετικότητας, στην οποία προσπάθησε να 

ενοποιήσει την Μηχανική και την Ηλεκτροµαγνητική θεωρία. Η θεωρία της ειδικής 

σχετικότητας αναφέρεται σε τοµείς που δεν υπάρχει πεδίο βαρύτητας. Σ`αυτή την 

θεωρία καταργείται η έννοια του χώρου και του χρόνου της κλασσικής φυσικής. Ο 

χώρος και ο χρόνος ενοποιούνται στην έννοια του "χωροχρόνου", που έχει τέσσερις 

διαστάσεις.  

   Το 1915 ο Einstein δηµοσιεύει την Γενική θεωρία της Σχετικότητας, στην οποία 

συµπεριέλαβε την βαρύτητα. Σύµφωνα µε αυτήν την θεωρία, η βαρύτητα επιδρά στο 

χωροχρόνο και τον κάνει κυρτό. Πρόκειται για µια διατύπωση που δεν 

συλλαµβάνεται εύκολα από την ανθρώπινη φαντασία. O John Archibald Wheeler 

συνοψίζει µε τα παρακάτω την θεωρία του Einstein :  " Ο χώρος επιδρά πάνω στην 

ύλη λέγοντάς της πώς να κινηθεί. Στην συνέχεια, η ύλη επιδρά στον χώρο, λέγοντάς 

του πώς να καµπυλωθεί ". 

        Ας κάνουµε όµως  µια προσπάθεια, για να αντιληφθούµε την καµπύλωση του 

χωροχρόνου, µε το παράδειγµα των δύο εντόµων :  Ας συγκρίνουµε  τη γεωµετρική 

συλλογιστική  ενός εντόµου που  ζει πάνω σε µια επίπεδη επιφάνεια, µ' εκείνη ενός 

άλλου παρόµοιου εντόµου που ζει στην επιφάνεια µιας σφαίρας. Το έντοµο που ζει 

πάνω στην επίπεδη επιφάνεια θα διαπιστώσει πως το άθροισµα των γωνιών 

οποιουδήποτε τριγώνου είναι πάντα 180°. Αντίθετα, το έντοµο που ζει πάνω στη 

σφαίρα, θα ανακαλύψει πως το άθροισµα των γωνιών ενός τριγώνου είναι πάντα 

µεγαλύτερο από 180° και σε ακραίες περιπτώσεις είναι ίσο µε 270°. Το πρώτο επίσης 

έντοµο θα διαπιστώσει, ότι το µήκος της περιφέρειας κύκλου είναι ίσο µε 2πr, όπου r 

η ακτίνα του κύκλου. Αντίθετα, το έντοµο που ζει πάνω στη σφαίρα θα διαπιστώσει 

ότι η περιφέρεια κύκλου έχει πάντα µήκος µικρότερο από 2πr. 

       Οι γεωµετρικές µελέτες των 2 εντόµων θα τα οδηγήσουν σε εντελώς 

διαφορετικούς δρόµους. Το πρώτο έντοµο θα καταλήξει στα αξιώµατα και τους 

νόµους της Ευκλείδειας γεωµετρίας, ενώ το δεύτερο θα καταλήξει στις αρχές της 

σφαιρικής γεωµετρίας. Οι διαφορές τους σε µικρά µεγέθη θα είναι ασήµαντες, αλλά 

θα µεγαλώνουν συνεχώς, όσο τα έντοµα θ' ασχολούνται συνεχώς µε όλο και 

µεγαλύτερα σχήµατα. Aς υποθέσουµε τώρα ότι το έντοµο που ζει πάνω στην σφαίρα 

µπορεί να σχεδιάσει ένα κύκλο σαν εκείνον της εικ. 1 (β). Αν έχει εντρυφήσει στην 

Ευκλείδεια γεωµετρία, αποφασίζει να υπολογίσει την προβλεπόµενη ακτίνα rπρ, 

διαιρώντας το µήκος της περιφέρειας  C  µε το 2π και καταλήγει στο αποτέλεσµα :  

 

                                 rπρ = C/2π 
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                                                             Εικ.  1 

 

Εποµένως, βρίσκει ότι η ακτίνα που µέτρησε rµετρ ήταν µεγαλύτερη από την 

προβλεπόµενη rπρ. Αν το ζήτηµα του κινήσει το ενδιαφέρον και θελήσει να εµβαθύνει 

περισσότερο, πιθανόν να ορίσει ως "υπεροχή ακτίνας" την διαφορά των δύο τιµών 

και να γράψει : 

                               rµετρ - rπρ = rυπερ 

ώστε να µελετήσει στην συνέχεια πως εξαρτάται η εν λόγω διαφορά από το µέγεθος 

του κύκλου. 

 

H βαρυτική θεωρία του Einstein  

 

           Σύµφωνα µε τη θεωρία της γενικής σχετικότητας, η βαρύτητα δεν 

αντιµετωπίζεται σαν δύναµη όπως οι άλλες, αλλά είναι συνέπεια του γεγονότος της 

καµπυλότητα του χωροχρόνου από την παρουσία µέσα του ύλης και ενέργειας. 

Μικρά σώµατα σαν τους πλανήτες κινούνται σε τροχιές γύρω από τον ήλιο όχι από 

την έλξη του ήλιου, αλλά επειδή απλούστατα ακολουθούν τις πιο "ευθείες" 

διαδροµές στον καµπυλωµένο χωροχρόνο, που ονοµάζονται γεωδαισιακές. Μια 

ευθεία γραµµή µπορεί να οριστεί σαν η συντοµότερη απόσταση ανάµεσα σε 2 σηµεία 

στον Ευκλείδειο χώρο. Μια γεωδαισιακή καµπύλη είναι η διαδροµή µε το µικρότερο 

ή το µεγαλύτερο µήκος ανάµεσα σε δύο γειτονικά σηµεία.  

    ∆ύο εικόνες ίσως µας βοηθήσουν:  στην εικ. 2 φαίνεται πάνω στη σελίδα µας ο 

τρισδιάστατος χώρος γύρω από τον ήλιο, καµπυλωµένος από τη βαρύτητα (µε την 

καµπυλότητα υπερβολικά τονισµένη). Εξαιτίας της καµπυλότητας, ένας πλανήτης 

στο P που έχει την τάση να κινηθεί προς τα δεξιά πάνω σε ευθεία γραµµή, αντί να 

κινηθεί έτσι, θ' ακολουθήσει κάποια καµπύλη τροχιά PQ. Έτσι, µπορούµε ίσως ν' 

αντιληφθούµε γιατί ένας πλανήτης διαγράφει µια τροχιά γύρω από τον ήλιο. Η 

εικόνα όµως αυτή είναι ελαττωµατική, γιατί δεν δείχνει ούτε τον χρόνο ούτε την 

καµπυλότητά του. Έτσι είναι παραπλανητική, γιατί η κύρια αιτία της πλανητικής 

κίνησης δεν είναι τόσο η καµπύλωση του χώρου, όσο η καµπύλωση του χρόνου, που  
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                                                            Εικ.  2 

 

όπως είδαµε, συνδέεται µε τη µεταβολή της ταχύτητας του φωτός σ' ένα βαρυτικό 

πεδίο.  

     Η καµπυλότητα του χρόνου δεν µπορεί εύκολα να παρασταθεί γραφικά. Χωρίς να 

τη δείξουµε, ας δούµε στη συνέχεια και την εικ. 3,  µε τον χρόνο σαν κατακόρυφο 

άξονα πάνω στη σελίδα µας. 

     Η διπλή γραµµή είναι η κοσµική γραµµή του ήλιου µέσα στο χρόνο. Η ελικοειδής 

γραµµή παριστάνει την κοσµική γραµµή ενός πλανήτη, µια γεωδαισιακή γραµµή του 

καµπυλωµένου χωροχρόνου γύρω από τον ήλιο. Ας φανταστούµε ότι είµαστε πάνω 

σε µια πλατφόρµα που παριστά το “παρόν” µας. Επειδή το παρόν µας κινείται προς 

το µέλλον, η πλατφόρµα στο διάγραµµα θα ανυψωθεί, αφού παραστήσαµε τον χρόνο 

µε διεύθυνση προς τα πάνω. Καθώς η πλατφόρµα ανυψώνεται, η έλικα θα τη 

συναντήσει σε διαδοχικά σηµεία, που από την πλατφόρµα θα φαίνονται σαν ένα 

µοναδικό σηµείο της τροχιάς γύρω από τον ήλιο.  

    Κάθε µία από αυτές τις δυο εικόνες ήταν εν γνώσει µας ελαττωµατική. Παρόλ' 

αυτά, η κάθε µία µε τον τρόπο της µας δίνει κάποια ένδειξη περί τίνος πρόκειται και 

αν τις συγκρατήσουµε - έστω και ασαφή - στο µυαλό µας, θα έχουµε µια όχι και τόσο 

κακή εικόνα του βαρυτικού κόσµου του Einstein. 

     Όπου υπάρχει ένα σώµα µε µεγάλη µάζα, το διάστηµα γύρω του είναι κυρτό και ο 

βαθµός της κυρτότητας, δηλαδή ο βαθµός της απόκλισης από την Ευκλείδεια 

γεωµετρία, εξαρτάται πάντα από τη µάζα του αντικειµένου. Ο νόµος που διατύπωσε 

ο Einstein για την καµπυλότητα συνίσταται στην εξής πρόταση : 

" Έστω ότι χάριν απλότητας η ύλη παρουσιάζει συνεχή κατανοµή µε ορισµένη 

πυκνότητα, που ωστόσο ενδέχεται να µεταβάλλεται από περιοχή σε περιοχή. Αν σε 

µια περιοχή του χώρου υπάρχει ύλη και θεωρήσουµε µια σφαίρα αρκετά µικρή, ώστε 

η πυκνότητα ρ της ύλης στο εσωτερικό της να παραµένει ουσιαστικά σταθερή, τότε η 

σφαίρα θα παρουσιάζει υπεροχή ακτίνας ανάλογη της µάζας που περιέχεται στο 

εσωτερικό της. Χρησιµοποιώντας τον ορισµό της υπεροχής ακτίνας έχουµε : 
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                                      Εικ.  3 

 
 

                              
2

4 3

G
r r M

c
υπερ µετρ

π

Α
= − =           

όπου G  η σταθερά παγκόσµιας έλξης, c  η ταχύτητα του φωτός, Μ = 4πρr3/3  η µάζα 

της ύλης στο εσωτερικό της σφαίρας και Α = 4πr2  το εµβαδόν της σφαιρικής 

επιφάνειας. 

Η βαρύτητα δεν  µπορεί να  περιοριστεί στα όρια του τρισδιάστατου χώρου, αλλά 

εκτείνεται  στην περιοχή του τετραδιάστατου  χωροχρόνου. Στην  περιοχή του 

κυρτού χωροχρόνου, οι παραµορφώσεις που προκαλεί η βαρύτητα, δεν αφορούν 

µόνον τις χωρικές σχέσεις που περιγράφει η γεωµετρία του Riemman, αλλά και τις 

χρονικές σχέσεις, δηλαδή τα χρονικά διαστήµατα. Η ροή του χρόνου δεν ακολουθεί 

σταθερό ρυθµό, αλλά µεταβάλλεται ανάλογα µε την κυρτότητα της κάθε περιοχής 

και σύµφωνα µε τη κατανοµή των µαζών των σωµάτων.  

      Ήταν όµως οι 10 τανυστικές βαρυτικές εξισώσεις πεδίου του Εinstein, που 

διαµορφώνουν την καµπυλότητα του χωροχρόνου, αξιόπιστες; Αυτό µπορούσε να 

ελεγχθεί αµέσως. Η κίνηση του πλανήτη Ερµή δεν συµµορφωνόταν τέλεια στη 

Νευτώνεια θεωρία. Το περιήλιό του (το πλησιέστερο στον ήλιο σηµείο της τροχιάς 

του) είχε παρατηρηθεί ότι προχωρούσε 5600΄΄ κάθε αιώνα και παρόλο που το 

µεγαλύτερο µέρος µπορούσε να εξηγηθεί µε τη Νευτώνεια θεωρία, έµενε κάποιο 

υπόλοιπο 45΄΄ χωρίς κάλυψη. Η θεωρία της γενικής σχετικότητας µπόρεσε να 

καλύψει το έλλειµµα αυτό, υπολογίζοντας 43΄΄ πρόσθετη προώθηση του περιήλιου 

του Ερµή ανά αιώνα. Ας σηµειωθεί, ότι σύµφωνα µε τη θεωρία της γενικής 

σχετικότητας, που αποµακρύνεται λίγο από αυτήν του Newton, υπάρχει µια µικρή 

διαφορά από τον νόµο της τροχιακής κίνησης των Kepler-Newton, έτσι που η γωνία 

που διαγράφει η ακτίνα ήλιος-πλανήτης, ανάµεσα σ' ένα περιήλιο και στο επόµενο, 

διαφέρει από τη γωνία της ολοκληρωµένης περιφοράς (δηλαδή από τις 360°), διότι ο 
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µεγάλος άξονας της έλλειψης γυρίζει γύρω από τον ήλιο στην κατεύθυνση της 

τροχιακής κίνησης του πλανήτη. Αυτή όµως η περιστροφή για τους άλλους πλανήτες 

του ηλιακού µας συστήµατος είναι τόσο µικρή, που δεν µπορεί να διαπιστωθεί µε τα 

όργανα µετρήσεων.  

      Απεδείχθη επίσης η εκτροπή του φωτός από το πεδίο βαρύτητας, παίρνοντας 

φωτογραφίες των άστρων που γειτονεύουν στον ήλιο, κατά τη διάρκεια µιας ολικής 

του έκλειψης και µια φορά που ο ήλιος έλειπε από τη συγκεκριµένη θέση του 

ουρανού, όπου βρισκόταν όταν τραβήχτηκε η πρώτη φωτογραφία.  

     Αν οι εξισώσεις της θεωρίας της γενικής σχετικότητας περιορισθούν στην 

περίπτωση όπου τα πεδία βαρύτητας πρέπει να θεωρούνται αδύνατα και όπου όλες οι 

µάζες µετακινούνται, σε σχέση µε το σύστηµα συντεταγµένων, µε ταχύτητες που 

είναι πολύ µικρές συγκρινόµενες µ' αυτή του φωτός, έχουµε τη θεωρία του Newton 

σαν πρώτη πολύ καλή προσέγγιση, η οποία έτσι βγαίνει χωρίς καµία υπόθεση, ενώ ο 

Newton ήταν υποχρεωµένος να υποθέσει ότι η έλξη ανάµεσα σε υλικά σηµεία είναι 

αντιστρόφως ανάλογη µε το τετράγωνο της απόστασής τους. Αν αυξηθεί η ακρίβεια 

υπολογισµού, διαπιστώνονται διαφορές από τη θεωρία του Newton, που βέβαια 

ξεφεύγουν ακόµη όλες από την παρατήρηση εξαιτίας της µικρότητάς τους. Αυτή η 

συµφωνία πάει τόσο µακριά, που δεν βρέθηκαν ως τώρα παρά λίγες συνέπειες της 

θεωρίας της σχετικότητας προσιτές στο πείραµα όπου δεν οδηγεί η προ της 

σχετικότητας Νευτώνεια φυσική, παρά τη βαθιά διαφορά των βασικών υποθέσεων 

των δύο θεωριών. Η θεωρία της σχετικότητας βρήκε τεράστια εφαρµογή στον 

υποατοµικό κόσµο των ιλιγγιωδών ταχυτήτων.  

     Ας συνοψίσουµε λοιπόν όσα είπαµε ως τώρα. 

   Οι ατοµικές αντιλήψεις τόσο του ∆ηµόκριτου όσο και του Newton βασίστηκαν στη 

θεµελιώδη διάκριση ανάµεσα στην ύλη και τον “κενό” χώρο. Από την άποψη της 

γενικής σχετικότητας, η διάκριση αυτή καταργείται. Όπου υπάρχει ένα σώµα µε 

µεγάλη µάζα, εκεί θα υπάρχει αναγκαστικά κι ένα πεδίο βαρύτητας. Και αυτό το 

πεδίο εκδηλώνεται σαν η κυρτότητα του χώρου που περιβάλλει το σώµα αυτό. 

Ωστόσο δεν θα πρέπει να νοµίζουµε ότι το πεδίο “γεµίζει” τον χώρο και τον 

υποχρεώνει να “γίνει” κυρτός. ∆εν υπάρχει διάκριση ανάµεσα στις 2 έννοιες: Το 

πεδίο είναι ο κυρτός χώρος.  

  Ο Einstein διατύπωσε δύο νόµους για την βαρύτητα : 

(1) Ο πρώτος περιγράφει πως τροποποιεί  την γεωµετρία του χωροχρόνου η 

παρουσία της ύλης. Ο νόµος αυτός ορίζει ότι η µέση καµπυλότητα, εκφρασµένη 

βάσει της υπεροχής ακτίνας, είναι ανάλογη της µάζας που περιέχεται στο 

εσωτερικό µιας σφαίρας. 

(2) Ο δεύτερος περιγράφει πως κινούνται τα αντικείµενα στα οποία ασκούνται 

αποκλειστικά και µόνο βαρυτικές δυνάµεις και ορίζει ότι µεταβαίνουν από το 

ένα σηµείο του χωροχρόνου στο άλλο ακολουθώντας τις τροχιές εκείνες που 

µεγιστοποιούν τον ιδιοχρόνο. Το µέγιστο πλεονέκτηµα που παρουσιάζει αυτός 

ο νόµος έγκειται στο ότι δεν εξαρτάται από το σύστηµα συντεταγµένων ούτε 

από οποιονδήποτε άλλο τρόπο περιγραφής της κατάστασης. 
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Στη γενική σχετικότητα, το πεδίο βαρύτητας και η δοµή ή η γεωµετρία του χώρου 

ταυτίζονται. Στις εξισώσεις πεδίου του Einstein εκφράζονται µε την ίδια µαθηµατική 

ποσότητα. Λέει σχετικά ο Einstein: “Είµαστε υποχρεωµένοι να δούµε την ύλη σαν 

σύνθεση των περιοχών του χώρου, όπου το πεδίο εµφανίζει µιαν ιδιαίτερη ένταση. 

Σε αυτό το νέο είδος φυσικής δεν υπάρχει θέση για το πεδίο και την ύλη. Η µόνη 

πραγµατικότητα είναι το πεδίο”. Η ανακάλυψη πως η µάζα δεν είναι τίποτα 

περισσότερο παρά µια µορφή ενέργειας µας υποχρέωσε να µεταβάλουµε ριζικά τις 

απόψεις µας ως προς τα σωµατίδια. Στη σύγχρονη φυσική, η µάζα δεν συνδέεται 

πλέον µε την υλική ουσία, και, κατά συνέπεια, τα σωµατίδια δεν θεωρούνται πλέον 

σαν τα θεµελιώδη συστατικά της ύλης, αλλά σαν συµπυκνώσεις ενέργειας. Τα 

σωµατίδια δεν πρέπει να απεικονίζονται σαν στατικά τρισδιάστατα αντικείµενα, σαν 

αναρίθµητες µικροσκοπικές µπαλίτσες ή κόκκοι άµµου, αλλά σαν τετραδιάστατες 

οντότητες του χωροχρόνου. Από την άποψη του χώρου µοιάζουν µε αντικείµενα που 

διαθέτουν κάποια µάζα, ενώ από την άποψη του χρόνου µοιάζουν περισσότερο σαν 

εξελικτικές διαδικασίες που απαιτούν την αντίστοιχη για την πραγµατοποίησή τους 

ενέργεια. Η θεωρία των κβάντα απέδειξε ότι τα σωµατίδια δεν είναι αποµονωµένοι 

κόκκοι ύλης, αλλά πρότυπα πιθανοτήτων, δεσµοί ενός αδιάσπαστου κοσµικού 

πλέγµατος. Η θεωρία του πεδίου, που µας προτείνει η σύγχρονη φυσική, µας 

υποχρεώνει να εγκαταλείψουµε την κλασσική διάκριση ανάµεσα στο κενό και στην 

ύλη, µάλιστα δε από τη στιγµή που αποδείχθηκε πως τα στοιχειώδη σωµατίδια 

µπορούν να γεννηθούν αυθόρµητα από το κενό, χωρίς την παρουσία νουκλεονίου ή 

άλλου ισχυρού σωµατιδίου. Το κενό δεν είναι κενό! Αντίθετα περιέχει έναν 

απεριόριστο αριθµό σωµατιδίων που δηµιουργούνται και εξαφανίζονται ασταµάτητα. 

   Όσον αφορά τον χρόνο, οι περισσότεροι άνθρωποι πιστεύουν ότι ο χρόνος κυλάει. 

Στην πραγµατικότητα µένει εκεί που βρίσκεται. Για το απόλυτο δεν υπάρχει ούτε 

χρόνος, ούτε χώρος, ούτε αιτιότητα.   

 

 

Μαύρες τρύπες  
 

         Το πιο εντυπωσιακό αποτέλεσµα της κυρτότητας του χωροχρόνου, στην 

περιοχή της αστροφυσικής είναι ο θάνατος των άστρων. Πεθαίνοντας από βαρύτητα, 

το άστρο γίνεται όλο και πιο πυκνό. Η δύναµη της βαρύτητας στην επιφάνειά του 

γίνεται συνεχώς ισχυρότερη και, κατά συνέπεια, ο χωροχρόνος γύρω του υιοθετεί 

µιαν όλο και µεγαλύτερη κυρτότητα. Η αυξανόµενη βαρύτητα στην επιφάνεια του 

άστρου εµποδίζει οποιαδήποτε διαφυγή σωµατιδίων ή ενέργειας προς το διάστηµα. 

Από ένα σηµείο κι έπειτα, ακόµη και το φως δεν µπορεί να ξεφύγει από την 

επιφάνειά του, εφόσον η βαρύτητα είναι ισχυρότερη από την ηλεκτροµαγνητική 

ακτινοβολία. Η επικοινωνία µε τα άλλα άστρα, και γενικά µε τον εξωτερικό χώρο, 

παύει να υφίσταται. Πράγµα που σηµαίνει ότι µας είναι αδύνατο να δούµε ένα τέτοιο 

άστρο και για τον λόγο αυτό το ονοµάζουµε µαύρη τρύπα. Οι µαύρες τρύπες 

αντιπροσωπεύουν τις ιδανικές εκφράσεις της σχετικιστικής θεωρίας. Η ισχυρή 

κυρτότητα του χωροχρόνου στην περιοχή τους δεν περιορίζει µόνο την εκποµπή του 
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φωτός, αλλά παράλληλα εξαφανίζει την έννοια του χρόνου. Αν υποτεθεί ότι είχαµε 

στη διάθεσή µας ένα εκπληκτικό ρολόι, ικανό να τοποθετηθεί και να λειτουργήσει 

στην επιφάνεια ενός άστρου που πεθαίνει, θα βλέπαµε πως, µετά τη διακοπή της 

εκποµπής του φωτός, θα σταµατούσαν και οι χτύποι του ρολογιού, όχι εξαιτίας 

κάποιας βλάβης, αλλά επειδή στα πλαίσια ενός τόσο κυρτού και τόσο πυκνού 

σώµατος όπως η µαύρη τρύπα, η ροή του χρόνου χάνει τη σηµασία της και παύει να 

υφίσταται. Το όλο θέµα και πάλι ανάγεται στη φύση και στη θέση του παρατηρητή. 

Και αυτό, γιατί στο εσωτερικό του άστρου που πεθαίνει δεν παρατηρείται τίποτε το 

αφύσικο, ακόµη και όταν η εκποµπή του φωτός γίνει αδύνατη. Ο χρόνος στο 

εσωτερικό της µαύρης τρύπας συνεχίζει ν' ακολουθεί τη φυσιολογική του ροή. Ας 

θέσουµε τώρα το ερώτηµα: Πότε πεθαίνει ένα άστρο στην πραγµατικότητα; Από την 

άποψη της σχετικιστικής θεωρίας που µας προσέφερε την παραπάνω περιγραφή, το 

ερώτηµα αυτό δεν έχει απάντηση ούτε νόηµα. Η διάρκεια της ζωής ενός άστρου που 

πεθαίνει είναι σχετική και εξαρτάται από το πλαίσιο αναφοράς που χρησιµοποιεί ο 

παρατηρητής. Στη γενική θεωρία της σχετικότητας οι κλασσικές έννοιες του χώρου 

και του χρόνου, σαν απόλυτες και ανεξάρτητες φυσικές οντότητες, διαγράφονται 

οριστικά. Από τη µια µεριά, όλες οι µετρήσεις που αφορούν το χώρο και το χρόνο 

είναι σχετικές και εξαρτώνται από την κατάσταση της κίνησης του παρατηρητή. Από 

την άλλη µεριά, η όλη δοµή του χωροχρόνου συνδέεται άµεσα και αδιαχώριστα µε 

τη διανοµή της µάζας. Ο χώρος είναι κυρτός σε µιαν ανεξάρτητη ποικιλία 

καµπυλότητας και ο χρόνος ακολουθεί διαφορετικούς ρυθµούς ροής στα διαφορετικά 

σηµεία του σύµπαντος. Επίσης, εφόσον τα υποατοµικά σωµατίδια µπορούν να 

κινηθούν σύµφωνα ή αντίθετα µε τη ροή του χρόνου, όπως µπορούν να κινηθούν 

δεξιά και αριστερά µέσα στον χώρο, η µονοδροµική αντίληψη του χρόνου χάνει τη 

σηµασία της!  
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                                                       Εικ.   4 

 

   Στην εικ. 4, βλέπουµε τις προβλέψεις της Γ.Θ.Σ.  για την καµπύλωση 

του χώρου και την βαρυτική µετατόπιση προς το ερυθρό του φωτός από 

τρία συµπαγή άστρα µε ίσες µάζες, αλλά διαφορετικές περιµέτρους. Το 

πρώτο έχει περίµετρο τέσσερις φορές µεγαλύτερη από την κρίσιµη, το 

δεύτερο δύο φορές µεγαλύτερη και το τρίτο έχει περίµετρο ακριβώς ίση 

µε την κρίσιµη. ∆ηλαδή, η επιφάνεια του τρίτου άστρου συµπίπτει µε τον 

ορίζοντα γεγονότων µιας µαύρης τρύπας. Η γεωµετρία Schwarzschild 

προβλέπει ότι για κάθε άστρο υπάρχει µία κρίσιµη περίµετρος, η οποία 

εξαρτάται από την µάζα του. Ένα άστρο του οποίου η περίµετρος ισούται 

µε την  κρίσιµη πρέπει να φαίνεται απολύτως σκοτεινό όταν το 

κοιτάζουµε από επαρκώς µακριά. 
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                                              Εικ.  5 

 

   Στην εικ. 5 ( "αέναη κίνηση"  του M.C. Escher ), παρατηρούµε ότι αν κοιτάξουµε 

τον πίνακα από διαφορετικές οπτικές γωνίες - λόγου χάρη, θεωρώντας αρχικά ότι το 

ρεύµα του νερού βρίσκεται στο ίδιο ύψος µε την κορυφή της υδατόπτωσης, ενώ στη 

συνέχεια ότι βρίσκεται στο ίδιο ύψος µε την βάση της υδατόπτωσης - , µεταπηδούµε 

από την µία "εικόνα" στην άλλη, κάτι που µπορεί να παραλληλιστεί µε αυτό που 

βιώνει ένας θεωρητικός φυσικός όταν µεταπηδά από το παράδειγµα του 

καµπυλωµένου χωροχρόνου στο παράδειγµα του επίπεδου χωροχρόνου. 
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                             Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο     1 

 

 

 

1. 1.   ΑΡΧΕΣ ΤΗΣ ΓΕΝΙΚΗΣ ΘΕΩΡΙΑΣ ΤΗΣ ΣΧΕΤΙΚΟΤΗΤΑΣ 

 

              Η Γενική θεωρία της Σχετικότητας βασίζεται σε µερικές βασικές αρχές, που 

οδήγησαν τον Einstein σε µια νέα θεωρία που θα συµπεριλάµβανε και την βαρύτητα. 

Αυτές είναι :  

Η αρχή του Mach, η αρχή της ισοδυναµίας, η αρχή του συναλλοίωτου, η αρχή της 

γενικής αµεταβλητότητας,  η γεωδαισιακή υπόθεση και  η αρχή της αντιστοιχίας.  

 

1) Aρχή του Mach: 

      Οι νόµοι του Newton ισχύουν σε αδρανειακά συστήµατα. Άραγε, ποια µορφή 

παίρνουν αυτοί οι νόµοι σε µη αδρανειακά συστήµατα; Την απάντηση στο ερώτηµα 

έδωσε ο Mach και συµπεριλαµβάνεται σε τρία αξιώµατα που διατύπωσε. 

Ι) Η κατανοµή της ύλης καθορίζει την γεωµετρία του χώρου.  

ΙΙ) Αν δεν υπάρχει ύλη, τότε δεν υπάρχει γεωµετρία. Σύµφωνα µε αυτό, δεν 

µπορούµε να µιλάµε για κίνηση ή γεωµετρία σε κενό Σύµπαν. 

ΙΙΙ) Ένα σώµα σε κενό Σύµπαν δεν µπορεί να έχει αδρανειακές ιδιότητες. Σύµφωνα 

µε αυτό, αν το Σύµπαν περιλαµβάνει ένα µόνο σώµα, το σώµα αυτό εφόσον δεν 

υπάρχει τίποτα µε το οποίο µπορεί να αλληλεπιδράσει, δεν θα πρέπει να κατέχει 

οποιαδήποτε αδρανειακή ιδιότητα. 

 

2)   Αρχή της ισοδυναµίας (principle of equivalence) :  

      ∆εν µπορούµε να διακρίνουµε τις αδρανειακές δυνάµεις από τις δυνάµεις 

βαρύτητας, κατά συνέπεια ένα οµογενές βαρυτικό πεδίο είναι ισοδύναµο ως προς 

όλα τα φαινόµενα µε ένα οµαλά επιταχυνόµενο σύστηµα αναφοράς. Mε πιο απλά 

λόγια : "Κάθε σύστηµα που εκτελεί ελεύθερη πτώση είναι τοπικά ισοδύναµο µ' ένα 

αδρανειακό σύστηµα". 

   Η βαρύτητα ως δύναµη διακρίνεται από όλες τις άλλες δυνάµεις στο εξής :  η 

κίνηση ενός σώµατος σε ένα πεδίο βαρύτητας είναι ανεξάρτητη από τη µάζα και τη 

σύνθεσή του (αρχή της ισχυρής ισοδυναµίας). Οι ηλεκτροµαγνητικές δυνάµεις 

επηρεάζουν µόνο τα φορτισµένα σώµατα και οι τροχιές που διαγράφουν αυτά 

εξαρτάται από τον λόγο του φορτίου προς την µάζα. Επίσης και οι άλλες δύο 

δυνάµεις της Φύσης, όπως η ισχυρή και η ασθενής αλληλεπίδραση επηρεάζουν µε 

διαφορετικό τρόπο διαφορετικά σωµατίδια. 

     Σε κάθε σώµα, η βαρυτική µάζα µιας φυσικής βαρυτικής πηγής δηµιουργεί ένα 

βαρυτικό πεδίο, ενώ η µάζα αδράνειας αντιδρά σε κάθε µεταβολή της κινητικής 

κατάστασης της πηγής. Η βαρυτική µάζα mβ  εµφανίζεται στον νόµο της παγκόσµιας 
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έλξης του Newton :  F = GMmβ/r
2
 , ενώ η αδρανειακή µάζα mα εµφανίζεται στην 

σχέση : F = mαα . Η ισότητα των δύο αυτών µαζών ονοµάζεται αρχή της ασθενούς 

ισοδυναµίας. Η έννοια ασθενής ισοδυναµία διατυπώνεται λόγω του ότι αναφέρεται 

µόνο στην βαρύτητα. Αξίζει να παρατηρήσουµε ότι η ισοδυναµία ενός βαρυτικού 

πεδίου µε ένα επιταχυνόµενο σύστηµα αναφοράς εµφανίζεται µόνο σε ειδικές 

περιπτώσεις, όπως του οµογενούς βαρυτικού πεδίου. Στην περίπτωση τυχαίου 

βαρυτικού πεδίου περιοριζόµαστε στην µεταφορική κίνηση υλικών σηµείων.  

Ένα φαινόµενο το οποίο προβλέπεται από την αρχή της ισοδυναµίας είναι η 

καµπύλωση µιας φωτεινής ακτίνας εξαιτίας της βαρύτητας. 

 

3)    Αρχή του συναλλοίωτου (covariance principle) :  

      Όλοι οι νόµοι της Φυσικής πρέπει να εκφράζονται από συναλλοίωτες εξισώσεις, 

δηλαδή να έχουν τανυστική µορφή. 

    Σύµφωνα µε αυτή την αρχή όταν µετασχηµατίζονται οι συντεταγµένες δεν αλλάζει 

η συναρτησιακή µορφή των εξισώσεων. Εξ` άλλου οι φυσικοί νόµοι πρέπει να είναι 

δυνατόν να εκφράζονται σε κάθε σύστηµα συντεταγµένων. 

 

4)   Αρχή της γενικής αµεταβλητότητας (principle of general invariance) :   

       Όταν µετασχηµατίζονται οι συντεταγµένες παραµένουν αµετάβλητες οι 

αριθµητικές τιµές των αριθµητικών σταθερών, π.χ. η ταχύτητα φωτός, ο τανυστής 

Minkowski κ.ά. 

 

5)   Γεωδαισιακή υπόθεση (geodesic principle):   

       Αυτή καθορίζει το είδος των επιτρεπτών τροχιών των ελεύθερα κινούµενων 

υλικών σωµατιδίων και φωτεινών ακτίνων.  

   Την καµπυλότητα του χώρου την προκαλεί η παρουσία της ύλης, δηλαδή της µάζας 

(ή της ενέργειας). Έτσι τα σώµατα κινούνται όχι λόγω κάποιας βαρυτικής δύναµης 

αλλά κινούνται στις τροχιές του καµπύλου χωροχρόνου, που λέγονται γεωδαισιακές. 

Η γεωδαισιακή είναι η καµπύλη µε το µικρότερο (ή το µεγαλύτερο) µήκος ανάµεσα 

σε δύο γειτονικά σηµεία, όπως η ευθεία στον επίπεδο Ευκλείδειο χώρο. 

 

6)   Αρχή της αντιστοιχίας (correspondence principle) :  

     Για ασθενή βαρυτικά πεδία και για πολύ µικρές ταχύτητες συγκριτικά µε την 

ταχύτητα του φωτός, οι εξισώσεις της Γενικής θεωρίας της Σχετικότητας πρέπει να 

ανάγονται στις εξισώσεις της Νευτώνειας µηχανικής. 

 

 

 

1.2.    ∆ΟΜΗ  ΤΟΥ  ΧΩΡΟΧΡΟΝΟΥ 

 

          Κάθε γεγονός µπορεί να περιγραφεί όταν καθοριστούν το πότε και το που 

έγινε. Κατά συνέπεια, µπορούµε να περιγράψουµε τα γεγονότα µε σηµεία στον 

τετραδιάστατο χώρο, χρησιµοποιώντας τις συντεταγµένες : (t,x,y,z). Συχνά µπορούµε 
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να δώσουµε τον εναλλακτικό συµβολισµό : (x
0
, x

1
, x

2
, x

3
) όπου x

0
 = ct. Οι 

συνιστώσες x
0
, x

1
, x

2
, x

3
 ονοµάζονται ανταλλοίωτες (contravariant) συνιστώσες του 

διανύσµατος θέσης. 

   Έστω δύο γειτονικά σηµεία του χωροχρόνου που χωρίζονται από ένα µικρό 

διάστηµα (dt,dx,dy,dz). Για να ορίσουµε την γεωµετρία του χωροχρόνου πρέπει να 

ορίσουµε την στοιχειώδη απόσταση µεταξύ των γειτονικών αυτών σηµείων. Αυτή η 

χωροχρονική απόσταση (που εκφράζει και το πυθαγόρειο θεώρηµα στον 

τετραδιάστατο χώρο) δίνεται από την σχέση : 

                ds
2 = -HcdtL2 +HdxL2 +HdyL2 +HdzL2 H1 - 1L 

ή κατ`άλλον τρόπο : 

                                

ds
2 =β

µ=0

3β
ν=0

3

gµν HxL dxµ dxν H1 - 2L
 

   Η σχέση (1-2), αν χρησιµοποιήσουµε την σύµβαση του Einstein (κάθε 

επαναλαµβανόµενος δείκτης που εµφανίζεται σε πάνω και κάτω θέση υποδηλώνει 

άθροιση ως προς τις τιµές που µπορεί να πάρει ο δείκτης, στην προκειµένη 

περίπτωση από 0 µέχρι 3) γράφεται ως εξής πιο κοµψά : 

                                      
ds

2 = gµν HxL dxµ dxν H1 - 3L 
    Οι δείκτες µ,ν ως προς τους οποίους γίνεται η άθροιση, λέγονται βωβοί δείκτες ή 

δείκτες άθροισης.  Το σύµβολο gµν(x) είναι ένας συµµετρικός πίνακας 4x4, που εν 

γένει εξαρτάται από τις συντεταγµένες x
i
 και ονοµάζεται µετρικός τανυστής του 

χώρου ή µετρική, περιγράφει δε το βαρυτικό πεδίο στην θεωρία του Einstein. Η 

µορφή του στον χώρο Minkowski είναι : 

                                           

gµν = nµν =

i
k

- 1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

y
{ 

και γι`αυτό το λόγο ονοµάζεται τανυστής Minkowski. Ο χωρόχρονος µε αυτήν την 

µετρική , στον οποίο δεν εµφανίζεται το πεδίο βαρύτητας ονοµάζεται επίπεδος. Αν 

δεν υπάρχει σύστηµα συντεταγµένων, στο οποίο ο µετρικός τανυστής να 

περιγράφεται µε την µετρική που αναφέρθηκε προηγουµένως, τότε ο χωρόχρονος 

αυτός ονοµάζεται καµπύλος ή καµπυλωµένος. 

    Να σηµειώσουµε ότι εκτός από τις ανταλλοίωτες συνιστώσες που αναφέρθησαν 

πριν, έχουµε και τις συναλλοίωτες (covariant) συνιστώσες x0, x1, x2, x3. H σχέση 

µεταξύ ανταλλοίωτων και συναλλοίωτων συνιστωσών είναι :   xµ = gµν x
ν
 .  Άρα η 

σχέση  (1-3) γράφεται επίσης :  ds
2
 = dx

µ
 dxµ . Οι τανυστές gµν και g

µν
 (όπου g

µν
 ο 

αντίστροφος του µετρικού τανυστή), χρησιµοποιούνται για την ανύψωση των 

συναλλοίωτων και την καταβίβαση των ανταλλοίωτων δεικτών ενός τανυστή 

αντίστοιχα, π.χ.  Αµ = gµνΑ
ν
 ,  Α

µ
 = g

µν
Αν. 

Η σχέση µεταξύ των g
µν

 και gµν είναι :  

                                                                            
gµν  gνκ = δµ

κ
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  Αναφέρουµε µερικά παραδείγµατα µετρικών:  

i) σε ένα χώρο δύο διαστάσεων µε καρτεσιανές συντεταγµένες x
1
, x

2
  για την 

στοιχειώδη απόσταση δύο γειτονικών σηµείων έχουµε : ds
2
 = (dx

1
)
2 

+ (dx
2
)
2
 ,   και 

η µετρική είναι : gµν = δµν ,  όπου µ,ν = 1,2   και υπό µορφή πίνακα  :                                      

                                                              

gµν =J1 0

0 1
N

 
Αν χρησιµοποιήσω πολικές συντεταγµένες έχω : x

1
 = r , x

2
 = θ , οπότε :  

ds
2
 = dr

2 
+ r

2
dθ

2
 ,     και η µετρική γίνεται : 

                                                           

gµν =J1 0

0 r2
N

 
ii) Στον Ευκλείδειο χώρο (χωρόχρονος Newton) αν χρησιµοποιήσω σφαιρικές 

συντεταγµένες r , θ , φ   θα έχω : ds
2
 = dr

2 
+ r

2
(dθ

2
 + sin

2
θdφ

2
) ,    και η µετρική 

του θα είναι : 

                            

gµν =
ik
1 0 0

0 r2 0

0 0 r2 sin2 θ

y{ 

      Γενικά :    Αν η µετρική έχει διαγώνια στοιχεία που είναι όλα θετικά : (+ + + +), 

τότε λέµε ότι ο χώρος είναι χώρος Riemann.  Αν η µετρική έχει διαγώνια στοιχεία :   

( - + + + ) , τότε είναι ψευδο- Riemann (ή Lorentzian). 

Aν γενικεύσουµε το πυθαγόρειο θεώρηµα σ`ένα χώρο Μ διαστάσεων n , µε ένα 

τοπικό σύστηµα συντεταγµένων  x
1
,x

2
,…,x

n
  τότε η έκφραση : 

                                             ds
2
 = gµν(x)dx

µ
dx
ν
     (1-4) 

δίνει το διάστηµα µεταξύ ενός γεγονότος  xµ και ενός γεγονότος xµ + dxµ. Το πλήθος 

των συναρτήσεων  gµν(x)  είναι δέκα (γιατί gµν = gνµ) και αποτελούν ένα συµµετρικό 

τανυστή δεύτερης τάξης. Κάθε γεωµετρία, της οποίας η σύνδεση µεταξύ των ds2 και 

dxµ  δίνεται από µια σχέση της µορφής (1-4) ονοµάζεται γεωµετρία Riemann. 

 

 

 

1.3. ΤΑΝΥΣΤΕΣ 

 

       Στην Νευτώνεια θεωρία, τα διανύσµατα είναι αποτελούν βασικά εργαλεία. Αυτό 

γιατί, τα διανύσµατα συνοψίζουν ένα σύνολο τριών εξισώσεων σε ένα και 

παράλληλα φανερώνουν την γεωµετρία του προβλήµατος.  

   Στα πλαίσια της γεωµετρίας Riemann, που είναι απαραίτητη στην Γ.Θ.Σ. κεντρικό 

ρόλο παίζουν οι τανυστές. Ο λόγος που µία εξίσωση είναι γραµµένη σε τανυστική 

µορφή είναι ότι θα ισχύει σε όλα τα συστήµατα συντεταγµένων, αδρανειακά ή µη. 

   Σε ένα χώρο n διαστάσεων, τανυστές είναι σύνολα συναρτήσεων, που όταν 

µετασχηµατίζονται οι συντεταγµένες , µετασχηµατίζονται µε ένα συγκεκριµένο 

νόµο. Ένας τανυστής µηδενικής τάξης είναι µια απλή συνάρτηση των συντεταγµένων 

όπου η αριθµητική της τιµή είναι ίδια σε όλα τα συστήµατα συντεταγµένων, δηλαδή 
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ο τανυστής µηδενικής τάξης είναι ένα βαθµωτό µέγεθος. Ένας τανυστής πρώτης 

τάξης είναι ένα σύνολο n συναρτήσεων, δηλαδή ένα διάνυσµα n διαστάσεων, όπου οι 

n συναρτήσεις αποτελούν τις  n  συνιστώσες του. Ένας τανυστής δεύτερης τάξης  

είναι ένα σύνολο  n2  συναρτήσεων, όπως για παράδειγµα ο µετρικός τανυστής. 

   Οι τανυστές µετασχηµατίζονται κάτω από ένα γενικό µετασχηµατισµό των 

παλαιών συντεταγµένων xµ  στις νέες συντεταγµένες  x΄µ. Οι στοιχειώδεις µεταβολές 

των συντεταγµένων µετασχηµατίζονται ως : 

                        

dx
µ́ =

¶ x µ́

¶ xν
 dxν , dx

µ =
¶xµ

¶x ν́
 dx ν́ H1 - 5L

 
Οι µερικές παράγωγοι µετασχηµατίζονται ως εξής : 

                   

¶

¶x µ́
=

¶

¶xν
.

¶ xν

¶ x µ́
,

¶

¶ xµ
=

¶

¶x ν́
.

¶x΄ν

¶xµ
H1 - 6L

 
Συµβολισµός παραγώγων : Στο εξής οι παράγωγοι θα συµβολίζονται µέσω των 

συνήθων κάτω δεικτών και ενός κόµµατος , δηλαδή : 

                                                   

¶f

¶x
Ί f,x ,

¶f

¶xµ
Ί f,µ

 
Γενικότερα ορίζω τανυστές ως προς γενικούς µετασχηµατισµούς συντεταγµένων : 

                                             f HxL™ f΄ Hx΄L= f HxL 

                                    Hτανυστής µηδενικής τάξηςL 
Αµ HxL™ Α µ́ Hx΄L=

¶x µ́

¶xν
 Αν HxLHανταλλοίωτος τανυστής πρώτης τάξηςL

Αµ HxL™ Aµ
΄ Hx΄L=

¶xν

¶x µ́
Αν HxLHσυναλλοίωτος τανυστής πρώτης τάξηςL

Αµν HxL™ Aµν
΄  Hx΄L=

¶xα

¶x µ́
.

¶xβ

¶x ν́
 Ααβ HxLHσυναλλοίωτος τανυστής δεύτερης τάξηςL

Αbc
a  HxL™ Αbc

á Hx΄L=
¶x á

¶xd
.

¶xe

¶x b́
.

¶ xf

¶ x ć
 Αef
d  HxLHµεικτός τανυστής τρίτης τάξης ανταλλοίωτος πρώτης τάξης

και συναλλοίωτος δεύτερης τάξηςL
κ.ο.κ.  
Συναλλοίωτη παράγωγος  :   Έστω ότι Φ(x) βαθµωτό πεδίο. Τότε αφού: 
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x
µ™ x

µ́ ” Φ΄ Hx΄L= Φ HxLοπότε :
¶µΦ HxL™ ¶΄µΦ

΄ Hx΄L=
¶ xν

¶ x µ́
 ¶νΦ HxL

” ¶µΦ HxLσυναλλοίωτος τανυστής 1ης τάξης  
Έστω Vµ(x) ένας τανυστής 1

ης
 τάξης. Τότε : 

¶νVµ HxL™ ¶΄νVµ
΄ Hx΄L=

¶xκ

¶x ν́
 ¶κ
ik¶xλ

¶x µ́
 Vλ HxLy{=

¶xκ

¶x ν́
 

¶2xλ

¶x µ́ ¶xκ
 Vλ HxL+

¶xκ

¶x ν́
 

¶xλ

¶x µ́
 ¶κVλ HxL

 

” ¶νVµ HxL δεν ορίζει τανυστή αφού ο πρώτος όρος του αθροίσµατος
είναι διάφορος του µηδενός.  

    Σε καρτεσιανές συντεταγµένες και γενικά όποτε οι συνιστώσες της µετρικής gµν  

είναι σταθεροί αριθµοί, το διαφορικό dA
µ
 ενός ανταλλοίωτου τανυστή  Α

µ
  και  οι 

µερικές παράγωγοί του Α
µ

,ν  είναι συνιστώσες τανυστή. Σε καµπυλόγραµµες 

συντεταγµένες όµως, δεν ισχύει αυτό, αφού το dA
µ
  είναι διαφορά δύο διανυσµάτων 

που βρίσκονται σε δύο διαφορετικά σηµεία µε συντεταγµένες  x
µ
  και  x

µ
 + dx

µ
.          

Έστω ότι οι συνιστώσες ενός ανταλλοίωτου διανύσµατος στις γειτονικές θέσεις x
µ
  

και  x
µ
 + dx

µ
  είναι Α

µ
  και  Α

µ
 + dΑ

µ
  αντίστοιχα. Με απειροστή παράλληλη 

µετατόπιση του διανύσµατος από την θέση x
µ
 στην θέση x

µ
 + dx

µ
  το διάνυσµα Α

µ
  

θα µεταβληθεί κατά δΑ
µ
. Άρα η διαφορά των διανυσµάτων που προκύπτει µετά την 

µετατόπιση είναι το διάνυσµα : 

DA
µ = dA

µ - δAµ Ί Α;ν
µ  dxν H1 - 7L, όπου

Α;ν
µ Ί

DAµ

dxν
= Α,ν

µ + Γνλ
µ

 Αλ H1 - 8L
 

Αντίστοιχα, για ένα συναλλοίωτο διάνυσµα  Αµ θα έχουµε : 

Αµ;ν Ί
DAµ

dxν
= Αµ,ν - Γµν

λ  Αλ H1 - 9L
 

     Οι ποσότητες  Α
µ

;ν  και  Αµ;ν  είναι τανυστές και ονοµάζονται συναλλοίωτες 

παράγωγοι των διανυσµάτων  Α
µ
  και  Αµ αντίστοιχα. Σε ένα σύστηµα 

καµπυλόγραµµων συντεταγµένων παίζουν το ρόλο που παίζουν τα Α
µ

,ν  και  Αµ,ν σε 

καρτεσιανό σύστηµα συντεταγµένων. Οι ποσότητες  Γ
µ
νλ  ονοµάζονται σύµβολα 

Christoffel. Αυτά είναι ορισµένες συναρτήσεις των συντεταγµένων και η µορφή τους 

εξαρτάται από το σύστηµα συντεταγµένων που χρησιµοποιούµε. Σε καρτεσιανές 

συντεταγµένες τα σύµβολα Christoffel και το  δΑ
µ
  µηδενίζονται. Άρα τα σύµβολα 

Christoffel δεν είναι τανυστές, αφού ένας τανυστής αν µηδενίζεται σε ένα σύστηµα 

συντεταγµένων, θα µηδενίζεται σε όλα τα συστήµατα συντεταγµένων. 
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   Για συναλλοίωτη παράγωγο τανυστή δεύτερης τάξης  Α
µν

 ή Α
µ
ν ή Αµν, έχουµε 

αντίστοιχα: 

Α;λ
µν
Ί
DAµν

dxλ
= Α,λ

µν
+ Γκλ

µ
 Ακν + Γκλ

ν  Αµκ H1 - 10L
Αν;λ
µ

Ί
DΑν

µ

dxλ
= Αν,λ

µ
+ Γκλ

µ
 Αν
κ - Γνλ

κ  Ακ
µ H1 - 11L

 

Αµν;λ Ί
DAµν

dxλ
= Αµν,λ - Γνλ

κ  Αµκ - Γµλ
κ  Ακν H1 - 12L

 
Μπορούµε επίσης να χρησιµοποιήσουµε για  την συναλλοίωτη παράγωγο  τον 

συµβολισµό : Dµ = D/dx
µ
. Για παράδειγµα η συναλλοίωτη παράγωγος του τανυστή 

3
ης 

 τάξης  Τ
νκ
λ θα έχουµε : 

Dµ Τλ
νκ = Τλ;µ

νκ = Τλ,µ
νκ + Γµσ

ν  Τλ
σκ + Γνσ

κ  Τλ
νσ - Γµλ

σ  Τσ
νκH1 - 13L

 
      Η συναλλοίωτη παράγωγος ενός γινοµένου τανυστών  A

i
B

k
  υπακούει στον νόµο 

του Leibniz, δηλαδή :  Dn (A
i
B

k
) = Dn A

i
B

k
 + A

i 
Dn B

k
  ,   ή ισοδύναµα  :  

                                    (A
i
B

k
);n = A

i
;nB

k
 + A

I
B

k
;n 

H σχέση µεταξύ µετρικού τανυστή και συµβόλων Christoffel είναι : 

                   

Γλµ
κ =

1

2
 gκν Hgνµ,λ + gλν,µ - gλµ,νLH1 - 14L

 
 Να σηµειώσουµε ότι τα σύµβολα Christoffel είναι συµµετρικά ως προς τους δύο 

συναλλοίωτους δείκτες, δηλαδή ισχύει :  Γ
µ
λν = Γ

µ
νλ 

      Η σπουδαιότητα των συµβόλων Christoffel είναι ότι µπορούµε να τα 

χρησιµοποιήσουµε για να κατασκευάσουµε τανυστές ανώτερης τάξης µε 

συναλλοίωτη διαφόριση άλλων τανυστών χαµηλότερης τάξης.  

 

 

 

1.4.   H ΕΝΝΟΙΑ ΤΗΣ ΓΕΩ∆ΑΙΣΙΑΚΗΣ 

 

        Σε καµπύλο χωρόχρονο οι γεωδαισιακές καµπύλες συµπίπτουν µε τις κοσµικές 

γραµµές των υλικών σηµείων που βρίσκονται σε ελεύθερη πτώση. Μια καµπύλη της 

οποίας το εφαπτόµενο διάνυσµα µετατοπίζεται παράλληλα προς τον εαυτό του 

ονοµάζεται γεωδαισιακή καµπύλη. Μια γεωδαισιακή καµπύλη είναι επίσης µια 

καµπύλη ακρότατου µήκους, δηλαδή µεταξύ δύο σηµείων της το µήκος της είναι 

αµετάβλητο σε πρώτη προσέγγιση ως προς µικρές µεταβολές της καµπύλης που δεν 

µεταβάλλουν τα άκρα της. Κατά συνέπεια, µπορούµε να βρούµε τις εξισώσεις των 

γεωδαισιακών καµπυλών, που φυσικά εκφράζουν την εξίσωση κίνησης ενός 

ελευθέρου σωµατιδίου µέσα σε κάποιο χώρο, µε βάση την αρχή της ελάχιστης 

δράσης του Hamilton.  
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   Θεωρώντας ένα ελεύθερο σωµάτιο που κινείται σε χώρο Riemman n διαστάσεων, 

µε συντεταγµένες x
1
,x

2
,…,x

n
,
 
αποδεικνύεται ότι οι εξισώσεις των γεωδαισιακών 

καµπυλών είναι : 

                                        x
Πρ + Γκλ

ρ
 x
 κ x

 λ = 0 H1 - 15L 
όπου ρ = 1,2,…n. 

      Σηµείωση :  Αν και οι εξισώσεις κίνησης  (1-15) αναφέρονται σε ελεύθερο 

σωµάτιο, περιγράφονται και κατά ένα κλασσικό τρόπο, που επί πλέον διευκολύνει 

τον προσδιορισµό της φυσικής σηµασίας του µετρικού τανυστή. Έτσι, η πρώτη και η 

δεύτερη ποσότητα της (1-15) µοιάζουν µε την επιτάχυνση του σωµατίου και την 

δύναµη ανά µονάδα µάζας που ασκείται  πάνω σ`αυτό. Αφού η δύναµη που ασκείται 

σε σωµάτιο είναι συνάρτηση  των µερικών παραγώγων του µετρικού τανυστή, 

µπορούµε να θεωρήσουµε ότι ο µετρικός τανυστής παίζει τον ρόλο του δυναµικού. 

Επίσης παρατηρούµε ότι η επιτάχυνση του σωµατίου είναι ανεξάρτητη από την µάζα 

του. 

 

 

 

1.5. ΤΑΝΥΣΤΗΣ ΚΑΜΠΥΛΟΤΗΤΑΣ RIEMANN 

 

        H εξήγηση της έννοιας καµπυλότητα είναι εύκολη στην περίπτωση διδιάστατων 

επιφανειών. Ως γνωστόν, η επιφάνεια ενός επιπέδου δεν είναι καµπυλωµένη, ενώ η 

επιφάνεια µιας σφαίρας είναι καµπυλωµένη κατά ένα θεµελιώδη τρόπο, δηλαδή δεν 

είναι δυνατόν να ταυτιστεί µε την επιφάνεια ενός επιπέδου. Αντίθετα, η καµπύλωση 

ενός κυλίνδρου είναι λιγότερο θεµελιώδης, γιατί η επιφάνειά του µπορεί να ταυτιστεί 

µε την επιφάνεια ενός επιπέδου. Όλα αυτά βασίζονται στο ότι οι τρεις αυτές 

επιφάνειες θεωρούνται  µέσα σε ένα τρισδιάστατο χώρο.  

  Ο τανυστής καµπυλότητας Riemann ορίζεται τελείως γεωµετρικά και εκφράζει την 

καµπυλότητα του χωροχρόνου. Έχει την  φυσική σηµασία ότι είναι ο τανυστής της 

παλιρροϊκής δύναµης, δηλαδή µας δίνει την σχετική επιτάχυνση µεταξύ δύο υλικών 

σηµείων σε ελεύθερη πτώση µέσα σ`ένα βαρυτικό πεδίο.  

Βασιζόµενοι στις ιδιότητες :  

Dµ Φ = ¶µΦ  
Dµ Vκ = ¶µVκ - Γµκ

ν  Vν  
Dµ Vν = ¶µV

ν - Γµκ
ν  Vκ

 
θεωρώ την δράση του [Dµ,Dν] σε βαθµωτό Φ : @Dµ, DνD Φ = Dµ HDν ΦL- Dν HDµ ΦL= Dµ H¶νΦL- Dν H¶µΦL=

¶µH¶νΦL- Γµν
λ  H¶λΦL- ¶νH¶µΦL+ Γνµ

λ  H¶λΦL= 0
 

Στην συνέχεια θεωρώ την δράση του [Dµ,Dν] πάνω σ`ένα διάνυσµα Vκ : 
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@Dµ, DνD Vκ = Dµ HDν VκL- Dν HDµ VκL=

¶µHDν VκL- Γµν
ρ  HDρ VκL- Γµκ

ρ  HDν VρL-

- ¶νHDµ VκL+ Γνµ
ρ  HDρ VκL+ Γνκ

ρ  HDµ VρL=

¶µH¶νVκ - Γνκ
λ  VλL- Γµκ

ρ  H¶νVρ - Γνρ
λ  VλL-

- ¶νH¶µVκ - Γµκ
ρ  VρL+ Γνκ

ρ  H¶µVρ - Γµρ
λ  VλL=

-H¶µΓνκλL Vλ +H¶νΓµκλL Vλ + Γµκ
ρ  Γνρ

λ  Vλ - Γνκ
ρ  Γµρ

λ  Vλ  
    Άρα έχω :  @Dµ, DνD Vκ = Rκνµ

λ  Vλ H1 - 16L
 

όπου : 

Rκνµ
λ = ¶νΓµκ

λ - ¶µΓκν
λ + Γκµ

ρ  Γνρ
λ - Γκν

ρ  Γµρ
λ =

Γµκ,ν
λ - Γκν,µ

λ + Γκµ
ρ  Γνρ

λ - Γκν
ρ  Γµρ

λ H1 - 17L
 

είναι ο τανυστής καµπυλότητας Riemann. Είναι ένας τανυστής 4
ης

 τάξης και έχει 

4x4x4x4 = 256 συνιστώσες σε χώρο τεσσάρων διαστάσεων, από τις οποίες µόνο οι 

20 είναι ανεξάρτητες. Αυτός παίζει θεµελιώδη ρόλο στην γενική θεωρία της 

σχετικότητας.  

Ο τανυστής καµπυλότητας Riemann ικανοποιεί ορισµένες ενδιαφέρουσες σχέσεις : 

Rκνµ
λ = - Rκµν

λ

Rκνµ
λ + Rνµκ

λ + Rµνκ
λ = 0

 
    Μία άλλη ενδιαφέρουσα ιδιότητα του τανυστή καµπυλότητας Riemann είναι, ότι 

ικανοποιεί ένα σύνολο διαφορικών ταυτοτήτων, που ονοµάζονται ταυτότητες 

Bianchi : 

Rβγδ;ε
α + Rβδε;γ

α + Rβεγ;δ
α = 0

 

Για να διατυπώσουµε άλλες δύο αλγεβρικές ιδιότητες, ορίζουµε : 

Rαβγδ = gαε  Rβγδ
ε

 

οπότε έχουµε : 

Rαβγδ = - Rβαγδ

Rαβγδ = - Rαβδγ

Rαβγδ = Rγδαβ

Rαγδ
α = 0

 
      Στην περίπτωση που όλες οι συνιστώσες του τανυστή καµπυλότητας Riemann 

είναι µηδέν, τότε ο χωρόχρονος είναι επίπεδος, δηλαδή υπάρχει σύστηµα 

συντεταγµένων στο οποίο τα σύµβολα Christoffel  που εµφανίζονται στην σχέση    

(1-15) είναι παντού µηδέν και οι γεωδαισιακές είναι ευθείες γραµµές. Οι 

συντεταγµένες που σε ένα δεδοµένο σηµείο κάνουν τα σύµβολα Christoffel µηδέν, 

ονοµάζονται γεωδαισιακές συντεταγµένες. Ένα παράδειγµα επίπεδου χωροχρόνου 

είναι ο χωρόχρονος Lorentz της ειδικής θεωρίας της σχετικότητας. Αν θεωρήσουµε 

ένα σηµείο σ`ένα καµπύλο χωρόχρονο, αποδεικνύεται ότι υπάρχει ένα σύστηµα 
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συντεταγµένων ως προς το οποίο οι γεωδαισιακές είναι ευθείες γραµµές. Το σύστηµα 

αυτό το λέµε τοπικό σύστηµα Lorentz Υπενθυµίζουµε ότι εξ ορισµού, σ`ένα τοπικό 

αδρανειακό σύστηµα αναφοράς, ένα ελεύθερο σώµα ή παραµένει ακίνητο ή κινείται 

σε ευθεία γραµµή µε οµαλή ταχύτητα. Συµπεραίνουµε λοιπόν, ότι κάθε τοπικό 

σύστηµα Lorentz, είναι ένα τοπικό αδρανειακό σύστηµα αναφοράς.  

 

 

 

1.6. TΑΝΥΣΤΗΣ ΚΑΜΠΥΛΟΤΗΤΑΣ RICCI - TΑΝΥΣΤΗΣ EINSTEIN 

 

        Με συστολή του τανυστή  Riemann προκύπτει ο συµµετρικός τανυστής Ricci  

Rαβ. Oρίζουµε λοιπόν : 

Rαβ Ί Rαµβ
µ

= Rβα = g
λµ Rλαµβ = g

λµ  gλν Rαµβ
ν =

= Rανβ
ν = Γαβ,λ

λ - Γαλ,β
λ + Γαβ

λ  Γλµ
µ

- Γαλ
µ

 Γβµ
λ H1 - 18L

 
Οµοίως ορίζουµε και το βαθµωτό Ricci  R (ή βαθµωτή καµπυλότητα του χώρου) , 

που προκύπτει µε συστολή του τανυστή Ricci : 

R = Rν
ν = g

µν Rµν = g
µν gκλ  Rµνκλ H1 - 19L 

Η βαθµωτή καµπυλότητα Ricci  είναι νούµερο, εποµένως δεν αλλάζει κάτω από 

αλλαγές συντεταγµένων. 

   Ένας από τους σηµαντικότερους τανυστές στη µελέτη της βαρύτητας είναι ο 

τανυστής Einstein G
µν

. Ξεκινώντας από την ταυτότητα  Bianchi και 

πολλαπλασιάζοντας και τα δύο µέλη της µε  g
µκ

g
νλ

,  έχουµε : 

Rµνκλ;σ + Rµνλσ ;κ + Rµνσκ ;λ = 0”  
g
µκ gνλ Rµνκλ;σ + gµκ gνλ  Rµνλσ ;κ + gµκ gνλ  Rµνσκ ;λ = 0”  Hgνλ RνλL;σ - Hgµκ  RµσL;κ - Hgνλ  RνσL;λ = 0 ”“““““““““““““

Hνzµ,λzκL
R;σ - Hgµκ RµσL;κ - Hgµκ RµσL;κ = 0 ”“““““““““““““““““““

HR;σ=δσ
κ R;κLikgµκ Rµσ -

1

2
 δσ
κ R
y{;κ = 0”ikRσκ -

1

2
 δσ
κ R
y{;κ = 0 H1 - 20L

 
Για την εξαγωγή του αποτελέσµατος χρειαζόµαστε την ιδιότητα : 

g
µλ Rµνκλ ;σ = - gµλ Rµνλκ ;σ = - Rνκ;σ  

  Ορίζoυµε τώρα τον τανυστή Einstein : 

Gν
µ = Rν

µ -
1

2
 δν
µ R , Gµν = Rµν -

1

2
 Rgµν ή

G
µν = R

µν -
1

2
 gµν R = G

νµ H1 - 21L
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Οι  ταυτότητες Bianchi µπορούν να γραφούν : 

Gν;µ
µ = 0 ή G;µ

µν = 0 H1 - 22L
 

Αυτή η ταυτότητα ισχύει για κάθε γεωµετρία. 

 

 

 

1.7. ΤΑΝΥΣΤΗΣ ΕΝΕΡΓΕΙΑΣ-ΟΡΜΗΣ 

 

       Η γεωµετρία του χωροχρόνου είναι εκείνη που καθορίζει το πώς κινείται η ύλη, 

η ύλη δε είναι αυτή που επιβάλλει την καµπυλότητα στον χωροχρόνο.Στην γενική 

θεωρία της σχετικότητας θα πρέπει να αναφερόµαστε εκτός από την πυκνότητα της 

ύλης και στην πυκνότητα ενέργειας. Εξ άλλου η πυκνότητα ενέργειας σ`ένα σύστηµα 

αναφοράς γίνεται συνδυασµός πυκνότητας ενέργειας, πυκνότητα ροής ενέργειας και 

πυκνότητα ροής ορµής. Συµπεραίνουµε λοιπόν, ότι η πηγή της βαρύτητας και κατά 

συνέπεια γενεσιουργός αιτία της καµπυλότητας του χωροχρόνου είναι ο τανυστής 

ενέργειας-ορµής  Τ
µν

 . Αυτός γενικά είναι ένας συµµετρικός τανυστής δεύτερης 

τάξης. Για την περιγραφή του φυσικού περιεχοµένου του τανυστή ενέργειας-ορµής 

είναι απαραίτητη η έννοια του τοπικού συστήµατος ηρεµίας ή συγκινούµενου 

συστήµατος συντεταγµένων (comoving coordinate system) ενός παρατηρητή ή ενός 

σωµατίου ή ενός στοιχειώδους τρισδιάστατου όγκου ενός ρευστού. Έτσι ονοµάζεται 

το σύστηµα συντεταγµένων, ως προς το οποίο ο παρατηρητής ακινητεί και σε µια 

µικρή περιοχή του ο χωροχρόνος µπορεί να θεωρηθεί τοπικά επίπεδος. 

    Οι συνιστώσες του τανυστή ενέργειας-ορµής ορίζονται ως εξής : 

Τ
00

  είναι η πυκνότητα µάζας-ενέργειας. 

Τ
0α

 = Τ
α0 

 µε α = 1,2,3 είναι η πυκνότητα ροής µάζας-ενέργειας ή πυκνότητα ορµής 

κατά την διεύθυνση του άξονα x
α

  ανά µονάδα χρόνου δια µέσου της µοναδιαίας 

επιφάνειας κάθετης στην διεύθυνση x
α
. 

Τα
αβ

 µε α,β = 1,2,3 είναι η ροή της αβ-ορµής, δηλαδή είναι το ποσόν της α-

συνιστώσας της ορµής κατά µήκος του άξονα x
β
 που ρέει στην β-διεύθυνση στην 

µονάδα του χρόνου και κάθετα προς την µοναδιαία επιφάνεια. 

    Άρα, η παρουσία πηγών περιγράφεται µε βάση τον τανυστή ενέργειας-ορµής. 

Αυτός είναι µια συνάρτηση των συντεταγµένων χώρου και χρόνου, γιατί οι φυσικές 

παράµετροι της πηγής και οι ταχύτητες των σωµατιδίων είναι συναρτήσεις των 

συντεταγµένων x
i
. Η διατήρηση τώρα της ενέργειας-ορµής στην ειδική θεωρία 

σχετικότητας απαιτεί, η απόκλιση του τανυστή ενέργειας-ορµής να είναι µηδέν, 

δηλαδή :  

                     

¶

¶xν
 Τµν = 0” T,ν

µν = 0 H1 - 23L
 

Η γενίκευση της παραπάνω σχέσης είναι : 

                                                 
T;ν
µν = 0 H1 - 24L 

όπου : 
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               Τ
µν =Hρ + p    c2L Uµ Uν + pgµν H1 - 25L 

 

 

 

1.8. ΚΟΝΙΟΡΤΟΣ - Ι∆ΑΝΙΚΟ ΡΕΥΣΤΟ 

 

     Το πλέον απλό ρευστό είναι ο κονιορτός. Αυτός ορίζεται ως ένα σύνολο 

σωµατιδίων, που ηρεµούν ως προς κάποιο σύστηµα Lorentz. Ένα τέτοιο ρευστό 

χαρακτηρίζεται από δύο ποσότητες :                   

1) το διάνυσµα της τετρα-ταχύτητας : uµ = dxµ/dτ , όπου τ είναι ο ιδιοχρόνος κατά 

µήκος της κοσµικής γραµµής ενός σωµατιδίου κονιορτού και  

2) ένα βαθµωτό πεδίο  ρο = ρο(x) , που περιγράφει την ιδιοπυκνότητα του κονιορτού, 

δηλαδή την πυκνότητα που µετράει ένας παρατηρητής που κινείται µαζί µε τον 

κονιορτό.  

Ο τανυστής ενέργειας-ορµής που περιέχει αυτές τις δύο ποσότητες είναι : 

                                        Τµν = ροu
µuν 

    Αντίστοιχα ένα ιδανικό ρευστό χαρακτηρίζεται από τρεις ποσότητες : την τετρα-

ταχύτητα, την ιδιοπυκνότητα και την βαθµωτή πίεση p = p(x). Στο όριο που 

µηδενίζεται το p, το ιδανικό ρευστό µετατρέπεται σε κονιορτό. Ο τανυστής 

ενέργειας-ορµής για το ιδανικό ρευστό παίρνει την µορφή :  

                                              Τ
µν =Hρ + pL Uµ Uν + pg

µν
 

που είναι η σχέση (1-25) µε c = 1. Επιπρόσθετα, τα p και ρ συνδέονται µε µια 

καταστατική εξίσωση :  p = p(ρ,Τ) ,  όπου Τ  η  απόλυτη θερµοκρασία και επειδή 

µας ενδιαφέρουν καταστάσεις σταθερής θερµοκρασίας, θα έχουµε : p = p(ρ). 
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                                            Κ  Ε Φ Α Λ Α Ι Ο    2 
 

 

 

2.1. ΒAΣΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ 

 

        Ονοµάζουµε αδρανειακό σύστηµα συντεταγµένων στο χωρόχρονο, το σύστηµα 

συντεταγµένων που ικανοποιεί τις εξής συνθήκες : 

1) Η απόσταση µεταξύ του σηµείου Ρ1 µε συντεταγµένες x1, y1, z1 και του σηµείου    

     Ρ2 µε συντεταγµένες x2, y2, z2 είναι ανεξάρτητη του χρόνου. 

2) Ρολόγια που βρίσκονται σε οποιοδήποτε σηµείο και δείχνουν την χρονική  

συντεταγµένη t, πρέπει να είναι συγχρονισµένα και να έχουν τον ίδιο ρυθµό 

λειτουργίας. 

3) Σε κάθε χρονική στιγµή t  η γεωµετρία του χώρου είναι Ευκλείδεια. 

       Τώρα µπορούµε να επαναδιατυπώσουµε την αρχή της ισοδυναµίας, που είναι µια 

βασική αρχή στην Γενική θεωρία της σχετικότητας : 

   Σε κάθε χωροχρονικό σηµείο Ρ υπό την παρουσία βαρυτικού πεδίου, µπορούµε να 

διαλέξουµε ένα τοπικό σύστηµα συντεταγµένων ούτως ώστε σ`αυτό το σηµείο και σε 

µια µικρή περιοχή γύρω απ`αυτό να µην υπάρχουν βαρυτικές δυνάµεις, δηλαδή 

βαρυτικά πεδία υπάρχουν µόνο σε µη αδρανειακά συστήµατα συντεταγµένων, που 

κατ` αυτή την έννοια είναι ισοδύναµα. 

    Για την διατύπωση των εξισώσεων πεδίου της Γ.Θ.Σ. θα χρησιµοποιήσουµε τις 

βασικές αρχές και τον τανυστή ενέργειας-ορµής.  Βασικές προϋποθέσεις αυτών είναι:  

Α) να παραµένουν αναλλοίωτες ως προς τους  γενικούς µετασχηµατισµούς των 

συντεταγµένων : x
µ
  �  x΄

µ
 . 

Β) δευτέρου βαθµού διαφορικές εξισώσεις, γραµµικές ως προς τις δεύτερες 

παραγώγους του µετρικού τανυστή. 

Η πρώτη προϋπόθεση υποδηλώνει ότι οι εξισώσεις πεδίου είναι τανυστικές. 

        Όπως έχει αναφερθεί η επιτάχυνση ενός σωµατίου σ`ένα βαρυτικό πεδίο είναι 

ανεξάρτητη από την µάζα του. Ως γνωστόν, τα σωµάτια δεν εµφανίζουν επιτάχυνση 

ως προς ένα σύστηµα αναφοράς σε ελεύθερη πτώση. Αυτό το σύστηµα το έχουµε 

ονοµάσει τοπικά αδρανειακό σύστηµα αναφοράς. Ένα σωµάτιο σε ελεύθερη πτώση 

ως προς ένα τοπικά αδρανειακό σύστηµα δεν έχει επιτάχυνση και διαγράφει τοπικά 

τουλάχιστον, ευθεία γραµµή που αποτελεί γεωδαισιακή του χωροχρόνου. Άρα 

συµπεραίνουµε ότι, σωµάτια σε ελεύθερη πτώση (εννοείται ότι αυτά τα σωµάτια δεν 

επηρεάζονται από άλλες δυνάµεις), κινούνται πάνω σε χρονοειδείς γεωδαισιακές του 

χωροχρόνου. Βέβαια το συµπέρασµα αυτό αναφέρεται στον τρόπο µε τον οποίο 

επιδρά η µετρική µόνο σε σωµάτια. Αν θέλουµε να γενικεύσουµε ώστε να 

γνωρίζουµε πως επηρεάζει µια µη επίπεδη µετρική π.χ. τα ηλεκτροµαγνητικά κύµατα 

ή τα ρευστά, έχουµε διατύπωση (ισχυρή αρχή ισοδυναµίας) : 
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    Κάθε φυσικός νόµος που µπορεί να εκφραστεί τανυστικά στην Ειδική θεωρία 

σχετικότητας, διατηρεί αριβώς την ίδια µορφή σ`ένα τοπικά αδρανειακό σύστηµα 

αναφοράς ενός καµπυλωµένου χωροχρόνου. 

     Αυτή η αρχή καλείται και κανόνας περί της µετάβασης από το κόµµα στο 

ερωτηµατικό, δηλαδή η µετατροπή του νόµου σε µια έκφραση που θα ισχύει σε κάθε 

σύστηµα συντεταγµένων, απαιτεί απλά την µετατροπή των µερικών παραγώγων σε 

συναλλοίωτες.  Για παράδειγµα έχουµε τις σχέσεις  (1-23), (1-24). 

 

 

 

2.2. ΠΕ∆ΙΑΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΕΙΝSΤΕΙΝ 

 

     O Εinstein κατόρθωσε να γράψει µια εξίσωση, που περιγράφει τον τρόπο µε τον 

οποίο ο τανυστής ενέργειας-ορµής Τ
µν

  προκαλεί την καµπυλότητα του χωροχρόνου 

και έχει την µορφή : 

                                   

Gαβ + Λgαβ =
8 πG

c4
 Tαβ H2 - 1L

 
όπου Λ µια µη προσδιορισµένη σταθερά, που έχει διαστάσεις αντίστροφου µήκους, 

παριστάνει µια απωστική δύναµη αντιστρόφως ανάλογη του τετραγώνου της 

απόστασης και ονοµάζεται κοσµολογική σταθερά. Αυτή η σταθερά δεν υπήρχε 

αρχικά στην εξίσωση. Αργότερα, ο Εinstein έκρινε απαραίτητη την ύπαρξη αυτής της 

σταθεράς Λ για την παραγωγή κοσµολογικών λύσεων στατικού χαρακτήρα. Μετά 

από παρατηρήσεις της διαστολής του σύµπαντος αναγκάστηκε ο Εinstein να την 

αφαιρέσει από την εξίσωσή του. Σε φυσικά προβλήµατα όπου το εξεταζόµενο 

σύστηµα δεν είναι ολόκληρο το Σύµπαν, χρησιµοποιείται η τιµή Λ = 0. 

         Γεωµετροποιηµένες µονάδες :  Μπορούµε να εισάγουµε ένα βολικό σύστηµα 

µονάδων, όπου G = 1 και c = 1. Οι πεδιακές εξισώσεις του Εinstein θέτοντας  Λ = 0 

γίνονται :                              G
αβ

 = 8πΤ
αβ

    (2-2). 
         Σε πολλά κοσµολογικά προβλήµατα, οι επιστήµονες δέχονται ότι η σταθερά Λ 

περιγράφει το µέρος της καµπυλότητας του σύµπαντος που δεν οφείλεται στην ύλη. 

Σύµφωνα µε τις γεωµετροποιηµένες µονάδες η εξίσωση (2-1) γίνεται : 

                             
Gαβ + Λgαβ = 8 πTαβ H2 - 3L 

Η σύγχρονη αντιµετώπιση των κοσµολόγων της σχέσης (2-3) είναι : 

                             
Gαβ = 8 π@Tαβ + Tαβ

VACDH2 - 4L
 

όπου :  Ταβ
VAC

 = -(Λ/8π)gαβ , ο τανυστής ενέργειας-ορµής που σχετίζεται µε το κενό. 

Από την κβαντική θεωρία πεδίων είναι γνωστή η πόλωση του κενού. Αυτή εφοδιάζει 

το κενό µε ένα τανυστή ενέργειας-ορµής, που δεν µπορεί να παρατηρηθεί παρά µόνο 

από τα βαρυτικά του αποτελέσµατα. 

      Επιστρέφουµε τώρα στην απλή περίπτωση, που περιγράφεται από την εξίσωση 

(2-2). Αυτή είναι ισοδύναµη µε ένα σύστηµα 10 πεπλεγµένων διαφορικών 

εξισώσεων και όχι 16.  Αυτό συµβαίνει γιατί οι  τανυστές Τ
αβ

 και G
αβ

  είναι 
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συµµετρικοί. Από αυτές τις δέκα εξισώσεις πεδίου, οι έξι είναι ανεξάρτητες µεταξύ 

τους λόγω των τεσσάρων ταυτοτήτων Bianchi : 

                        
Rβκλ;γ
α + Rβλγ;κ

α + Rβγκ;λ
α = 0 H2 - 5L

 

ή µε την µορφή (1-22) που έχουµε αναφέρει. Εποµένως θα πρέπει να βρεθούν άλλες 

τέσσερεις εξισώσεις για τον προσδιορισµό των δέκα ανεξάρτητων συνιστωσών του 

µετρικού τανυστή gαβ που χαρακτηρίζουν την γεωµετρία κατά τρόπο ανεξάρτητο 

των συντεταγµένων. Μπορούν να προκαθοριστούν οι τέσσερεις αυτές συνιστώσες 

του gαβ, αν οι συντεταγµένες υποστούν ένα αυθαίρετο µετασχηµατισµό βαθµίδας. 

   Επίσης για τον πλήρη προσδιορισµό του πεδίου βαρύτητας, απαιτείται να δοθεί η 

εξίσωση κατάστασης µεταξύ πίεσης, πυκνότητας και απόλυτης θερµοκρασίας της 

ύλης. 

 

 

 

2.3. ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ EINSTEIN ΓΙΑ ΑΣΘΕΝΗ ΒΑΡΥΤΙΚΑ ΠΕ∆ΙΑ ΚΑΙ ΤΟ ΚΕΝΟ. 

ΚΥΜΑΤΑ ΒΑΡΥΤΗΤΑΣ. 

 

       Η απουσία βαρύτητας έχει ως αποτέλεσµα έναν επίπεδο χωρόχρονο, ενώ η 

παρουσία ενός ασθενούς βαρυτικού πεδίου µεταβάλλει ελαφρά τις ιδιότητες του 

χωροχρόνου, έχουµε δηλαδή ένα σχεδόν επίπεδο χωρόχρονο. Έτσι ο µετρικός 

τανυστής, µπορεί να γραφεί ως µια µικρή διαταραχή του τανυστή Minkowski :           

                                                
gµν = nµν + hµν H2 - 6L 

όπου hµν(x)  µια µικρή διαταραχή µε   | hµν | << 1   και nµν = diag(-1,+1,+1,+1), 

οπότε ισχύουν : 

h Ί hµ
µ = g

µν  hµν, g
µν = n

µν - hµν, h
µν = n

µρ  nνσ  hρσ  

όπου h το ίχνος της διαταραχής. 

       Από τεχνικής άποψης το πλεονέκτηµα είναι ότι, κρατώντας τους όρους 1
ης

 τάξης 

ως προς hµν(x) οι πεδιακές εξισώσεις Einstein γραµµικοποιούνται, οπότε είναι πιο 

εύκολο να µελετήσoυµε τις λύσεις τους. Από φυσικής  άποψης έχω ότι, οι πεδιακές 

εξισώσεις Einstein προβλέπουν την ύπαρξη κυµάτων βαρύτητας και ότι η Νευτώνεια 

βαρύτητα αποτελεί µια οριακή περίπτωση της Γ.Θ.Σ. 

       Στην περίπτωση λοιπόν που | hµν | << 1, οπότε | hµν | << | nµν| και κρατώντας 

όρους πρώτης τάξης (γραµµικούς) ως προς τα hµν από τους αντίστοιχους ορισµούς 

βρίσκουµε : 

Γµν
ρ =

1

2
 gρλ H¶µgνλ + ¶νgλµ - ¶λgµνL=

1

2
 nρλ H¶µhνλ + ¶νhλµ - ¶λhµνLH2 - 7L
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Rκµλν = gκρ H¶λΓνµρ - ¶νΓλµ
ρLήHλόγωH2 - 7LL

Rκµλν =
1

2
 H¶µ¶λhκν + ¶κ¶νhµλ - ¶µ¶νhκλ - ¶κ¶λhµνLH2 - 8L

 
Rµν = g

κλ Rκµλν =Hnκλ - h
κλL Rκµλν =

1

2
 Hnκλ ¶µ¶λhκν + n

κλ ¶κ¶νhµλ - n
κλ ¶µ¶νhκλ - n

κλ ¶κ¶λhµνL=

1

2
 H¶µ¶κhκν + ¶λ¶νhµλ - ¶µ¶νhλ

λ - ƒhµνLH2 - 9L
 

όπου : ƒ Ί nκλ ¶κ¶λ = n
κλ  

¶2

¶xκ ¶xλ
= -

¶2

¶t2
+ Ρ2 = - ¶t

2+¶x
2+¶y

2+¶z
2

 
ο τελεστής D`Alambert στον επίπεδο χώρο Minkowski για c = 1. 

    Όπως στην ηλεκτροµαγνητική θεωρία µπορώ να κάνω χρήση της ελευθερίας ως 

προς τον µετασχηµατισµό βαθµίδας διαλέγοντας  Α
µ

,µ = 0 , έτσι και εδώ επιλέγοντας 

την συνθήκη βαθµίδας Lorentz που είναι : 

                            

¶ν
ikhµν -

1

2
 nµν  hλ

λy{= 0 ή ¶νh
µν =

1

2
 nµν ¶νhλ

λ ή

¶νh
µν =

1

2
 ¶µh H2 - 10L

 
η (2-9) γίνεται: 

 

Rµν =
1

2
 
ik12  ¶µ¶νh +

1

2
 ¶ν¶µh - ¶µ¶νh - ƒhµν

y{ή
Rµν = -

1

2
 ƒ hµν H2 - 11L

 
Άρα η βαθµωτή καµπυλότητα Ricci θα είναι : 

R = g
µν Rµν =Hnµν - hµνL Rµν = -

1

2
 ƒh H2 - 12L

 
Εποµένως ο τανυστής Einstein µε βάση τις σχέσεις (2-11), (2-12) γίνεται : 

Gµν = Rµν -
1

2
 gµν R = -

1

2
 ƒhµν -

1

2
 gµν 
ik- 1

2
 ƒ h
y{=

-
1

2
 ƒhµν +

1

4
 Hnµν + hµνL ƒh = -

1

2
 ƒIhµν -

1

2
 nµν h
y{

και τελικά :

Gµν = -
1

2
 ƒ h

-
µν H2 - 13L

 

όπου h
-
µν = hµν -

1

2
 nµν h

 
ο τανυστής αντιθέτου ίχνους του hµν ,  καθώς ισχύει : 
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h
-
Ί h

-

µ

µ
= - h

 
 Άρα οι εξισώσεις του Einstein για ασθενή πεδία, που ονοµάζονται και εξισώσεις 

πεδίου γραµµικοποιηµένης θεωρίας εφόσον προκύπτουν, αν διατηρήσουµε µόνο τους 

γραµµικούς όρους ως προς  hµν, είναι σύµφωνα µε τις σχέσεις (2-2) και (2-13): 

                                          
ƒh

-
µν = - 16 πTµν H2 - 14L

 

      Σύµφωνα µε τις εξισώσεις πεδίου (2-14), κάθε συνιστώσα   h
−−−−

µν  ικανοποιεί την 

κλασσική κυµατική εξίσωση και παριστάνει ένα κύµα, που πηγάζει από την περιοχή 

της βαρυτικής πηγής (τανυστής Ενέργειας-ορµής διάφορος του µηδενός)  και στο 

κενό όπου ο τανυστής Ενέργειας-ορµής είναι µηδέν, διαδίδεται µε την ταχύτητα του 

φωτός c. Αυτά τα κύµατα ονοµάζονται κύµατα βαρύτητας και παριστάνουν µικρές 

διαταραχές ή κυµατίδια του επίπεδου χωροχρόνου. 

    Για τις πεδιακές  εξισώσεις Einstein στο κενό θα έχουµε : Τµν = 0 , οπότε  Gµν = 0 

και  Rµν = 0 , µε αποτέλεσµα σύµφωνα και µε την σχέση (2-14) : 

                                                  
ƒh

-
µν = 0 ή ƒhµν = 0 H2 - 15L 

Nα υπενθυµήσουµε ότι θεωρούµε G = 1 και c = 1.  

 

 

 

2.4. ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΙ  ΒΑΘΜΙ∆ΑΣ 

 

      Γενικά δύο µετρικές λέγονται φυσικά ισοδύναµες, αν σχετίζονται µεταξύ τους µε 

µια αυθαίρετη αλλαγή συντεταγµένων : 

                                                              x
µ™ x

µ́
  

  Απειροστά µια αυθαίρετη αλλαγή συντεταγµένων περιγράφεται ως εξής : 

                                                    x
µ™ x

µ́ = x
µ + εµ HxL 

 όπου ε
µ
(x) είναι µία απειροστή παράµετρος. Άρα έχω : 

¶x µ́

¶xν
=

¶xµ

¶xν
+ ¶νε

µ HxL= δν
µ + ¶νε

µ HxLH2 - 16L
Οµοίως :

¶xµ

¶x ν́
= δν

µ - ¶νε
µ HxLH2 - 17L

 
   Άρα απειροστά η µετρική µετασχηµατίζεται ως εξής : 

gµν HxL™ gµν
΄  Hx΄L=

¶xκ

¶x µ́
 

¶xλ

¶x ν́
 gκλ  HxL=Hδµκ - ¶µε

κL Hδνλ - ¶νε
λL gκλ HxL=

δµ
κ δν

λ gκλ - δµ
κ H¶νελL gκλ - δν

λ H¶µεκL gκλ =

gµν - H¶νελL gµλ - H¶µεκL gκν H2 - 18L 
    Συνοψίζοντας έχουµε για απειροστές αλλαγές συντεταγµένων : 
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δxµ = εµ HxL” δgµν = - gµλ  ¶νε
λ - gκν  ¶µε

κ H2 - 19L 
    Ειδικότερα στην περίπτωση του ασθενούς βαρυτικού πεδίου όπου hµν  << 1 , θα 

έχω : 

gµν = nµν + hµν ” δhµν = -Hnµλ + hµλL ¶νελ - Hnκν + hκνL ¶µεκ ”

δhµν = - ¶νεµ - ¶µεν H2 - 20L  
 

 

 

2.5. ΝΕΥΤΩΝΕΙΟ ΟΡΙΟ ΤΗΣ ΘΕΩΡΙΑΣ ΤΟΥ EINSTEIN 

 

      Ως γνωστόν η Νευτώνεια θεωρία ισχύει για πολύ ασθενή βαρυτικά πεδία. 

Γι`αυτά τα πεδία βρήκαµε στην παράγραφο 2.3 ότι ισχύει : 

ƒh
-
µν = - 16 πGTµν ” ƒIhµν -

1

2
 nµν h
y{= - 16 πGTµν H2 - 21L

 
        Θεωρώ την περίπτωση µιας στατικής κατανοµής σηµειακής µάζας. Σ`αυτήν την 

περίπτωση έχω για τον τανυστή ενέργειας ορµής :   Τοο = ρ(x) ,  Toi = 0 ,  Tij = 0 ,  

µε i,j = 1,2,3  και ρ(x) η πυκνότητα µάζας. Επίσης γι`αυτήν την περίπτωση θα ισχύει 

ότι: 

                                                                             ƒ = Ρ2  
    Άρα η (2-21) δίνει : 

Ρ2Ihoo -
1

2
 noo h
y{= - 16 πGρ HxLH2 - 22L

Ρ2Ihoi -
1

2
 noi h
y{= 0 H2 - 23L

Ρ2Ihij -
1

2
 nij h
y{= 0 H2 - 24L

 
και επειδή: noo = -1, noi = 0, nij = δij ,  έχουµε : 

Ρ2Ihoo +
1

2
 h
y{= - 16 πGρ HxLH2 - 25L

hoi = 0 H2 - 26L
ΡIhij -

1

2
 δij h
y{= 0 H2 - 27L

 
Η σχέση (2-27) δίνει : 

hij =
1

2
 δij  h H2 - 28L

  
Άρα :  h11 = h22 = h33 = h/2. 

Aλλά επειδή :  h = -hoo +  h11 + h22 + h33 , βρίσκουµε ότι :  hoo = h/2 , οπότε η 

σχέση (2-25) γίνεται :  
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2 Ρ2HhooL= - 16 πGρ HxL” Ρ2HhooL= - 8 πGρ HxLH2 - 29L 
Αν συγκρίνουµε την εξίσωση (2-29) µε την Νευτώνεια εξίσωση : 

                                              Ρ
2Φ HxL= 4 πGρ HxLH2 - 30L 

παρατηρούµε ότι γίνεται η εξής ταυτοποίηση :  hoo = - 2Φ(x)      (2-31) 

ή σύµφωνα µε τα προηγούµενα :     hoo = h11 = h22 = h33 = - 2Φ(x) 

 και αν χρησιµοποιήσουµε τον τανυστή αντιθέτου ίχνους : 

h
-
µν = hµν -

1

2
 nµν h ” h

-
oo = hoo -

1

2
 noo h ” h

-
oo = hoo +

1

2
 h ”

h
-
oo = 2 hoo  

οπότε βρίσκουµε : 

                                        h
-
oo = - 4 Φ HxLH2 - 32L  

H λύση της εξίσωσης (2-30)  για ένα σηµειακό σωµατίδιο µάζας m είναι : 

                                                    

Φ = - G 
m

r
H2 - 33L

 
  Άρα λόγω της (2-31) παρατηρούµε ότι ο όρος :   - hoo / 2   είναι το βαρυτικό 

δυναµικό στην Νευτώνεια θεωρία. 

    H µετρική για ένα αστέρι ή έναν πλανήτη στο  όριο του ασθενούς βαρυτικού 

πεδίου είναι εποµένως : 

        ds
2 = -H1 + 2 ΦL dt2 +H1 - 2 ΦL Hdx2 + dy2 + dz2LH2 - 34L 

    Η µετρική αυτή, οδηγεί στους ορθούς νόµους κίνησης του Newton. Κατά 

συνέπεια, αποδεικνύεται ότι η Νευτώνεια βαρύτητα αποτελεί µια οριακή περίπτωση 

της Γενικής θεωρίας της Σχετικότητας. 
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                                         Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο   3 
 

 

  

3.1. Η  ΛΥΣΗ  SCHWARZSCHILD 

 

          Γενικά οι πεδιακές εξισώσεις είναι µη γραµµικές διαφορικές εξισώσεις, οπότε 

είναι δύσκολο να λυθούν επακριβώς. Με την παραδοχή όµως, κατάλληλων 

συµµετριών του µετρικού τανυστή, που υποδεικνύονται από την φυσική του 

προβλήµατος, οι εξισώσεις πεδίου απλουστεύονται σηµαντικά. 

     Mελετώ την απλή περίπτωση, που η λύση είναι στατική και µε σφαιρική 

συµµετρία όσον αφορά την εξάρτηση από τις χωρικές συντεταγµένες r,θ,φ. 

Υπενθυµίζουµε ότι µια λύση λέγεται στατική, αν είναι στάσιµη (δηλαδή ανεξάρτητη 

του χρόνου) και ταυτόχρονα αναλλοίωτη ως προς τις αντιστροφές στον χρόνο. 

Αναµένω λοιπόν ότι, οι πεδιακές εξισώσεις του Einstein θα ανάγονται σε ένα απλό 

σύστηµα διαφορικών εξισώσεων µιας µεταβλητής, δηλαδή της  r.  

    Θεωρώ µια σφαιρική κατανοµή µάζας, για παράδειγµα ένα άστρο µάζας Μ και 

στα πλαίσια της Γ.Θ.Σ. θέλω να βρω την µορφή του χωροχρόνου γύρω απ`αυτή τη 

µάζα. Οι λύσεις που ψάχνω πρέπει να είναι στατικές µε σφαιρική συµµετρία. Πρέπει 

να λύσω τις πεδιακές εξισώσεις του Einstein χωρίς πηγές (στο κενό) : 

                  

Rµν -
1

2
 gµν R = 0 – Rµν = 0 H3 - 1LH10 συνιστώσεςL

 
που περιγράφουν το βαρυτικό πεδίο, δηλαδή την µετρική gµν στο εξωτερικό του 

άστρου. Προφανώς, θα πρέπει και η µετρική να έχει την ίδια συµµετρία, δηλαδή να 

είναι στατική και σφαιρικά συµµετρική. Θα πρέπει να διαλέξω λοιπόν, ένα 

κατάλληλο σύστηµα συντεταγµένων, που η συµµετρία να είναι προφανής.  

    Γενικά η µετρική gµν  έχει την µορφή : 

                                
ds

2 = gµν HxL dxµ dxν H3 - 2L
 

     Σύµφωνα µε τις παραδοχές που αναφέραµε παραπάνω η µετρική θα είναι της 

µορφής : 

ds
2 = gοο HxL dt2 + 2 gοi HxL dxo dxi + gij HxL dxi dxj H3 - 3L  

όπου  i,j = 1,2,3. Oι µετρικές αυτές που δεν έχουν εξάρτηση από τον χρόνο 

ονοµάζονται στάσιµες. Σε στάσιµες λύσεις ισχύει : goi(x) = 0. 

     H σφαιρική συµµετρία σηµαίνει ότι υπάρχει κάποιο σύστηµα συντεταγµένων για 

τον χώρο (x
1 

= r, x
2 

= θ, x
3 

= φ), όπου η µετρική παίρνει την µορφή : 

gij HrL dxi dxj = grr HrL dr2 + W
2 HrL r2 Hdθ2 + sin

2 θdφ2LH3 - 4L 
    Για παράδειγµα, στον Ευκλείδειο χώρο R

3
, σε καρτεσιανές συντεταγµένες η 

µετρική έχει την µορφή : 

                                      ds
2 =HdxL2 +HdyL2 +HdzL2  

ενώ σε σφαιρικές συντεταγµένες : 
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                                      ds
2 = dr

2 + r2 Hdθ2 + sin
2 θdφ2L 

 Η συνάρτηση W(r) είναι αυθαίρετη, εποµένως µπορώ να διαλέξω την τιµή: W(r) = 1 

γιατί αν είναι διάφορη της µονάδας τότε : rW(r) = r΄, οπότε η 3-διάστατη µετρική θα 

είναι της µορφής :   

                                  
g΄ŕ ŕ

 Hr΄L dr΄2 + r΄2 Hdθ2 + sin2 θdφ2L
  

  Υπόψιν ότι, δεν µπορώ να έχω όρους grθ(r)drdθ  ή  grφ(r)drdφ  γιατί λόγω 

σφαιρικής συµµετρίας, θα πρέπει η µετρική να µένει αναλλοίωτη ως προς : θ # - θ   

και   φ # - φ . Για παράδειγµα  για θ # - θ , θα έχουµε : grθ(r)drdθ # - grθ(r)drdθ. 

Οµοίως, για φ # - φ έχουµε : grφ(r)drdφ # - grφ(r)drdφ. Άρα θα πρέπει : 

grθ(r) = 0 και  grφ(r) = 0. 

  Άρα για στατικές µετρικές µε σφαιρική συµµετρία υπάρχει κάποιο σύστηµα 

συντεταγµένων t,r,θ,φ  που η µετρική παίρνει την ειδική µορφή : 

       ds
2 = gοο HrL dt2 + grr  HrL dr2 + r2 Hdθ2 + sin

2 θdφ2LH3 - 5L 
δηλαδή εξαρτώνται από δύο αυθαίρετες συναρτήσεις του r. Aν στην (3-5) θέσουµε : 

goo = -1 και grr = 1 τότε προκύπτει η µετρική χώρου Minkowski σε σφαιρικές 

συντεταγµένες. 

   Τώρα έχουµε καταλήξει σε διαφορικές εξισώσεις για τα  goo(r) και grr(r), οπότε 

µπορούµε να βρούµε την ακριβή τους λύση. Θα πρέπει βεβαίως να απαιτήσουµε, στο 

όριο του ασθενούς βαρυτικού πεδίου ( r �∞) να προκύπτει ο νόµος του Newton. Άρα 

η απαίτηση αυτή ισοδυναµεί µε φυσικές οριακές συνθήκες για τις διαφορικές 

εξισώσεις που θα λύσουµε. 

  Για την κατασκευή της λύσης παραµετρίζω τις goo(r) και grr(r), θέτοντας : 

                    gοο HrL= - e2 V HrL< 0 και grr HrL= e
2 U HrL> 0  

όπου  V(r), U(r)  αυθαίρετες πραγµατικές συναρτήσεις που θα πρέπει να υπακούουν 

την σχέση (3-1). Άρα, έχω να λύσω τις πεδιακές εξισώσεις Einstein στο κενό για : 

                            

t r θ φ

gµν =

i
k

- e2 V HrL0 0 0

0 e2 U HrL0 0

0 0 r2 0

0 0 0 r2 sin2 θ

y
{ 
t

r

θ

φ
 

οπότε : 

                       

g
µν =

i
k

- e- 2 V HrL 0 0 0

0 e- 2 U HrL0 0

0 0 1    r2 0

0 0 0 1    r2 sin2 θ

y
{ 

Τώρα µπορούµε να υπολογίσουµε τα σύµβολα Christoffel στηριζόµενοι στην σχέση : 
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Γλµ
κ =

1

2
 gκν Hgνµ,λ + gλν,µ - gλµ,νL

 
οπότε έχουµε : 

Γtt
r =

1

2
 grm  Hgmt,t + gtm,t - gtt,mL=

1

2
 grr Hgrt,t + gtr,t - gtt,rL=

 
1

2
 e- 2 U HrL ik0 + 0 -

¶

¶ r
 H- e2 V HrLLy{=

1

2
 e- 2 U HrL H2 V΄ HrL e2 V HrLL=

 
dV HrL
dr

 e2 V HrL- 2 U HrL= V΄ HrL e2 V HrL- 2 U HrLH3 - 6L
 

Γrr
r =

1

2
 grm  Hgmr,r + grm,r - grr,mL=

1

2
 grr Hgrr,r + grr,r - grr,rL=

 
1

2
 e- 2 U HrL ¶

¶r
 He2 U HrLL=

dU HrL
dr

= U΄ HrLH3 - 7L
 

Γtr
t =

1

2
 gtm  Hgmr,t + gtm,r - gtr,mL=

1

2
 gtt Hgtr,t + gtt,r - gtr,tL=

 
1

2
 H- e- 2 V HrLL ik0 -

¶

¶r
 He2 V HrLL- 0

y{=
dV HrL
dr

= V΄ HrL= Γrt
t H3 - 8L

 

Γθr
θ =

1

2
 gθm  Hgmr,θ + gθm,r - gθr,mL=

1

2
 gθθ Hgθr,θ + gθθ,r - gθr,θL=

 
1

2
 r- 2 
ik0 +

¶

¶r
 r2 - 0
y{=

1

2
 r- 2 .2 r = r

- 1 = Γrθ
θ H3 - 9L

 

Γθφ
φ

=
1

2
 gφm  Hgφm,θ + gθm,φ - gθφ,mL=

1

2
 gφφ Hgφφ,θ + gθφ,φ - gθφ,φL=

 
1

2
 Hr2 sin2 θL- 1 

¶

¶ θ
 Hr2 sin2 θL=

1

2
 Hr2 sin2 θL- 1.r2 2 cosθsinθ =

 
cosθ

sinθ
= cotθ = Γφθ

φ H3 - 10L
 

Γθθ
r =

1

2
 grm  Hgmθ,θ + gθm,θ - gθθ,mL=

1

2
 grr Hgrθ,θ + gθr,θ - gθθ,rL=

 
1

2
 e- 2 U HrL H0 + 0 - 2 rL= - re- 2 U HrLH3 - 11L

 

Γφφ
r =

1

2
 grm  Hgmφ,φ + gφm,φ - gφφ,mL=

1

2
 grr Hgrφ,φ + gφr,φ - gφφ,rL=

 
1

2
 e- 2 U HrL H0 + 0 - 2 rsin2 θL= - rsin2 θe- 2 U HrLH3 - 12L

 

Γφφ
θ =

1

2
 gθm  Hgmφ,φ + gφm,φ - gφφ,mL=

1

2
 gθθ Hgθφ,φ + gφθ,φ - gφφ,θL=

 
1

2
 
1

r2
 H0 + 0 - r2 2 cosθsinθL= - cosθsinθ H3 - 13L
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Γφr
φ =

1

2
 gφm  Hgmr,φ + gφm,r - gφr,mL=

1

2
 gφφ Hgφr,φ + gφφ,r - gφr,φL=

 
1

2
 

1

r2 sin2 θ
 
ik0 +

¶

¶r
 Hr2 sin2 θL- 0

y{= r
- 1 = Γrφ

φ H3 - 14L
 

 Όλες οι άλλες συνιστώσες βγαίνουν µηδέν. 

   Τώρα υπολογίζω τις συνιστώσες του τανυστή καµπυλότητας Ricci, 

αντικαθιστώντας στην γενική έκφραση : 

                           
Rµν = Γµν,λ

λ - Γµλ,ν
λ + Γµν

ρ  Γρλ
λ - Γλµ

ρ
 Γρν
λ

 

  Για Rµν = 0 (εξίσωση Einstein στο κενό) έχω κατά συνιστώσες : 

Rtt = 0” Γtt,λ
λ - Γtλ,t

λ + Γtt
ρ

 Γρλ
λ - Γλt

ρ
 Γρt
λ = 0”

 

Γtt,r
r - 0 + Γtt

r  HΓrtt + Γrθ
θ + Γrφ

φ + Γrr
rL- Γtt

r  Γrt
t - Γrt

t  Γtt
r = 0”

 

V
ΆΆ e2 V- 2 U + 2 VΆ HVΆ- UΆL e2 V- 2 U + V

Ά e2 V- 2 U 
ikVΆ+

1

r
+
1

r
+ UΆ
y{-

 

- VΆ e2 V- 2 U VΆ- VΆ VΆ e2 V- 2 U = 0 ”ikVΆΆ- VΆ.UΆ+HVΆL2 +
2 VΆ

r

y{ e2 V- 2 U = 0 H3 - 15L
 

Rrr = 0” Γrr,λ
λ - Γrλ,r

λ + Γrr
ρ  Γρλ

λ - Γλr
ρ

 Γρr
λ = 0”

 

Γrr,r
r - Γrt,r

t - Γrr,r
r - Γrθ,r

θ - Γrφ,r
φ + Γrr

r  HΓrtt + Γrr
r + Γrθ

θ + Γrφ
φL-

 

- Γtr
t  Γtr

t - Γrr
r  Γrr

r - Γθr
θ  Γθr

θ - Γφr
φ  Γφr

φ = 0 ”
 

- VΆΆ+
1

r2
+

1

r2
+ UΆ 
ikVΆ+

1

r
+
1

r

y{- HVΆL2 -
1

r2
-

1

r2
= 0”

 

- VΆΆ+ UΆ.VΆ+
2 UΆ

r
- HVΆL2 = 0 H3 - 16L

 

Rθθ = 0” Γθθ,λ
λ - Γθλ,θ

λ + Γθθ
ρ

 Γρλ
λ - Γλθ

ρ
 Γρθ
λ = 0”

 

Γθθ,r
r - Γθφ,θ

φ
+ Γθθ

r  HΓrrr + Γrt
t + Γrθ

θ + Γrφ
φL- Γθθ

r  Γrθ
θ - Γrθ

θ  Γθθ
r - Γφθ

φ
 Γφθ
φ

= 0
 

”
¶

¶r
 H- re- 2 UL-

¶

¶ θ
 HcotθL+H- re- 2 UL ikUΆ+ VΆ+

1

r
+
1

r

y{-
 

-H- re- 2 UL 1
r

-
1

r
 H- re- 2 UL- cot2 θ = 0”

 

e
- 2 U HrUΆ- rVΆ- 1L+ 1 = 0 H3 - 17L 

Rφφ = 0” Γφφ,λ
λ - Γφλ,φ

λ + Γφφ
ρ  Γρλ

λ - Γλφ
ρ

 Γρφ
λ = 0”

 

Γφφ,r
r + Γφφ,θ

θ + 0 + Γφφ
r  HΓrtt + Γrr

r + Γrθ
θ + Γrφ

φL+ Γφφ
θ + Γθφ

φ
- Γrφ

φ  Γφφ
r -

 

- Γθφ
φ

 Γφφ
θ - Γφφ

r  Γrφ
φ - Γφφ

θ  Γθφ
φ

= 0”
¶

¶r
 H- rsin2 θe- 2 UL+

 

+
¶

¶θ
 H- sinθcosθL+H- rsin2 θe- 2 UL ikVΆ+ U

Ά+
1

r
+
1

r

y{+
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H- sinθcosθL cotθ -
1

r
 H- rsin2 θe- 2 UL- cotθ H- sinθcosθL-

 

-H- rsin2 θe- 2 UL 1
r

- H- sinθcosθL cotθ = 0”
 

- e- 2 U sin2 θ + rUΆ e- 2 U sin2 θ - rVΆ e- 2 U sin2 θ + sin2 θ = 0”  

και λόγω τηςH3 - 17Lβρίσκουµε : Rθθ sin2 θ = 0  

οπότε η τελευταία σχέση εµπεριέχεται στην προηγούµενη την  (3-17). 

Rµν = 0, για µ Ήν
 

δηλαδή όλες οι άλλες συνιστώσες του Rµν  µε µ ≠ ν ,  είναι εκ ταυτότητας µηδέν 

(λόγω του ότι ο gµν  είναι διαγώνιος).  Άρα έχω τρεις ανεξάρτητες πεπλεγµένες 

εξισώσεις (µη γραµµικές), µε δύο αγνώστους συναρτήσεις  V(r) και U(r). 

Προσθέτοντας κατά µέλη τις σχέσεις (3-15) και (3-16) παίρνουµε : 

U
Ά HrL+ V

Ά HrL= 0 ” U HrL+ V HrL= σταθ.  

    Οι οριακές συνθήκες µπορούν να είναι οι εξής: 

                            
Για r™ ¥ θα πρέπει : gµν ™ nµν  

δηλαδή ο µετρικός τανυστής gµν  µετατρέπεται στον µετρικό τανυστή του επίπεδου 

χώρου Minkowski nµν  γραµµένος σε σφαιρικές συντεταγµένες. Να θυµίσουµε ότι η 

µετρική µας έχει την µορφή : 

ds
2 = - e2 V HrL dt2 + e2 U HrL dr2 + r2 Hdθ2 + sin

2 θdφ2LH3 - 18L 

µε gοο HrL= - e2 V HrL< 0 και grr HrL= e
2 U HrL> 0  

  Άρα θα πρέπει : 

  

Για r™ ¥ να έcουµε : V HrL™ 0 και U HrL™ 0,

δηλαδή e
2 V HrL™ 1 και e

2 U HrL™ 1  

οπότε θα πρέπει : 

                                     U HrL+ V HrL= 0, για r™ ¥  

Εποµένως η σταθερά πρέπει να είναι µηδενική, µε αποτέλεσµα:  V(r) = -U(r)   (3-19) 

Λαµβάνοντας υπόψιν τις σχέσεις (3-19) και (3-17) έχουµε : 

e
2 V HrL H- 2 rVΆ- 1L+ 1 = 0” e

2 V HrL H2 rVΆ+ 1L= 1”  Hre2 V HrLLΆ= 1” re
2 V HrL= r - 2 C  

όπου C είναι σταθερά ολοκλήρωσης. Άρα καταλήγω : 

e
2 V HrL= e

- 2 U HrL= 1 -
2 C

r
, οπότε :

 

gοο HrL= - e2 V HrL= -
ik1 -

2 C

r

y{και grr HrL= e
2 U HrL=

1

1 - 2 C

r  
Προσδιορισµός της σταθεράς C:  Με βάση τα προηγούµενα η λύση Schwarzschild θα 

είναι της µορφής : 

ds
2 = -
ik1 -

2 C

r

y{ dt2 +
1

1 - 2 C

r

 dr2 + r
2 Hdθ2 + sin2 θdφ2LH3 - 20L
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Στο  r = ∞∞∞∞  η µετρική  (3-20) γίνεται µετρική Minkowski. Μελετώ τώρα την λύση 

Schwarzschild για πολύ µεγάλο r, οπότε : 

                                                  

1

1 - 2 C

r

» 1 +
2 C

r
 

Κατά συνέπεια ασυµπτωτικά για r ���� ∞∞∞∞  η σχέση (3-20) γίνεται : 

ds
2 = -
ik1 -

2 C

r

y{ dt2 +
ik1 +

2 C

r

y{ dr2 + r2 Hdθ2 + sin
2 θdφ2LH3 - 21L

 

    Αν  r >> 1  παίρνουµε την προσέγγιση του ασθενούς βαρυτικού πεδίου. Στην 

µελέτη που είχαµε κάνει στο Νευτώνειο όριο για ασθενές Β.Π. είχαµε καταλήξει 

στην µετρική (2-34). Συγκρίνοντας αυτήν µε την (3-21) βρίσκουµε ότι :  

1 -
2 C

r
= 1 + 2 Φ ” -

C

r
= Φ ” -

C

r
= - G 

M

r
” C = GM

 

Άρα ο µετρικός τανυστής gµν γίνεται : 

 

gµν =

i
k

-I1 -
2 GM

r
M0 0 0

0
1

1- 2 GM
r

0 0

0 0 r2 0

0 0 0 r2 sin2 θ

y
{ 

 

    Συνοψίζοντας η περίφηµη λύση Schwarzschild είναι : 

 

ds
2 = -
ik1 -

2 GM

r

y{ dt2 +
dr2

1 - 2 GM

r

+ r2 Hdθ2 + sin2 θdφ2LH3 - 22L
 

 

όπου Μ είναι η ολική µάζα του συστήµατος, δηλαδή στην Μ περιλαµβάνεται και η 

ενέργεια-µάζα που προέρχεται από τα βαρυτικά πεδία. 

   Η πλήρης λύση Schwarzschild προσφέρει την δυνατότητα µελέτης διορθώσεων, 

πέρα από το Νευτώνειο όριο. Μία "µετανευτώνεια διόρθωση" µε r ���� ∞∞∞∞  είναι η εξής : 

1

1 - 2 C

r

» 1 +
2 C

r
+
4 C2

r2
+ ...” grr HrL» 1 +

2 GM

r
+
4 G2 M2

r2
+ ...

 

Ο τρίτος όρος : 4G
2
M

2
/r

2
  παριστάνει την πρώτη "µετανευτώνεια διόρθωση". Η 

εξάρτηση από το 1/r
2

 , oδηγεί στην µετάπτωση του περιηλίου του Ερµή, που έχει 

επαληθευτεί πειραµατικά. Αυτό ήταν και το πρώτο τεστ ότι, υπάρχει κάτι πέρα από 

την Νευτώνεια βαρύτητα και αποτελεί µια πειραµατική  επαλήθευση της Γ.Θ.Σ.  

 

 

3.2. ΑΚΤΙΝΑ  SCHWARZSCHILD - ΜΑΥΡΕΣ ΟΠΕΣ 



 45 

 

            Όταν µας δίνεται η µετρική (3-22), παρατηρούµε ότι εµφανίζεται ο 

χαρακτηριστικός  παράγοντας :   1-2GM/r ,    που εκφράζει µία ανωµαλία όταν 

έχουµε : r ���� 2GM.  Πράγµατι σ`αυτή την περίπτωση παίρνουµε:  

              

goo = 1 -
2 GM

r
™ 0 και grr = -

1

1 - 2 GM

r

™ - ¥

 

  Σε µονάδες που c = 1, η ποσότητα : rs = 2GM , ορίζει ένα χαρακτηριστικό µήκος 

και ονοµάζεται ακτίνα ή και ανωµαλία Schwarzschild (εικ. 6).  

                                                           Εικ.   6 

     

   Για τις περιοχές όπου r > rs  o παράγοντας : 1 - 2GM/r > 0  (Ι) 

   Για τις περιοχές όπου r = rs  o παράγοντας : 1 - 2GM/r = 0  (ΙΙ) 

   Για τις περιοχές όπου r < rs  o παράγοντας : 1 - 2GM/r < 0  (ΙΙΙ)   

      Η λύση είναι φυσική αν ισχύουν οι περιπτώσεις (Ι) και (ΙΙ). Αν ισχύει η 

περίπτωση (ΙΙΙ), η µετρική µας αντί των προσήµων (- + + +) γίνεται (+ - + +) στο 

συγκεκριµένο σύστηµα, που είναι µη αποδεκτή. Για συνήθη άστρα (π.χ. Ήλιος), για 

εξωτερικές λύσεις των πεδιακών εξισώσεων Einstein :  rs ≤≤≤≤ α ≤≤≤≤ r ,  δεν έχουµε 

πρόβληµα στην περιγραφή. Αν ένα άστρο, λόγω της βαρυτικής κατάρρευσης 

αποκτήσει : α < rs , τότε έχω µαύρη οπή και η λύση ισχύει µόνο για  r ≥≥≥≥ rs .  

      Η νοητή σφαιρική επιφάνεια ακτίνας rs, δεν παρουσιάζει ασυνήθεις ιδιότητες 

τοπικού χαρακτήρα. Εκδηλώνει όµως, µια ασυνήθη ιδιότητα καθολικού χαρακτήρα.     

Συγκεκριµένα  είναι  αδύνατον  να  στείλουµε  οποιοδήποτε  σήµα  από  την  περιοχή 

 r < rs στην περιοχή r > rs . ∆ηλαδή, η επιφάνεια r = rs ενεργεί σαν "ηµιπερατή 

µεµβράνη" µέσα στην οποία µπορούν να µπουν σήµατα, αλλά δεν µπορούν να βγουν.   

Αυτή η επιφάνεια r = rs ονοµάζεται ορίζοντας των γεγονότων. 
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                                                           Εικ.   7 

 

    Είναι σηµαντικό να τονιστεί ότι, η ανωµαλία Schwarzschild δεν είναι µια φυσική 

ανωµαλία, αλλά µια ανωµαλία που προκύπτει από την εκλογή του συγκεκριµένου 

συστήµατος συντεταγµένων. Αυτό έχει σαν συνέπεια, η ανωµαλία Schwarzschild να 

µπορεί να απαλειφθεί σε ένα άλλο σύστηµα συντεταγµένων. Ο τανυστής 

καµπυλότητας και κατά συνέπεια οι παλιρροϊκές δυνάµεις παραµένουν πεπερασµένες 

στην επιφάνεια r = rs. Ένας αστροναύτης για παράδειγµα, καθώς διέρχεται την 

επιφάνεια r = rs δεν θα αισθανθεί τίποτα το ιδιαίτερο. 

    Στην πραγµατικότητα και επειδή αριθµητικά η σταθερά G είναι πολύ µικρή, για τις 

περισσότερες κατανοµές µαζών που απαντώνται στην φύση ισχύει : rs << α. Για 

παράδειγµα, για µια µάζα ίση µε την µάζα του Ηλίου, δηλαδή Μ = 2x1033 Κg 

παίρνοντας τον τύπο για το S.Ι. που είναι : rs = 2GM/c2 , βρίσκουµε rs = 3x103 m. 

Σηµείωση : Η λύση Schwarzschild εκδηλώνει και µία άλλη ανωµαλία στο r = 0. 

Αυτή είναι µια πραγµατική φυσική ανωµαλία µε την έννοια ότι σ`αυτή την 

περίπτωση οι παλιρροϊκές δυνάµεις γίνονται άπειρες. Αυτό οφείλεται στο ότι µία ή 

περισσότερες συνιστώσες του τανυστή καµπυλότητας απειρίζονται για r = 0. 

               Μια περιοχή του χωροχρόνου, που περικλείεται από ένα ορίζοντα 

γεγονότων ονοµάζεται µαύρη οπή. Ένα άστρο µάζας Μ γίνεται µαύρη οπή, όταν 

περάσει από το στάδιο της βαρυτικής κατάρρευσης και αποκτήσει µέγεθος  α < rs 

(εικ. 7). Γνωρίζουµε σήµερα ότι , το εναποµένον άστρο µετά την έκρηξη ενός 

supernova καταλήγει σε µαύρη οπή εφόσον η µάζα του υπερβαίνει µια κρίσιµη τιµή. 

∆ηµιουργία µαύρης οπής έχουµε επίσης σ`ένα δίδυµο αστρικό σύστηµα στο οποίο 

συµβαίνει ανταλλαγή µάζας. Ο σχηµατισµός µαύρης οπής µε την διαδικασία της 

κατάρρευσης προϋποθέτει ότι η µάζα της πρέπει να υπερβαίνει το όριο 

Chandrasekhar που είναι περίπου ίσο µε 1.4 ηλιακές µάζες. Εν τούτοις υπάρχει 
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πιθανότητα να σχηµατιστεί µαύρη οπή και µε πολύ µικρότερη µάζα, αν η ύλη 

συµπιεστεί σε µεγάλες πυκνότητες από εξωτερικές πιέσεις. 

   Οι ιδιότητες και η συµπεριφορά µιας µαύρης οπής εξαρτώνται από την µάζα της Μ, 

το spin S και το ηλεκτρικό της φορτίο Q.  Όταν  S = 0, τα πεδία που περιβάλλουν µια 

µαύρη οπή περιγράφονται από την λύση Schwarzschild, ενώ αν  S ≠ 0 περιγράφονται 

από την λύση Kerr. 

 

 

 

3.3. ΒΑΡΥΤΙΚΗ ΦΑΣΜΑΤΙΚΗ ΜΕΤΑΤΟΠΙΣΗ 

 

         Στην Ειδική θεωρία της Σχετικότητας, ορίσαµε ως ιδιοχρόνο dτ ενός 

παρατηρητή ή ενός σωµατιδίου κινούµενου κατά µήκος µιας γεωδαισιακής 

καµπύλης, την ποσότητα ds (θεωρώντας c = 1), που είναι το µήκος τόξου της 

καµπύλης µετρούµενο τοπικά µε αρχή κάποιο σηµείο της. Ο ιδιοχρόνος ουσιαστικά 

αναπαριστά το χρονικό διάστηµα που µετρά το ρολόϊ ενός παρατηρητή, που κάθεται 

ακίνητος σε κάποιο σηµείο του χώρου, dxi = 0, µε i = 1,2,3. Επειδή η χωροχρονική 

απόσταση για c = 1 είναι :  ds2 = -dt2 + dx2 +dy2 + dz2 , για τον συγκεκριµένο 

παρατηρητή θα έχουµε : ds2 = -dτ2 .  

  Αντίστοιχα, ορίζω την έννοια του ιδιοχρόνου και στην Γ.Θ.Σ. για παρατηρητή µε 

dxi = 0, όπου  i = 1,2,3. Ας υποθέσουµε ότι έχουµε ένα ακίνητο ρολόϊ µέσα σ`ένα 

βαρυτικό πεδίο, οπότε: dr = dθ = dφ = 0. Τότε σύµφωνα µε την µετρική : 

ds
2 = - goo HxL dt2 + grr HxL dr2 + gθθ HxL dθ2 + gφφ HxL dφ2

 

καταλήγουµε ότι :  

                                        dτ =
    

- goo HxL dt H3 - 23L 
όπου dt είναι το χρονικό διάστηµα που δείχνει ένα ακίνητο ρολόϊ που βρίσκεται σε 

µεγάλη απόσταση από το βαρυτικό πεδίο και g00 = 1 - 2GM / r . 

    Στο όριο  r ���� ∞∞∞∞  βρίσκουµε  g00 ���� 1 ,  οπότε σύµφωνα µε την σχέση (3-23) θα 

έχουµε : dτ = dt.  Ένα ακίνητο ρολόϊ σε απόσταση r δείχνει το χρονικό διάστηµα dτ, 

που είναι µικρότερο από το dt. Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι ο ρυθµός ενός ακίνητου 

ρολογιού που είναι µέσα σ`ένα βαρυτικό πεδίο ελαττώνεται κατά τον παράγοντα      

(-g00)
1/2. To φαινόµενο αυτό ονοµάζεται βαρυτική διαστολή του χρόνου. 

Σηµείωση:  Σύµφωνα µε την σχέση (3-23), για ένα παρατηρητή που βρίσκεται σε 

µεγάλη απόσταση από ένα άστρο που υφίσταται βαρυτική κατάρρευση, το 

συγκεκριµένο φαινόµενο της κατάρρευσης δεν τελειώνει ποτέ. Η επιφάνεια του 

καταρρέοντος άστρου πλησιάζει ασυµπτωτικά την ακτίνα Schwarzschild, αλλά δεν 

την φτάνει ποτέ σε πεπερασµένο χρόνο. Γι`αυτό το λόγο, οι µαύρες οπές 

ονοµάζονται και "παγωµένα άστρα". Τώρα αν ο παρατηρητής βρίσκεται πάνω σ`ένα 

τέτοιο άστρο, η κατάρρευση γίνεται πολύ γρήγορα και σε ελάχιστο χρόνο ο 

παρατηρητής θα προσκρούσει στην ανωµαλία Schwarzschild r = 0 (αν έχουµε 

σφαιρική συµµετρία). Οι Hawking και Penrose απέδειξαν την ύπαρξη µιας τέτοιας 

ανωµαλίας σχεδόν για κάθε βαρυτική κατάρρευση. 
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Κοσµική λογοκρισία(cosmic censorship) :  Κάθε ανωµαλία που αναφέραµε 

προηγουµένως, περιβάλλεται από ένα ορίζοντα γεγονότων, κατά συνέπεια είναι 

αθέατη από ένα εξωτερικό παρατηρητή. Αυτό οδήγησε τον Penrose να προτείνει την 

υπόθεση της κοσµικής λογοκρισίας : "∆εν υπάρχουν λύσεις των πεδιακών εξισώσεων 

Einstein µε "γυµνές" χωροχρονικές ανωµαλίες". Με τον όρο "γυµνές" εννοούµε µη 

καλυµµένες από ορίζοντα γεγονότων. Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι, η ανωµαλία που 

σχηµατίζεται από την βαρυτική κατάρρευση δεν είναι ποτέ "γυµνή", αφού 

καλύπτεται από ένα ορίζοντα γεγονότων, που κρύβει την ανωµαλία από κάθε 

εξωτερικό παρατηρητή. Η σπουδαιότητα αυτής της υπόθεσης, που προφανώς ισχύει 

στην περίπτωση της σφαιρικής συµµετρίας, είναι σηµαντική. Θεωρούµε ότι, στις 

ακραίες συνθήκες που επικρατούν στην περιοχή της ανωµαλίας(π.χ. πιθανόν άπειρη 

πυκνότητα), οι ιδιότητες της φύσης σε µικροσκοπική κλίµακα διέπονται από την 

κβαντική θεωρία. 

Παρατήρηση :  Όταν ο τανυστής ενέργειας - ορµής ενός συστήµατος µεταβάλλεται 

χρονικά, τότε θα έχουµε εκποµπή βαρυτικών κυµάτων. Για παράδειγµα, έντονη 

εκποµπή βαρυτικών κυµάτων έχουµε: α) στην περίπτωση δίδυµων άστρων, που είναι 

πολύ κοντά και κάποιο απ`αυτά ή και τα δύο είναι  άστρο νετρονίων ή λευκός νάνος, 

β) στην περίπτωση βαρυτικής  κατάρρευσης. 

     Επανερχόµαστε πάλι στην εξέταση της σχέσης (3-23). Παρατηρούµε ότι είναι 

δυνατόν να συγκρίνουµε το ιδιοχρονικό διάστηµα που µετρούν δύο διαφορετικοί 

ακίνητοι παρατηρητές µέσα στην ίδια γεωµετρία. Έστω λοιπόν δύο ακίνητα ρολόγια 

που βρίσκονται σε δύο διαφορετικές θέσεις x1 και x2 . Για ένα δεδοµένο dt  έχουµε: 

                                   dτ1 =
    

- g00 Hx1L dt H3 - 24L 

                                   dτ2 =
    

- g00 Hx2L dt H3 - 25L 

     ∆ιαιρώντας κατά µέλη τις σχέσεις (3-24), (3-25) βρίσκουµε  : 

dτ2

dτ1
=

    
- g00 Hx2L    
- g00 Hx1L=&1 - 2 GM    r2

1 - 2 GM    r1 » 1 -
GM

r2
+

GM

r1
H3 - 26L

 

όπου λάβαµε υπόψιν  την σχέση  : g00 = 1 - 2GM / r .               

   Κατά συνέπεια, σ`ένα τυχαίο βαρυτικό πεδίο έχουµε µετατόπιση στο φάσµα της 

ηλεκτροµαγνητικής ακτινοβολίας, που µετρούν δύο διαφορετικοί παρατηρητές.  

  Η σχέση (3-26) µπορεί να γίνει : 

                     f2 
    

- g00 Hx2L= f1 
    

- g00 Hx1LH3 - 27L 
όπου  f1, f2  οι συχνότητες στις θέσεις x1 και x2 αντίστοιχα. 

   Παρατηρούµε ότι το γινόµενο :   

                                                                          f 
    

- g00 HxL 

είναι σταθερό σε όλα τα σηµεία. Περιοχές µε µεγάλες τιµές του g00(x) έχουν µικρή 

τιµή στην συχνότητα f (βαρυτική µετατόπιση φάσµατος προς το ερυθρό), ενώ 

περιοχές µε µικρές τιµές του  g00(x) έχουν µεγάλη τιµή  στην συχνότητα f (βαρυτική 

µετατόπιση φάσµατος προς το ιώδες), σε αντιδιαστολή µε την µετατόπιση Doppler. 
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   Γνωρίζουµε ότι,  το "κλασσικό" δυναµικό Φ σε µια σφαιρική κατανοµή µάζας είναι 

Φ = - GM / r ,  οπότε η σχέση (3-26), λαµβάνοντας υπόψιν την προσέγγιση γίνεται : 

                                        

dτ2

dτ1
» 1 +HΦ2 - Φ1LH3 - 28L

 

   Αν εργαστούµε στο σύστηµα µονάδων S.I. τότε:  g00(x) = 1 - 2GM / rc2, οπότε η 

σχέση (3-28) γράφεται : 

                                        

dτ2

dτ1
» 1 +

Φ2 - Φ1

c2
H3 - 29L
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                                         Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο    4 

 

 

 

       H Σχετικιστική Κοσµολογία βασίζεται σε τρεις υποθέσεις:  

Ι) Την κοσµολογική αρχή,  

ΙΙ) το αξίωµα του Weyl  

ΙΙΙ) την  Γ.Θ.Σ. 

       

4.1. Η ΚΟΣΜΟΛΟΓΙΚΗ ΑΡΧΗ (cosmological principle) 

 

     Πώς είναι κατανεµηµένη η ύλη στο Σύµπαν; 

  Σε µικρές κλίµακες (κάτω των 108 ετών φωτός), οι παρατηρήσεις δείχνουν ότι στο 

σύµπαν η ύλη αλλού είναι πιο πυκνή και αλλού πιο αραιή, δηλαδή παρουσιάζεται 

ανοµοιοµορφία και ανοµοιογένεια. Σε µεγάλες κλίµακες όµως (πολύ πάνω των 108 

ετών φωτός), οι παρατηρήσεις δείχνουν ότι το Σύµπαν είναι οµογενές και 

ισοτροπικό, τουλάχιστον σε µια καλή προσέγγιση. Αυτό σηµαίνει ότι  κανένα σηµείο 

και καµία κατεύθυνση δεν είναι περισσότερο προτιµητέα από άλλα, για καµία 

χρονική στιγµή. Αυτή είναι η κοσµολογική αρχή που διατυπώθηκε το 1948 από τον 

αστρονόµο H. Bondi. Πάνω σ`αυτή την αρχή θεµελιώνεται σήµερα όλη η σύγχρονη 

κοσµολογία. Αργότερα οι H. Bondi  και  T. Gold διετύπωσαν την λεγόµενη τέλεια 

κοσµολογική αρχή (Perfect cosmological principle), σύµφωνα µε την οποία υπάρχει 

όχι µόνο ισοδυναµία των διαφόρων παρατηρητών, αλλά και η εικόνα που αποκοµίζει 

καθένας απ`αυτούς για το Σύµπαν δεν αλλάζει µε τον χρόνο ούτε ποιοτικά ούτε 

ποσοτικά. Η αρχή αυτή οδηγεί στο λεγόµενο πρότυπο σταθερής κατάστασης (steady-

state model), σύµφωνα µε το οποίο η κατανοµή της ύλης στο Σύµπαν θα πρέπει να 

είναι οµοιόµορφη και σταθερή µε τον χρόνο. Αυτό όµως σύντοµα εγκαταλείφθηκε, 

εφόσον δεν άντεχε σε καµία πειραµατική επαλήθευση. 

   Έτσι, η κοσµολογική αρχή διατυπώνεται ως εξής : 

"Σε κάθε περίοδο, το Σύµπαν φαίνεται ακριβώς το ίδιο από οποιοδήποτε σηµείο, µε 

εξαίρεση τοπικές ανωµαλίες". Μια πολλαπλότητα χωρίς προνοµιούχες κατευθύνσεις 

γύρω από ένα σηµείο ονοµάζεται ισοτροπική και πρέπει να είναι σφαιρικά 

συµµετρική σ`αυτό το σηµείο. Αποδεικνύεται ότι η ισοτροπία περιέχει την 

οµοιογένεια, το αντίστροφο όµως δεν ισχύει. Η κοσµολογική αρχή επιβεβαιώθηκε 

πειραµατικά το 1965 µε την ανακάλυψη των κοσµικών µικροκυµάτων υποβάθρου, 

από τους Penzias και Wilson. Αυτοί ανακάλυψαν ότι το Σύµπαν διαπερνάται από 

θερµική ακτινοβολία θερµοκρασίας 2.7Κ και επιπλέον, αυτή η ακτινοβολία είναι 

ισοτροπική σε κλάσµατα του 1%. Η γενικώς αποδεκτή εξήγηση είναι, ότι αυτή η 

ακτινοβολία αποτελεί τα θερµικά κατάλοιπα της µεγάλης έκρηξης. 
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4.2. Η ΑΡΧΗ ΤΟΥ WEYL 

 

      Το 1923, ο Η. Weyl πρόσθεσε ότι οι γεωδαισιακές δεν τέµνονται, εκτός από ένα 

µοναδικό σηµείο στο παρελθόν και πιθανώς από ένα παρόµοια µοναδικό σηµείο στο 

µέλλον. Υπάρχει κατά συνέπεια, µία και µόνο µία γεωδαισιακή, που περνάει από ένα 

σηµείο του χωροχρόνου και εποµένως, η ύλη σε κάθε σηµείο κατέχει µια µοναδική 

ταχύτητα. 

 

 

4.3. ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ ΚΟΣΜΟΛΟΓΙΚΗΣ ΣΠΟΥ∆ΑΙΟΤΗΤΑΣ 

 

    Η Κοσµολογία µελετά τις ιδιότητες του Σύµπαντος σε µεγάλη κλίµακα. Από 

διάφορες παρατηρήσεις και αναλύσεις, σήµερα πιστεύουµε ότι το Σύµπαν γεννήθηκε 

πριν 10-25 δισεκατοµµύρια χρόνια από µια τροµακτική έκρηξη (big-bang). Πριν από 

την έκρηξη αυτή το Σύµπαν θεωρείται ότι ήταν συµπιεσµένο σ`ένα υλικό σηµείο µε 

άπειρη πυκνότητα (singular point), από το οποίο αποδεσµεύτηκε όλη η µάζα και η 

ενέργεια του Σύµπαντος όπως το βλέπουµε σήµερα. Μετά την µεγάλη έκρηξη το 

Σύµπαν άρχισε να διαστέλλεται αυξάνοντας τον όγκο του και µειώνοντας την 

πυκνότητά του. Η διαστολή αυτή πιστεύεται ότι συνεχίζεται µέχρι σήµερα. Οι 

παρατηρήσεις που θεωρούνται ότι έχουν µεγάλο κοσµολογικό ενδιαφέρον και 

κάποιες απ`αυτές συνηγορούν υπέρ του µοντέλου της µεγάλης έκρηξης είναι : 

Α) Κατανοµή των Γαλαξιών :   Ο αριθµός των παρατηρούµενων γαλαξιών ανά 

µονάδα στερεάς γωνίας προς οποιαδήποτε διεύθυνση είναι σταθερός, πλην 

ορισµένων περιπτώσεων. Επίσης ο αριθµός των γαλαξιών ανά µονάδα όγκου είναι 

περίπου ίδιος. Εποµένως το Σύµπαν µπορεί να θεωρηθεί ότι είναι οµογενές και 

ισότροπο. 

Β) ∆ιαστολή του Σύµπαντος :    Όταν ο Slipher (1912)  ασχολήθηκε µε τον 

προσδιορισµό της ακτινικής ταχύτητας των γαλαξιών, διεπίστωσε ότι οι φασµατικές 

γραµµές των περισσότερων γαλαξιών παρουσιάζουν µετάθεση προς το ερυθρό (red-

shift). Αργότερα ο Hubble το 1932 µετά από πολλές παρατηρήσεις επιβεβαίωσε την 

καθολικότητα της µετάθεσης των γραµµών προς το ερυθρό. Οι λίγες εξαιρέσεις που 

είχαν παρατηρηθεί ήταν προς την διεύθυνση της κίνησης του Ηλίου γύρω από το 

κέντρο του γαλαξία µας και οφείλοντο σ`αυτήν. Ο Hubble λοιπόν πρότεινε την ιδέα 

πως όλοι οι γαλαξίες αποµακρύνονται από την Γη και άρα από τον δικό µας γαλαξία, 

µε µια ταχύτητα που είναι ανάλογη της απόστασης που τους χωρίζει από µας. Ο 

νόµος αυτός, γνωστός σαν νόµος του Hubble, εκφράζεται από την σχέση : 

                       υ = r
 
i HtL= H HtL ri HtLH4 - 1L 

όπου υ η σχετική ταχύτητα ενός γαλαξία ως προς τον δικό µας, ri (t) η απόστασή του 

από τον δικό µας και Η(t) µια συνάρτηση του χρόνου, που είναι η ίδια για όλους τους 

γαλαξίες και ονοµάζεται παράµετρος Hubble. Αν υποθέσουµε ότι ∆λ είναι η 
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µετατόπιση του µήκους κύµατος µιας φασµατικής γραµµής λ, λόγω φαινοµένου 

Doppler, τότε θα έχουµε : 

                                             

λ

λο
=
ik1 + β

1 - β

y{1    2 H4 - 2L
   

όπου λο το µήκος κύµατος της πηγής και β = υ/c. Για  υ << c θα έχουµε: ik1 + β

1 - β

y{1    2 =
ik1 - β2H1 - βL2y{1    2 »

1 -
1

2
 β2

1 - β
»
ik1 -

1

2
 β2
y{ H1 + βL» 1 + β

 
οπότε η (4-2) γίνεται : 

                                            

υ

c
»

λ

λο
- 1 =

λ - λο

λο
=
∆λ

λο  
Οι αστρονόµοι ορίζουν την µετατόπιση προς το ερυθρό µέσω της παραµέτρου : 

                                                                         

z =
∆λ

λο  
Άρα σύµφωνα και µε την σχέση (4-1) για β << 1 καταλήγουµε : 

                                                      

z »
υ

c
=
Hri

c
H4 - 3L

 
  Ο ρυθµός διαστολής του Σύµπαντος καθορίζεται από την παράµετρο Hubble. Η 

σηµερινή τιµή του ρυθµού διαστολής δηλαδή της σταθεράς του Hubble είναι : 

                                Ho = 100 hKmMpc- 1
, 0.5 £ h £ 0.85  

όπου h εκφράζει την απόκλιση από την αριθµητική αυτή τιµή. 

  Η εξίσωση του Hubble δεν είναι παρά µια µαθηµατική συνέπεια της κοσµολογικής 

αρχής, που λέει ότι το Σύµπαν πρέπει να φαίνεται το ίδιο σε παρατηρητές 

οποιουδήποτε γαλαξία σε όποια διεύθυνση και αν κοιτάνε, οπότε αναπόφευκτα η 

σχετική ταχύτητα δύο γαλαξιών θα πρέπει να είναι ανάλογη της σχετικής τους 

απόστασης. 

Γ)  Παράδοξο του Olbers:  Το 1826 ο Olbers κατέληξε στο συµπέρασµα ότι ο 

νυκτερινός ουρανός πρέπει να έχει οµοιόµορφη λαµπρότητα ίση µε την λαµπρότητα 

του ηλιακού δίσκου. Η προφανής αντίθεση του συµπεράσµατος αυτού µε την 

πραγµατικότητα αποτελεί το παράδοξο του Olbers. 

  Οι υποθέσεις επί των οποίων βασίστηκε το συµπέρασµα του Olbers είναι : 

1) Η κατανοµή των αστέρων είναι οµογενής. 

2) Η µέση τιµή της λαµπρότητας και της ακτίνας των αστέρων ενός επαρκώς 

µεγάλου όγκου δεν µεταβάλλεται µε την θέση και τον χρόνο. 

3) Το Σύµπαν είναι άπειρο και στατικό. 

Με βάση αυτές τις υποθέσεις ο Olbers απέδωσε τον νυκτερινό ουρανό στην ύπαρξη 

ενός λεπτού απορροφητικού µέσου που ελαττώνει το φως των αστέρων. Αυτό όµως 

δεν λύνει το πρόβληµα, γιατί το µέσο αυτό λόγω της διαρκούς θέρµανσης θα 

ακτινοβολούσε τελικά ενέργεια ίση µε αυτή που απορροφά. 

  Το συµπέρασµα του Olbers προκύπτει ως εξής : θεωρούµε ένα σφαιρικό κέλυφος 

ακτίνας r και πάχους dr, και ας  ορίσουµε µε I το γινόµενο του µέσου αριθµού 
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αστεριών ανά µονάδα όγκου και της µέσης φωτεινότητας ανά αστέρι. Η ένταση στο 

κέντρο του κέλυφους θα δοθεί από τη συνολική φωτεινότητα που παράγεται από το 

κέλυφος, δια του εµβαδού της περιοχής, που είναι πρoσεγγιστικά :  

                                                    

Φ =
H4 πr2 drL I

4 πr2
= Idr

 
Aν περιβάλλουµε οποιοδήποτε σηµείο P µε µια άπειρη διαδοχή από κελύφη, πάχους 

dr το καθένα, τότε η ολική ένταση στο Ρ θα είναι : 

                                                              

Φολ =ΰ
0

¥
Idr

 
που είναι άπειρη. 

  Πολλές ερµηνείες είναι δυνατόν να δοθούν για να δικαιολογηθεί το παράδοξο του 

Olbers. Γνωρίζουµε ότι, η κατανοµή των αστέρων δεν είναι οµογενής. Αν όµως 

λάβουµε του γαλαξίες αντί των αστέρων, η πρώτη υπόθεση ισχύει. Όσον αφορά την 

δεύτερη υπόθεση, αυτή προϋποθέτει ότι το Σύµπαν είναι αιώνιο. Αν όµως έχει 

πεπερασµένη ηλικία, το παραπάνω ολοκλήρωµα δεν είναι άπειρο και κατά συνέπεια 

προκύπτει τιµή πολύ µικρότερη. Η τρίτη υπόθεση περί στατικού Σύµπαντος δεν 

ευσταθεί αφού το Σύµπαν είναι διαστελλόµενο. 

∆)  Ακτινοβολία 3Κ (ακτινοβολία υπόβαθρου):  Την στιγµή της µεγάλης έκρηξης η 

θερµοκρασία και η πυκνότητα του Σύµπαντος είχαν άπειρες τιµές. Μετά την µεγάλη 

έκρηξη η θερµοκρασία αρχίζει να πέφτει γρήγορα. Στο τέλος του 1ου sec µετά την 

έκρηξη, αποδεικνύεται ότι η θερµοκρασία του Σύµπαντος έχει πέσει στους 10Κ.Τα 

διάφορα σωµάτια έχουν κινητικές ενέργειες της τάξης των 1ΜeV, οπότε κανένα 

άτοµο δεν µπορεί να δηµιουργηθεί. Αυτά τα σωµάτια καθώς κινούνται ταχύτατα 

εκπέµπουν και απορροφούν συνεχώς ακτινοβολία, δηλαδή φωτόνια. Καθώς ο χρόνος 

όµως κυλάει, το Σύµπαν εξακολουθεί να διαστέλλεται και ταυτόχρονα η 

θερµοκρασία του πέφτει συνεχώς, οπότε αρχίζουν να σχηµατίζονται οι πρώτοι 

σταθεροί πυρήνες και αργότερα τα πρώτα άτοµα στοιχείων. Από την στιγµή που 

υπάρχουν άτοµα, η αλληλεπίδραση µε αυτά των φωτονίων της ακτινοβολίας είναι πιο 

ασθενική απ`ότι πριν. Μπορούµε να πούµε ότι η ακτινοβολία αποδεσµεύεται από την 

ύλη και παύει πλέον να αλληλεπιδρά µ`αυτήν. Ακολούθως η ακτινοβολία αρχίζει πια 

να ταξιδεύει σχεδόν ελεύθερα στο Σύµπαν, γεµίζοντάς το οµοιόµορφα. Σήµερα αυτή 

η ακτινοβολία είναι διάχυτη στο Σύµπαν, σαν ένα φωτονικό αέριο, που συνεχίζει να 

ψύχεται και υπολογίζεται ότι θα πρέπει να είναι γύρω στους 3Κ. Αν καταφέρουµε να 

ανιχνεύσουµε την παραπάνω ακτινοβολία µ`ένα δέκτη θα πρέπει να έχει µήκος 

κύµατος : λ = hc / kT = 7.35cm. Πραγµατικά το 1964 δύο φυσικοί οι A. Penzias και 

R. Wilson, συνέλαβαν συµπτωµατικά µε την κεραία τους µια ακτινοβολία µε το 

παραπάνω µήκος κύµατος. Μάλιστα αυτή η ακτινοβολία ήταν ανεξάρτητη από την 

στιγµή της παρατήρησης και ανεξάρτητη από την διεύθυνση προς την οποία 

έστρεφαν την κεραία. Αυτή η παρατήρηση, ισχυροποιούσε περισσότερο το µοντέλο 

της µεγάλης έκρηξης και µαζί µε την φυγή των γαλαξιών του Hubble, αποδείκνυε ότι 

το Σύµπαν µας διαστέλλεται. 
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4.3.  ΜΕΤΡΙΚΗ  ROBERTSON - WALKER 

 

      Στην κλασσική φυσική ο χώρος θεωρείται ευκλείδειος. Η υπόθεση αυτή που 

ισχύει σε γειτονικές περιοχές του χώρου δεν είναι κατ`ανάγκη αληθινή σ`ολόκληρο 

το σύµπαν. Θεωρούµε ένα ιδανικό Σύµπαν (ισότροπο και οµογενές), πλήρες από 

ιδανικό ρευστό, που χαρακτηρίζεται από µια χρονοεξαρτηµένη πυκνότητα ενέργειας 

ρ(t) και πίεση p(t). Mαθηµατικά, ο χωρόχρονος της Κοσµολογίας βασίζεται στην 

Γ.Θ.Σ. µε την µετρική Robertson-Walker : 

ds
2 = gµν HxL dxµ dxν = - dt2 + dl

2”
 

ds
2 = - dt2 + R2 HtLAdr2

1 - kr2
+ r

2 Hdθ2 + sin2 θdφ2LEH4 - 4L
 

     Σ`αυτή την σχέση οι συντεταγµένες (t,r,θ,φ) είναι γνωστές σαν "οµοκινούµενες " 

συντεταγµένες (comoving coordinates), από το γεγονός ότι οι χωρικές συντεταγµένες 

(r,θ,φ) είναι σταθερές στον χρόνο για παρατηρητές των οποίων η µόνη κίνηση είναι 

αποτέλεσµα της κοσµικής διαστολής. Ως "οµοκινούµενο" σύστηµα συντεταγµένων 

(comoving coordinate system) ή τοπικό σύστηµα συντεταγµένων (local rest frame) 

ενός παρατηρητή ή ενός σωµατιδίου ή ενός στοιχειώδους τριδιάστατου όγκου ενός 

ρευστού ονοµάζεται το σύστηµα συντεταγµένων, ως προς το οποίο ο παρατηρητής 

ακινητεί και σε µια µικρή περιοχή του οποίου ο χωρόχρονος µπορεί να θεωρηθεί 

(τοπικά) επίπεδος, δηλαδή : 

                                           U
o = Uo = 1, U

i = Ui = 0, Γκλ
µ

= 0  
  Η συνάρτηση R(t) είναι ο χρονοεξαρτηµένος παράγοντας κοσµικής κλίµακας . 

Επειδή στην περίπτωση ενός σφαιρικού χώρου η R(t) καθορίζει την κλίµακα του 

σφαιρικού Σύµπαντος σε κάθε χρονική στιγµή, γι`αυτό λέγεται και  "ακτίνα του 

σφαιρικού Σύµπαντος"  ή  "παράγοντας διαστολής χώρου". Η σταθερά k εκφράζει το 

είδος του χώρου και µπορεί µε την κατάλληλη εκλογή της κλίµακας των 

συντεταγµένων να παίρνει την τιµή  +1, 0, -1 ανάλογα αν ο χώρος είναι σφαιρικός 

(θετική καµπυλότητα), ευκλείδειος (µηδενική καµπυλότητα) ή υπερβολικός 

(αρνητική καµπυλότητα) αντίστοιχα. Η καµπυλότητα και η ακτίνα καµπυλότητας του 

χώρου είναι : 

                        

Κ =
k

R HtL2 , Rk =
R HtLΘkΘ1    2 H4 - 5L

 
και καθορίζονται από τον R(t) σε κάθε χρονική στιγµή t (κοσµικός χρόνος). 

Η συντεταγµένη r στην σχέση (4-4) είναι αδιάστατη, που σηµαίνει ότι ο παράγοντας 

R(t) έχει διαστάσεις µήκους και συσχετίζει την "οµοκινούµενη" συντεταγµένη r µε 

την αντίστοιχη "φυσική" απόσταση d µέσω της σχέσης : dφυσ = R(t)r .  

Ο µετρικός τανυστής gµν  στην περίπτωσή µας είναι : 
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gµν = R
2 

i
k

- 1

R2
0 0 0

0
1

1- kr2
0 0

0 0 r2 0

0 0 0 r2 sin2 θ

y
{
H4 - 6L

 
µε συνιστώσες : 

goo = - 1 = g
oo
, g11 =

R2

1 - kr2
=Hg11L- 1, g22 = R

2 r2 =Hg22L- 1,
 

g33 = R
2 r2 sin2 θ =Hg33L- 1,     - g =

R3 r2 sinθ    
1 - kr2  

 

 

 

4.4. ∆ΥΝΑΜΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΚΟΣΜΟΛΟΓΙΑΣ 

 

    Θεωρώ ένα κοσµικό ιδανικό σχετικιστικό ρευστό µε πυκνότητα ενέργειας ρ(t) και 

πίεση p(t). Στην Ε.Θ.Σ. ο τανυστής ενέργειας-ορµής αυτού του ρευστού δίνεται από 

την σχέση : 

                                   Θ
µν =Hρ + pL Uµ Uν + pn

µν
    

όπου Uµ το τετραδιάνυσµα της ταχύτητας του ρευστού, µε νορµαλισµό  UµUµ = -1. 

  Στην Γ.Θ.Σ. ο αντίστοιχος τανυστής ενέργειας-ορµής είναι : 

                                   Τ
µν =Hρ + pL Uµ Uν + pg

µν H4 - 7L 
Στο "οµοκινούµενο" σύστηµα συντεταγµένων όπου Ui = 0, έχω : 

                                         Τ
oo =Hρ + pL Uo Uo + pg

oo
 

                                         Τ
oi =Hρ + pL Uo Ui + pg

oi
 

                                         Τ
ij =Hρ + pL Ui Uj + pg

ij
 

Για διαγώνιες µετρικές όπως των Robertson-Walker, έχουµε : 

Τoo = ρ + p - p” Τoo = ρ, Τoi = 0, Τij = pg
ij

 

οπότε ο τανυστής ενέργειας-ορµής γράφεται : 

                    

Tµν =

i
k
ρ 0 0 0

0 g11 p 0 0

0 0 g22  p 0

0 0 0 g33  p

y
{H4 - 8L

 

Mε έναν συναλλοίωτο δείκτη που ανυψώνεται αυτός λαµβάνει την καταλληλότερη 

µορφή : 

                  Τν
µ =Hρ + pL Uµ Uν - pδν

µ
 

οπότε : 
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Tν
µ =

i
k

- ρ 0 0 0

0 p 0 0

0 0 p 0

0 0 0 p

y
{H4 - 9L

 
Tο ίχνος δίνεται από την σχέση : 

                                      
Τ = Tµ

µ = - ρ + 3 p H4 - 10L
 

Σηµειώνουµε ότι σε όλες τις παραπάνω σχέσεις έχουµε λάβει ότι c = 1. 

  Λύνουµε τις εξισώσεις του Einstein : 

                           

Gµν = Rµν -
1

2
 Rgµν = 8 πGTµν H4 - 11L

 

για να βρούµε τις δυναµικές εξισώσεις Κοσµολογίας. 

  Αρχικά υπολογίζουµε τα σύµβολα Christoffel σύµφωνα µε την σχέση : 

Γλµ
κ =

1

2
 gκν Hgνµ,λ + gλν,µ - gλµ,νL

 
Άρα έχουµε : 

Γ11
1 =

1

2
 g1 κ Hgκ1,1 + g1 κ,1 - g11,κL=

1

2
 g11 Hg11,1 + g11,1 - g11,1L=

1

2
 g11 g11,1

 

g11,1 =
¶

¶ r
 
ikR2

1 - kr2

y{= R
2 

2 krH1 - kr2L2  

Άρα : Γ11
1 =

kr

1 - kr2  

Γ22
1 =

1

2
 g1 κ Hgκ2,2 + g2 κ,2 - g22,κL=

1

2
 g11 Hg12,2 + g21,2 - g22,1L=

1

2
 
ik1 - kr2

R2

y{ ik0 + 0 -
¶

¶r
 HR2 r2Ly{”

 

                              Γ22
1 = - r H1 - kr

2L 

Γ33
1 =

1

2
 g1 κ Hgκ3,3 + g3 κ,3 - g33,κL=

1

2
 g11 Hg13,3 + g31,3 - g33,1L=

 

1

2
 
ik1 - kr2

R2

y{ ik0 + 0 -
¶

¶r
 HR2 r2 sin2 θLy{ή Γ33

1 = - r H1 - kr2L sin2 θ

 

Γ33
2 =

1

2
 g2 κ Hgκ3,3 + g3 κ,3 - g33,κL=

1

2
 g22 Hg23,3 + g32,3 - g33,2L=

 
1

2
 HR2 r2L- 1 

ik0 + 0 -
¶

¶θ
 HR2 r2 sin2 θLy{ή Γ33

2 = - sinθcosθ
 

Γ11
0 =

1

2
 g0 κ Hgκ1,1 + g1 κ,1 - g11,κL=

1

2
 g00 Hg01,1 + g10,1 - g11,0L=
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1

2
 H- 1L ik0 + 0 -

¶

¶t
 
ikR2

1 - kr2

y{y{ή Γ11
0 =

R R
 

1 - kr2
 

Γ22
0 =

1

2
 g0 κ Hgκ2,2 + g2 κ,2 - g22,κL=

1

2
 g00 Hg02,2 + g20,2 - g22,0L=

 
1

2
 H- 1L ik0 + 0 -

¶

¶t
 HR2 r2Ly{ή Γ22

0 = R R
 

 r2

 

Γ33
0 =

1

2
 g0 κ Hgκ3,3 + g3 κ,3 - g33,κL=

1

2
 g00 Hg03,3 + g30,3 - g33,0L=

 
1

2
 H- 1L ik0 + 0 -

¶

¶t
 HR2 r2 sin2 θLy{ή Γ33

0 = R R
 

 r2 sin2 θ
 

Γ01
1 =

1

2
 g1 κ Hgκ1,0 + g0 κ,1 - g01,κL=

1

2
 g11 Hg11,0 + g01,1 - g01,1L=

 
1

2
 
ik1 - kr2

R2

y{ ik¶

¶t
 
ikR2

1 - kr2

y{y{ή Γ01
1 =

R
 

R
= Γ02

2 = Γ03
3

 

 
Γ02
2 =

1

2
 g2 κ Hgκ1,2 + g2 κ,1 - g12,κL=

1

2
 g22 Hg21,2 + g22,1 - g12,2L=

 
1

2
 HR2 r2L- 1 

ik0 +
¶

¶r
 HR2 r2L- 0

y{=
1

r
= Γ13

3

 

Γ23
3 =

1

2
 g3 κ Hgκ3,2 + g2 κ,3 - g23,κL=

1

2
 g33 Hg33,2 + g23,3 - g23,3L=

 
1

2
 HR2 r2 sin2 θL- 1 ik¶

¶θ
 HR2 r2 sin2 θL+ 0 - 0

y{= cotθ
 

Tα υπόλοιπα σύµβολα Christoffel είναι µηδέν. 

   Τώρα υπολογίζουµε τον τανυστή Ricci σύµφωνα µε την σχέση : 

Rµν = - Γµσ,ν
σ + Γµν,σ

σ - Γµσ
ρ  Γρν

σ + Γµν
ρ  Γρσ

σ

 

οπότε έχουµε : 

R00 = - Γ0 σ,0
σ + Γ00,σ

σ - Γ0 σ
ρ

 Γρ0
σ + Γ00

ρ
 Γρσ
σ =

 

-
¶

¶t
 Γ10
1 -

¶

¶t
 Γ20
2 -

¶

¶t
 Γ30
3 - HΓ101  Γ01

1 + Γ20
2  Γ02

2 + Γ30
3  Γ03

3L=
 

-
¶

¶t
 
ikR Ry{-

¶

¶t
 
ikR Ry{-

¶

¶ t
 
ikR Ry{-

ikR 2R2 +
R
 2

R2
+
R
 2

R2

y{”  

R00 = - 3 
R
Π

 R - R
 2

R2
- 3 

R
 2

R2
”

 

R00 = - 3 
R
Π
R  

R11 = - Γ1 σ,1
σ + Γ11,σ

σ - Γ1 σ
ρ

 Γρ1
σ + Γ11

ρ
 Γρσ
σ =
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-
¶

¶r
 HΓ111 + Γ12

2 + Γ13
3L+

¶

¶t
 Γ11
0 +

¶

¶r
 Γ11
1 - Γ10

1  Γ11
0 - Γ11

0  Γ01
1 - Γ11

1  Γ11
1 -

 

- Γ12
2  Γ21

2 - Γ13
3  Γ31

3 + Γ11
0  Γ01

1 + Γ11
0  Γ02

2 + Γ11
0  Γ03

3 + Γ11
1  Γ11

1 + Γ11
1  Γ12

2 + Γ11
1  Γ13

3 =  

-
¶

¶r
 
ikkr

1 - kr2
+
2

r

y{+
¶

¶ t
 
ikR R

 

1 - kr2

y{+
¶

¶r
 
ikkr

1 - kr2
y{-

R
 

R
.

R R
 

1 - kr2
-

 

-
1

r2
-

1

r2
+

R R
 

1 - kr2
.
R
 

R
+

R R
 

1 - kr2
.
R
 

R
+

kr

1 - kr2
.
1

r
+

kr

1 - kr2
.
1

r
”

 

                                                    

R11 =
R R
Π

+ 2 R
 2

+ 2 k

1 - kr2  

R22 = - Γ2 σ,2
σ + Γ22,σ

σ - Γ2 σ
ρ

 Γρ2
σ + Γ22

ρ
 Γρσ
σ =

 

-
¶

¶θ
 Γ23
3 +

¶

¶t
 Γ22
0 +

¶

¶r
 Γ22
1 - 2 Γ22

0  Γ02
2 - 2 Γ22

1  Γ12
2 - Γ23

3  Γ32
3 + Γ22

0  Γ01
1 +

 

+Γ22
0  Γ02

2 + Γ22
0  Γ03

3 + Γ22
1  Γ11

1 + Γ22
1  Γ12

2 + Γ22
1  Γ13

3 =  

-
¶

¶θ
 HcotθL+

¶

¶t
 IR R

 
 r2M+

¶

¶ r
@- r H1 - kr2LD- 2 R R

 
 r2 

R
 

R
-

 

- 2@- r H1 - kr2LD 1
r

- cot2 θ + R R
 

 r2 
R
 

R
+ R R

 
 r2 

R
 

R
+ R R

 
 r2 

R
 

R
-

 

- r H1 - kr2L kr

1 - kr2
- r H1 - kr2L 1

r
- r H1 - kr

2L 1
r

”
 

                                        
R22 = r

2 IR R
Π

+ 2 R
 2

+ 2 kM
 

R33 = - Γ3 σ,3
σ + Γ33,σ

σ - Γ3 σ
ρ

 Γρ3
σ + Γ33

ρ
 Γρσ
σ =

 

-
¶

¶φ
 0 +

¶

¶t
 Γ33
0 +

¶

¶ r
 Γ33
1 +

¶

¶ θ
 Γ33
2 - Γ30

3  Γ33
0 - Γ31

3  Γ33
1 - Γ32

3  Γ33
2 -

 

- Γ33
0  Γ03

3 - Γ33
1  Γ13

3 - Γ33
2  Γ23

3 + Γ33
0  Γ01

1 + Γ33
0  Γ02

2 + Γ33
0  Γ03

3 + Γ33
1  Γ11

1 + Γ33
1  Γ12

2 +  

+Γ33
1  Γ13

3 + Γ33
2  Γ23

3 =
¶

¶t
 IR R

 
 r2 sin2 θM+

¶

¶ r
@- r H1 - kr2L sin2 θD+

 
 

+
¶

¶θ
 H- sinθcosθL-

R
 

R
 R R

 
 r2 sin2 θ -

1

r
@- r H1 - kr

2L sin2 θD-
 

cotθ.H- sinθcosθL- R R
 

 r2 sin2 θ 
R
 

R
- @- r H1 - kr2L sin2 θD 1

r
-

 

-H- sinθcosθL cotθ + R R
 

 r2 sin2 θ 
R
 

R
+ R R

 
 r2 sin2 θ 

R
 

R
+

 

+R R
 

 r2 sin2 θ 
R
 

R
- r H1 - kr

2L sin2 θ 
kr

1 - kr2
- r H1 - kr

2L sin2 θ 
1

r
-

 

- sinθcosθcotθ”  
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R33 =IR R
Π

+ 2 R
 2

+ 2 kM r2 sin2 θ
 

Οι τανυστές Ricci της µορφής  Roi  µε i = 1,2,3  είναι εκ ταυτότητας µηδέν. 

Συνοπτικά λοιπόν µπορούµε να γράψουµε : 

R00 = - 3 
R
Π
R
H4 - 12L, Roi = 0, για i = 1, 2, 3 H4 - 13L

 

Rij =
1

R2
 IR R
Π

+ 2 R
 2

+ 2 kM gij, για i, j = 1, 2, 3 H4 - 14L
 

Κατά συνέπεια η βαθµωτή καµπυλότητα Ricci θα είναι : 

R = Rµ
µ = g

µν Rµν = g
οο  Rοο + g

11 R11 + g
22 R22 + g33 R33 =

 

3 
R
Π
R

+
1 - kr2

R2
.
R R
Π

+ 2 R
 2

+ 2 k

1 - kr2
+

1

R2 r2
 r2 IR R
Π

+ 2 R
 2

+ 2 kM+
 

+
1

R2 r2 sin2 θ
 r2 sin2 θ IR R
Π

+ 2 R
 2

+ 2 kM”
 

R =
6

R2
IR R
Π

+ R
 2

+ kMH4 - 15L
 

Άρα οι συνιστώσες του τανυστή Einstein θα είναι : 

G00 = R00 -
1

2
 Rg00 = - 3 

R
Π
R

-
1

2
 
6

R2
 IR R
Π

+ R
 2

+ kM H- 1L”
 

G00 =
3

R2
 IR 2 + kMH4 - 16L

 

Goi = Roi -
1

2
 Rgoi = 0 H4 - 17L

 

Gij = Rij -
1

2
 Rgij =

1

R2
 IR R
Π

+ 2 R
 2

+ 2 kM gij -
1

2
 
6

R2
 IR R
Π

+ R
 2

+ kM gij ”
 

Gij = -
2 R R
Π

+ R
 2

+ k

R2
 gij H4 - 18L

 
Εποµένως, αντικαθιστώντας τα αποτελέσµατα που βρήκαµε στις πεδιακές εξισώσεις 

του Einstein έχουµε για την  (t - t)  συνιστώσα : 

G00 = 8 πGT00 ”
3

R2
 IR 2 + kM= 8 πGρ HtL”

 

R
 2

 HtL+ k =
8 π

3
 Gρ HtL R2 HtLH4 - 19L

 

Η εξίσωση (4-19), αποτελεί την βασική κοσµολογική εξίσωση ονοµάζεται δε και 

πρώτης τάξης διαφορική εξίσωση του Friedmann. 

Goi = 8 πGToi ” 0 = 0  

Gij = 8 πGTij ” -
2 R R
Π

+ R
 2

+ k

R2
 gij = 8 πGp HtL gij ”

 

2 R HtL RΠ HtL+ R
 2

 HtL+ k = - 8 πGp HtL R2 HtLH4 - 20L 



 61 

Άρα έχω δύο εξισώσεις τις (4-19) και (4-20), για τις τρεις µεταβλητές R(t), p(t), ρ(t). 

  Αν αφαιρέσουµε κατά µέλη τις εξισώσεις  (4-19) και (4-20) παίρνουµε την εξίσωση 

για την ακτινική επιτάχυνση του Σύµπαντος: 

                       

R
Π

 HtL= -
4 πG

3
@ρ HtL+ 3 p HtLD R HtLH4 - 21L

 
Παραγωγίζουµε ως προς τον χρόνο την σχέση (4-19), οπότε έχουµε : 

2 R
 

 R
Π

=
8 πG

3
 Iρ  R2 + 2 ρR R

 M” 8 πG =
6 R

 
 R
Π

ρ
 

 R2 + 2 ρR R
 H4 - 22L

 
Αφαιρούµε κατά µέλη τις σχέσεις (4-20) και (4-21) : 

- 2 R R
Π

=
8 πG

3
 ρR2 + 8 πGpR2” - 6 R R

Π
= 8 πGR2 Hρ + 3 pL”

 

- 6 R
Π

= 8 πGR Hρ + 3 pLH4 - 23L 

Αντικαθιστώντας την σχέση (4-22) στην σχέση (4-23) παίρνουµε :  

- 6 R
Π

=
6 R

 
 R
Π

ρ
 

 R2 + 2 ρ R
  Hρ + 3 pL” - ρ

 
 R - 2 ρ R

 
= R

 
 Hρ + 3 pL”

 

ρ
 

 
R

R
 + 2 ρ = -Hρ + 3 pL” ρ

 
 
R

R
 + 3 Hρ + pL= 0 ”

 

                         

ρ
 

 HtL+ 3@ρ HtL+ p HtLD R  HtL
R HtL= 0 H4 - 24L

 

Η εξίσωση (4-24) είναι ισοδύναµη µε την συναλλοίωτη παράγωγο του τανυστή 

ενέργειας-ορµής, δηλαδή : 

                                                            
Τ;ν
µν = 0 H4 - 25L

 

   Aν λάβουµε υπόψιν στις πεδιακές εξισώσεις του Einstein την κοσµολογική 

σταθερά Λ , τότε θα έχουµε : 

Goo + Λgoo = 8 πGToo ”
3

R2
 IR 2 + kM- Λ = 8 πGρ”

 

                                  

R
 2

+ k

R2
-
Λ

3
=
8 πGρ

3
H4 - 26L

 

Gij + Λgij = 8 πGTij ” -
2 R R
Π

+ R
 2

+ k

R2
 gij + Λgij = 8 πGpgij ”

 

                               

2 R R
Π

+ R
 2

+ k

R2
- Λ = - 8 πGp H4 - 27L

 

Αν αφαιρέσουµε κατά µέλη τις σχέσεις (4-26), (4-27) έχουµε : 

                                 

R
Π
R

-
Λ

3
= -

4 πG

3
 H3 p + ρLH4 - 28L

 

Το δεύτερο µέλος της (4-27) παριστάνει τις δυνάµεις βαρύτητας της ύλης και της 

ακτινοβολίας. Η βαρύτητα σαν ελκτική δύναµη τείνει διαρκώς να επιβραδύνει την 

ταχύτητα διαστολής του Σύµπαντος, όπως προκύπτει και από το αρνητικό πρόσηµο. 
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Ο όρος  Λ/3 (κοσµική Λ-δύναµη), για Λ > 0 τείνει να αυξήσει την επιτάχυνση, 

δηλαδή παριστάνει απωστική δύναµη. 
   

 

 

 

4.5. ΣΥΝΕΠΕΙΕΣ  ΤΩΝ  ΚΟΣΜΟΛΟΓΙΚΩΝ  ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ 

 

    Α) Παρατηρώντας την εξίσωση (4-21) βλέπουµε, ότι η ακτινική επιτάχυνση του 

Σύµπαντος είναι πάντα αρνητική (ανεξάρτητα της τιµής του k). Αυτό συνεπάγεται 

ότι η βαρύτητα είναι πάντα ελκτική δύναµη. Αυτό έχει σαν συνέπεια να µπορεί να 

δηµιουργήσει βαρυτική κατάρρευση σε κάποιο άστρο κάτω από κατάλληλες 

συνθήκες. Η συγκεκριµένη επίσης εξίσωση, παριστάνει µία εξίσωση αρµονικού 

ταλαντωτή, µε την προϋπόθεση ότι ο παράγοντας  ρ + 3p  είναι σταθερός. 

 

    Β)  Η χρονοεξαρτώµενη συνάρτηση R, αναφέραµε ότι είναι παράγων 

κοσµολογικής διαστολής. Ο όρος  R3  είναι ανάλογος προς τον όγκο ενός τυχαίου 

στοιχείου ρευστού. Αν πολλαπλασιάσουµε την εξίσωση (4-24) µε R3 θα 

καταλήξουµε : 

ρ
 

 R3 + 3 Hρ + pL R  R2 = 0” 3 ρR2 R
 

+ ρ
 

 R3 + 3 pR2 R
 

= 0”  

                                      

d

dt
 HρR3L+ p 

d

dt
 HR3L= 0 H4 - 29L

 
Ο πρώτος όρος στο πρώτο µέλος της σχέσης (4-29), παριστάνει τον ρυθµό µεταβολής 

της ολικής ενέργειας του στοιχείου ρευστού, ενώ ο δεύτερος όρος εκφράζει το 

αντίστοιχο έργο καθώς το στοιχείο ρευστού διαστέλλεται. Μπορούµε εποµένως, να 

γράψουµε την σχέση (4-29), ως εξής : 

                                                                         dE + pdV = 0  

που είναι όπως παρατηρούµε, ο πρώτος νόµος της θερµοδυναµικής, ή η αρχή 

διατήρησης ενέργειας. 

 

                                                         Εικ.   8 

 

    Γ)   Θεωρούµε ένα σηµείο (π.χ. γαλαξία), µάζας m σε απόσταση R από το κέντρο 

του Σύµπαντος. Σύµφωνα µε την Νευτώνεια Μηχανική, η ολική ενέργεια Ε του 

σηµείου θα είναι το άθροισµα της κινητικής του ενέργειας Κ και της δυναµικής του 
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ενέργειας U λόγω της βαρυτικής αλληλεπίδρασης του γαλαξία µε τους υπόλοιπους  

που βρίσκονται µέσα στην σφαίρα που έχει κέντρο το κέντρο του Σύµπαντος και 

ακτίνα R. Αυτή η ολική ενέργεια Ε θα παραµένει σταθερή και θα είναι : 

              

E =
1

2
 m HR L2 -

Gm

R
 
ik43  πR3 ρ

y{= σταθ. = -
1

2
 km H4 - 30L

 
Απαλείφουµε την µάζα m από την σχέση (4-30), οπότε παίρνουµε : 
1

2
 HR L2 -

G

R
 
ik43  πR3 ρ

y{= -
1

2
 k” HR L2 + k =

8 π

3
 GR2 ρ H4 - 31L

 

όπου R HtL, R
 

 HtL, R
Π

 HtLεκφράζουν την ακτίνα, την ταcύτητα  

διαστολής και την επιτάcυνση του Σύµπαντος αντίστοιcα.  
δηλαδή καταλήγουµε στην ίδια εξίσωση µε την σχέση (4-19), που κατέληξε ο 

Friedmann για την διαστολή ενός οµογενούς και ισότροπου Σύµπαντος, µε την 

βοήθεια της Γ.Θ.Σ. του Einstein. 

 

  ∆) Εξετάζουµε τώρα, τρεις περιπτώσεις για την εξέλιξη του Σύµπαντος, για 

διάφορες τιµές της παραµέτρου k (βλέπε εικ. 8). 

1η περίπτωση ( k > 0 ) :   Σύµφωνα µε την σχέση (4-30) η ολική ενέργεια Ε θα είναι 

αρνητική. Κατά συνέπεια ο γαλαξίας δεν µπορεί να διαφύγει στο άπειρο, εφόσον εκεί 

η δυναµική του ενέργεια µηδενίζεται ενώ η κινητική του ενέργεια παραµένει πάντα 

θετική. Συµπεραίνουµε λοιπόν, ότι την αρχική διαστολή θα πρέπει να ακολουθήσει 

συστολή και το Σύµπαν καταρρέει ξανά στο σηµείο R = 0. Στην περίπτωση αυτή θα 

λέµε ότι το Σύµπαν είναι κλειστό.  

    Αφού πάντα η ακτινική επιτάχυνση είναι αρνητική όπως έχουµε αναφέρει, τότε για 

δύο χρονικές στιγµές t1, t2 µε   t1 < t2  θα έχουµε : 

                                                               R
 

 Ht2L< R
 

 Ht1L 
  Συνεπώς, υπάρχει κάποια χρονική στιγµή tκ, για την οποία παίρνουµε : 

 

                                                                   

                                                               Εικ.  9 
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R
 

 HtκL= 0 και σύµφωνα µε την σcέσηH4 - 19L”
R HtκL=&3 k

8 πGρ HtκLH4 - 32L
 

Στην εικ. 9  βλέπουµε την συµπεριφορά κλειστού Σύµπαντος και την µέγιστη τιµή 

της R, την χρονική στιγµή tκ.  

2η περίπτωση ( k < 0 ) : Σύµφωνα µε την σχέση (4-30) η ολική ενέργεια Ε θα είναι 

θετική. Αυτό έχει σαν αποτέλεσµα ο γαλαξίας να µπορεί να διαφύγει στο άπειρο, 

πράγµα που σηµαίνει ότι το Σύµπαν θα διαστέλλεται συνεχώς. Ένα τέτοιο Σύµπαν 

λέγεται ανοικτό. 

3η περίπτωση ( k = 0 ) :  Σ`αυτή την περίπτωση έχουµε Ε = 0. Ο γαλαξίας έχει την 

ελάχιστη δυνατή ταχύτητα διαφυγής. Το Σύµπαν διαστέλλεται επ`άπειρον και 

ονοµάζεται  "κρίσιµο"  ή χωρικά επίπεδο Σύµπαν. Από την εξίσωση (4-19) µπορούµε 

να υπολογίσουµε την κρίσιµη ταχύτητα διαφυγής vδ : 

                          

R
 
δ HtL= vδ = R HtL $8 πG

3
 ρ HtLH4 - 33L

 

Στην σχέση (4-33) παρατηρούµε, ότι η ταχύτητα διαφυγής vδ είναι ανεξάρτητη από 

την µάζα m του γαλαξία. 

   Επανερχόµαστε τώρα, στην αναφορά µας σχετικά µε την παράµετρο Hubble Η(t). 

Ας θεωρήσουµε µια οµογενή και ισότροπη σφαίρα µάζας Μ και αχικής ακτίνας ro, 

στην οποία όλα τα µήκη µέσα σ`αυτή την σφαιρική περιοχή αυξάνονται κατά ένα 

παράγοντα R(t). Έστω ότι µετά από κάποιο χρονικό διάστηµα, η ακτίνα της σφαίρας 

γίνεται r, οπότε :  r = R(t). ro.  Άρα η ταχύτητα διαστολής, αν λάβουµε υπόψιν την 

σχέση :  v = Η(t).r , θα είναι : 

                              

v =
dr

dt
Ί r

 
=
R
 

R
 r = Hr ” Η HtLΊ R

 
 HtL
R HtLH4 - 34L

 

Η παράµετρος Hubble Η(t) εκφράζει την διαστολή της σφαίρας. Σηµειώνουµε ότι η 

παράµετρος Hubble Η(t) είναι σταθερή, δηλαδή  Η(t) = Ηο =σταθερή,  αν η διαστολή 

του Σύµπαντος είναι εκθετική, δηλαδή της µορφής:  R(t) = eHot
.  

  Εδώ θα πρέπει να παρατηρήσουµε, ότι όσα προαναφέραµε για την διαστολή της 

σφαίρας, ανάγονται για το Σύµπαν µας εφόσον αναφερόµαστε σε αποστάσεις πολύ 

µεγάλης κλίµακας, της τάξης των αποστάσεων γαλαξιών και µεγαλύτερες. 

  Από τις σχέσεις (4-33) και (4-34) µπορούµε να βρούµε τον λόγο της ταχύτητας ενός 

γαλαξία προς την ταχύτητα διαφυγής του : 

                                     

R
 

R
 
δ

= H 
ik8 πG

3
 ρ
y{- 1

2 H4 - 35L
 

 Παρατηρούµε ότι αυτός ο λόγος είναι ανεξάρτητος του R, κατά συνέπεια το αν θα 

διαφύγει τελικά στο άπειρο ο γαλαξίας ή όχι, εξαρτάται από τις ποσότητες  H και ρ.  
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Αν ο γαλαξίας αποκτήσει την ταχύτητα διαφυγής, τότε σύµφωνα µε την σχέση (4-35) 

η πυκνότητα παίρνει  µια κρίσιµη τιµή ρc. Η τιµή αυτή της κρίσιµης πυκνότητας, σε 

σχέση µε την τιµή της σταθεράς του Hubble θα είναι : 

                          

R
 

R
 
δ

= 1” H
2 =

8 πG

3
 ρc” ρc =

3 H2

8 πG
H4 - 36L

 
Ο λόγος της πραγµατικής πυκνότητας του Σύµπαντος προς την κρίσιµη πυκνότητα 

ονοµάζεται Ω, δηλαδή :  Ω = ρ / ρc . Μπορούµε µε βάση την παράµετρο Ω να 

µελετήσουµε την συµπεριφορά του Σύµπαντος. Η εξίσωση του Friedmann (4-19) µε 

την βοήθεια των σχέσεων (4-34), (4-36) γίνεται : 

R
 2

+ k =
H2

ρc
 ρR2” R

 2
+ k = H

2 ΩR2”
R
 2

R2
+

k

R2
= H

2 Ω”
 

k

R2
= H

2 Ω - H
2”

k

R2
= H

2 HΩ - 1LH4 - 37L
 

Αν Ω < 1, το Σύµπαν είναι ανοικτό, αν Ω > 1 τότε το Σύµπαν είναι κλειστό και τέλος 

αν Ω = 1, το Σύµπαν είναι επίπεδο. 

 

  Ε)  Αν κάποια χρονική διάρκεια κατά την διαστολή του Σύµπαντος, η ακτινική 

επιτάχυνση γίνει µηδέν, τότε σ`αυτό το χρονικό διάστηµα η ταχύτητα διαστολής θα 

είναι σταθερή, οπότε : 

R
Π

 HtL= 0” R
 

 HtL= σταθ. ” R HtσL= tσ.R
 

 HtσL”  

tσ =
R HtσL
R
 

 HtσL” tσ =
1

Η HtσL 

όπου tσ είναι η χρονική στιγµή που αντιστοιχεί σήµερα. Γνωρίζουµε όµως, ότι : 

R
Π

 HtL< 0” tσ b
1

Η HtσL» 2 x1010  έτη
 

πράγµα που σηµαίνει ότι υπολογίζοντας την ταχύτητα διαστολής "Doppler" 

υπολογίζουµε την σηµερινή τιµή της σταθεράς του Hubble Η(tσ), συνεπώς θέτουµε 

ένα άνω όριο στην ηλικία του Σύµπαντος. 

     Στην εικ. 10,  φαίνεται η εξέλιξη του παράγοντα κοσµικής κλίµακας R(t),  για ένα 

ανοικτό Σύµπαν ( k = -1 ),  ένα κλειστό Σύµπαν ( k = +1 )  και ένα επίπεδο Σύµπαν       

( k = 0 ). 
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                                                          Eικ.  10 

 

 

 

4.6. ΕΠΟΧΕΣ  ΤΟΥ  ΣΥΜΠΑΝΤΟΣ 

 

      Έχουµε αναφέρει στην προηγούµενη παράγραφο, ότι η  R(t) στην εξίσωση (4-29) 

(που ονοµάζεται και εξίσωση συνέχειας και εκφράζει την διατήρηση της ενέργειας 

του ρευστού), είναι η ακτίνα του Σύµπαντος, η Ε είναι η εσωτερική ενέργεια του 

ρευστού και pdV το αντιστρεπτό έργο που παράγει το ρευστό κατά την εκτόνωσή 

του. 

    Βέβαια, η εξίσωση αυτή από µόνη της δεν αρκεί ώστε να προσδιοριστεί η 

συνάρτηση R(t), εφόσον η πυκνότητα ρ(t) και η πίεση p(t) µας είναι άγνωστα. Άρα, 

χρειαζόµαστε συνολικά τρεις εξισώσεις. Συνήθως, θεωρούµε ολόκληρο το Σύµπαν 

σαν ένα ρευστό, µε τους γαλαξίες να παίζουν τον ρόλο των µορίων των 

συνηθισµένων ρευστών. Κατά συνέπεια, η εξίσωση  (4-29) και η εξίσωση Friedmann  

(4-19) συµπληρώνonται από µία σχέση, που συνδέει την πίεση του ρευστού µε την 

πυκνότητά του ρ. Αυτή είναι µια καταστατική εξίσωση της µορφής :  p = p(ρ). 

    Τώρα, επειδή σε πρώϊµους χρόνους ο όρος καµπυλότητας είναι αµελητέος, 

αγνοούµε την χωρική καµπυλότητα µπορούµε να περιγράψουµε τα διάφορα στάδια 

της εξέλιξης του Σύµπαντος µε την απλή καταστατική εξίσωση :   p = wρ    (4-38)   

και µε την παραδοχή ότι το w είναι σταθερό. Σύµφωνα µε αυτή την σχέση και την  

(4-29) βρίσκουµε : 
d

dt
 HρR3L+ wρ 

d

dt
 HR3L= 0” ρ

 
 R3 + 3 ρR2 R

 
+ 3 wρR2 R

 
= 0 ”
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ρ
 

 R = - 3 ρ R
 

 Hw + 1L” ρ
 

ρ
= - 3 Hw + 1L R 

R
” ρ = ΑR- 3 Hw+1LH4 - 39L

 

Αν αντικαταστήσουµε την σχέση (4-39) στην (4-21) θα βρούµε : 

R
Π

= -
4 πG

3
 H1 + 3 wL RΑR- 3 Hw+1L” R = BRR

- 3 Hw+1L t2
” R HtL= Ft

2
3 Hw+1LH4 - 40L  

όπου F µια σταθερά. 

   Υπάρχουν δύο χρονικές περίοδοι µεγάλου ενδιαφέροντος στην Κοσµολογία, η 

εποχή της ακτινοβολίας και η εποχή της ύλης. 

Eποχή ακτινοβολίας (αρχέγονο) :  Στο πρώϊµο θερµό Σύµπαν, η βασική πυκνότητα 

ενέργειας οφείλεται σε ακτινοβολία ή σε σχετικιστικά σωµατίδια µε καταστατική 

εξίσωση :  

                                   
Τµ
µ = 0” ρ HtL= 3 p HtLH4 - 41L

 

δηλαδή η τιµή της παραµέτρου w  της σχέσης (4-38) είναι  1/3. Σύµφωνα µε την 

εξίσωση   (4-40) βρίσκουµε ότι : 

                                            R HtL= Ft
1
2 H4 - 42L 

Αντικαθιστούµε την σχέση (4-41) στην (4-29), οπότε έχουµε : 
d

dt
 HρR3L+

1

3
 ρ 

d

dt
 HR3L= 0”

d

dt
 HρR4L= 0 ”

 

ρR4 HtL= C ” ρ HtL=
C

R4 HtLH4 - 43L
 

όπου C µια σταθερά. Παρατηρούµε ότι η πυκνότητα ενέργειας είναι αντιστρόφως 

ανάλογη του τετραδιάστατου χώρου. 

Eποχή ύλης (π.χ. σηµερινή εποχή):   Μετά την εποχή της κυριαρχίας της 

ακτινοβολίας, το µετέπειτα όλο και ψυχρότερο Σύµπαν, µέχρι σήµερα 

χαρακτηρίζεται από την κυριαρχία της ύλης. Στην εποχή της ύλης, που ισχύει µέχρι 

σήµερα, η κύρια πυκνότητα ενέργειας οφείλεται στην συνήθη ύλη των γαλαξιών, που 

έχουν µικρές τυχαίες ταχύτητες, συνεπώς συµπεριφέρονται σαν κονιορτός. Άρα,η 

πίεση είναι αµελητέα, οπότε η καταστατική εξίσωση είναι : p = 0.  Σύµφωνα µε την 

σχέση (4-40) βρίσκουµε : 

                                                      R HtL= Ft
2
3 H4 - 44L 

Αντικαθιστώντας τώρα την τιµή p = 0, στην εξίσωση  (4-29), παίρνουµε : 
d

dt
 HρR3L= 0” ρ HtL R3 HtL= C΄ ” ρ HtL=

C΄

R3 HtLH4 - 45L
 

όπου C΄ µια σταθερά. Παρατηρούµε, ότι ο νόµος διατήρησης µάζας - ενέργειας 

περιέχεται στις εξισώσεις του πεδίου και η πυκνότητα ενέργειας είναι αντιστρόφως 

ανάλογη του όγκου. 
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4.7. O  ΡΟΛΟΣ  ΤΗΣ  ΚΟΣΜΟΛΟΓΙΚΗΣ  ΣΤΑΘΕΡΑΣ 

 

     Η εξίσωση του Friedmann (4-19) και τα συµπεράσµατα που απορρέουν απ`αυτήν, 

µας δίνουν να καταλάβουµε ότι έχουµε να κάνουµε µε ένα Σύµπαν, που δεν είναι 

στατικό αλλά είτε διαστέλλεται είτε συστέλλεται.  Αρχικά βέβαια, υπήρχε η άποψη 

από τον ίδιο τον Einstein ότι το Σύµπαν είναι στατικό (και στις εξισώσεις του πεδίου 

βαρύτητας προστέθηκε η λεγόµενη κοσµολογική σταθερά Λ, οπότε προέκυψαν οι 

εξισώσεις  (4-26), (4-28). Ο σκοπός αυτής της σταθεράς Λ ήταν, να προκαλεί µια 

άπωση σε πολύ µεγάλες αποστάσεις, ώστε να εξισορροπεί την έλξη του πεδίου 

βαρύτητας και τελικά να δίνει ένα στατικό Σύµπαν. Όλα αυτά µπορούν να φανούν, 

αν στην ολική ενέργεια  Ε = -km/2, που είχαµε δει σε προηγούµενη παράγραφο εξ. 

(4-30),  αντικαταστήσουµε την εξίσωση (4-26), οπότε παίρνουµε : 

                     

E =
1

2
 mR2 -
ik43  πR3 ρ

y{. Gm

R
-
m

2
.
Λ

3
 R2 H4 - 46L

  
Απ`αυτή την σχέση βλέπουµε ότι σ`ένα γαλαξία µάζας m, δρα αφ`ενός µεν η ελκτική  

δύναµη της βαρύτητας : 

                                                   

FG = -
ik43  πR3 ρ

y{. Gm

R2
H4 - 47L

 
αφ`ετέρου δε η απωστική δύναµη : 

                                                                         

FΛ =
m

3
 ΛR I 4 - 48M

 
   Γνωρίζουµε σήµερα, ότι η τιµή της κοσµολογικής σταθεράς Λ είναι πολύ µικρή, 

πράγµα που θεωρείται ανεξήγητο ακόµη. Βέβαια, σε υπολογισµούς κοσµολογικής 

κλίµακας ή κβαντικής κλίµακας  λαµβάνεται υπόψιν, ενώ σε υπολογισµούς γήινης ή 

ηλιακής κλίµακας παραλείπεται. 

 

 

 

4.8. ΜΟΝΤΕΛΑ ΕΠΙΠΕ∆ΩΝ ΧΩΡΩΝ 

 

       Αν στην εξίσωση (4-26) θέσουµε :   

                                                       

C =
8 πGρ

3
 R3 H4 - 49L

 

τότε αυτή γίνεται : 

                                        

R
 2

+ k -
1

3
 ΛR2 =

C

R
H4 - 50L

 
    Έχουµε ήδη αναφέρει ότι στην περίπτωση που k = 0, έχουµε ένα χωρικά επίπεδο 

Σύµπαν, οπότε η εξίσωση (4-50) γίνεται : 

                                                 

R
 2

-
1

3
 ΛR2 =

C

R
H4 - 51L
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Αρχικά υποθέτουµε ότι Λ > 0. Τώρα εισάγουµε µια νέα µεταβλητή u, που ορίζεται 

από την σχέση : 

u =
2 Λ

3 C
 R3, οπότε : R

3 =
3 C

2 Λ
 u H4 - 52L

 

Αν παραγωγίσουµε την σχέση (4-52) παίρνουµε : 

                                                        

R
 

=
C

2 Λ
.
u
 

R2
H4 - 53L

 

Αντικαθιστώντας την σχέση (4-53) στην (4-51) έχουµε : 

C2

4 Λ2
.
u
 2

R4
-
1

3
 ΛR2 =

C

R
” u

 2 =
ikCR +

1

3
 ΛR2
y{ R4. 4 Λ2

C2
”

u
 2 =

4 Λ2

C
 R3 +

4 Λ3

3 C2
 R6 και µέσω της σcέσηςH4 - 52Lβρίσκουµε :

 

u
 2 = 3 Λ H2 u + u

2Loπότε παίρνοντας την θετική τετραγωνική ρίζα
έcουµε : u

 
=@3 Λ H2 u + u

2LD1    2 H4 - 54L  
Αν υποθέσουµε ένα µοντέλο big bang, όπου για  t = 0 έχουµε  R = 0  οπότε και u = 0, 

ολοκληρώνοντας κατά µέρη την σχέση (4-54), έχουµε : 

                          

ΰ
0

u duH2 u + u2L1    2 =ΰ
0

tH3 ΛL1    2 dt =H3 ΛL1    2 t

 

Ο παρανοµαστής στο πρώτο ολοκλήρωµα γίνεται : 

               H2 u + u
2L1    2 =@Hu + 1L2 - 1D1    2 =Hυ2 - 1L1    2  

όπου θέσαµε:  υ = u + 1.  Θέτοντας επίσης : υ = coshw,  το πρώτο ολοκλήρωµα δίνει: ΰ
0

u duH2 u + u2L1    2 =ΰ
1

υ dυHυ2 - 1L1    2 =ΰ
0

w sinhwdwHcosh2 w - 1L1    2 =ΰ
0

w

dw = w

 

Άρα : 

w =H3 ΛL1    2 t” coshw = cosh@H3 ΛL1    2 tD” u = cosh@H3 ΛL1    2 tD- 1  

Αντικαθιστώντας αυτό το αποτέλεσµα που βρήκαµε στην σχέση (4-52) παίρνουµε : 

                            

R
3 =

3 C

2 Λ
 8cosh@H3 ΛL1    2 tD- 1<H4 - 55L

 

Αν Λ < 0, εισάγουµε µια νέα µεταβλητή : 

                                                

u
Ά= -

2 Λ

3 C
 R3 H4 - 56L

 

Ακολουθώντας την ίδια διαδικασία όπως προηγουµένως, καταλήγουµε στην λύση : 

                  

R
3 =

3 C

2 H- ΛL 81 - cos@3 H- ΛL1    2 tD<H4 - 57L
 

Για να βρούµε την λύση στην περίπτωση που Λ = 0, αναπτύσουµε σε σειρά το coshx:  

                                          

coshx = 1 +
x2

2 !
+

x4

4 !
+ ...

 

οπότε η σχέση (4-55) δίνει : 
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R
3 =

3 C

2 Λ
Aik1 +

3 Λt2

2
+
9 Λ2 t4

24
+ ...
y{- 1E

 

και έτσι στο όριο όπου Λ τείνει στο µηδέν έχουµε : 

                        

R
3 =

9

4
 Ct2 ” R =

ik94  Ct2
y{1    3 H4 - 58L

 

Αυτό το µοντέλο ονοµάζεται : Einstein - de Sitter model. Παρατηρούµε ότι το 

Σύµπαν διαστέλλεται µε ρυθµό t2/3. 

     Aς ορίσουµε τώρα την παράµετρο επιβράδυνσης q(t) : 

                                        

q HtL= -
R R
Π

R
 2

H4 - 59L
 

Η παράµετρος επιβράδυνσης q  και η παράµετρος Hubble H, συνδέονται µε την 

σχέση : 

                            

q HtL=
ik43  πGρ -

1

3
 Λ
y{“Η2 H4 - 60L

 

Αυτή η σχέση αποδεικνύεται εύκολα ξεκινώντας από την σχέση (4-50), όπου 

διαφορίζοντας αυτήν παίρνουµε : 

2 R
 

 R
Π

-
2

3
 ΛR R

 
= -

C

R2
 R
 
και πολλαπλασιάζοντας µε -

R

2 R
 3

έcουµε :
 

                                        

q =
C

2 R R
 2

-
1

3
 Λ 

R2

R
 2

H4 - 61L
 

Ακολούθως χρησιµοποιώντας τις σχέσεις (4-49) και (4-34), η (4-61) µας δίνει την 

εξίσωση (4-60). Αυτή η σχέση δείχνει ότι υπάρχει µια στενή σχέση µεταξύ της 

παραµέτρου επιβράδυνσης q, της παραµέτρου Hubble H και της µέσης πυκνότητας 

του Σύµπαντος. 

   Παραγωγίζοντας την σχέση (4-58) και χρησιµοποιώντας την σχέση (4-34), 

µπορούµε να υπολογίσουµε την παράµετρο Hubble : 

3 R2 R
 

=
9

4
 2 Ct”

R
 

R
=
3

2
 
1

R3
 Ct ” H HtL=

2

3 t
H4 - 62L

 

Ακολούθως µπορούµε να υπολογίσουµε την παράµετρος επιβράδυνσης q, 

παραγωγίζοντας δύο φορές την σχέση (4-58), οπότε : 

6 R
 2

 R + 3 R2 R
Π

=
9

2
 C” 2 R

 2
 R -

3

2
 C = - R2 R
Π

” -
R R
Π

R
 2

= q = 2 -
3

2
.

C

R
 2

 R  

R
 2

=
9

4
.
C2 t2

R4
” R

 2
 R =

9

4
.
C2 t2

R3
” R

 2
 R = C οπότε :

q HtL=
1

2
H4 - 63L

 

    Aς θεωρήσουµε τώρα την συνάρτηση F(R), που ορίζεται από την σχέση : 
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F HRL=
C

R
+
1

3
 ΛR2 H4 - 64L

 
οπότε η σχέση (4-51) µπορεί να γραφεί ως εξής : 

                                                   R
 2

= F HRLH4 - 65L 
Σύµφωνα µ`αυτή την σχέση, µπορούµε να προβλέψουµε ένα µεγάλο µέρος της 

ποιοτικής συµπεριφοράς του R, από αυτήν του F(R). Για παράδειγµα : 

Λ < 0 ” F HRL= 0 όταν R = Rm =@3 C    H- ΛLD1    3  

έτσι ώστε το R
 
µηδενίζεται στο R = Rm, που αποτελεί ένα τοπικό

ελάcιστο.  
Aπό την άλλη, αν  Λ ≥ 0 η λύση αυξάνεται χωρίς όριο. Στην περίπτωση που Λ > 0, 

για µεγάλα t, o όρος  ΛR2/3 στην εξίσωση (4-51) επικρατεί του όρου C/R, κατά 

συνέπεια θα έχουµε : 

R
 2

~
1

3
 ΛR2 και ολοκληρώνοντας βρίσκουµε :

 

                           

R ~ expAik13  Λ
y{1    2 tEH4 - 66L

  
 

 

 

4.9. ΜΟΝΤΕΛΑ ΜΕ ΜΗ∆ΕΝΙΚΗ ΚΟΣΜΟΛΟΓΙΚΗ ΣΤΑΘΕΡΑ 

 

     Με βάση τα στοιχεία που υπάρχουν µέχρι στιγµής, οδηγούµαστε στο γεγονός της 

ύπαρξης µε ιδιαίτερη σηµασία µοντέλων µε Λ = 0. Η εξίσωση Friedmann (4-50) µε 

Λ = 0  γίνεται : 

                                       

R
 2

=
C

R
- k H4 - 67L

 

   Για να λύσουµε αυτή την εξίσωση θα εξετάσουµε ξεχωριστά τις περιπτώσεις µε     

k = +1  και k = -1.  Για  k = +1 η σχέση (4-67) γίνεται : 

                                                  

R
 2

=
C

R
- 1 H4 - 68L

  
Κάνουµε τώρα την εξής αλλαγή µεταβλητής : 

u
2 =

R

C
οπότε παραγωγίζοντας παίρνουµε : 2 u u

 
=

R
 

C  

Αντικαθιστώντας στην (4-68) βρίσκουµε : 

                             

u
 2 =

1

4 C2 u2
 
ik1u2 - 1

y{H4 - 69L
 

Παίρνοντας την θετική ρίζα, η εξίσωση µπορεί να χωριστεί και ολοκληρώνοντας 

θεωρώντας τις αρχικές συνθήκες του big bang, έχουµε : 

                  

2 ΰ
0

u u2H1 - u2L1    2  du =
1

C
 ΰ

0

t

dt =
t

C
H4 - 70L
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Για τον υπολογισµό του πρώτου ολοκληρώµατος θέτουµε : u = sinθ,  οπότε : 

2 ΰ
0

u u2H1 - u2L1    2  du = 2 ΰ
0

θ sin2 θcosθdθH1 - sin2 θL1    2 = 2 ΰ
0

θ

sin
2 θdθ =

 ΰ
0

θH1 - cos2θL dθ = θ -
1

2
 sin2θ = θ - sinθcosθ = sin

- 1 u - u H1 - u
2L1    2

 

Χρησιµοποιώντας το R η λύση (4-70) γίνεται : 

C@sin- 1 HR    CL1    2 - HR    CL1    2 H1 - R    CL1    2D= t H4 - 71L 

     Ακολουθώντας την ίδια διαδικασία στην περίπτωση που Λ = 0, k = -1, παίρνουµε 

την λύση : 

C@HR    CL1    2 H1 + R    CL1    2 - sinh- 1 HR    CL1    2D= t H4 - 72L 

Μπορούµε τώρα να υπολογίσουµε την παράµετρο Hubble και την παράµετρο 

επιβράδυνσης, µε την βοήθεια των σχέσεων (4-71) και (4-72). Για παράδειγµα, όταν 

k = +1  έχουµε : 

H = C
- 1 HR    CL- 3    2 H1 - R    CL1    2 H4 - 73L  

q =
1

2
 H1 - R    CL- 1 H4 - 74L

 

   Όπως κάναµε και στην προηγούµενη παράγραφο, µπορούµε να γράψουµε την 

σχέση (4-67) µε την µορφή : 

R
 2

= G HRLH4 - 75Lόπου G HRL=
C

R
- k H4 - 76L

 

οπότε βρίσκουµε ότι για  k = +1 το µοντέλο έχει ένα τοπικό ελάχιστο, ενώ τα άλλα 

δύο µοντέλα αυξάνουν χωρίς όριο. Όταν  k = -1 για µεγάλα t, έχουµε : 

                                      R
 2

» 1 ” R » t H4 - 77L 

 

 

 

4.10. TAΞΙΝΟΜΗΣΗ ΤΩΝ ΜΟΝΤΕΛΩΝ FRIEDMANN 

 

       Μπορούµε να ταξινοµήσουµε συνοπτικά όλες τις δυνατές περιπτώσεις των 

µοντέλων, που απορρέουν από την εξίσωση Friedmann σύµφωνα µε τις τιµές  k = -1,  

k = 0  και    k = +1.  Παρακάτω στην εικ. 12, φαίνονται οι γραφικές παραστάσεις 

όλων των πιθανών µοντέλων. 

1η περίπτωση : k = -1  

  Όλα αυτά τα µοντέλα έχουν ανοικτή τοπολογία. 

i) Λ > 0.  Εδώ έχουµε ένα απείρως διαστελλόµενο Σύµπαν, που περιέχει ένα 

σηµείο όπου ο ρυθµός διαστολής µειώνεται για µια περίοδο πριν αυξηθεί εκ 

νέου και ασυµπτωτικά προσεγγίσει το exp[(Λ/3)1/2 t]. Αρχικά, όπως όλα τα 

µοντέλα big bang, ο ρυθµός διαστολής είναι όπως στο µοντέλο Einstein-de 

Sitter, δηλαδή ανάλογα µε το t 2/3. 

ii) Λ = 0.   Πρόκειται για ένα απείρως διαστελλόµενο µοντέλο χωρίς µεταβολή 

του ρυθµού διαστολής. 
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iii) Λ < 0.    Σ`αυτή την περίπτωση η κοσµολογική δύναµη είναι ελκτική και 

τελικά σταµατά την διαστολή και αναγκάζει το µοντέλο σε κατάρρευση 

οδηγώντας το σε ένα αποκαλυπτικό γεγονός, που ονοµάζεται  big crunch.  

          Συχνά αυτό αναφέρεται ως ταλαντευόµενο µοντέλο (oscillating model).  

 

                                                              

                                                         Εικ.  11 

 

Υπάρχει η πιθανότητα το συγκεκριµένο µοντέλο να εκτελεί αυτή την 

ταλάντωση επ`αόριστον και κάθε κύκλος να ακολουθείται από άλλον (εικ. 11).  

Όλα τα µοντέλα για τα οποία ισχύει Λ < 0 είναι ταλαντευόµενα µοντέλα. 

2η περίπτωση : k = 0 

  Όλα αυτά τα µοντέλα έχουν ανοικτή τοπολογία. 

i) Λ > 0.  Αυτή είναι ίδια σε χαρακτήρα µε την υποπερίπτωση (1η i) . 

ii) Λ = 0.  Πρόκειται για το µοντέλο Einstein-de Sitter, όπου  R ~ t 2/3 . 

iii) Λ < 0.  Όπως έχουµε αναφέρει είναι ένα ταλαντευόµενο µοντέλο. 

3η περίπτωση : k =+1 

  Όλα αυτά τα µοντέλα έχουν ανοικτή τοπολογία. Σε αυτή την περίπτωση υπάρχουν 

περισσότερες πιθανές καταστάσεις, καθότι υπάρχει µια θετική κρίσιµη τιµή της 

κοσµολογικής σταθεράς Λc , που δίνεται από την σχέση : Λc = 4/(9C2) ,   και µια 

σχετιζόµενη µ`αυτήν κρίσιµη τιµή του βαθµωτού συντελεστή Rc , που δίνεται από 

την σχέση : Rc = 3C/2. Αυτές οι κρίσιµες τιµές µπορούν να βρεθούν, αν πάρουµε την 

εξίσωση (4-27) οπότε : 

Για το στατικό Σύµπαν του EinsteinIR = R
Π

= 0Mκαι για p = 0,

k = +1 παίρνουµε :  
1

Rc
2

- Λc = 0 ” Λc Rc
2 = 1 ” Rc =

1    
Λc

HIL
 

Για τον ίδιο λόγο η σχέση (4-26) γίνεται : 
3

Rc
2

- Λc = 8 πGρ και λόγω τηςHΙL” Λc = 4 πGρ HΙΙL
 

Αλλά λόγω της σχέσης (4-49) και της (ΙΙ) έχουµε : 

C =
2 Λc

3
 Rc
3 ” C =

2

3
 Rc ” Rc =

3

2
 C HIIIL

 

και Λc =
4

9 C2
HIVL
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i) Λ > Λc.  Το µοντέλο αυτό ονοµάζεται µοντέλο Lemaitre και είναι όµοιο µε τα 

µοντέλα (1η i)  και  (2η i). Όσο πιο κοντά στην τιµή του Λc είναι η τιµή του Λ, 

τόσο πιο κοντά στην διακοπή της διαστολής βρισκόµαστε. Όπως έδειξε ο 

Lemaitre, το στατικό Σύµπαν του Einstein έχει το µειονέκτηµα να είναι 

ασταθές σε µικρές διαταραχές της πυκνότητας. Ο Lemaitre έδωσε ένα συνεχώς 

διαστελλόµενο Σύµπαν µε k = +1  και Λ  λίγο µεγαλύτερο από την  Λc. 

 

ii) Λ = Λc.   Η περίπτωση αυτή περιλαµβάνει τρεις υποκατηγορίες, που 

εξαρτώνται από την τιµή µιας σταθεράς ολοκλήρωσης. Έχουµε λοιπόν : 

Α) Το στατικό µοντέλο του Einstein (Einstein static model), στο οποίο η 

βαρυτική έλξη αντισταθµίζεται ακριβώς από την κοσµική άπωση. Το R σ`αυτή 

την περίπτωση τότε έχει την σταθερή τιµή Rc. 

Β)  Είναι ένα µοντέλο big bang, το οποίο ασυµπτωτικά προσεγγίζει το στατικό 

µοντέλο Einstein. 

Γ)  Το µοντέλο Eddington - Lemaitre,  στο οποίο αν ο χρόνος γυρίσει πίσω, 

προσεγγίζει ασυµπτωτικά το στατικό µοντέλο Einstein. Με τον χρόνο να 

προχωράει προς τα εµπρός, είναι ένα αιωνίως διαστελλόµενο µοντέλο, που 

ασυµπτωτικά προσεγγίζει το exp[(Λ/3)1/2 t]. 

 

iii) Λc > Λ > 0.   Και εδώ υπάρχουν δύο πιθανότητες ανάλογα µε  την τιµή της  

σταθεράς  ολοκλήρωσης. 

Α) Ένα ταλαντευόµενο µοντέλο. 

Β) Αφορά ένα µοντέλο που έχει µια φάση συστολής, που ακολουθείται από 

µια φάση διαστολής στην οποία το R παραµένει πάντα θετικό. Είναι 

συµµετρικό ως προς το σηµείο που έχει την ελάχιστη ακτίνα του µε : 

R » expAikΛ3y{1    2 tEγια t ® ¥ και

R » expAikΛ3y{1    2 H- tLEγια t ® - ¥
 

 

iv) Λ = 0.  Ένα ταλαντευόµενο µοντέλο. 

 

v) Λ < 0.  Ένα ταλαντευόµενο µοντέλο. 
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                                             Εικ.   12 

 

 

 

4.11.   TO ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΤΗΣ ΧΡΟΝΙΚΗΣ ΚΛΙΜΑΚΑΣ 

 

       Πριν από το έτος 1952, το αντίστροφο της σταθεράς του Hubble, που ως 

γνωστόν εκφράζει χρόνο ( Το = 1/H ), υπολογιζόταν περίπου στα 1.8x109 χρόνια. 

Από την άλλη, η ηλικία της Γης είναι τουλάχιστον 3x109 χρόνια και ορισµένα άστρα 

υπάρχουν για πάνω από 5x109 χρόνια. Με βάση αυτές τις εκτιµήσεις, η ηλικία του 

Σύµπαντος δεν θα µπορούσε να είναι µικρότερη από 5x109 χρόνια.  

   Θεωρούµε την γραφική παράσταση του R(t) µε τον χρόνο t (εικ. 13),  για ένα 

οποιοδήποτε µοντέλο big bang.  

Αν η χρονική στιγµή t = to, αντιπροσωπεύει το παρόν, τότε η εφαπτοµένη στην 

καµπύλη στο σηµείο t = to, τέµνει τον άξονα του χρόνου στο σηµείο t = t1, οπότε 

έχουµε : 

                                 

To = to - t1 =
1

H HtL=
R HtoL
R
 

 HtoLH4 - 77L
 

Mε την υπόθεση ότι R
Π

£ 0 για κάθε cρονική στιγµή t, ή ισοδύναµα η  
παράµετρος επιβράδυνσης q > 0, ο ρυθµός διαστολής του Σύµπαντος  
µειώνεται, από την στιγµή της µεγάλης έκρηξης.  
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                                                          Εικ.   13 

 
       
   Σαν συνέπεια αυτού του γεγονότος είναι ότι η στιγµή της µεγάλης έκρηξης πρέπει 

να έχει συµβεί σε χρόνο µικρότερο από τον  Το. Σύµφωνα µ`αυτό, δεν θα υπήρχε 

χρόνος για να δηµιουργηθούν τα άστρα. Αυτό το πρόβληµα, είναι γνωστό σαν 

πρόβληµα χρονικής κλίµακας (time-scale problem).  Για να δούµε πως θα ξεπεραστεί 

αυτό το πρόβληµα,  χρησιµοποιούµε την εξίσωση (4-28) οπότε : 

                                    

R
Π
R

= -
4 πG

3
 H3 p + ρL+

Λ

3
H4 - 78L

 
  Στο δεύτερο µέλος της σχέσης (4-78), ο πρώτος όρος είναι πάντα αρνητικός. Αν η 

σταθερά Λ είναι αρνητική ή µηδέν, τότε το πρώτο µέλος της (4-78) είναι πάντα 

αρνητικό. Εποµένως, τα µοντέλα big bang θα πρέπει να έχουν Λ > 0, ώστε να 

ξεπεραστεί το πρόβληµα της χρονικής κλίµακας. 

 

 

 

4.12. ΤΟ ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΤΗΣ ΕΛΛΕΙΠΟΥΣΑΣ ΜΑΖΑΣ 

 

    Το 1952 οι Baade και Sandage κάνοντας νέες παρατηρήσεις για τον υπολογισµό 

της τιµής της σταθεράς του Hubble και κατέληξαν στην τιµή :  Το ≈ 1.3x1010 χρόνια. 

  Αυτή η τιµή έλυνε το πρόβληµα της χρονικής κλίµακας  όπως και κάποια άλλα. 

Κατά συνέπεια, δεν ήταν πλέον απαραίτητο να θεωρείται ότι Λ > 0 στα µοντέλα big 

bang. Αντίθετα, όπως έχει αναφερθεί, υπάρχουν σοβαρές ενδείξεις που µας οδηγούν 
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σε µια µηδενική τιµή του Λ. Τα τρία µοντέλα που προκύπτουν για Λ = 0 

ονοµάζονται βασικά µοντέλα και σ`αυτά δίνουµε µεγαλύτερη έµφαση σήµερα.  

  Θέτοντας  Λ = 0 στην σχέση (4-26) και λαµβάνοντας υπόψη την (4-33) έχουµε : 

R
 2

+ k

R2
=

8 πGρ

3
” H

2 +
k

R2
=
8 πGρ

3
” H

2 R2 + k =
8 πGρ

3
 R2”

 

                        

k =
8 πG

3
 R2Aρ HtL- 3 

H2

8 πG
EH4 - 79L

 
   Έστω ότι η σηµερινή τιµή της σταθεράς του Hubble είναι Ηο και της πυκνότητας 

ρο, δηλαδή :   Ηο = Η(to) ,   ρο = ρ(tο). 

  Χρησιµοποιώντας τον τύπο της κρίσιµης πυκνότητας (4-36), που γνωρίσαµε σε 

προηγούµενη παράγραφο, η (4-79) γίνεται : 

                                        

k =
8 πG

3
 R2 Hρo - ρcLH4 - 80L

 
Με βάση την (4-80) η ρο διαφοροποιεί τα τρία µοντέλα ως εξής : HILρo > ρc ” k = +1Hταλαντευόµενο µοντέλοLHΙΙLρo = ρc ” k = 0 HEinstein - de Sitter modelLHIIILρo < ρc ” k = - 1Hσυνεcώς διαστελλόµενο µοντέλοL 

Επιπλέον, θέτοντας Λ = 0 στην σχέση (4-60), που συνδέει την σταθερά Hubble Ηο 

και την παράµετρο επιβράδυνσης qο , παίρνουµε : 

                                                               

qο =

4

3
 πGρο

Ηο
2

 

Χρησιµοποιώντας την τιµή  Το ≈ 1010 χρόνια, βρίσκουµε : 

                                                           ρc = 2 x10- 29 gcm- 3
 

Η υπολογιζόµενη πυκνότητα της φωτεινής (ακτινοβολούµενης) ύλης στους γαλαξίες, 

την οποία ορίζουµε µε ρ1, πιστεύεται ότι είναι µικρότερη από αυτήν την τιµή. 

Σύµφωνα ∆ε µε τα σηµερινά δεδοµένα υπολογίζεται : 

                                                           ρ1 d 10
- 30 gcm- 3

 
    Αυτή η ασυµφωνία µεταξύ θεωρίας και παρατήρησης είναι γνωστή ως πρόβληµα 

της ελλείπουσας µάζας (missing matter problem). Θα πρέπει λοιπόν, να υπάρχει µια 

ποσότητα σκοτεινής µάζας, που επεκτείνεται πολύ πέρα από τον ορατό γαλαξία σε 

σχήµα άλως ή φωτοστέφανο, παραµένει  δε αόρατη για τους γήινους παρατηρητές, 

αλλά ασκεί ισχυρή επίδραση βαρύτητας Το συγκεκριµένο πρόβληµα έχει οδηγήσει 

πολλούς επιστήµονες να κάνουν εικασίες για πιθανώς άλλου είδους µορφές ύλης, 

που µπορούν να υπάρχουν. Μια πιθανότητα είναι ο γαλαξιακός χώρος να περιέχει 

αέριο πυκνότητας περίπου 2x10-29gcm-3. Μολονότι υπάρχουν κάποιες ενδείξεις για 

την ύπαρξη διαγαλαξιακού υδρογόνου και ιονισµένου υδρογόνου, φαίνεται ότι και 

πάλι η πυκνότητα είναι µικρότερη από 10-30gcm-3. Υπάρχει επίσης η πιθανότητα, µια 

µεγάλη ποσότητα ύλης να κρύβεται µέσα στις µαύρες οπές. Πράγµατι, σύγχρονες 

παρατηρήσεις δείχνουν ότι στα κέντρα των γαλαξιών υπάρχουν τεράστιες µαύρες 

οπές, που καταβροχθίζουν αστέρες. Μπορεί να είναι ψυχρά αέρια και διαστρική 
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σκόνη ή νεκρά άστρα όπως οι λευκοί νάνοι, ή αστρικά σώµατα µεγέθους πλανητών - 

ή οτιδήποτε άλλο αρκετά ψυχρό ώστε να µην µπορεί να ακτινοβολεί προς τα έξω. Οι 

σχετικές µετρήσεις, απέδειξαν ότι κάθε λαµπρός γαλαξίας που παρατηρούµε, µας 

επιδεικνύει στην πραγµατικότητα µόνο το ένα δέκατο της µάζας του. Αυτό σηµαίνει, 

ότι στην ουσία τα εννέα δέκατα της ύλης που περιέχει το Σύµπαν παραµένει αόρατη 

για τα τηλεσκόπιά µας και η παρουσία της αποκαλύπτεται µόνον από την δύναµη της 

βαρύτητας, που ασκούν πάνω στα ορατά άστρα και γαλαξίες. Αν λοιπόν, το 90% της 

µάζας του Σύµπαντος δεν φαίνεται, τότε δεν είναι καθόλου εύκολο να υπολογίσουµε 

την πυκνότητα της ύλης σε µια δεδοµένη περιοχή του διαστήµατος συναθροίζοντας 

τις µάζες των ορατών άστρων που φιλοξενεί, πόσο µάλλον να βγάλουµε 

συµπεράσµατα για την πυκνότητα του Σύµπαντος γενικά, µε στόχο ν`αποκαλύψουµε 

το ανοικτό ή κλειστό χωροχρονικό σχήµα του. 

 

 

 

4.13. ΑΝΟΙΚΤΑ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ 

 

     Σήµερα, υπάρχουν µερικά ανοικτά προβλήµατα, όσον αφορά το κοσµολογικό 

πρότυπο που χρησιµοποιούµε σε συνδυασµό µε ορισµένες ιδέες της σύγχρονης 

φυσικής.  Τα προβλήµατα αυτά χωρίζονται σε δύο κατηγορίες : 

1) Σ`αυτά που σχετίζονται µόνο µε το κοσµολογικό πρότυπο που χρησιµοποιείται 

και είναι ανεξάρτητα από το χρησιµοποιούµενο πρότυπο στοιχειωδών σωµατίων. 

2) Σ`αυτά που σχετίζονται µόνο µε το χρησιµοποιούµενο πρότυπο στοιχειωδών 

σωµατίων και είναι ανεξάρτητα από το χρησιµοποιούµενο κοσµολογικό πρότυπο. 

Τα παραπάνω προβλήµατα οδήγησαν τους φυσικούς στην διατύπωση µιας νέας 

θεωρίας για την εξέλιξη του Σύµπαντος και συγκεκριµένα σ`αυτή του λεγόµενου 

πληθωριστικού σεναρίου. 

Στην πρώτη κατηγορία προβληµάτων συναντάµε τα εξής :  

Το πρόβληµα του ορίζοντα, το πρόβληµα των ανοµοιογενειών µικρής κλίµακας, το 

πρόβληµα της καµπυλότητας ή επιπεδότητας, το πρόβληµα της περιστροφής και το 

πρόβληµα της κοσµολογικής σταθεράς. 

 Στην δεύτερη κατηγορία προβληµάτων συναντάµε τα εξής :  

το πρόβληµα των µαγνητικών µονοπόλων και των περιοχικών τοιχωµάτων (domain 

walls), το πρόβληµα του βαρυτίνου (gravitino) και το πρόβληµα των Polongi. 

 

 

 

4.14. ΤΟ ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΤΟΥ ΟΡΙΖΟΝΤΑ 

 

    Ως γνωστόν, κανένα σήµα που συνδέει την αλληλουχία  "αίτιο-αποτέλεσµα"  δεν 

µπορεί να έχει ταχύτητα µεγαλύτερη από την ταχύτητα του φωτός. Κατά συνέπεια, 

για κάθε σηµείο µέσα στο Σύµπαν υπάρχει κάθε φορά µια µέγιστη περιοχή, µε την 

οποία αυτό το σηµείο µπορεί να αλληλεπιδράσει αιτιοκρατικά. Στην  εικ. 14,  έχουµε 
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θεωρήσει χάριν απλότητας  δύο µόνο χωρικές διαστάσεις, τις  x και y. Επίσης έχουµε 

διαλέξει την κλίµακα έτσι ώστε η τροχιά ενός φωτεινού σήµατος να αντιστοιχεί σε 

µια ευθεία, που έχει κλίση 45ο ως προς το χωρικό επίπεδο x0y. Την χρονική στιγµή  t  

µετά την µεγάλη έκρηξη, το σηµείο  Σ  µπορεί να έχει αλληλεπιδράσει αιτιοκρατικά 

µόνο µε εκείνα τα σηµεία, που βρίσκονται µέσα σ`ένα κώνο, του οποίου η πλευρική  

επιφάνεια είναι ο γεωµετρικός τόπος όλων των φωτεινών ακτίνων που φτάνουν στο 

σηµείο  Σ  έχοντας τρέξει επί χρόνο t. H απόσταση ΣΑ θα είναι δηλαδή ίση µε την 

απόσταση, που έχει διανύσει ένα φωτεινό σήµα σε χρόνο t. Το σηµείο Σ4, που 

βρίσκεται έξω από τον κώνο φωτός δεν µπορεί να αλληλεπιδράσει αιτιοκρατικά µε 

το Σ. Τα σηµεία Σ και Σ3 µπορούν να αλληλεπιδράσουν αιτιοκρατικά. 

Το πρόβληµα έγκειται στην ύπαρξη του λεγόµενου σωµατιακού ορίζοντα, δηλαδή 

της απόστασης µέσα στην οποία έχουµε αιτιοκρατική σύνδεση την χρονική στιγµή t. 

Επειδή για τα φωτόνια έχουµε  ds = 0, έπεται ότι για την απόσταση συντεταγµένων 

dx  έχουµε  dt = R(t)dx. Έτσι, η φυσική απόσταση που ένα φωτόνιο µπορεί να 

διανύσει από την αρχή του Σύµπαντος (t = 0) µέχρι την χρονική στιγµή t, είναι : 

             

dσ HtL= R HtL x = R HtL ΰ
0

t dtΆ

R HtΆL=
t

1 - n
H4 - 81L

 
για R HtL= Ct

n
, όπου C, n = σταθερές, n < 1  

Αυτή είναι η απόσταση του ορίζοντα, δηλαδή των πιο αποµακρυσµένων 

αντικειµένων, που µπορούν να παρατηρηθούν την χρονική στιγµή t.  

Έχουµε ήδη αναφέρει στην 4.6 παράγραφο, ότι στην εποχή της ακτινοβολίας ισχύει η 

σχέση (4-42), οπότε  n = 1/2.  Αντίστοιχα στην εποχή της ύλης ισχύει η (4-44), οπότε  

n = 2/3. Άρα σύµφωνα µε την σχέση (4-81) έχουµε : 

                                      

dσ HtL=92 t , ακτινοβολία

3 t , ύλη  
Τώρα, όσον αφορά το φυσικό µήκος ανάµεσα σε δύο σηµεία µε απόσταση 

συντεταγµένων d  είναι : 

            

dφυσ  HtL= R HtL.d = Ct
n
.d =9t1    2 , ακτινοβολία

t3    2 , ύλη  

Παρατηρούµε, ότι ο ορίζοντας  dσ(t)  αυξάνει γρηγορότερα από το dφυσ(t). Αυτό 

σηµαίνει ότι στο παρελθόν, υπήρχαν περιοχές που δεν συνδέονταν µεταξύ τους 

αιτιοκρατικά και εποµένως, δεν µπορούσαν εκείνη την στιγµή ν`ανταλλάξουν καµιά 

πληροφορία. Αυτές οι περιοχές κατέληξαν φυσικά στο σηµερινό Σύµπαν. Αυτό 

βέβαια είναι πολύ περίεργο. Από την µικροκυµατική ακτινοβολία υποβάθρου 

βρίσκουµε, ότι ολόκληρο το Σύµπαν είναι ισότροπο (∆Τ / Τ ≤ 10-4). Πώς όµως 

µπόρεσαν οι ασύνδετες αιτιοκρατικά περιοχές ν`αποκτήσουν την ίδια θερµοκρασία; 

Κάτι τέτοιο απαιτεί την ύπαρξη µιας αλληλεπίδρασης µεταξύ τους, πράγµα που δεν 

εξασφαλίζεται από το υπάρχον µοντέλο. Το πρόβληµα δε, γίνεται οξύτερο αν πάµε 

σε ακόµα παλαιότερους χρόνους. 

Τα παραπάνω συνιστούν το λεγόµενο πρόβληµα του ορίζοντα. 
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                                            Eικ.   14 

 

 

 

4.15.  ΤΟ ΠΛΗΘΩΡΙΣΤΙΚΟ ΣΕΝΑΡΙΟ (Inflationary scenario) 

 

      Στην προσπάθεια να κατασκευαστεί ένα µοντέλο του Σύµπαντος όπου πολλά 

διαφορετικά αρχικά σύνολα χαρακτηριστικών θα µπορούσαν να εξελιχθούν σε κάτι 

σαν το σηµερινό Σύµπαν, ο φυσικός Alan Guth το 1980 πρότεινε το πληθωριστικό 

σενάριο, για να διορθωθεί στην συνέχεια σηµαντικά σε όσα σηµεία του ερχόταν σε 

αντίθεση µε την παρατήρηση. Χοντρικά έχει τα εξής χαρακτηριστικά. Σε κάποιο 

αρχικό στάδιο του Σύµπαντος (χρονικό διάστηµα από 10-43s µέχρι 10-30s), µέσα στο 

οποίο είναι και η εποχή της µεγαλοενοποίησης, η κατάσταση του Σύµπαντος ήταν 

τέτοια, που το ενεργειακό περιεχόµενο του κενού (δηλαδή της κατάστασης εκείνης 

στην οποία δεν υπάρχει καθόλου οποιαδήποτε µορφή ύλης ή ακτινοβολίας) ήταν 

τροµερά µεγάλο. Το ενεργειακό αυτό περιεχόµενο του κενού οφείλεται στην 

παρουσία σ`αυτό βαθµωτών πεδίων Higgs, τα οποία µέσω του οµώνυµου 

µηχανισµού σπάνε αυθόρµητα την συµµετρία του ενοποιηµένου πεδίου. Eδώ ο Alan 

Guth υπέθεσε ότι υπήρξε µια περίοδος ταχύτατης εκθετικής διαστολής του 
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Σύµπαντος. Η εκθετική αυτή διαστολή διάρκεσε πολύ λίγο χρόνο, αρκετό όµως ώστε 

το Σύµπαν να µπορέσει να πολλαπλασιάσει την ακτίνα του κατά έναν τροµακτικά 

µεγάλο παράγοντα. Ο µηχανισµός που οδήγησε σ`αυτή την διαστολή προέρχεται από 

τις σύγχρονες θεωρίες της φυσικής που ονοµάζονται GUT από τα αρχικά των λέξεων 

Grand Unified Theories και οι οποίες προσπαθούν να ενώσουν τρεις από τις τέσσερις 

βασικές αλληλεπιδράσεις, την ισχυρή πυρηνική, την ασθενή πυρηνική και την 

ηλεκτροµαγνητική. Ο  Alan Guth υπολόγισε ότι η ακτίνα του Σύµπαντος µεγάλωσε 

κατά ένα εννεάκις εκατοµµύριο φορές µέσα σε ένα πάρα πολύ µικρό κλάσµα του 

δευτερολέπτου. Καθώς το Σύµπαν διαστελλόταν, άρχιζε παράλληλα να ψύχεται και 

οι ενέργειες των σωµατιδίων να ελαττώνονται. Κάποτε, συνέβη αυτό που ονοµάζεται 

" αλλαγή φάσης " και η συµµετρία µεταξύ των δυνάµεων καταστράφηκε µε την 

βοήθεια των βαθµωτών σωµατίων Higgs. Η ισχυρή έγινε διαφορετική από τις 

ηλεκτροµαγνητικές και τις ασθενείς πυρηνικές δυνάµεις. Κάτι παρόµοιο συµβαίνει 

µε την µετατροπή φάσης του νερού που γίνεται πάγος. Το νερό είναι συµµετρικό όσο 

βρίσκεται  στην υγρή φάση. Καθώς σχηµατίζονται όµως οι κρύσταλλοι του πάγου, 

που βρίσκονται σε συγκεκριµένες θέσεις και έχουν συγκεκριµένο προσανατολισµό, η  

συµµετρία του νερού καταστρέφεται. Στην περίπτωση του νερού όµως, µπορούµε  να 

το υπερψύξουµε, δηλαδή να το  ψύξουµε µε τέτοιο τρόπο ώστε  να  µην  σχηµατιστεί 

πάγος,  ακόµη  και  όταν  η θερµοκρασία  πέσει  κάτω από το σηµείο πήξης.  Ο  Guth 

                                                

                                                        

                                                          Εικ.     15 

 

υπέθεσε, ότι το Σύµπαν µπορεί να παρουσιάσει ανάλογη συµπεριφορά, δηλαδή  

µπορεί η θερµοκρασία του να πέσει κάτω από την κρίσιµη τιµή, χωρίς να 

καταστραφεί η συµµετρία µεταξύ των δυνάµεων. Το Σύµπαν θα βρέθηκε εποµένως 

σε µια ασταθή κατάσταση, µε περισσότερη ενέργεια απ`όση θα διέθετε κανονικά αν 

είχε καταστραφεί η συµµετρία. Αυτή η πρόσθετη ενέργεια ασκεί αντιβαρυτική 

επίδραση. Το αποτέλεσµά της είναι το ίδιο µε αυτό της κοσµολογικής σταθεράς του 

στατικού µοντέλου του Einstein.  Αφού το Σύµπαν θα βρίσκεται ήδη σε µια 

κατάσταση διαστολής, η απωστική επίδραση της κοσµολογικής σταθεράς θα 

αναγκάσει το  Σύµπαν να διασταλεί µε ένα συνεχώς αυξανόµενο  ρυθµό.  Θα  έχουµε 



 82 

έτσι, µια εικόνα ενός διαστελλόµενου  Σύµπαντος που περιέχει πολύ λίγα σωµατίδια 

ύλης και να βρίσκεται ακόµη στην ασταθή κατάσταση υπερψύξης. Οποιεσδήποτε 

αρχικές ανοµοιογένειες κάποιων περιοχών του Σύµπαντος, θα έχουν εξαλειφθεί από 

την διαδικασία της διαστολής. Η εποχή της επιταχυνόµενης διαστολής του 

Σύµπαντος ονοµάζεται "εποχή πληθωρισµού".  

    Στην εικ. 15  παρατηρούµε ότι ενώ το καθιερωµένο πρότυπο προβλέπει µια οµαλή 

αύξηση της ακτίνας του Σύµπαντος µε τον χρόνο (α), το πληθωριστικό σενάριο 

προβλέπει ότι στην αρχή της ζωής του υπήρξε µια εκθετική διαστολή, που 

πολλαπλασίασε κατά ένα πολύ µεγάλο παράγοντα,  της  τάξης 1028  τις διαστάσεις 

του (β) . 

   Η ιδέα της πληθωριστικής διαστολής µπορεί να εξηγήσει γιατί υπάρχει τόση 

µεγάλη ποσότητα ύλης στο Σύµπαν. Η απάντηση δίνεται από την κβαντική θεωρία, 

σύµφωνα µε την οποία τα σωµατίδια µπορούν να δηµιουργηθούν από την ενέργεια 

µε την διαδικασία σχηµατισµού ζευγών σωµατιδίων - αντισωµατιδίων. Η απάντηση 

στο ερώτηµα : από πού προέρχεται όλη αυτή η ενέργεια είναι ότι η συνολική 

ενέργεια του Σύµπαντος είναι ίση µε µηδέν. Η ύλη στο Σύµπαν αποτελείται από 

θετική ενέργεια. Καθώς όµως η ύλη έλκεται λόγω της βαρύτητας, η ενέργειά της 

ελαττώνεται. 

  Έτσι, υπ`αυτήν την έννοια το βαρυτικό πεδίο έχει αρνητική ενέργεια. Στην 

περίπτωση ενός Σύµπαντος που είναι κατά προσέγγιση οµοιόµορφο στον χώρο, 

αποδεικνύεται ότι αυτή η αρνητική βαρυτική ενέργεια εξουδετερώνει ακριβώς την 

θετική ενέργεια που αντιπροσωπεύεται από την ύλη. 

   Σήµερα έχουν διατυπωθεί τροποποιηµένες µορφές του πληθωριστικού σεναρίου, 

όπως το "νέο πληθωριστικό µοντέλο" των Steinhardt, Albrecht και Linde, που 

βασίζεται στην ιδέα της αργής καταστροφής της συµµετρίας. Ένα καλύτερο µοντέλο 

είναι το "χαοτικό πληθωριστικό µοντέλο" από τον Linde το 1983. Το µοντέλο αυτό 

έχει όλα τα πλεονεκτήµατα των προηγούµενων πληθωριστικών µοντέλων, αλλά δεν 

εξαρτάται από την αµφίβολη αλλαγή φάσης. Σύµφωνα µ`αυτό δεν υπήρξε αλλαγή 

φάσης ή "υπέρψυξη" του Σύµπαντος κάτω από την οριακή τιµή, όπου συµβαίνει η 

καταστροφή της συµµετρίας του. Ο Linde θεωρεί ότι υπάρχει ένα πεδίο  µε spin 0, 

που οι κβαντικές διακυµάνσεις, του επιτρέπουν να έχει πολύ µεγάλες τιµές σε 

ορισµένες περιοχές του Σύµπαντος κατά τα αρχικά του στάδια. Η ενέργεια του 

πεδίου στις περιοχές αυτές θα λειτουργεί ως κοσµολογική σταθερά : θα ασκεί 

αντιβαρυτική απωστική επίδραση, αναγκάζοντας έτσι αυτές τις περιοχές να 

διαστέλλονται µε πληθωριστικό τρόπο. Καθώς θα διαστέλλονται, η ενέργεια του 

πεδίου θα µειώνεται µε αργό ρυθµό, µέχρις ότου η πληθωριστική διαστολή 

µεταβληθεί σε επιβραδυνόµενη διαστολή, όπως αυτή που προβλέπει το µοντέλο της 

θερµής µεγάλης έκρηξης. Μια απ`αυτές τις περιοχές θα γίνει το µέρος του 

Σύµπαντος που παρατηρούµε σήµερα. 

   Το "χαοτικό πληθωριστικό µοντέλο"  προβλέπει λογικές διαφορές στην 

θερµοκρασία της διάχυτης ακτινοβολίας µικροκυµάτων, που συµφωνούν µε τις 

παρατηρήσεις. 
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                                                    Εικ.   16 

 

 Συµπεραίνουµε λοιπόν, ότι  µπορεί µια  "φυσαλίδα  µε τίποτα" µετά την εποχή του 

πληθωρισµού να κατέληξε στο σηµερινό Σύµπαν. 

  Θα πρέπει πάντως να σηµειωθεί ότι τέτοιου είδους απόψεις χρειάζονται, εκτός των 

άλλων, βοήθεια από µια ολοκληρωµένη κβαντική θεωρία για την βαρύτητα. Βέβαια 

τα προβλήµατα που παραµένουν ανοικτά είναι πολλά και σηµαντικά, όπως αυτό της 

σκοτεινής ύλης, του αριθµού και της µάζας των νετρίνων, της σωστής δοµής των 

µεγαλοενοποιηµένων θεωριών βαθµίδας κ.λ.π. Ο ρυθµός όµως που τρέχει η δουλειά 

των φυσικών τα τελευταία χρόνια, δίνει την υπόσχεση για πολλά και εντυπωσιακά 

αποτελέσµατα στο µέλλον. 

 

 

 

4.16. Η ΑΝΘΡΩΠΙΚΗ ΑΡΧΗ 

 

      Η Κοσµολογία βασίζεται όπως έχουµε αναφέρει, στην κοσµολογική αρχή, η 

οποία οδηγεί σ`ένα επίπεδο Σύµπαν, δηλαδή σ`ένα Σύµπαν οµογενές και ισότροπο. 

Αλλά γιατί το Σύµπαν είναι τόσο επίπεδο; Η απάντηση είναι ότι το Σύµπαν δεν 

µπορεί,  παρά να είναι κατασκευασµένο έτσι ώστε να ευνοείται η ανθρώπινη ύπαρξη. 

Άρα, ένα µη επίπεδο Σύµπαν δεν θα επέτρεπε στους ανθρώπους να αναπτυχθούν. 

Αυτό αποτελεί ένα παράδειγµα της ανθρωπικής αρχής, που είναι η εξής : 

 Ανθρωπική αρχή : Βλέπουµε το Σύµπαν µε τον τρόπο που είναι, γιατί υπάρχουµε. 

  Η αρχή αυτή έχει δύο εκδοχές, την ασθενή και την ισχυρή, που η διατύπωσή τους 

είναι : 

Ασθενής ανθρωπική αρχή :  Οι συνθήκες για την ανάπτυξη της ζωής συναντώνται 

µόνο σε συγκεκριµένες περιοχές του Σύµπαντος. 
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                                             Εικ.   17 

 

  Αυτή η µορφή της αρχής µπορεί να χρησιµοποιηθεί για να εξηγήσει, γιατί η µεγάλη 

έκρηξη συνέβει περίπου πριν δέκα δισεκατοµµύρια χρόνια; Η απάντηση είναι, διότι 

τόσος χρόνος απαιτείται για να προκύψουν συνειδητά όντα. 

  Οι πρώτες στιγµές του Σύµπαντος οδηγούν στην Κβαντική Κοσµολογία. Η 

κυµατοσυνάρτηση, που περιγράφει το Σύµπαν οδηγεί σε διάφορες κατανοµές 

Συµπάντων, που έχουν µέγιστο στην περιοχή που αντιστοιχεί στο δικό µας Σύµπαν. 

Κάθε Σύµπαν έχει τις δικές του αρχικές συνθήκες και ίσως το δικό του σύνολο 

φυσικών νόµων. Έτσι η ισχυρή µορφή της ανθρωπικής αρχής διατυπώνεται ως εξής: 

Ισχυρή ανθρωπικής αρχή :   Οι συνθήκες για την ανάπτυξη της ζωής συναντώνται 

µόνο σε µερικά Σύµπαντα.  

   Οι κοσµολόγοι υπολογίζουν, ότι από την µεγάλη έκρηξη θα µπορούσε να προκύψει 

µια σχεδόν άπειρη ποικιλία Συµπάντων και προβληµατίζονται γύρω από τους λόγους, 

που επέβαλαν στο Σύµπαν που µας φιλοξενεί να έχει τις συγκεκριµένες γνωστές 

ιδιότητες, όπως την εκπληκτική του προσέγγιση στην διαχωριστική γραµµή ανάµεσα 

στο  " ανοικτό "  και στο  " κλειστό "   σχήµα. Είναι σχεδόν οµοιόµορφο, µε 

αποτέλεσµα να επεκτείνεται ισότιµα, αλλά παράλληλα εµπεριέχει αρκετή 

ασυµµετρία ώστε να παράγει γαλαξίες και άστρα, ενώ θα µπορούσε να επεκτείνεται 

πιο αργά, ή να ξανασυσταλεί πριν διαµορφωθούν στο εσωτερικό του τα άστρα, ή να 

επεκτείνεται πολύ πιο γρήγορα, σκορπίζοντας την ύλη σε τόσο µικρές ποσότητες, 

που θα απαγόρευαν τον σχηµατισµό των άστρων. Και το όλον θέµα είναι ότι, οι 

περιοριστικοί όροι της ύπαρξης του Σύµπαντος ευνοούν ειδικά την επίγεια, αν όχι 

την ανθρώπινη ζωή. 
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                                                        Εικ.   18 

 

    Κανένας από τους γνωστούς νόµους της φυσικής δεν υποχρεώνει το Σύµπαν να 

έχει εξελιχθεί όπως εξελίχθηκε. Το Σύµπαν εξελίχθηκε σύµφωνα µε µία από τις 

πολλές παραλλαγές, που προέβλεψαν οι φυσικοί νόµοι, αλλά τι έγιναν οι άλλες 

"χαµένες" παραλλαγές; Στην εικ. 17, βλέπουµε την ερµηνεία των  " πολλών κόσµων 

" των Everett και Wheeler. O Everett βασίζεται στην αρχή της απροσδιοριστίας της 

Κβαντοµηχανικής. Σύµφωνα  µ`αυτόν, µια µικροσωµατιδιακή οντότητα, όπως το 

ηλεκτρόνιο βρίσκεται σε όλες τις θέσεις, που προσδιορίζει η κυµατική του 

λειτουργία και υπάρχει ένας ξεχωριστός κόσµος (ένα ξεχωριστό Σύµπαν), που 

αντιστοιχεί σε κάθε πιθανότητα. Γι`αυτό το λόγο, η άποψη αυτή ονοµάζεται 

"πολυκοσµική" ερµηνεία της Κβαντοµηχανικής. Αυτό που συµβαίνει όταν κάνουµε 

µία µέτρηση είναι, ότι επιλέγουµε µια από τις άπειρες πιθανότητες, συµπτύσσοντας 

την κυµατική λειτουργία σ`ένα σηµείο και αφήνοντας τους άλλους κόσµους, εξίσου 

πραγµατικούς, αλλά µη επιλεγµένους, κάπου έξω από τα όρια του χωροχρόνου. 

  O Wheeler προωθεί ακόµη περισσότερο την συλλογιστική της Κβαντοµηχανικής, 

υποστηρίζοντας ότι η  "κυµατική λειτουργία"  δεν µπορεί να συµπτυχθεί σ`ένα 

σηµείο παρά µόνο αν υπάρχει κάποιος για να κάνει µια παρατήρηση. Η άπειρη σειρά 

των πιθανών Κβαντοµηχανικών κόσµων χάνει τον φαντασµατικό χαρακτήρα της, 

µόνο όταν και όπου εµφανιστεί η ζωή για να παρατηρήσει το περιβάλλον της. Στην 

εικ. 18, βλέπουµε το "µεγάλο U"  του Wheeler, από την στιγµή της µεγάλης έκρηξης 

µέχρι την στιγµή της ανάπτυξης του ανθρώπινου µατιού. Όπως λέει ο Wheeler: "η 

Κβαντοµηχανική µας ανάγκασε να πάρουµε στα σοβαρά την άποψη, ότι ο 

παρατηρητής είναι αναγκαίος για την δηµιουργία του Σύµπαντος, όπως και το 

Σύµπαν είναι αναγκαίο για την δηµιουργία του παρατηρητή". 

 

 

             

 

 

 

 



 86 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 87 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 


