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ΠΡΟΛΟΓΟΣ 

 
 
            Η  πραγµατοποίηση  αυτού  του  σεµιναρίου  στο  Πανεπιστήµιο  
Πατρών, µου  έδωσε  την  ευκαιρία  να  εµβαθύνω σε κάποια  βασικά  θέµατα 
της Κβαντοµηχανικής  και  να  παρουσιάσω  αυτή  την  εργασία  µου  στους  
συνάδελφους  καθηγητές  της  Φυσικής. Πιστεύω, ότι  πολύ  σύντοµα µερικά  
από  αυτά  τα  θέµατα,  θα  απασχολήσουν  όσους  διδάξουν  την  Φυσική  
στην Γ!  Λυκείου, βάσει  των  νέων  Αναλυτικών  και  Ωρολόγιων  
προγραµµάτων.   
    Η  επιθυµία  µου  είναι,  να  βοηθήσω  µέχρις  ενός  βαθµού  τους  
συναδέλφους, µέσω  αυτής  της  εργασίας  αλλά  και  µέσω  της  σχετικής  
βιβλιογραφίας  που  αναφέρω  στο  τέλος, ως  επίσης  και  από  αρκετές  
διευθύνσεις  στο  Internet. 
    Θέλω  να  εκφράσω  τις  ευχαριστίες  µου, στους  συντελεστές  του  
σεµιναρίου  και  σε  όλους  εκείνους  τους  υποµονετικούς  δασκάλους, που  
µας  καθοδήγησαν  µέσα  από  τα  µονοπάτια της  γνώσης. Θεωρώ  ότι  ο  
καθένας  εξ  αυτών  έδωσε  ό,τι  ήταν  δυνατόν, µέσα  από  τον  ελάχιστο  
χρόνο  παρουσίασης, που  διέθετε.               Νοµίζω,  ότι  αυτού  του  
είδους  σεµινάρια, προσφέρουν  πολλά  στους  εκπαιδευτικούς, οπότε  άµµεσα  
συνδράµουν στην  αναβάθµιση  του    εκπαιδευτικού  µας  συστήµατος. Αξίζει  
λοιπόν  η προσπάθεια  να  συνεχιστούν  και τα  επόµενα  χρόνια. 
 
                                                                                                
Γιάννης  Σφαέλος 
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Ε Ι Σ Α Γ Ω Γ Η 
 
 

            Αν  προσπαθήσουµε  να  χρησιµοποιήσουµε  την  Κλασσική  
Μηχανική  για  να  ερµηνεύσουµε   ορισµένα  πειραµατικά  αποτελέσµατα, 
που  αφορούν  τον  κόσµο  του  ατόµου  θα  συναντήσουµε  δυσκολίες  δύο  
κατηγοριών: 
1) Η  κβάντωση :    υπάρχουν  φυσικά  µεγέθη, που  υπό  ορισµένες  
συνθήκες, παρουσιάζονται  κβαντωµένα, δηλαδή  παίρνουν  διακεκριµένες  
τιµές. 

2)  Η  δυαδικότητα  σωµατίδιο-κύµα : Ο  Niels  Bohr,  που  έπαιξε  
σηµαντικό  ρόλο  στην  ανάπτυξη  της  Κβαντοµηχανικής,  διετύπωσε  την  
αρχή  της συµπληρωµατικότητας : “ η  κυµατική  και  η  σωµατιδιακή  
θεώρηση  µιας  κβαντικής  οντότητας  είναι  και  οι  δύο  απαραίτητες  για  
µια  πλήρη  περιγραφή. Παρ΄όλα  αυτά  και  οι  δύο  θεωρήσεις  δεν  
µπορούν  να  αποκαλυφθούν  ταυτόχρονα  σε  ένα  µόνο  πείραµα. Ο  
χαρακτήρας  που  αποκαλύπτεται, προσδιορίζεται  από  την  φύση  του  
πειράµατος  που  γίνεται ”. Εν ολίγοις  αυτό  σηµαίνει,  ότι  ανάλογα  µε  το  
χρησιµοποιούµενο  όργανο  µέτρησης, συλλαµβάνουµε  τούτη  ή  εκείνη  την  
όψη  της  πραγµατικότητας, χωροχρονική  ή  δυναµική, σωµατιδιακή  ή  
κυµατική ( ερµηνεία της  Κοπεγχάγης ). 
      Οι  κβαντοµηχανικές  εξισώσεις, περιγράφουν  την  συµπεριφορά  πολύ  
µικρών  σωµατιδίων – µεγέθους  ατόµων  ή  µικρότερων – και  µας  
προσφέρουν  ένα  µοναδικό  τρόπο  κατανόησης  του  µικρόκοσµου. Χωρίς  
αυτές  τις  εξισώσεις, οι  φυσικοί  θα  ήταν  ανίκανοι  να  σχεδιάσουν  
πραγµατικά  πυρηνικά  εργοστάσια, να  αναπτύξουν  εφαρµογές  όπως Leiser, 
ηλεκτρονικά  µικροσκόπια,  υπεραγωγούς, ηλεκτρονικούς  υπολογιστές, 
τηλεπικοινωνίες  κ.ά.  Επίσης, δίνονται  εξηγήσεις  όσον  αφορά  τους  
χηµικούς  δεσµούς, τα  ατοµικά  και  µοριακά  τροχιακά. Εξηγείται  επίσης  η  
δοµή  των  άστρων  που  έχουν  καταρρεύσει. Η  Χηµεία  θα  ήταν  ακόµη  
στο  επίπεδο  του  Μεσαίωνα. ∆εν θα  µπορούσαµε  να κατανοήσουµε   το  
DNA  και  δεν  θα  υπήρχε  καν  επιστήµη  µοριακής  βιολογίας, γενετικής  
µηχανικής. 
    Στις  αρχές  του  19ου αιώνα, η  επιτυχία  στην  πρόβλεψη  των  
γεγονότων  και  των  φυσικών  φαινοµένων  οδήγησε  τον  Laplace, στο  
αίτηµα  του  ντετερµινισµού (κάθε  συµβάν  έχει  και  µια  αιτία). Ο  Laplace  
υπέθεσε  ότι  υπάρχει  ένα  σύνολο  νόµων, που  θα  µπορούσε  να  
προσδιορίσει  µε  απόλυτη  ακρίβεια  την  εξέλιξη  του  σύµπαντος, αν  ήταν  
γνωστή  η  κατάστασή  του  σε  κάποια  χρονική  στιγµή. Γνωρίζουµε  
σήµερα,  ότι  οι  ελπίδες  για  τον  ντετερµινισµό  του  Laplace,  δεν  µπορεί  
να  πραγµατοποιηθούν, τουλάχιστον  µε  τους  όρους  που  εννοούσαν  οι  
επιστήµονες  του  19ου  αιώνα.  Η  αρχή  της  απροσδιοριστίας  της  
Κβαντοµηχανικής, καθορίζει τα  όρια,  µέσα  στα  οποία οι  νόµοι  της  
φυσικής  θα  µας  επιτρέπουν  να  προβλέπουµε  τα  γεγονότα. 
   Στην  Κβαντική  Μηχανική, τα  σωµάτια  δεν  έχουν  σαφώς  
προσδιορισµένες  θέσεις  και  ταχύτητες, αλλά  αντιπροσωπεύονται  από  ένα  
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κύµα.  Οι  κβαντικές  θεωρίες  είναι  ντετερµινιστικές, µε  την  έννοια  
ότι  παρέχουν  νόµους  για  την  εξέλιξη  του  κύµατος  µε  την  πάροδο  
του  χρόνου. Έτσι,  αν  κάποιος  γνωρίζει  την  µορφή  του  κύµατος  σε  
µία  χρονική στιγµή,  µπορεί  να  την  υπολογίσει  και   σε οποιαδήποτε  
άλλη. Το απρόβλεπτο, τυχαίο  στοιχείο  εµφανίζεται  µόνο  όταν  
προσπαθήσουµε  να  ερµηνεύσουµε  το  κύµα  µε  όρους  θέσεων  και  
ταχυτήτων  σωµατιδίων. Αλλά  αυτό  µπορεί  να  είναι  δικό  µας  λάθος :  
µπορεί  να  µην  υπάρχουν  θέσεις  και  ταχύτητες  σωµατίων, αλλά  µόνον  
κύµατα.  Προσπαθούµε  να  προσαρµόσουµε  τα  κύµατα  στις  ιδέες  των  
θέσεων  και  ταχυτήτων  των  σωµατίων, που  έχουµε  διαµορφώσει  από  
την  Κλασσική  Μηχανική. Η  αδυναµία  να  το  πετύχουµε  αυτό  είναι  η  
αιτία  της  φαινοµενικής  αδυναµίας  πρόβλεψης.   
   Ο  κόσµος  της  Κβαντοµηχανικής  είναι  στην  πραγµατικότητα  
περίπλοκος. Οι  νόµοι  της  φυσικής,  όπως  τους  γνωρίζουµε  από  την  
καθηµερινή  εµπειρία,  παύουν  πλέον να  ισχύουν. ∆εν  υπάρχουν  σίγουρα  
πράγµατα. Τίποτα  δεν  βρίσκεται  σε  κάποια  συγκεκριµένη  θέση, σε  
κάποια  συγκεκριµένη χρονική  στιγµή. Τα  γεγονότα  κυβερνώνται  από  τις  
πιθανότητες. Όπως  είπε  και  ο  Niels  Bohr : “αυτός  που  δεν  
συγκλονίστηκε  από  την  κβαντική  θεωρία , ασφαλώς  δεν  την  κατάλαβε ”. 
Η  µυστηριώδης  γάτα  του  Schrödinger  επινοήθηκε  απ’αυτόν,  για  να  
κάνει  σαφή  την  διαφορά  µεταξύ  του  κβαντικού  και  του  καθηµερινού  
κόσµου. 
      Σε  κάποιο  κλειστό  αδιαφανές  κλουβί  περιέχονται, µία  ζωντανή  
γάτα, ένα  ασθενές  ραδιενεργό  υλικό  και  ένας  ανιχνευτής  ραδιενέργειας, 
συνδεδεµένος  µε  ένα  µικρό  δοχείο  που  περιέχει  υδροκυάνιο.   
Ο  ανιχνευτής  τίθεται  σε  λειτουργία  µόνο  µία  ϕορά, για  ένα  λεπτό. Η  
πιθανότητα  να  εκπέµψει  το  ραδιενεργό  υλικό,  ένα  ανιχνεύσιµο  
σωµατίδιο  π.χ.  ένα  ηλεκτρόνιο, σ΄αυτό  το  ένα  λεπτό  είναι  50%. Αν  ο   
 

ΕΙΚ. 1Α.          Στο  µέσον   της  εικόνας   φαίνεται   αυτή  η  εξωπραγµατική   υβριδική  κατάσταση  
της  νεκροζώντανης  γάτας, όπως  απαιτεί  η  κβαντική θεωρία .   Στο  κάτω   µέρος η  γάτα  εµφανίζεται  
ζωντανή  ή  νεκρή  σαν  συνέπεια  της  παρατήρησης. 
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ανιχνευτής  πιάσει  ένα  ραδιενεργό  σωµατίδιο,  µε  κάποιον  
µηχανισµό  ανοίγει   το  δοχείο του   υδροκυανίου µε  αποτέλεσµα  η  
απελευθέρωση  του  δηλητηριώδους  αυτού  αερίου  να  προκαλέσει  τον  
θάνατο  του  συµπαθούς  αιλουροειδούς. Το  όλο  σύστηµα  βρίσκεται  µέσα  
σε  κάποιον  αποµονωµένο  χώρο, που  δεν  είναι  άµεσα  παρατηρήσιµος. 
Αυτό  έχει  σαν  αποτέλεσµα, να  µην  ξέρουµε  αν  η  γάτα  είναι  ζωντανή  
ή  νεκρή, µόλις  περάσει  το   
κρίσιµο  λεπτό. Στον  καθηµερινό  µας  κόσµο, υπάρχει  µια  πιθανότητα  
50%  η  γάτα  να  είναι  ζωντανή ,  και  50%  να  είναι  νεκρή.  Ήδη  
παρατηρούµε  ότι ,  η  κατάσταση  της  γάτας  περιγράϕεται  όχι  από  µια  
πραγµατικότητα, αλλά  από  µακροσκοπικές  πιθανότητες. Σύµϕωνα  µε  τον  
κβαντικό  κόσµο  καµία  από  τις  δύο  δυνατότητες  που  υπάρχουν  για  
την  γάτα  δεν  είναι  πραγµατική, εκτός  και  αν  παρατηρηθεί. Οι  
θεωρητικοί  της  κβαντοµηχανικής  ισχυρίζονται  ότι  η  γάτα  υπάρχει  σε  
απροσδιόριστη  κατάσταση, ούτε  ζωντανή  ούτε  νεκρή. Eισάγεται  λοιπόν, 
ένα  αναπόϕευκτο  στοιχείο  αδυναµίας  πρόβλεψης  και  τυχαιότητα.  
Γι’αυτή  την  περίπτωση  ο   Schrödinger  ανέφερε : " η  πραγµατικότητα  
αποκαλύπτεται, γίνεται  δηλαδή  "πραγµατικότητα"  την  στιγµή  που  θα  την  
παρατηρήσουµε  και  όχι  πριν…".  
     Οι  περισσότεροι  ϕυσικοί, µε  επικεϕαλής  τον  Niels  Bohr, δέχτηκαν  
ότι  σε  ατοµική  κλίµακα  η  αβεβαιότητα  είναι  πραγµατικά  εγγενής  
ιδιότητα  της  ϕύσης. 
     Ο Einstein αντιτάχθηκε  σ΄αυτό, παρά  τον  σηµαντικό  ρόλο  που  είχε  
διαδραµατίσει  για  την  ανάπτυξη  αυτών  των  ιδεών. Του  φαινόταν  
απαράδεκτη  η  εν  δυνάµει, δηλαδή  η  τυχαία (στατιστική)  φύση  του  
παντός, όπως  επίσης  και  η λεγόµενη  στην  κβαντική  φυσική, “µη 
τοπικότητα”.  Μη  τοπικότητα  σηµαίνει ότι,  τα  γεγονότα που  συµβαίνουν  
σε  κάποια  συντεταγµένη  του  χωροχρόνου  φαίνεται  να  επηρεάζουν  και  
να  καθορίζουν  γεγονότα  σε  άλλες  συντεταγµένες, χωρίς  καµία  προφανή  
διασύνδεση  ανάµεσά  τους  και  ανεξάρτητα  από  την  απόσταση  που  τα  
χωρίζει. Το  φαινόµενο  αυτό  είχε  προκαλέσει  την  περίφηµη  δήλωση  του 
Einstein ότι  "ο  Θεός  δεν  παίζει  ζάρια". Όµως  τα  πειράµατα  
συµϕωνούσαν  απόλυτα  µε την θεωρία της  κβαντικής µηχανικής, σήµερα  δε  
αποτελεί  το  υπόβαθρο  σχεδόν  όλης  της  σύγχρονης  ϕυσικής  και  
τεχνολογίας. 
    Η   διαµάχη   των  Bohr – Einstein   δεν  αϕορά   απλώς   λεπτοµέρειες   
της πιο  επιτυχηµένης  επιστηµονικής  θεωρίας. Στην  καρδιά του  ζητήµατος 
βρίσκεται  το απλό ερώτηµα :  “είναι  το  άτοµο  ένα   πράγµα   ή   ένα   
αϕηρηµένο   κατασκεύασµα   της  ϕαντασίας  χρήσιµο  για  την  εξήγηση  
πολυάριθµων  παρατηρήσεων”. Αν  το  άτοµο υπάρχει  πραγµατικά  σαν  
ανεξάρτητο  αντικείµενο, τότε  πρέπει  το  λιγότερο  να  έχει  µια  θέση  και  
µια  καθορισµένη  ταχύτητα. Αυτό  όµως  το  αρνείται  η  Κβαντοµηχανική, 
επειδή  θεωρεί  ότι  µπορούµε  να  ξέρουµε  το  ένα  από  τα  δύο,  αλλά  
ποτέ  και  τα  δύο  ταυτόχρονα. Αυτή  είναι  η  διάσηµη  αρχή  
αβεβαιότητας ( ή  απροσδιοριστίας) του   Heisenberg, που  ήρθε  για  να  
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συµπληρώσει  την  αρχή  της  συµπληρωµατικότητας  του  Bohr. Ένα  
από  τα  σηµαντικότερα  πορίσµατα  της  αρχής  της  απροσδιοριστίας  είναι  
ότι,  στην  φύση  δεν  µπορεί  να  υπάρξει  κενό, αν  υπήρχε  τότε  θα  
γνωρίζαµε  ταυτόχρονα  την  µη  ύπαρξη  και  του  σωµατιδίου  και  του  
κύµατος, πράγµα  αδύνατον! 
      Ένα  φανταστικό  πείραµα, που  επινόησε  ο  Einstein, στο  οποίο  θα  
ήταν  δυνατόν  να  µετρηθούν  δύο  συµπληρωµατικά  µεγέθη  ταυτόχρονα  
π.χ. η  ενέργεια  και  ο  χρόνος, είναι  το  εξής : 
    Φανταστείτε  ένα  κουτί,  είπε  ο  Einstein, που  έχει   µια  οπή  στο  
ένα  του  τοίχωµα, που  καλύπτεται  από  ένα  κάλυµµα  που  ανοίγει  και  
κλείνει  ελεγχόµενο  από  ένα  ρολόι, που  βρίσκεται  µέσα  στο  κουτί. 
Εκτός  από  το  ρολόι  και  τον  µηχανισµό  για  το  άνοιγµα  και  το  
κλείσιµο  του  καλύµµατος, το  κουτί  είναι  πλήρες  ακτινοβολίας. 
 
                                                   

 
 

ΕΙΚ.  1Β.  Το  πείραµα του ρολογιού µέσα στο κουτί. 

       
 

Ο  µηχανισµός  τίθεται  σε  ενέργεια,  έτσι  ώστε  σε  κάποια  
προκαθορισµένη  χρονική  στιγµή  το  κάλυµµα  να  ανοίξει  και  να  
επιτρέψει  σε  ένα  φωτόνιο  να  διαφύγει  προτού  κλείσει  και  πάλι (εικ. 
1Β).  Ζυγίζουµε  το  κουτί  πριν  και  µετά  την    διαφυγή  του  φωτονίου. 
Έτσι  βρίσκουµε  την  µάζα  του  φωτονίου  άρα  και  την  ενέργειά  του, 
σύµφωνα  µε  τον  τύπο :  Ε = mc2.  Μ’ αυτόν  τον  τρόπο, γνωρίζουµε  
ταυτόχρονα  την  ακριβή  ενέργεια  του  φωτονίου  και  τον  ακριβή  χρόνο  
που  πέρασε  από  την  οπή, απορρίπτοντας  έτσι  την  αρχή  της  
αβεβαιότητας.  
        Η  απάντηση  του  Bohr   ήταν  η  εξής :  το  κουτί  πρέπει  να  
ζυγιστεί, άρα  πρέπει  να  εξαρτηθεί  από  ελατήριο  µέσα  σε    βαρυτικό  
πεδίο.  Η  ταχύτητα  µε   την  οποία  γυρίζει  το  ρολόι, εξαρτάται  από  την  
θέση  του  στο  βαρυτικό  πεδίο, όπως  είχε  αποδείξει  ο  Einstein  µε  την  
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θεωρία  της  σχετικότητας. Όταν  όµως το  φωτόνιο  διαφεύγει  από  το  
κουτί,  την  ίδια  στιγµή  το  ρολόι  κινείται   αφ’ενός  εξαιτείας   του 
γεγονότος  ότι  αλλάζει  το  βάρος  του  και  αφ’ετέρου  εξαιτίας   της   
ανάδρασης   από το  διαφεύγον  φωτόνιο. Επειδή  αλλάζει  η  θέση  του, 
υπάρχει  µια  αβεβαιότητα  για  την  θέση  του  στο  πεδίο  βαρύτητας  και  
άρα  µια  αβεβαιότητα  για  την  ταχύτητα  µε  την  οποία  γυρίζει. Ακόµη  
και  αν  προσπαθήσουµε  να  αποκαταστήσουµε  την  αρχική  κατάσταση  
προσθέτοντας  ένα  µικρό  βάρος  για  να  ξαναγυρίσει  το  ελατήριο  στην  
αρχική  του  θέση  και  µετρήσουµε  το  επιπλέον  βάρος  για  να  
καθορίσουµε  την  ενέργεια  του  φωτονίου  που  έφυγε,  ποτέ  δεν  θα  
µπορέσουµε  να  περιορίσουµε  την  αβεβαιότητα  από  τα  όρια  που  
επιτρέπει  η  σχέση  του Heisenberg. Ο Bohr, κατά  γενικήν  οµολογία, ήταν  
ιδιαίτερα  προκλητικός  στην  απόρριψη  αυτού  του  επιχειρήµατος  του  
Einstein, επικαλούµενος  την  βοήθεια  των  εξισώσεων  του  ίδιου  του  
Einstein. 
      Άλλο  ένα  νοερό  πείραµα  των  Einstein – Podolsky – Rosen  (EPR), 
για  το  φαινόµενο   της   µη - τοπικότητας ,  που  έχει  να  κάνει  µε  το   
spin  των  στοιχειωδών  σωµατιδίων, όπου  ως  γνωστόν  παίρνει  δύο  µόνο  
τιµές  +1/2  και  - 1/2, είναι  το  εξής : 
Έστω  δύο  ηλεκτρόνια  µε  διαφορετικό  spin, µε  αποτέλεσµα  να  έχουν  
συνολικό spin  ίσο  µε  µηδέν. Σύµφωνα  µε  την  αρχή  της  
απροσδιοριστίας,  δεν  µπορούµε  να  καθορίσουµε  ποτέ  µε  ακρίβεια  το  
spin  του  ηλεκτρονίου.  Η  πράξη  της  µέτρησης  δίνει  στο  ηλεκτρόνιο  
το  spin  του. Μέχρι  τότε  έχει  απλώς  κάποια  “τάση”  προς  την  µία  ή  
την  άλλη  τιµή. Ας  υποθέσουµε  τώρα  ότι  τα  δύο  ηλεκτρόνια  
αποµακρύνονται  το  ένα  από  το  άλλο  µέσω  µιας  διαδικασίας, που  δεν  
επηρεάζει  τα  spin  τους, π.χ.  το  ένα  στην  Γη  και  το  άλλο  στην  
Σελήνη. Αν  µετρήσουµε  το spin  του  ηλεκτρονίου  που  βρίσκεται  στην  
Γη  ίσο  µε  +1/2 ,  τότε  το  spin  του  ηλεκτρονίου  στην  Σελήνη  είναι  - 
1/2.  Το  παράδοξο  του  πειράµατος  ΕΡR  έγκειται  στο  γεγονός  ότι, 
σύµφωνα  µε  την  κβαντική  θεωρία, η  µέτρηση  του  spin  του  γήινου  
ηλεκτρονίου  καθόρισε  αυτόµατα  και  το  spin  του  ηλεκτρονίου  στην  
Σελήνη. Ο  Einstein  δεν δεχόταν  να  αντιληφθεί,  πως  ήταν  δυνατόν  το  
ηλεκτρόνιο  στην  Σελήνη  να  “γνωρίζει”  την  τιµή  του  spin  του  γήινου  
ηλεκτρονίου, αφού  κανένα  σήµα  δεν  είναι  δυνατόν  να  ταξιδέψει  τόσο  
γρήγορα  ώστε  να  µεταφέρει  την  πληροφορία. Το  πείραµα  EPR,  
καταργούσε  µια  βασική  αρχή  της  θεωρίας  της  Σχετικότητας, σύµφωνα  
µε  την  οποία,  τίποτα  δεν  µπορεί  να  ταξιδέψει  στον  χωροχρόνο  µε  
ταχύτητα  µεγαλύτερη  του  φωτός.  Ατυχώς  για  τον  Einstein, το  
φαινόµενο  της  µη-τοπικότητας  επιβεβαιώθηκε  πειραµατικά  από  τον  
Allen  Aspect  το  1982. 
       Βλέπουµε  λοιπόν  ότι,  οι  φιλοσοφικές  συνέπειες  της  
Κβαντοµηχανικής  είναι  κοσµογονικές.  Τα  σηµεία  εµπεριέχουν  το  Όλον.  
Υπάρχει  ένας  υποβόσκων  χωροχρονικός  ιστός  σε  κβαντικό  επίπεδο, ο  
οποίος  συνδέει  τα  πάντα  µεταξύ  τους. 
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Μέσα  από  αυτόν  τον  χωροχρονικό  ιστό  “ξεπηδούν”  σαν  
φαντάσµατα,  τα  σωµατίδια  και  τα  κύµατα  που  συναποτελούν  την  
“πραγµατικότητα”. 
          Η  Κβαντική  Μηχανική, µε  την  σηµερινή  µορφή  της, δεν  
αποτελεί  µια  οριστικά  τελειωµένη  θεωρία  για  την  ερµηνεία  των  
φυσικών  φαινοµένων  σε  ατοµική  κλίµακα (συνεχίζεται  ακόµη  η  
θεωρητική  και  πειραµατική  έρευνα  γύρω  από  την  εννοιολογική  της  
θεµελίωση,  ως  επίσης  και  η  όχι  απόλυτα  ξεκαθαρισµένη  σχέση  της  
µε  την  θεωρία  της  σχετικότητας). Όµως  τα  πειραµατικά  αποτελέσµατα, 
που  αναφέρονται  στα  ατοµικά  φαινόµενα  συµφωνούν  πολύ  καλά  µε  
τις  προβλέψεις  και  τα  συµπεράσµατα  της  θεωρίας, ενώ  προκύπτουν  
δυσκολίες  στο  επίπεδο  του  πυρήνα  και  των  στοιχειωδών  σωµατιδίων. 
Στο  µακροσκοπικό  όριο  η  Κβαντοµηχανική  ανάγεται, όπως  όφειλε, στην  
Κλασσική  Μηχανική. 
   Συµπερασµατικά, µπορούµε  να  πούµε  ότι  η  κβαντική  θεωρία  µαζί  
την  θεωρία  της  σχετικότητας  του  Einstein,  είναι  τα  θεµελιώδη  βάθρα, 
στα  οποία  στηρίζεται  η  φυσική  του  20ού  αιώνα. Βέβαια  τα  δύο  αυτά  
βάθρα,  δεν  είναι  συµβατά  µεταξύ  τους. Οι  προσπάθειες  που  έγιναν, 
ώστε  αυτές  οι  δύο  µεγάλες  θεωρίες  να  ενοποιηθούν, κατέληξαν  
τουλάχιστον  µέχρι  σήµερα  σε  σχέσεις  που  δεν  έχουν  νόηµα  από  
µαθηµατική  άποψη. Βρίθουν  δηλαδή  από  απειρισµούς  διαφόρων  ειδών. 
Ένας  από  τους  πιο  διάσηµους  θεωρητικούς  φυσικούς  της  εποχής  µας, 
ο  Stephen Hawking  αναφέρει  ότι,  η γενική θεωρία  της  σχετικότητας  
είναι  µία  κλασσική  θεωρία, δεν  περιέχει  την  αρχή  της  απροσδιοριστίας, 
όπως  θα  έπρεπε  για  να  µπορεί  να  συνδυαστεί  µε  τις  άλλες  φυσικές  
θεωρίες. Εν  τούτοις, βρίσκεται  σε  συµφωνία  µε  τις  παρατηρήσεις, µε  την  
προυπόθεση  ότι  οι  βαρυτικές  επιδράσεις  είναι  πολύ  µικρές. Όταν  αυτές  
γίνουν  πολύ  µεγάλες (π.χ  µαύρες  τρύπες, Μεγάλη  έκρηξη), τα  κβαντικά  
φαινόµενα  είναι  πολύ  σηµαντικά. Μεγάλες  επιτυχίες  στην  ερµηνεία  των  
φαινοµένων  του  µικροκόσµου  όσο  και  του  µακροκόσµου  σηµείωσε  η  
Κβαντική  Ηλεκτροδυναµική (QED), µε  δηµιουργό  αυτής  της  θεωρίας  τον  
R. Feynman.  Τα  τελευταία  χρόνια  έχει  αναπτυχθεί  µια  καινούργια  
θεωρία, η  θεωρία των χορδών, µε  πρωτότυπες  ιδέες  που  εντυπωσιάζουν και  
υπόσχεται  να  αποτελέσει  µια  ενοποιηµένη  περιγραφή  όλων  των  
δυνάµεων, όλων  των  θεµελιωδών  σωµατιδίων  της  ύλης  και  του  
χωροχρόνου.  Σύµφωνα  µ’αυτήν, τα  σωµάτια  µπορούν  να  θεωρηθούν  ότι  
αντιστοιχούν  σε  κύµατα, που  διατρέχουν  µία  χορδή. Όµως,  αυτή  η  
θεωρία  παρουσιάζει  ένα  σοβαρό  µειονέκτηµα  προς  το  παρόν  
τουλάχιστον. Φαίνεται  ότι  είναι  συνεπής  και  δεν  περιέχει  αντιφάσεις  
µόνο  όταν  ο  χωροχρόνος  έχει  είτε  δέκα  είτε  είκοσι  έξι  διαστάσεις 
(αντί  για  τις  γνωστές  µας  τέσσερις). Αλλά  αυτή  η  θεωρία, (που  
θεωρείται  η  θεωρία  των  πάντων), µάλλον  θα  απασχολήσει  περισσότερο  
τους  φυσικούς  και  τους  µαθηµατικούς  τον  21ον  αιώνα, αφού  ακόµα  
είναι  στα  σπάργανα. 
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          ΚΕΦΑΛΑΙΟ   1.   ΚΛΑΣΣΙΚΗ   ΦΥΣΙΚΗ 

 

 

 

       1.1                 ΚΛΑΣΣΙΚΗ    ΦΥΣΙΚΗ 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

ΕΙΚ. 2       Μια  περιγραφή  της  κλασσικής  φυσικής. Σωµατίδια  και  κύµατα  
είναι εντελώς  ξεχωριστές  έννοιες  µεταξύ  τους. 
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  Μέχρι  τα  τέλη  του  19ου αιώνα, η  φυσική  που  αναπτύχθηκε  είναι  
γνωστή  σήµερα  σαν  κλασσική  φυσική. Αυτή  βασίζεται  σε  παρατηρήσεις  
γεγονότων  που  συµβαίνουν  στη  φύση. Περιγράφει  µε  ακρίβεια  τις  κινήσεις  
των  µακροσκοπικών  σωµάτων  που  κινούνται  µε  ταχύτητες  πολύ  µικρότερες  
της  ταχύτητας  του  φωτός.  Ερµηνεύει  επίσης  φαινόµενα,  που  σχετίζονται  µε  
την  θερµότητα, τον  ήχο, το  φως, την  βαρύτητα,  τον  ηλεκτροµαγνητισµό  κ.ά. 
Για  όλες  σχεδόν  τις  επίγειες  κατασκευές  του  ανθρώπου, ο  βαθµός  
ακρίβειας  των  αξιωµάτων της  Μηχανικής  του  Newton  είναι  επαρκής. Μετά  
την  ερµηνεία  των  φαινοµένων  της  κίνησης  από  την  Νευτώνεια Μηχανική, 
σύντοµα διαπιστώθηκε  ότι  ορισµένα  φαινόµενα, τα  οποία παρουσιάζονταν  ως  
διαφορετικά, αποτελούσαν  διαφορετικές  όψεις  του  ίδιου  αντικειµένου. Έτσι, τα 
φαινόµενα του ήχου  µπορούν  να  κατανοηθούν  ως  κίνηση των ατόµων  στον  
αέρα , τα  φαινόµενα  της  θερµότητας  ερµηνεύονται  µε  τους  νόµους της  
κίνησης.  Αργότερα,  ήρθε  και  η  σειρά  των  ηλεκτρικών  και  των µαγνητικών 
φαινοµένων, που  συνδυάστηκαν  µε  αυτά  του  φωτός  και  της  οπτικής  σε  
µία  µόνη  θεωρία  από  τον  Maxwell, από  τον  οποίο δόθηκε  η  ερµηνεία  ότι  
το  φως  είναι  ηλεκτροµαγνητικό  κύµα. 
 
 

 

1.2            Η  Νευτώνεια  Μηχανική 

 

         Η  Νευτώνεια  Μηχανική  περιγράφει,  οτιδήποτε  θέλουµε  να  
γνωρίσουµε  για  την  κίνηση  κλασσικών  σωµατιδίων (µη  σχετικιστικών). Τα  
βασικά  χαρακτηριστικά  αυτών  των  σωµατιδίων  είναι  η  µάζα  m, η  θέση  x,  
η  ορµή  p, η  κινητική  ενέργεια Κ,  η  δυναµική  ενέργεια  U  και  η  εξίσωση  
της  κίνησης: F = md2x/dt2. 
Για  τις  δυνάµεις  που  αναπτύσσονται  µεταξύ  δύο  οποιωνδήποτε  σωµάτων,  ο  
Newton  διετύπωσε  τον  νόµο  παγκόσµιας  έλξης :  F = GM1.M2/r

2 , για  να  
εξηγήσει  τις  κινήσεις  των  ουρανίων  σωµάτων.    
    Αν  το  σωµατίδιο  είναι  φορτισµένο, η  δύναµη  προκύπτει  από  ηλεκτρικό  
ή  µαγνητικό  πεδίο. Το  βασικό  εδώ  είναι  ότι,  η  ολική  ενέργεια  του  
σωµατιδίου  παίρνει  οποιαδήποτε  τιµή, ενώ  έχουµε  την  βεβαιότητα  στην  
περιγραφή  της  θέσης  και  της  ορµής  του  σωµατιδίου  κάθε  χρονική  στιγµή, 
εφόσον  µπορούν  να  µετρηθούν  ταυτόχρονα, χωρίς  η  µέτρηση  να  προκαλέσει  
διαταραχή. 
   Οι  βασικές  υποθέσεις  που  έκανε  ο  Newton  συνίστανται  στην  παραδοχή,  
ότι  ο  χώρος  εντός  του  οποίου  εκτυλίσσονται  τα  φυσικά  φαινόµενα, είναι  
ακίνητος.  Επίσης,  θεωρείται  Ευκλείδιος  και  ισότροπος.  Οι  µάζες  των  
σωµάτων  δεν  εξαρτώνται  από  την  διεύθυνση  της  κίνησής  των  στις  
εφαρµογές  της  εξίσωσης κίνησης.   
   Ο  χρόνος  είναι  απόλυτος  και  κοινός  για  όλα  τα  γεγονότα  του  
σύµπαντος.  Οι  τρεις νόµοι  για  την  κίνηση  του  Newton  ισχύουν  ως  προς  
ακίνητο  παρατηρητή  επί  της  επιφάνειας  της  Γης,  εφόσον  λαµβάνονται  
υπόψιν  οι  διορθώσεις  λόγω  της  ηµερήσιας  περιστροφής  της  Γης  γύρω  από  
τον  άξονά  της  και  της  στροφικής  κίνησης  γύρω  από  τον  Ήλιο.  Οι τρεις  
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αυτοί  νόµοι  αποτελούν  την  αξιωµατική  µέθοδο  που  ακολούθησε  
ο  Newton, για  να  οικοδοµήσει  την  θεωρία  του, που  είναι  οι  εξής: 
  α) Νόµος  της  αδράνειας :  κανένα  σώµα  δεν  µπορεί  να  αλλάξει  την  
δυναµική     του  κατάσταση, αν  δεν  δεχθεί  την  επίδραση  κάποιας  
εξωτερικής  δύναµης. 
  β) Θεµελιώδης  νόµος  Μηχανικής: η  ως  προς  τον  χρόνο  παράγωγος  της  
ορµής  ενός  σώµατος  είναι  ανάλογος  της  δύναµης  F  που  ασκείται  επ' 
αυτού, δηλαδή: 
                                           F = dp/dt.    
  γ) Νόµος  δράσης-αντίδρασης : αυτός  αντικατοπτρίζει  ένα  βασικό  φυσικό  
δεδοµένο, την  ισοτροπία  του  χώρου. 
 

 

  

 

1.3        Xρονική  εξέλιξη  ενός συστήµατος  κατά  Newton 

 

           Aς  θεωρήσουµε  ένα  κλασσικό  σωµατίδιο,  που  διαθέτει  µόνο  ένα  
βαθµό  ελευθερίας  για  λόγους  απλότητας.  Βαθµούς   ελευθερίας  καλούµε  τον  
αριθµό  των  ανεξάρτητων  µεταβλητών, που  είναι  αναγκαίες  και  ικανές για  
τον  καθορισµό  της  θέσης  ενός  σώµατος. Έστω,  ότι  το  σωµατίδιο  δέχεται  
από  το  περιβάλλον  του  µία  δύναµη   F(x),  oπότε  εφόσον  η  F  εξαρτάται  
µόνον  από  την  θέση  είναι  συντηρητική.  Αν  U(x)  είναι  η  δυναµική  

ενέργεια  του  συστήµατος, τότε:  
 Mία  τέτοια  δύναµη  τείνει  να  επαναφέρει  το  σωµατίδιο  στο  σηµείο,  όπου  
το  δυναµικό  είναι  ελάχιστο.  Η  κατάσταση  του  συστήµατος  ορισµένη  
χρονική  στιγµή  καθορίζεται  από  την  θέση  x  και  την  αντίστοιχη  ορµή  του  
σωµατιδίου.  Με  εφαρµογή  του  2ου νόµου  του  Newton  και  της  εξίσωσης  p 
= m.v ,  θα  έχουµε :  
Οι  εξισώσεις  (2) και  (3),  περιγράφουν  την  χρονική  εξέλιξη  του  

συστήµατος. Η ολοκλήρωση  των  (2)  και  (3), δίνει  τις  συναρτήσεις  x(t), p(t)  
για  κάθε  χρονική  στιγµή,  εισάγοντας  δύο  σταθερές, που  καθορίζονται  αν  
γνωρίζουµε  κατά  την  χρονική  στιγµή  t = 0  την  αρχική  κατάσταση  x(0), 
p(0). Έτσι  το πρόβληµα λύνεται.  Η  ολική  ενέργεια  του  συστήµατος  είναι :  

Παρατηρούµε,  ότι  η  ολική  ενέργεια  είναι  µια  σταθερά  της  κίνησης 
(ανεξάρτητης  του  χρόνου), για  οποιοδήποτε  διατηρητικό  σύστηµα. 
 
  

( ) ( ) (1)
d

F x U x
dx

= −

2

2
( ) (2) (3)x

d x dx
F x m mx ma p m mx

dt dt
= = = = =�� �

2
21

( ) ( ) (4)
2 2

p
E mv U x U x

m
= + = +
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1.4        Μοντέρνα  κλασσική  φυσική 

 
               Η  µοντέρνα  κλασσική  φυσική  αναπλάθεται,  µε  την  βοήθεια  
των  εξισώσεων   Lagrange  της  κίνησης, τις  εξισώσεις  κίνησης  του  Hamilton,  
την  περιγραφή  της  αγκύλης  Poisson  και την  διατύπωση  των  
Hamilton-Jacobi.  Όλες  αυτές  οι  εξισώσεις  µας  παρέχουν  µια  πιο  γενική  
προσέγγιση, στο  να  περιγράψουµε  τον  κλασσικό  µας  κόσµο. Έχουν  δε  µια  
τέτοια  δοµή,  ώστε  η αντιστοίχιση  αυτών  µε  τις  κβαντικές  εξισώσεις, να  
γίνεται  µε  πολύ  απλές  αλλαγές,  οδηγώντας  µας απ’ευθείας  π.χ.  στην  αρχή  
του Heisenberg, στην  εξίσωση  του  Schrödinger, Dirac κ.λ.π.   Οι  εξισώσεις  
κίνησης  έχουν  την  ίδια  µορφή, είτε πρόκειται  για  υλικά  σηµεία, είτε  για  
υλικό  σύστηµα  ή  στερεό. ∆ιατηρούν  την  ίδια µορφή, είτε  το  κινητό  είναι  
ελεύθερο  είτε  υπόκειται σε  περιορισµούς.   
    Οµοίως, και  όταν  το  σύστηµα  αναφοράς  είναι  αδρανειακό  ή  µη, ή  όταν 
χρησιµοποιούνται  καρτεσιανές  ή  άλλες  συντεταγµένες. 

 

 

 

1.5       Χρονική  εξέλιξη συστήµατος  κατά  Lagrange 

                                                                  

 
ΕΙΚ   3.   Τροχιές  ανακλώµενου  φωτός. Ο συντοµώτερος δρόµος µεταξύ πηγής Α , κατόπτρου και 
παρατηρητού Β είναι  η τροχιά, που ακολουθεί το φως  ώστε  η γωνία  προσπτώσεως να είναι ίση µε την 
γωνία ανακλάσεως. 
 
 

            Πριν  ξεκινήσουµε  µε  τις  Lagrangian   εξισώσεις  αξίζει  να  
αναφερθεί  η  αρχή  του   Hamilton. Αυτή  είχε  διατυπωθεί  σε  µια  απλούστερη  
µορφή  από  τον  Ήρωνα  τον  Αλεξανδρινό, κατά  τον  οποίον  το  φως  
διατρέχει  κατά  την  διάδοσή  του  µεταξύ  δύο  σηµείων  του  χώρου, 
γεωµετρικήν  πορεία, που  απαιτεί  τον  πιο  σύντοµο  χρόνο (βραχυστόχρονον). 
Αυτή  είναι  και  η  βασική  αρχή, που  υπαγορεύει  την  διάδοση  του  φωτός  
στην  γεωµετρική  οπτική  και  είναι  γνωστή  σήµερα  ως  η  αρχή  του  
ελάχιστου  χρόνου  του  Fermat. Ως  παράδειγµα , έχουµε  την ανάκλαση  του  
φωτός  (εικ. 3). 

A 

B 
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Η  σωµατιδιακή  τροχιά  στην  κλασσική  µηχανική,  καθορίζεται  από  
τους  νόµους  του  Newton, αλλά  αποδεικνύεται  ότι  οι  τελευταίοι  είναι  
ισοδύναµοι  µε  την  αρχή  του  Hamilton, ότι  δηλαδή  τα  σωµατίδια  επιλέγουν  
τέτοιου  είδους  τροχιές  µεταξύ  δύο  σηµείων,  ώστε  η  αντίστοιχη  δράση  να  
είναι  ελάχιστη. 
Αν  Κ  η  κινητική  ενέργεια  και   U  η  δυναµική  ενέργεια  ενός  φυσικού  
συστήµατος, τότε :  

 όπου  L  η  συνάρτηση  Lagrange (Lagrangian). Θεωρούµε σωµατίδιο, που  
κινείται  από  την  χρονική  στιγµή  t1 µέχρι  την  χρονική  στιγµή  t2.  Τότε  η 
κίνηση  γίνεται  κατά  τέτοιον  τρόπο, ώστε  η  τροχιά  που  αντιστοιχεί  σε  
ελάχιστη  δράση  είναι  αυτή  την  οποία  θα  ακολουθούσε  το  σωµατίδιο  αν  
σε  κάθε  σηµείο  υπάκουε  την  εξίσωση  κίνησης  του  Newton. Υποθέτουµε  
ότι  τα  x  και  u=dx/dt  µεταβάλλονται  ελαφρώς  σε  κάθε  σηµείο  της  
τροχιάς  του  σωµατιδίου, εκτός  από  τα  σηµεία  στα  άκρα  που  είναι  
σταθερά. 
Το  ολοκλήρωµα  δράσης  και  η  µεταβολή του  δίνονται  από  τους  τύπους :  

  
Η  εξέλιξη  του  συστήµατος  από t1  σε  t2  γίνεται  µέσω  µιας  σειράς  
δυναµικών  καταστάσεων, από  L(t1)  σε L(t2),  που  συγκροτούν  µίαν  ατραπόν. Η  
αρχή  του  Hamilton  δέχεται, ότι  η  φύση, µεταξύ  όλων  των  δυνατών  
ατραπών, επιλέγει  εκείνη, που  ελαχιστοποιεί  το  ολοκλήρωµα  δράσης  Ι.  Η  
φαινοµενικά  απλή  αυτή  αρχή  αποτελεί  τον  ακρογωνιαίον  λίθον  των  
περισσότερων  φυσικών θεωριών, συµπεριλαµβανοµένων  και  των θεωριών της  
σχετικότητας  και  των κβαντικών  πεδίων.  
Η  µεταβολή  της  Λαγκρανζιανής  δίνεται  από  την  σχέση:  

Ολοκληρώνοντας  κατά  µέρη  έχουµε :  

 
Επειδή  τα  ακραία  σηµεία  της  τροχιάς  είναι  σταθερά , ο  µεσαίος  όρος  είναι  
µηδέν (το  δx=0  στα  άκρα). Άρα  η  µεταβολή  της  δράσης  Ι  είναι:  

Σύµφωνα  µε  την  αρχή  Hamilton, η  δράση  της  πραγµατικής  τροχιάς  είναι  
ελάχιστη, άρα  οποιαδήποτε  µεταβολή  της  τροχιάς  αντιστοιχεί  σε  δΙ=0, που  
είναι  η  συνθήκη  για  ακρότατο (µέγιστο  ή  ελάχιστο)  µιας  συνάρτησης. Στην  
περίπτωση  αυτή  το  δΙ=0  επιτυγχάνεται  για  µικρές  αλλά  κατά  τα  άλλα  

21
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αυθαίρετες  µεταβολές  δx  µόνο  όταν  η  υπό  ολοκλήρωση  
ποσότητα  µηδενίζεται. 
Ετσι  καταλήγουµε  σε  ένα  σύστηµα  γραµµικών  διαφορικών  εξισώσεων  2ας  
τάξης, οι  οποίες  πρέπει  να  ικανοποιούνται  σε  κάθε  σηµείο  της  αληθούς  

τροχιάς:  
   Οι  εξισώσεις  Lagrange  πλεονεκτούν  των  εξισώσεων  Newton,  γιατί  είναι  
αναλλοίωτες  ως  προς  τους  µετασχηµατισµούς  συστηµάτων  και  άρα  αν  οι  
Lagrangian  δύο  συστηµάτων  είναι  της  ίδιας  µορφής  ή  διαφέρουν  κατά  µία  
ποσότητα,  που  εξαρτάται  από  τον  χρόνο  µόνο, θα  συµπεριφέρονται  κατά  
τον  ίδιο  τρόπο. Η  εξίσωση  (8) πρέπει  να  προσέξουµε  ότι   ισχύει  για  
συντηρητικά  συστήµατα, όπου  οι  δυνάµεις  απορρέουν  από  συνάρτηση  
δυναµικού  V,  δηλαδή :  F = −∇U  και  η  δυναµική  ενέργεια U είναι  
συνάρτηση  µόνο  της  θέσης.   
Ας  χρησιµοποιήσουµε  για  παράδειγµα  τις  εξισώσεις Lagrange  για  να  
περιγράψουµε  την  κίνηση  ενός  σωµατιδίου  που  είναι  υποχρεωµένο  να  
κινείται  πάνω  στον  άξονα  x  και  έχει  δυναµική  ενέργεια  U(x). Η  κινητική  
ενέργεια  είναι :    
  

 

οπότε: 

 

Επειδή  L = K-U   και   Fx = - ∂U/∂x  θα  έχουµε :  
 

Παρατηρούµε  ότι  η  τελευταία  σχέση  είναι  η  εξίσωση  του  Newton  για  

την  κίνηση. 
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1.6         Χρονική  εξέλιξη  κατά   Hamilton 

 

             Άλλος  ένας  τρόπος  ισοδύναµος, µε  τον  οποίο  µπορεί  να  
εκφραστεί  η  κλασσική  µηχανική  είναι  του  Hamilton. Αυτή  αποτελεί  το  
βασικό  εργαλείο,  για  την  µελέτη  προβληµάτων  της  Κβαντικής  Μηχανικής.  
O Hamilton,  διετύπωσε  την  κλασσική  µηχανική  µε  τέτοιο  τρόπο, ώστε  κάνει  
την  µετάβαση  από  την  κλασσική  στην  κβαντική  µηχανική  τόσο  εύκολη, 
όσο  η  µικρή  αλλά  µε  τεράστιες  συνέπειες  αντικατάσταση  από  τον  
Heisenberg  του  µηδέν  µε  το  iђ. Επιπλέον, ο  φορµαλισµός  του  οδηγεί  
κατ’ευθείαν,  στην  χρονικώς  εξηρτηµένη  µορφή  της  εξίσωσης  Schrödinger. 
Η  διαφορά  των  εξισώσεων Hamilton,  µε  αυτές  του  Lagrange  είναι  ότι  για  
να  περιγράψουν  την  κατάσταση  ενός  συστήµατος, χρησιµοποιούν  κανονικές  
µεταβλητές q και  p, που  παριστάνουν  την  θέση  και  την ορµή  του  
συστήµατος είναι δε ανεξάρτητες  και  έχουν  επικρατήσει  των  χωρικών  
συντεταγµένων. Η  δυναµική  του  συστήµατος  περιγράφεται  από  τις  
µεταβλητές q(t), p(t)  που  είναι  λύσεις  των  κανονικών  εξισώσεων  κινήσεως  
του  Hamilton : 

         H  συνάρτηση  Η(q,p,t)  είναι  χαρακτηριστική  για  το  σύστηµα  και  
ονοµάζεται  Χαµιλτονιανή.  Για  τα  συστήµατα  που  θα  εξετάσουµε, υποθέτουµε  
ότι  υπάρχει  µία 
 τέτοια  συνάρτηση  και  παριστάνει  την  συνολική  ενέργεια  του  συστήµατος:  

Παρατηρούµε  ότι  οι  εξισώσεις Hamilton  είναι  σύστηµα  εξισώσεων  1ης τάξης, 
εν  αντιθέσει  µε  τις  εξισώσεις  του  Newton  και  του  Lagrange  που  είναι  
2ας τάξης.  
Για  παράδειγµα  ας  αναφέρουµε  την  απλή  περίπτωση  ενός  σωµατιδίου  που  
είναι αναγκασµένο  να  κινείται  πάνω  στον  άξονα  x  και  έχει  δυναµική  

ενέργεια  U(x).  Ως  γνωστόν :     p = mv ⇔ dx/dt = p/m      (16)  
                                        F = ma ⇔ dp/dt = − dU/dx           (17) 

Χρησιµοποιώντας  την  σχέση  (13)  θα  έχουµε :  
οπότε  σύµφωνα  και  µε  τις  σχέσεις  (14), (15)  καταλήγουµε  στις  εξισώσεις  
κίνησης  κατά Hamilton : 
  Αν  ολοκληρώσουµε  τις  εξισώσεις  (18), (19)  θα  πρέπει  να  εισάγουµε  δύο  
σταθερές  ολοκλήρωσης, που  µπορούν  να  προσδιοριστούν  από  την  αρχική  

κατάσταση  χ(0), p(0). Οι  εξισώσεις Hamilton,  εκφράζουν µεγαλύτερη συµµετρία  
ως  προς  τις  δύο  µεταβλητές  της  κατάστασης  x,p,  ενώ  αντίθετα  η  
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ασυµµετρία  των  εξισώσεων  του  Newton  αποτυπώνεται  στο  γεγονός  ότι  η  
συνάρτηση  x(t)  καθορίζεται  από  µια  διαφορική  εξίσωση  2ας τάξης. 
Με  την  πάροδο  του  χρόνου,  το  κλασσικό  σύστηµα  διαγράφει  µια  σαφή  
και  καθορισµένη  τροχιά  στον  χώρο και  κάθε  χρονική  στιγµή  έχει  µια  
ορισµένη  θέση  και  µια  ορισµένη  ορµή.  Ο  χώρος  των  κανονικών  
συντεταγµένων  και  των  ορµών  ονοµάζεται  χώρος  των  φάσεων. 
 

 

1.7        Αγκύλη   Poisson ( Poisson Bracket) 

 

                Μια  άλλη  σπουδαία  απεικόνιση, που  χρησιµοποιείται  στην  
µοντέρνα  κλασσική  µηχανική,  είναι  αυτή  που  βασίζεται  στην  περιγραφή  
της  αγκύλης  Poisson. Αυτή  η  προσέγγιση  είναι  ιδιαίτερα χρήσιµη, στην  
µετάβαση  από  τις  κλασσικές  εξισώσεις,  στις  εξισώσεις  κβαντοµηχανικής, που  
γίνεται  πολύ  απλά, µε  αντικατάσταση  των αγκύλων Poisson από  τους  
κβαντοµηχανικούς  µεταθέτες (commutators) .  
Τα  παρατηρήσιµα  µεγέθη  της  κλασσικής  µηχανικής,  είναι  συναρτήσεις  των  
κανονικών  µεταβλητών  και  του  χρόνου. ∆εν  υπάρχει  ουσιώδης  διαφορά,  
ανάµεσα  στα  καταστατικά  µεγέθη  και  στα  παρατηρήσιµα  µεγέθη  της  
κλασσικής µηχανικής. 
 Ένα  µέγεθος  f(q,p,t)  µεταβάλλεται  ως  προς  τον  χρόνο,  σύµφωνα  µε  την 

εξίσωση:  
 
Η  έκφραση  [f,H]   είναι  η  αγκύλη Poisson  των  µεγεθών  Η  και  f  και  
ορίζεται  από  την  σχέση:  

 

 
  Στην  κβαντοµηχανική  µια  τέτοια  περιγραφή  είναι  αδύνατη.  Η  θέση  και   
η  ορµή των  συστηµάτων  δεν  γίνεται  να  οριστούν  ταυτόχρονα  εφόσον  δεν  
είναι  δυνατό  να  µετρηθούν  ταυτόχρονα. Τα  δύο  αυτά  µεγέθη  είναι  
συµπληρωµατικά  και  ικανοποιούν  την  αρχή  αβεβαιότητας  του  Heisenberg :         

∆p.∆q ≥ ђ/2  (24). 
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            ΕΙΚ.  4      Το εµβαδόν κάθε µίας κυψελίδας στον χώρο των φάσεων είναι : ђ/2 
 
 
 

Αν  χρησιµοποιήσουµε  τον  χώρο  των  φάσεων  στην  κβαντοµηχανική,  τότε  ο  
χώρος  αυτός  δεν  είναι  δυνατόν  να  περιέχει  σηµεία, αλλά  κυψελίδες  µε  
εµβαδόν  µεγαλύτερο  ή  ίσο  το  πολύ  µε  την  ποσότητα  ђ/2 .       
Μερικές  ιδιότητες  της  αγκύλης  Poisson:  [q,p] = − [p,q],  [qi,qj] =  0 , [pi,pj] = 0 , 
[qi,pj] = δij,  όπου  δij  το  δέλτα  του  Kronecker (δij = 0 για  i ≠ j  και  δij = 1  για i 
= j). 
Ας  γράψουµε  για  παράδειγµα  τις  εξισώσεις  κίνησης  κατά  Hamilton,  ενός  
κλασσικού  συστήµατος , µε  την  χρήση  αγκύλης  Poisson :  

Σ’αυτό  το  σηµείο,  είναι  σηµαντικό  να  σηµειωθεί  ότι  η σχέση  που  συνδέει 
την αγκύλη Poisson της κλασσικής φυσικής, µε τον  κβαντοµηχανικό    µεταθέτη  
είναι:  

 
όπου  οι  δείκτες  PB  και  QM  σηµαίνουν αγκύλη Poisson και κβαντοµηχανική  
αντίστοιχα. Θέτοντας  α = iħ  παίρνουµε  σχέσεις  πολύ  σηµαντικές  στην  
κβαντική  µηχανική. 
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1.8          Η  διατύπωση  των   Hamilton-Jacobi 

 
Αυτή  αποτελεί  µια  άλλη  περιγραφή  της  κλασσικής  µηχανικής  και  µας  
επιτρέπει  να  κάνουµε  µία  επέκταση, που  θα  µας  οδηγήσει  στην  
κυµατοµηχανική  και  στην  εξίσωση  του Schrödinger. Μας  επιτρέπει  δε  να  
εκφράσουµε  την  συµπεριφορά  ενός  σωµατιδίου  µε  την  περιγραφή  ενός  
κύµατος.  Η  εξίσωση Hamilton-Jacobi    είναι  η  εξής:  

όπου  Η  είναι  η  Hamiltonian  του  προβλήµατος  και    F  είναι  η  γεννήτρια  
συνάρτηση  των  κανονικών  µετασχηµατισµών.                                                  
H  σχέση  (28)  είναι  µία  διαφορική  εξίσωση πρώτης τάξης  µε  n+1 
ανεξάρτητες  µεταβλητές  q1,…,qn,t  και  µε  µερικές  παραγώγους ως  προς  την 
γεννήτρια  συνάρτηση F.  

Γενικευµένες  συντεταγµένες:  Πολλές  φορές,  γίνεται  απλούστερη  η  µελέτη  
του  υλικού  συστήµατος, εκφράζοντας  την  κίνηση  αυτού  σε  όρους  άλλου  
συστήµατος  συντεταγµένων, µη  καρτεσιανού. Σε  πολλά  προβλήµατα,  τα  υλικά  
σηµεία  του  συστήµατος  δεν  είναι  ελεύθερα, αλλά  υπόκεινται  σε  
περιορισµούς όσον  αφορά  στην  κίνησή  τους. Στις  περιπτώσεις  αυτές, το  
πλεονέκτηµα  του  να  χρησιµοποιήσουµε  ένα  γενικότερο  σύστηµα  
συντεταγµένων  είναι  προφανές. Για  παράδειγµα, έστω  δύο  υλικά  σηµεία, που  
συνδέονται  µε  στερεά  αβαρή  ράβδο. Η  µελέτη  της  κίνησης  αυτού  του  
συστήµατος µπορεί  να  γίνει  µε  την  χρήση  πέντε  παραµέτρων (τρεις 
καρτεσιανές συντεταγµένες  του  πρώτου  σηµείου  x1,y1,z1  και  τις  δύο  γωνίες  
φ,θ  που  καθορίζουν  την  διεύθυνση  της  ράβδου),  αντί  των  έξι  καρτεσιανών  
συντεταγµένων  x1,y1,z1 x2,y2,z2.  Γενικά  οι  παράµετροι,  έστω q1,…,qn,  των  
οποίων  οι  τιµές  σε  κάθε  δοθείσα  χρονική  στιγµή t  ορίζουν  πλήρως  την  
θέση  ενός  υλικού  συστήµατος, ονοµάζονται  γενικευµένες  συντεταγµένες. Οι  
παράγωγοι  ως  προς  τον  χρόνο  των  γενικευµένων  συντεταγµένων  
ονοµάζονται  γενικευµένες  ταχύτητες. Οι  γενικευµένες  συντεταγµένες  δεν  είναι  
ανάγκη  να  έχουν  διαστάσεις  µήκους. Αυτές  µπορεί  να  είναι  ποσότητες  
αδιάστατες  π.χ.  γωνίες,  ή  µε  διαστάσεις  ενέργειας, εµβαδού, κ.α. 
Κανονικοί  µετασχηµατισµοί : έστω  µηχανικό  σύστηµα  n  βαθµών  ελευθερίας, 
που  εκφράζεται  µε  τις  γενικευµένες  συντεταγµένες  q1,…,qn,  και  τις  
γενικευµένες  ορµές  p1,…,pn.  Η  γενική  µορφή  των  µετασχηµατισµών  είναι : 
                Qi = Qi (qj,pj,t)  ,                Pi = Pi (qj,pj,t)      (I) 
  ή            qj = qj (Qi,Pi,t)   ,                pj = pj (Qi,Pi,t)      (II) 
Κύριοι  σκοποί  της  θεωρίας  µετασχηµατισµών  στην  διατύπωση  Hamilton  
είναι: 
Α) ο  προσδιορισµός  των  µετασχηµατισµών, που  διατηρούν  την  µορφή  των  
εξισώσεων  Ηamilton  και 
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Β)  η  εύρεση   των  κατάλληλων  µετασχηµατισµών, για  τους  οποίους  
η  Hamiltonian H(qj,pj,t)  µετασχηµατίζεται  σε  συνάρτηση  απλής  µορφής. Οι  
αρχικές  µεταβλητές  (qj,pj)  ικανοποιούν  τις  εξισώσεις  Ηamilton:  

Τώρα  απαιτείται  να  υπάρχει  µία  συνάρτηση  των  νέων  µεταβλητών  
H΄(Qi,Pi,t) τέτοια  ώστε  οι  διαφορικές  εξισώσεις  της  κίνησης  να  έχουν  την  
µορφή  Ηamilton:  

Οι  µετασχηµατισµοί, που  διατηρούν  την  µορφή  των  εξισώσεων  Ηamilton  
ονοµάζονται  “κανονικοί  µετασχηµατισµοί”. 
Γεννήτρια  συνάρτηση  του  µετασχηµατισµού  ονοµάζεται  µία  αυθαίρετη  
συνάρτηση  F(q,Q,t)  δηλαδή  µία  συνάρτηση  των  παλαιών  και  των  νέων  
γενικευµένων  συντεταγµένων, µε  την  οποία  η  Hamiltonian  µπορεί  να  πάρει  
απλή  µορφή, οπότε  απλουστεύεται  και  η  λύση  του  προβλήµατος. Ο  
κανονικός  µετασχηµατισµός  που  απορρέει, ορίζεται  από  τις  σχέσεις:  

η  δε  µετασχηµατισµένη  Hamiltonian  είναι:  

 
Η  εξίσωση Hamilton-Jacobi   σχέση (28) ,  προέρχεται  από  την  υπόθεση  ότι  η  
F  είναι  τέτοια  ώστε  να  µηδενίζει  το  2ο  µέλος  της  σχέσης  (VI), oπότε  
Η΄= 0  και  από  τις  εξισώσεις  Hamilton  (ΙV),  προκύπτουν :  

Άρα   βγαίνει  το  συµπέρασµα  ότι  οι  νέες  κανονικές  µεταβλητές  είναι  
σταθερές  της  κίνησης,  δηλαδή :    Qi = ai       και    Pi = bi    όπου  οι  2n  το  
πλήθος  σταθερές ai, bi  εξαρτώνται  από  τις  αρχικές  συνθήκες. 
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Παρακάτω  συνοψίζονται  σε  ένα  πίνακα  οι  θεµελιώδεις  κλασσικοί  
νόµοι  της Φυσικής :              
 
 

ΚΛΑΣΣΙΚΗ    ΦΥΣΙΚΗ 
 
ΚΛΑΣΣΙΚΗ ΜΗΧΑΝΙΚΗ    ΚΛΑΣΣΙΚΗ ΘΕΩΡΙΑ ΠΕ∆ΙΩΝ   ΚΛΑΣΣΙΚΗ ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗ 
ΜΗΧ/ΚΗ  

 
                                                             
    όπου  ρ  είναι  η  πυκνότητα  φορτίου,  J   η  πυκνότητα  ρεύµατος.           
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Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο     2 
 
 

2.1          Βασικές  ιδέες  κβαντοµηχανικής 

 

           Στην  περιοχή  της  κβαντοµηχανικής,  οι  νόµοι  της  Φυσικής, όπως  
τους  γνωρίζουµε  από  την  καθηµερινή  εµπειρία  παύουν  να  ισχύουν. Τα  
γεγονότα  πλέον  κυβερνώνται  από  τις  πιθανότητες. Η  αλυσίδα  
αίτιο-αποτέλεσµα  σπάει, εφόσον  επιτρέπεται  η  εµφάνιση  αποτελεσµάτων  χωρίς  
αιτίες. H  κλασσική  µηχανική  δεν  είναι  παρά  µια  προσεγγιστική  παραλλαγή  
της  κβαντοµηχανικής. 
H  κβαντοµηχανική  µπορούµε  να  πούµε  ότι  στηρίζεται  σε  έξι  βασικές  
ιδέες, που  είναι: 
1) Το  διάκριτο:  Στον  µικρόκοσµο  υπάρχουν φυσικά  µεγέθη, τα  οποία  υπό  
ορισµένες  συνθήκες  παίρνουν  ορισµένες  µόνο  τιµές (διάκριτες). Το  φαινόµενο  
αυτό  ονοµάζεται  κβάντωση. Για  παράδειγµα: σύµφωνα  µε  τον  Planck ( που  
βασίστηκε  στην  ακτινοβολία  του  µέλανος  σώµατος),  αντί  της  διαίρεσης  της  
διαθέσιµης  ενέργειας  σε  άπειρο  αριθµό  τµηµάτων, αυτή  διαιρείται  σε  
πεπερασµένο  µόνον  αριθµό  τµηµάτων, όπου  κάθε  τέτοιο  τµήµα  έχει  
ενέργεια   Ε=hf,  όπου  h=6,6256.10-34Js (σταθερά  του  Planck) , Ε  το  κβάντο  
ενέργειας  και  f  η  συχνότητα  της  ακτινοβολίας. 
2) Η  πιθανότητα:   Στην  κβαντική  µηχανική  είµαστε  υποχρεωµένοι  να      
αποµακρυνθούµε  από  τις  αντιλήψεις  της  κλασσικής  µηχανικής  και  να  
δεχθούµε  τον  πιθανοκρατικό  χαρακτήρα  των  φυσικών  φαινοµένων  του  
µικρόκοσµου. Εδώ  η  κυµατοσυνάρτηση Ψ, µε  την  βοήθεια  της  έννοιας  της  
πιθανότητας, µας  παρέχει  µια  εικόνα  των  µελλοντικών  καταστάσεων  ενός  
σωµατιδίου. Η  ένταση  του  κύµατος  σε  κάποιο  σηµείο  του  χώρου,  είναι  
ένα  µέτρο  της  πιθανότητας  να  βρεθεί  το  σωµάτιο  σ’ εκείνο  το  
συγκεκριµένο  σηµείο.    
3) ∆ηµιουργία  και  καταστροφή:  Όλα  τα  σωµάτια  µπορούν  να  
δηµιουργηθούν  ή  να  καταστραφούν. Το  φωτόνιο,  για  παράδειγµα  είναι  ένα  
σωµάτιο, που  εµφανίζεται  και  εξαφανίζεται  κατά  τρόπο, που  µοιάζει  µε 
“έκρηξη”  σε  ατοµική  κλίµακα.  
4) Η  δυαδικότητα  σωµατίου-κύµατος:   Το  περιεχόµενο  της  κβαντικής  
θεωρίας  συνίσταται  στην  διαπίστωση,  ότι  όλα  τα  σωµάτια  και  τα  πεδία  
έχουν  ταυτόχρονα  σωµατιδιακό  και  κυµατικό  χαρακτήρα.  Αυτή  η  ιδέα,  
πηγάζει  από  τον  Louis  de  Broglie, που  διετύπωσε  την  πρόταση: “αν  τα  
φωτεινά  κύµατα συµπεριφέρονται  και  σαν  σωµάτια, γιατί  δεν  θα  έπρεπε  τα  
ηλεκτρόνια  να  συµπεριφέρονται  και  σαν  κύµατα;”. Πρώτος  ο  Einstein (1905), 
εισήγαγε  το  φωτόνιο  για  την  ερµηνεία  του  φωτοηλεκτρικού  φαινοµένου.  
          Αργότερα,  ο  Compton  (1923) µε  τo  πειραµατικό  γεγονός,  ότι  τα  
φωτόνια  είναι  σε  θέση  να  συγκρούονται  µε  ηλεκτρόνια. Ακολούθησε  ο de  
Broglie  το  (1924), µε  την  υπόθεση  ότι  ένα  σωµάτιο  µε  ορµή  p = mv,  
µπορεί  να  συµπεριφέρεται  ως  κύµα  µε  µήκος  κύµατος  λ = h/p. Tέλος  µε  
την  πειραµατική  διαπίστωση των Davisson – Germer (1927), ότι  τα  ηλεκτρόνια  
περιθλώνται  από  έναν 
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κρύσταλλο, όπως  συµβαίνει  το  ίδιο  φαινόµενο  και  στις  ακτίνες  Χ.  Ο  
Einstein εξάλλου, είχε  προτείνει  ότι  ο  κυµατικός  χαρακτήρας  του  φωτός  

προέρχεται  από  την  µέση  συµπεριφορά  ενός  µεγάλου  αριθµού  φωτονίων. 
Αυτό  είναι  µεν  σωστό, αλλά  σήµερα  γνωρίζουµε  ότι  και  ένα  µοναδικό  
φωτόνιο  έχει  κυµατικές  ιδιότητες.   
5) Επαλληλία  κυµατοσυναρτήσεων:  Η  κβαντική  κυµατοσυνάρτηση  Ψ,  µπορεί  
να  συγκριθεί  µε  την  µετατόπιση  ενός  κύµατος  π.χ.  ηχητικού  ή  µε  το  
ηλεκτρικό πεδίο  ενός  κύµατος  φωτός. Οι  ιδέες  της  συµφωνίας, επαλληλίας, 
περιθλάσεως, συµβολής  και  διαθλάσεως  εφαρµόζονται  στα  κλασσικά  αλλά  
και  στα  κβαντικά  κύµατα. 
6) Αρχή  της  αβεβαιότητας  του  Heisenberg:  Θεωρείται  ότι  είναι  το  κεντρικό  
χαρακτηριστικό  της  κβαντικής  θεωρίας. Η  φύση  θέτει  θεµελιώδεις  
περιορισµούς  στην  ακρίβεια, µε  την  οποία  µπορούµε  να  µετρήσουµε  
ορισµένες  φυσικές  ποσότητες.   

 
 

2.2         Σωµατιδιακές  ιδιότητες  των  κυµάτων      

 
2.2.1)  Ακτινοβολία  µέλανος  σώµατος:        

 EIK.    5.        Προσέγγιση µέλανος σώµατος µε κοίλο αντικείµενο, από µία οπή του οποίου προσπίπτει 

φωτεινή ακτίνα.Η οπή έχει τις ιδιότητες του µέλανος σώµατος,γιατί κάθε ακτίνα,που µπαίνει 
απ’αυτήν,παγιδεύεται και δεν έχει πλέον δυνατότητα εξόδου.  

 

               Η  αφετηρία  της  κβαντικής  θεωρίας τοποθετείται  το  1900, όταν  
ο  Planck  παρήγαγε  τους  νόµους  ακτινοβολίας  του  µέλανος  σώµατος. Όλοι  
γνωρίζουµε  ότι  αν  πυρακτωθεί  ένα  σώµα  π.χ. κοµµάτι  µέταλλο, εκπέµπει  
ορατό  φως  µε  χρώµα  που  εξαρτάται  από  την  θερµοκρασία  του, αλλά  
επίσης  και  από  το  υλικό  από  το  οποίο  είναι  κατασκευασµένο  το  σώµα, 
το  σχήµα  του  και  από  την  φύση  της  επιφάνειάς  του. Η  ακτινοβολία  που  
εκπέµπεται  από  ένα  σώµα  λόγω  της  θερµοκρασίας  του, ονοµάζεται  θερµική  
ακτινοβολία,  έχει συνεχές  φάσµα, στο  οποίο  παρουσιάζονται  όλες  οι  
συχνότητες. Σε  θερµοκρασία  δωµατίου, το µεγαλύτερο  µέρος  της  ακτινοβολίας, 
βρίσκεται  στο  υπέρυθρο  τµήµα  του  φάσµατος  και ως  εκ  τούτου  είναι  
αόρατο. Η  ικανότητα  ενός  σώµατος  να  ακτινοβολεί σχετίζεται  άµεσα µε  την  
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Φασµατική πυκνότητα ενέργειας  
                            u(f,T) 

ικανότητά  του να  απορροφά ακτινοβολία. Αυτό  συµβαίνει, διότι  ένα  
σώµα  σε  σταθερή  θερµοκρασία  βρίσκεται  σε  θερµική  ισορροπία  µε  το  
περιβάλλον  του  και  θα  πρέπει  να  εκπέµπει, µε  τον  ίδιο  ρυθµό  που 
απορροφά ενέργεια.  Σαν  µέλαν   

 
 

σώµα  ονοµάζουµε  το  ιδανικό  σώµα, που  απορροφά  όλη  την  ακτινοβολία, 
που  προσπίπτει  σ’αυτό, ανεξάρτητα  από  την  συχνότητά  του.  

 

 

 
                    ΕΙΚ. 6.     Φάσµα  ακτινοβολίας  µέλανος  σώµατος  για  δύο  θερµοκρασίες                                    
 

 

 

   Εργαστηριακά, ένα  µέλαν  σώµα  προσεγγίζεται  από  ένα  κοίλο  αντικείµενο  
µε  µία  πολύ  µικρή  οπή  στο  τοίχωµά  του. Οποιαδήποτε  ακτινοβολία  
προσπίπτει  στην  οπή, µπαίνει  στην  κοιλότητα  και  παγιδεύεται  µε  διαδοχικές  
ανακλάσεις  µέχρι  να  απορροφηθεί. Πειραµατικά  µελετούµε  την  ακτινοβολία  
του  µέλανος  σώµατος, παρατηρώντας  τι  βγαίνει  από  την  οπή  της  
κοιλότητας.  ∆ιαπιστώνουµε  ότι  ακτινοβολεί  ενέργεια  µε  µεγαλύτερο  ρυθµό,  
από  οποιοδήποτε  άλλο  σώµα  και  επίσης  ακτινοβολεί  περισσότερο  όταν  
είναι  θερµό  παρά  όταν  είναι  ψυχρό, το  φάσµα  δε  του  θερµού  µέλανος  
σώµατος  έχει  κορυφή,  σε  ψηλότερη  συχνότητα  από  την  κορυφή  του  
φάσµατος  του  ψυχρού. 
   To  πρόβληµα  του  φάσµατος  του  µέλανος  σώµατος  να  έχει  την  µορφή  
που  φαίνεται  στην  εικ. 6, διερευνήθηκε  αρχικά  από  τους  Rayleigh – Jeans, 
χρησιµοποιώντας  κλασσική  µηχανική.  Αυτοί  θεώρησαν  µία  κοιλότητα  
θερµοκρασίας  Τ, της  οποίας  τα  τοιχώµατα  είναι  τέλειοι  ανακλαστές. Η  
ακτινοβολία  στο  εσωτερικό  αυτής  της  κοιλότητας, υπέθεσαν  ότι  είναι  µια  
σειρά  στάσιµων  ηλεκτροµαγνητικών  κυµάτων. Γενίκευσαν  λοιπόν  το  
πρόβληµα  δηµιουργίας  στάσιµων  κυµάτων  από  µία  παλλόµενη  χορδή, σε  
τρεις  διαστάσεις, οπότε  χρησιµοποιώντας  και  το  θεώρηµα  ισοκατανοµής  
ενέργειας, υπολόγισαν  την  ενέργεια  u(f,T)df  ανά  µονάδα  όγκου  της  
κοιλότητας  στην  περιοχή  συχνοτήτων  από  f  έως  f + df.                             
O  τύπος  των Rayleigh – Jeans  είναι:        u(f,T)  = ( 8 π f 2 k T / c3 )       (29)                                     

T=2000 K 
 

T=1300 K 

f(Hz) 
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      EIK. 7.   Σύγκριση του τύπου Rayleigh-Jeans για το φάσµα ακτινοβολίας µέλανος σώµατος µε το 
                       παρατηρούµενο φάσµα. 

 
 
H  συνάρτηση u(f,Τ)  ονοµάζεται  φασµατική  πυκνότητα  και  ορίζεται  ως  εξής: 

όπου  dE  το  µέρος  της  ηλεκτροµαγνητικής  ενέργειας  της  κοιλότητας  που  
αντιστοιχεί  στο  διάστηµα  συχνοτήτων  από  f  µέχρι f+df  και V  ο  όγκος της  
κοιλότητας, δηλαδή  είναι  η  ανά  µονάδα  περιοχής  συχνότητας  εκπεµπόµενη  
ενέργεια  ανά  µονάδα  όγκου. 
Από  τον  τύπο  (29) παρατηρούµε  το  λάθος, αφού  αυξανοµένης  της  
συχνότητας  αυξάνεται  ο  ρυθµός  ακτινοβολίας  και τείνει  στο  άπειρο αν  η  
συχνότητα   τείνει  στο  άπειρο, πράγµα  που  δεν  συµφωνεί  µε  το  
παρατηρούµενο  φάσµα.  Αυτή  η  διαφωνία  µεταξύ  θεωρίας  και  παρατήρησης  
έγινε  γνωστή  µε  το  όνοµα  “υπεριώδης  καταστροφή”, αφού  η  απόκλιση  
αυξάνει  στο  υπεριώδες  άκρο  του  φάσµατος. 
Το  λάθος, στο  οποίο  οδηγήθηκαν  οι Rayleigh – Jeans, οφείλεται  στο  ότι  το  
θεώρηµα  ισοκατανοµής  των  ενεργειών  ισχύει  µόνο  για  συνεχή  κατανοµή  
ενεργειών. Σε  µια  καλύτερη  προσέγγιση  έφθασε  ο  Wilhelm  Wien, που  
υπέθεσε  ότι  υπάρχει  µια  αναλογία  µεταξύ  της  φασµατικής  πυκνότητας  
ενέργειας  της  ακτινοβολίας  του  µέλανος  σώµατος και  της  κατανοµής  
ταχυτήτων  Maxwell-Boltzmann  για  τα µόρια  ιδανικού  αερίου. Έτσι  κατέληξε  
στον  τύπο  του Wien, που δίνει  την  πυκνότητα  ενέργειας  των  φωτονίων  στην  

κοιλότητα : 
 

        Ο  τύπος  του  Wien, δίνει  πολύ  καλά  αποτελέσµατα  σε  µεγάλες  
συχνότητες, αλλά ξεφεύγει  αξιοσηµείωτα  στις  µικρές  συχνότητες. Η  αποτυχία 
αυτή οδήγησε  τον   

Φάσµα κατά Rayleigh-Jeans 

Παρατηρούµενο φάσµα 
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Planck  στην  ανακάλυψη,  ότι  αν  η  εκποµπή  του  φωτός  είναι  
κβαντικό  φαινόµενο  έχουµε  ένα  σωστό  τύπο  για  την  ακτινοβολία  του  
µέλανος  σώµατος.   
Ο Planck  θεώρησε  ότι  τα  άτοµα,  που  αποτελούν  τα  τοιχώµατα  της  
κοιλότητας, συµπεριφέρονται  σαν  µικροσκοπικοί  ηλεκτροµαγνητικοί  ταλαντωτές, 
που  ο  καθένας  έχει  µια  χαρακτηριστική  συχνότητα  ταλάντωσης. Αυτοί  οι  
ταλαντωτές  εκπέµπουν  ηλεκτροµαγνητική  ενέργεια  µέσα  στην  κοιλότητα, αλλά  
και  απορροφούν  ενέργεια  από  αυτήν. Άρα,  µπορούµε  να  βρούµε  τα  
χαρακτηριστικά  της  ακτινοβολίας  από  τα  χαρακτηριστικά  των  ταλαντωτών, 
µε  τους  οποίους  βρίσκονται  σε  ισορροπία. Κατέληξε   τελικά  στην  εξίσωση : 

που  είναι  ο  τύπος  του  Planck  για  την  φασµατική  πυκνότητα  ενέργειας  
της  ακτινοβολίας  του  µέλανος  σώµατος  και  συµφωνεί  απόλυτα  µε  τα  
πειραµατικά  αποτελέσµατα.  Βέβαια,  για  να  καταλήξει  ο Planck  στην  
εξίσωση (31), έκανε  τις  εξής  δύο  υποθέσεις  για  τους  ατοµικούς  ταλαντωτές: 
α) ο  ταλαντωτής  δεν  µπορεί  να  έχει  οποιαδήποτε  ενέργεια  αλλά  µόνο  
ενέργειες, που  είναι  πολλαπλάσιες  του  hf . Αυτό  σηµαίνει  ότι  η  ενέργεια  
είναι  κβαντισµένη. 
β) Οι  ταλαντωτές  δεν  ακτινοβολούν  ενέργεια  κατά  συνεχή  τρόπο,  αλλά  
κατά  “άλµατα ή  εκρήξεις”. Αυτά  τα  “άλµατα ή  εκρήξεις” τα  ονόµασε  κβάντα  
και  εκπέµπονται  όταν  ένας  ταλαντωτής  πέφτει  από  µια  κβαντισµένη  
ενεργειακή  κατάσταση  σε  άλλη. Η  ενέργεια  των  κβάντων  δίνεται  από  την  
σχέση: 

Ε = h f    (32) 
Για  όσο  χρόνο  ο  ταλαντωτής  παραµείνει  σε  µία  από  τις  κβαντισµένες  
ενεργειακές  καταστάσεις, ούτε  εκπέµπει  αλλά  και  ούτε  απορροφά  ενέργεια. 
Ένα  άλλο  αποτέλεσµα  που  προκύπτει  από  τον  τύπο  του Planck,  είναι  η  
συνολική  πυκνότητα  ενέργειας  για  όλες  τις  συχνότητες:  

όπου  α  είναι  παγκόσµια  σταθερά. Άρα  η  ολική  εκπεµπόµενη  ισχύς, που  
ακτινοβολείται  από  ένα  αντικείµενο, ανά  µονάδα  επιφανείας  είναι: 
                      

R = εσT4       (34)       (Nόµος  των  Stefan-Boltzmann) 
 
όπου   σ = αc/4 = 5.67x10-8 W/m2.K4 (σταθερά Stefan-Boltzmann) και  ε  είναι  
ένας  αδιάστατος  αριθµός, που  ονοµάζεται  αφετική  ικανότητα  ή  συντελεστής  
εκποµπής  και  εξαρτάται  από  την  φύση  της  επιφάνειας  του  εκποµπού.  Οι  
τιµές  που  παίρνει  το  ε  είναι  από  0, για  τέλειο  ανακλαστή  που  δεν  
εκπέµπει  καθόλου, έως  1, για  το  µέλαν  σώµα.   
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Παρατήρηση: Για κλασσικά συστήµατα η σταθερά του Planck h θα 
µπορούσε να είναι µηδέν. Πράγµατι, ένας τρόπος να µετατρέψουµε κβαντικούς τύπους 
σε αντίστοιχους οριακά κλασσικούς,είναι να θέσουµε h→0.  
 

 

2.2.2)          Φωτοηλεκτρικό  φαινόµενο 

 

 
             ΕΙΚ. 8        Πειραµατική παρατήρηση του φωτοηλεκτρικού φαινοµένου. Yπεριώδες 
φως , που  
                                προσπίπτει  σε µια  µεταλλική επιφάνεια απελευθερώνει ηλεκτρόνια. 

 

 
Στην  εικ. 8  βλέπουµε  ένα  αερόκενο  σωλήνα, που  περιέχει  δύο  ηλεκτρόδια, 
την  µεταλλική  πλάκα (φωτοκάθοδος),  πάνω  στην  οποία  πέφτει  φως  µεγάλης  
συχνότητας (υπεριώδης  ακτινοβολία)  και  τον  συλλέκτη. Τα  ηλεκτρόδια  
συνδέονται  µε  κατάλληλη  διάταξη  µε  µία  ηλεκτρική  πηγή, στην  οποία  
µπορούµε  µε  κάποιον  µηχανισµό  να  αλλάζουµε  την  πολικότητα. Τα  
ηλεκτρόνια, που  αποσπώνται  από  την  µεταλλική  πλάκα  ονοµάζονται  
φωτοηλεκτρόνια  και  µπορούν  να  ανιχνευτούν  σαν  ρεύµα  καθώς  έλκονται  
από  τον  συλλέκτη, λόγω  της  διαφοράς  δυναµικού  V. Το  γαλβανόµετρο  G  
µετρά  το  φωτοηλεκτρικό  ρεύµα. 
Αν  η  διαφορά  δυναµικού  V  έχει  θετικό  πρόσηµο (µεταλλική  πλάκα  
συνδεδεµένη  µε  τον  αρνητικό  πόλο  της  πηγής), τότε  αυξανοµένης  της V, το 
ρεύµα  παίρνει  µία  οριακή  σταθερή  τιµή (ρεύµα  κόρου), οπότε όλα  τα  
ηλεκτρόνια  συλλέγονται  από  τον  συλλέκτη. Αν ελαττώσουµε την V στο   µηδέν 
και  µετά  την  αντιστρέψουµε, το  φωτοηλεκτρικό  ρεύµα  δεν  µηδενίζεται  
αµέσως. Αυτό  σηµαίνει  ότι  τα  ηλεκτρόνια  εκπέµπονται  από  την µεταλλική  
πλάκα  µε πεπερασµένη  ταχύτητα  και  µερικά  θα  καταφέρουν  να  φθάσουν  
στον συλλέκτη. Αν  όµως, κάνουµε  αρκετά  µεγάλη  την  ανάστροφη V , για  
κάποια  τιµή  αυτής, Vο , που  ονοµάζεται  δυναµικό  αποκοπής, το   
φωτοηλεκτρικό  ρεύµα  πέφτει  στο  µηδέν. Άρα  η  κινητική  ενέργεια  Κmax  του  
ταχύτερου  εξερχόµενου  ηλεκτρονίου  δίνεται από  την  σχέση :     

Κmax = e Vο    (35) 
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ΕΙΚ.  9.  Γραφική παράσταση των µετρήσεων, που πάρθηκαν από την συσκευή της  εικ. 8.  Στην καµπύλη (β) , 
η ένταση του προσπίπτοντος φωτός είναι διπλάσια από αυτήν της καµπύλης (α). 

 
Από  την  πειραµατική  µελέτη  φθάνουµε  στα  εξής  συµπεράσµατα : 
α) Η  ένταση  του  ρεύµατος, δηλαδή  ο  αριθµός  των  φωτοηλεκτρονίων, ανά  
µονάδα  χρόνου, είναι  ανάλογη  µε  την  φωτεινή  ροή(δηλαδή  την  ένταση  του  
προσπίπτοντος  φωτός). 
β) Η  κινητική  ενέργεια Κ  των  φωτοηλεκτρονίων, όπως  και  το  δυναµικό  
αποκοπής  V0,  είναι  ανεξάρτητη  από  την  φωτεινή  ροή  (εικ. 9). 
γ) Τα  φωτοηλεκτρόνια  έχουν  µέγιστη  κινητική  ενέργεια, που  εξαρτάται  από  
το  µήκος  κύµατος  της  προσπίπτουσας  φωτεινής  ακτινοβολίας. 
δ) Πέρα  από  ορισµένο  µήκος  κύµατος (οριακό  µήκος  κύµατος) κανένα  
ηλεκτρόνιο  δεν  εκπέµπεται  από  την  φωτοκάθοδο, έστω  και  αν  αυξάνει  η  
φωτεινή  ροή.  
Tρία  προβλήµατα  δηµιουργήθηκαν  για  να  ερµηνευτεί  το  φωτοηλεκτρικό  
φαινόµενο  µε  την  βοήθεια  της  κλασσικής  κυµατικής  θεωρίας  του  φωτός. 
 1)     Πρόβληµα  έντασης.  Η  ένταση  Ε  του  ταλαντούµενου  ηλεκτρικού  
πεδίου  του  φωτεινού  κύµατος  αυξάνεται  σε  πλάτος  ανάλογα  µε  την  
ένταση Ι της  φωτεινής  δέσµης. H  ένταση  Ι, δηλαδή o  ρυθµός  µε  τον  οποίο 
µεταφέρεται ενέργεια  ανά  µονάδα  επιφανείας  κάθετης  προς  την  διεύθυνση  
διάδοσης  του κύµατος, εξαρτάται  από  τα  µεγέθη  του  ηλεκτρικού  και  του  
µαγνητικού  πεδίου Ε  και В. Επειδή  αυτά  τα  µεγέθη  συνδέονται  µε  την  
σχέση:     Ε = c В,     είτε  το  Ε είτε  το В  περιγράφουν  ικανοποιητικά  την  
ένταση  του  κύµατος. Συνήθως επιλέγεται  το Ε .                                  
Η  ένταση  Ι  του  κύµατος  δίνεται  από  την  σχέση :  

όπου Ε2   το  κατά  µέσον  όρο  τετράγωνο  του  στιγµιαίου  µεγέθους  του  
ηλεκτρικού  πεδίου  του  κύµατος  σε  µία  περίοδο. Επειδή η  δύναµη  που  

    

2 (36)OI cEε=
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ασκείται  στο  ηλεκτρόνιο  είναι : F = e E , η  κινητική  ενέργεια  των 
φωτοηλεκτρονίων θα  αυξάνεται 

 
 

                                         V0 

                                                                                                       
ΕΙΚ. 10    ∆υναµικό αποκοπής  V0 σε συνάρτηση προς την συχνότητα f του προσπίπτοντος φωτός. Αξιοσηµείωτον       
είναι ότι  η κλίση της γραµµής ισούται µε  h/e. Αυτό γιατί : eV0=hf-φ ⇒ V0 =  (hf-φ) /e ⇒ d V0/df = h/e. 
 
 

 όσο  η  φωτεινή  δέσµη  γίνεται  πιο  έντονη. Το  πείραµα  όµως  δείχνει  ότι  η 
Κmax  είναι  ανεξάρτητη από  την  ένταση  του  προσπίπτοντος  φωτός (βλέπε  εικ. 
9).  
2) Πρόβληµα  συχνότητας:  Σύµφωνα  µε  την  κυµατική  θεωρία, το  
φωτοηλεκτρικό  φαινόµενο  θα  πραγµατοποιείται  για  κάθε  συχνότητα  του  
φωτός, δεχόµενοι  ότι  το  φως  είναι  αρκετά  έντονο  για  να  δώσει  την  
απαιτούµενη  ενέργεια, για  την  εξαγωγή  των  ηλεκτρονίων  από  την  µεταλλική  
επιφάνεια. Πειραµατικά  όµως  αυτό  δεν  συµβαίνει. Για  κάθε  µεταλλική  
επιφάνεια, υπάρχει  µία  χαρακτηριστική  ορική  συχνότητα  f0, όπου  για  
συχνότητες  µικρότερες  από  αυτήν, το  φωτοηλεκτρικό  φαινόµενο  εξαφανίζεται, 
ανεξάρτητα  από  την  ένταση  του  φωτός (βλέπε  εικ. 10). 
3) Πρόβληµα  χρονικής  καθυστέρησης:  Η  ενέργεια  των  φωτοηλεκτρονίων  
προέρχεται  από  την  απορρόφηση  του  κύµατος (φως), που  προσπίπτει  στην  
µεταλλική  πλάκα. Αν  το  φως  είναι  αρκετά  ασθενές, θα  υπήρχε  µια  
µετρήσιµη  χρονική  καθυστέρηση, µεταξύ  της  πρόσπτωσης  του  φωτός  και  
της  εξαγωγής  του  φωτοηλεκτρονίου. Πειραµατικά  όµως,  δεν  ανιχνεύθηκε  
ποτέ  τέτοια  καθυστέρηση. 
         Ο  Einstein  κατάφερε  να  δώσει  µια  εξήγηση  του  φωτοηλεκτρικού  
φαινοµένου  υποθέτοντας, ότι  αν  το  φως  εκπέµπεται  σε  ξεχωριστά  κβάντα, 
τότε θα  απορροφάται  και  ως  ξεχωριστά  κβάντα ( ή  φωτόνια  όπως  τα  
ονόµασε). Όταν  το  φως  προσπίπτει  σε  µία  µεταλλική  επιφάνεια, ένα  
µοναδικό  φωτόνιο  αλληλεπιδρά  µε  ένα  µοναδικό  ηλεκτρόνιο, που  ή  
απορροφά  ολόκληρο  το  φωτόνιο  ή  δεν  το  απορροφά καθόλου.  Η  
πιθανότητα  να  απορροφήσει  ένα  ηλεκτρόνιο  περισσότερα  του  ενός  φωτόνια  
είναι  αµελητέα, γιατί  ο  αριθµός  των  φωτονίων  που  προσπίπτουν  στην  

fo 
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επιφάνεια  του  µετάλλου  είναι  πολύ  µικρότερος  από  τα ηλεκτρόνια  
που  υπάρχουν. Όλη  η  ενέργεια  τότε  του  φωτονίου:   E=hf , µεταβιβάζεται  
ακαριαία  στο  ηλεκτρόνιο.  Ένα  ηλεκτρόνιο,  που  θα  αποδράσει  από  το   
µέταλλο ,  έχει  όλη   την   ενέργεια   του   φωτονίου   µείον   την   ενέργεια ,  
που  απαιτείται  να  ξοδέψει  για  να  διαφύγει, λόγω  του  ότι  υπάρχει  µία  

ελκτική  δύναµη  που  τραβά  τα  ηλεκτρόνια  προς  το  εσωτερικό  του  
µετάλλου. Αυτή  η  ενέργεια  που  απαιτείται ονοµάζεται  έργο  εξαγωγής  φ. Άρα  
η  εξίσωση  του Einstein  για  το  φωτοηλεκτρικό  φαινόµενο  είναι:        

hf = Kmax – φ  ⇔  1⁄2 mv2
max

 = hf – φ   (37) 
Από  τις  σχέσεις  (35)  και  (37)  έχουµε :      e Vο = hf – φ  (38) 
Το  υπόλοιπο  της  ενέργειας hf – φ  µετατρέπεται  σε  Kmax  του  ηλεκτρονίου 
εφόσον  αυτό  δεν  χάσει  ενέργεια  σε  εσωτερικές  κρούσεις, καθώς  διαφεύγει  
από  το  µέταλλο.   
    Με  αυτήν  την  υπόθεση,  ο Einstein  αντιµετώπισε  και  τα  τρία  
προβλήµατα  και µέσω  της  εξίσωσής  του  (37), εξηγεί  πλήρως  τα  πειραµατικά  
δεδοµένα. Για  το  πρόβληµα  της  έντασης, έχουµε  ότι  ο  αριθµός  των  
παραγοµένων  φωτοηλεκτρονίων (ένταση  ρεύµατος), είναι  ανάλογος  µε  τον  
αριθµό  των  φωτονίων (ένταση  φωτός), που  προσπίπτουν  στην  µεταλλική  
επιφάνεια. Η  κινητική  ενέργεια  των φωτοηλεκτρονίων είναι  ανεξάρτητη  από  
τον  αριθµό  των  φωτονίων (εξ. 37 ).  
  Το  δεύτερο  πρόβληµα  της  συχνότητας  προκύπτει  από  την  εξίσωση (37),  
βάζοντας  την  Kmax  = 0,  οπότε  hf0  =  φ. Εδώ  φαίνεται  ότι  το  φωτόνιο  αν  
έχει  ενέργεια hf0 , εξάγεται  το  φωτοηλεκτρόνιο  χωρίς  να  έχει  κινητική  
ενέργεια. Αν  η συχνότητα  µειωθεί  κάτω  από  την f0 , το  φωτοηλεκτρικό  
φαινόµενο  δεν  πραγµατοποιείται, ανεξάρτητα  από  την  ένταση  του  φωτός, 
αφού  το  φωτόνιο  δεν  έχει  αρκετή  ενέργεια  για  να  βγάκει  το  
φωτοηλεκτρόνιο. 
   Το  τρίτο  πρόβληµα  καταρρίπτεται  από  την  θεωρία  φωτονίου  γιατί  η  
απαιτούµενη  ενέργεια  ανήκει  σε  ένα  περιορισµένο  πακέτο (κβάντο)  και  δεν  
διασκορπίζεται   οµοιόµορφα  πάνω  σε  µεγάλη  επιφάνεια, όπως  στην  κυµατική  
θεωρία. 
 
2.2.3)     Φαινόµενο  Compton: 

 
    Άλλο  ένα  φαινόµενο  που  επιβεβαιώνει  ότι  το  φωτόνιο  είναι  ένα  
συµπυκνωµένο  πακέτο  ενέργειας  είναι  το φαινόµενο  Compton. Ο Compton  
άφησε  δέσµη  ακτίνων Χ, συγκεκριµένου  µήκους  κύµατος  λ, να  προσπέσει  σε 
κοµµάτι  γραφίτη  και  µέτρησε  για  διάφορες  γωνίες  σκεδάσεως  φ,  την  
ένταση  σκεδαζοµένων  ακτίνων  Χ, συναρτήσει  του  µήκους  κύµατος  αυτών, 
οπότε  κατέληξε  στον  εξής  πειραµατικό  νόµο:  “ η  σκεδαζόµενη  
ηλεκτροµαγνητική  ακτινοβολία  έχει  µήκος  κύµατος  µεγαλύτερο  του  αρχικού. 
Η  τιµή  του  εξαρτάται  από  την  γωνία  σκέδασης”. 
Σύµφωνα  µε  την  κλασσική  θεωρία  το  ηλεκτρικό  πεδίο  του  κύµατος, θέτει  
το  ηλεκτρόνιο  σε  αρµονική  ταλάντωση  µε  συχνότητα  ίση  µε  την  
συχνότητα  του  κύµατος. Το  ηλεκτρόνιο  ακολούθως  εκπέµπει  αφού  
επιταχύνεται  δευτερογενές  ηλεκτροµαγνητικό  κύµα  ίδιας  συχνότητας. Άρα  η 
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κλασσική  θεωρία  έρχεται  σε  αντίφαση  µε  τα  αποτελέσµατα  του  
πειράµατος. 
          Η  εξήγηση  του  φαινοµένου  Compton  µε  την  βοήθεια  της  
κβαντικής  θεωρίας  είναι: το  φωτόνιο  συγκρούεται  προς  στιγµήν  µε  το  
ηλεκτρόνιο, οπότε  χάνει µέρος της ενέργειάς  του, που  ισούται µε  αυτό  που  
απέκτησε  το ηλεκτρόνιο ως 

 

 

 
ΕΙΚ.  11.      Πειραµατική επίδειξη του φαινοµένου Compton 

 

 
ΕΙΚ.   12.    Σκέδαση  φωτονίου από ηλεκτρόνιο 

 
κινητική  ενέργεια  Κ. Αν  f  είναι  η  συχνότητα  του  αρχικού  φωτονίου, τότε  
η  συχνότητα  f΄  του  σκεδαζοµένου  φωτονίου, θα  είναι  µικρότερη  σύµφωνα  
µε  την  αρχή  διατήρησης  ενέργειας:  hf - hf΄ = Κ  (39).  Ως  γνωστόν, για  
σωµάτιο  χωρίς  µάζα (φωτόνιο)  η  σχέση, που  συνδέει  την  ενέργεια  µε  την  
ορµή  είναι:  
Ε = pc ⇔ p = E/c   και  επειδή  Ε = hf , θα  έχουµε : p = hf/c  (40) 
Αν  εφαρµόσουµε  αρχή  διατήρησης  ορµής  στον  άξονα  χ (εικ.10), θα  έχουµε: 
hf/c + 0 = (hf΄/c)cosφ + pcosθ   (41) ,  όπου  p  η  τελική  ορµή  του  ηλεκτρονίου. 
Στον  άξονα  y  µε αρχή  διατήρησης  ορµής  θα  έχουµε: 
0 = (hf΄/c)sinφ – psinθ    (42) 
Πολλαπλασιάζουµε  τις  σχέσεις  (41) , (42)  µε  το c  και  έχουµε: 
pccosθ = hf - hf΄cosφ   (43),     pcsinθ = hf΄sinφ   (44) 
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Υψώνουµε  στο  τετράγωνο  τις  (43) , (44)  και  τις  προσθέτουµε, οπότε  
σύµφωνα  και  µε  την  σχέση: sin2φ + cos2φ = 1, καταλήγουµε  στην  σχέση: 

p2c2 = (hf)2 – 2(hf)( hf΄)cosφ + ( hf΄)2        (45) 
           
  Από την ειδική θεωρία σχετικότητας γνωρίζουµε τους τύπους για την  ολική   
ενέργεια:                   E = K + m0c2            (46) 
                            E = (m0

2 c4 + p2c2 )1/2      (47) 
Εξισώνοντας  τα  δεύτερα  µέλη  των  (46), (47)  παίρνουµε: 
(K + m0c2)2 = m0

2 c4 + p2c2 ⇔ p2c2 = Κ2 + 2m0c2Κ , οπότε  εξαιτίας  της  (39), 
παίρνουµε:       p2c2 = (hf) 2 – 2(hf)( hf΄) +( hf΄) 2 + 2m0c2 (hf- hf΄)  και  λόγω  της  
(45) καταλήγουµε  στην  σχέση:        2m0c2 (hf- hf΄) = 2(hf)( hf΄)(1-cosφ)     (48) 
∆ιαιρώντας  τα  µέλη  της  (48)  µε  το  2h 2c2  και  θέτοντας  όπου f/c = 1/λ  και 
f΄/c = 1/λ΄, έχουµε  την  εξίσωση  Compton :  
Η  ποσότητα :    λc = h/moc   oνοµάζεται  µήκος  κύµατος Compton,  ενώ  ∆λ=λ΄- 

λ , δηλαδή  η  µεταβολή  ∆λ  είναι  ανεξάρτητη  από  το  µήκος  κύµατος  λ  του  
προσπίπτοντος  φωτονίου, ενώ  για  φ=1800   γίνεται  µέγιστη,  ∆λ max = 2λc . 

 

 
  EIK.  13.    Aποτελέσµατα  σκέδασης  ακτίνων  Χ . Το µήκος  κύµατος των σκεδαζοµένων 
ακτίνων  Χ   προσδιορίζεται σε διάφορες γωνίες φ. Στην εικόνα φαίνεται  η µετατόπιση 
κύµατος όπως  προβλέπεται από την  εξ. (49).   I  στον κατακόρυφο άξονα είναι η σχετική 
ένταση. 

 

        
      
 

(1 cos ) (49)cλ λ ϕ∆ = −
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2.2.4)       Σκέδαση  Thomson :    

 
                Αναφέραµε  στην  προηγούµενη  παράγραφο (2.2.3), ότι  στο  
φαινόµενο  Compton  το  φωτόνιο  συγκρούεται  µε  ένα  ελεύθερο  
ηλεκτρόνιο  του  υλικού  σκεδάσεως (π.χ. άνθρακας), που  απορροφά  µέρος  
της  ενέργειας  του  φωτονίου  και  την  µετατρέπει  σε  κινητική  ενέργεια. Το  
ερώτηµα  που  τίθεται  είναι, τι  θα  συµβεί  στην  περίπτωση  που είτε  η  
ενέργεια  που  απορροφά  το  ηλεκτρόνιο,  είναι  µικρότερη  από  την  
ενέργεια  σύνδεσής  του  µέσα  στο  κρυσταλλικό  πλέγµα  του  στόχου 
(δηλαδή το ηλεκτρόνιο  δεν  είναι  ελεύθερο  αλλά  δέσµιο  στον  κρύσταλλο), 
είτε  η  ενέργεια  του  φωτονίου  που  προσπίπτει  πάνω  στο  ηλεκτρόνιο είναι  
πολύ  µικρή. Θα  πρέπει  να  επισηµάνουµε ότι αυτή  την  περίπτωση,   την  
θεωρούµε  σαν  κρούση  του  φωτονίου  µε  ολόκληρο  το  άτοµο  του  
στόχου  και όχι  µε  το  ηλεκτρόνιο. Άρα  η  ενέργεια  του  φωτονίου  
απορροφάται  από  όλο  τον  κρύσταλλο. Εποµένως  στον  τύπο  του  µήκους  
κύµατος  Compton  λc = h/m0c  αντί  της  µάζας  του  ηλεκτρονίου  m0   θα  
θεωρήσουµε  την  µάζα  του  ατόµου  Μ0, όπου  φυσικά  ισχύει:  Μ0 >> m0, 
οπότε  η  αντίστοιχη  µετατόπιση Compton  ∆λ, σύµφωνα  µε  την  σχέση  (49)  
είναι  τόσο  πολύ  µικρή, ώστε  η  σκεδαζόµενη  ακτινοβολία  να  µην  
αλλάζει  µήκος  κύµατος, δηλαδή  να  εξέρχεται  σχεδόν  µε  την  ίδια  
ενέργεια (ελαστική  σκέδαση). Η  σκέδαση  αυτή  λέγεται  σκέδαση  Thomson. 
Συνεπώς  κατά  την  σκέδαση  φωτονίων (ακτινοβολίας)  µε  την  ύλη, άλλα  
µεν  φωτόνια  σκεδάζονται  από  ελεύθερα  ηλεκτρόνια  και  εξέρχονται  από  
τον  στόχο  µε  κάποια  κινητική  ενέργεια, οπότε  παρατηρείται  µεταβολή  
στο  µήκος  κύµατος  της  σκεδασµένης  ακτινοβολίας, άλλα  δε  φωτόνια  
σκεδάζονται  από  δέσµια  ηλεκτρόνια, οπότε  δεν  εξέρχονται  και  το  
αντίστοιχο  µήκος  κύµατος  της  σκεδασµένης  ακτινοβολίας  µένει  
αµετάβλητο. 
   Είναι  προφανές  ότι  εάν  η  προσπίπτουσα  ακτινοβολία  έχει  συχνότητα  
στην  περιοχή  του  ορατού  φωτός, ή  των  µικροκυµάτων  τότε  συµβαίνει  
σχεδόν  µόνο  η  σκέδαση  Τhomson, ενώ  εάν  η  προσπίπτουσα  ακτινοβολία  
έχει  συχνότητα  στην  περιοχή  των  ακτίνων  Χ  συµβαίνουν  και  τα  δύο  
είδη  σκεδάσεων. Τέλος  για  σκληρές  ακτίνες  Χ  και  ακτινοβολία  γ, 
παρατηρείται  σχεδόν  µόνο  σκέδαση Compton.  
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         2.3        Kυµατικές  ιδιότητες  των  σωµατίων 

                

2.3.1           Κύµατα De Broglie:  
    
   “Ο σωµατιακός χαρακτήρας της φύσης είναι συµπληρωµατικός του κυµατικού και 
αντίστροφα” (αρχή της συµπληρωµατικότητας του Neils Bohr). 
 Σύµφωνα  µε  την  εξ. (40)  λαµβάνοντας  υπόψιν  την  σχέση:  c = λf  
βρίσκουµε  ότι :  p = h/λ ⇔ λ= h/p  (50),  που  είναι  το  µήκος  κύµατος  του  
φωτονίου. Ο  De Broglie , αναγνώρισε  την  οµοιότητα  µεταξύ  της  αρχής  του  
Fermat  του  ελαχίστου  χρόνου, που  καθόριζε  την  κίνηση  του  φωτός  και  
της  αρχής  του  Hamilton  της  ελάχιστης  δράσης.  Το  1924  πρότεινε  ότι  µε  
κάθε  κινούµενο  σώµα  υπάρχει  ένα  “συνδεόµενο  κύµα”  και  η  (50)  
εφαρµόζεται  εξ  ίσου  καλά  και  σε  σωµάτια. Επειδή  η  ορµή  σωµατίου  είναι 
p = mu  καταλήγουµε  στην  σχέση :     λ = h / mu   (51)  που  είναι  το  µήκος  
κύµατος De Broglie.  Έτσι  όπως  ο  Einstein  έφερε  κοντά  δύο  αρχές,  που  
προηγουµένως  ήταν  χωρισµένες, την  ενέργεια  και  την  µάζα, έτσι  και  ο De 
Broglie  συνένωσε  δύο  ιδέες, που  φαινοµενικά  ήσαν  άσχετες  µεταξύ  τους, 
µια  κυµατική  ιδιότητα  λ  και  µια  σωµατιδιακή  ιδιότητα  p. 
Στην  εξίσωση (51)  η  µάζα  δίνεται  από  τον  σχετικιστικό  τύπο :  

Πρέπει  να  τονιστεί  ότι,  η  κυµατική  και  η  σωµατιδιακή  φύση  κινουµένων  
σωµατίων  δεν  µπορεί  να  παρατηρηθεί  συγχρόνως, οπότε  δεν  έχει  νόηµα  η  
ερώτηση  για  το  ποια  είναι  η  σωστή  περιγραφή. Το  κινούµενο  σωµάτιο,  σε  
συγκεκριµένες  περιπτώσεις  συµπεριφέρεται  σαν  κύµα  και  σε  άλλες  σαν  
σωµάτιο. Το  κριτήριο  για  τον  τρόπο  συµπεριφοράς που θα  επικρατήσει, 
εξαρτάται  από  το  πόσο  καλά  συγκρίνεται  το  µήκος  κύµατος  De Broglie  
του  συγκεκριµένου  σωµατίου  µε  τις  διαστάσεις  του,  όπως  και  µε  τις  
διαστάσεις  του  σωµατίου  µε  το  οποίο  αλληλεπιδρά. 
 
2.3.2        Κύµατα  πιθανοτήτων:        

    

    Στα  κύµατα  του  νερού  το  µέγεθος, που  µεταβάλλεται  περιοδικά  είναι  
το  ύψος  της  επιφάνειας  του  νερού. Στα  ηχητικά  κύµατα  είναι  η  πίεση  
ενώ  στα  κύµατα  φωτός  το  ηλεκτρικό  και  το  µαγνητικό  πεδίο.  Στα  
κύµατα  της  ύλης,  αυτό  που  µεταβάλλεται  είναι  η  κυµατοσυνάρτηση, που  
συµβολίζεται  µε  Ψ και  δηλώνει  την  κυµατική  διαταραχή  των  υλικών  
κυµάτων.  Η  πιθανότητα  να  βρεθεί  πειραµατικά  το  σωµάτιο  που  
περιγράφεται  από  την  κυµατοσυνάρτηση  Ψ  στο  σηµείο  x,y,z  σε  χρόνο  t, 
είναι  ανάλογη  της  τιµής  |Ψ|2 . Μία  µεγάλη  τιµή  της  πυκνότητας  
πιθανότητας   |Ψ|2 , εκφράζει  ισχυρή  πιθανότητα  παρουσίας  του  σωµατίου, ενώ  
µία  µικρή  τιµή  εκφράζει  αντίστοιχα  ελάχιστη  πιθανότητα  παρουσίας  του  
σωµατίου.  Η κυµατοσυνάρτηση  Ψ  παίρνει  πάντα  µιγαδικές τιµές  γι’αυτό  δεν  
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µπορεί  ποτέ  να  περιγράψει  µια  µετρήσιµη  φυσική διαταραχή, ενώ  
αντίθετα  η |Ψ|2 = Ψ*Ψ, όπου Ψ* η  συζυγής  µιγαδική  της  Ψ,είναι  πάντοτε  µια  
πραγµατική  ποσότητα  και  της  δίνουµε  µια  φυσική  σηµασία.  
  Είναι συνήθως  βολικό,  να  εξισώνουµε  την  |Ψ|2  µε  την  πυκνότητα  
πιθανότητας Ρ  να  βρεθεί  ένα  σωµάτιο, που  περιγράφεται  από  την  
κυµατοσυνάρτηση Ψ,  αντί  να  την  υποθέτουµε  ανάλογη  της  Ρ. Αν |Ψ|2 = Ρ 

τότε  θα  πρέπει  να  ισχύει:  
Η  σχέση  (53), περιγράφει  µαθηµατικά  ότι  το  σωµάτιο  υπάρχει  κάπου  όλες  
τις  στιγµές, η  ολική  πιθανότητα  πρέπει  να  είναι  βεβαιότητα,  ονοµάζεται  δε  
“συνθήκη  κανονικοποίησης”  και  µια  κυµατοσυνάρτηση   Ψ,  που  την  
ικανοποιεί  αποκαλείται   
“κανονικοποιηµένη  κυµατοσυνάρτηση”.  Είναι  φανερό,  ότι  για  να  µπορεί  µια 

κυµατοσυνάρτηση  να  κανονικοποιηθεί  πρέπει :  
 δηλαδή  το  ολοκλήρωµα  πρέπει  να  συγκλίνει. Συναρτήσεις  µε  αυτήν  την  
ιδιότητα  ονοµάζονται “τετραγωνικά  ολοκληρώσιµες”. Τέτοιας  µορφής  

κυµατοσυναρτήσεις  µπορούµε  πάντα  να  τις  πολλαπλασιάσουµε  µε  κατάλληλη  
σταθερά, ώστε  η  συνολική  πιθανότητα  να  βγαίνει  ίση  µε  µονάδα.  Η  σχέση  
(54)  είναι  λοιπόν  η  βασική  απαίτηση  για  να  κρίνουµε  αν  µία 
κυµατοσυνάρτηση  περιγράφει  µια  πραγµατοποιήσιµη  φυσική  κατάσταση  του  
σωµατιδίου. 

       

 

 2.3.3                      Πείραµα Davisson-Germer:       
 

 
 

                       ΕΙΚ.  14.   Πειραµατική διάταξη  Davisson  -  Germer 
 
 

 
       

  προσπίπτουσα     
           δέσµη 

* 1 (53) 1dV dVαφου
+∞ +∞

−∞ −∞

Ψ Ψ = Ρ =∫ ∫�

2
(54)dV

+∞

−∞

Ψ < ∞∫
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EIK  15 .    Πειραµατικά αποτελέσµατα µέτρησης γωνιακής κατανοµής των σκεδαζοµένων 

ηλεκτρονίων ενέργειας  54eV. To µέγιστο της κατανοµής παρατηρείται γύρω από την γωνία 500.   

 

To  1927  oι  Davisson  και  Germer  επιβεβαίωσαν  πειραµατικά  την  ύπαρξη  
των  κυµάτων  De Broglie ( κυµατική  φύση  των  σωµατίων), επιδεικνύοντας  
ότι  δέσµες  ηλεκτρονίων  περιθλώνται  όταν  σκεδάζονται  από  την  κανονική  
ατοµική  δοµή  των  κρυστάλλων.  

ΕΙΚ.  16.   Σχηµατική παράσταση σκέδασης ηλεκτρονίων από άτοµα κρυστάλλου, που είναι 
περιοδικά διατεταγµένα σε επίπεδα που απέχουν µεταξύ τους κατά d. 

 
Η  κλασσική  φυσική  προβλέπει  ότι  τα  σκεδαζόµενα  ηλεκτρόνια  θα  
σκεδαστούν  προς  όλες  τις  κατευθύνσεις  µε  µέτρια  εξάρτηση  της  
έντασής  τους  από  την  γωνία  σκέδασης  και  ακόµη  µικρότερη  εξάρτηση  
από  την  ενέργεια  των  ηλεκτρονίων  της  πρωτεύουσας  δέσµης.  Όπως  
φαίνεται  στην  εικ. 14,  µία  δέσµη  ηλεκτρονίων  ενέργειας  54eV,  
προσπίπτει  κάθετα  σε  στόχο  Ni, οπότε  και  σχηµατίζεται  ένα  οξύ  µέγιστο  
στην  κατανοµή  των  ηλεκτρονίων  σε  γωνία  500  ως  προς  την  αρχική  
δέσµη (εικ. 15). H  ύπαρξη  του  µεγίστου  αυτού  επαληθεύει  την  υπόθεση De 
Broglie, γιατί  η  µόνη  εξήγηση  είναι  να  το  εκλάβουµε  ως  αποτέλεσµα  
της  συµβολής  κυµάτων, που  κατά  την  διεύθυνση  των  500,  παρουσιάζουν  
προσθετικό  αποτέλεσµα, άρα  ύπαρξη  µεγίστου. 
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Ας  θεωρήσουµε  ότι  τα  ηλεκτρόνια  συµπεριφέρονται  σαν  κύµατα  
µε  µήκος  κύµατος De Broglie λ (σχέση 51). Τα  υλικά  αυτά  κύµατα  
σκεδάζονται  από  τα  άτοµα  κρυστάλλου (εικ. 16)  και  συµβάλλουν  
προσθετικά  προς  µια  κατεύθυνση 
σύµφωνα  µε  την  συνθήκη  σκέδασης  Bragg :   nλ = 2dsinφ  (55), όπου  φ = 
90-θ/2. 
Για  παράδειγµα  στην  εικ. 16  έστω  ότι  ο  κρύσταλλος  έχει  d = 0.091nm,  
n = 1,  φ = 90-25 = 650, oπότε  αν  προσπίπτουν  π.χ.  ακτίνες  Χ  στον  
κρύσταλλο,  από  την  σχέση  (55)  καταλήγουµε  ότι  λ = 0.165 nm. Αυτό  
είναι  το  µήκος  κύµατος  των  ακτίνων  Χ, που  σκεδάστηκαν  κατά  θ = 500. 
Ας  δούµε  τώρα, ποιο  είναι  το  µήκος  κύµατος De Broglie  των  
ηλεκτρονίων, που  µε  ενέργεια  Ε = 54eV, θα  σκεδαστούν  από  τον  ίδιο 
κρύσταλλο  κατά  την  ίδια  γωνία  θ = 500. Εφόσον  η  κινητική ενέργεια των  
ηλεκτρονίων είναι µικρή, Κ = 54eV, σε  σχέση  µε  την τιµή :  
 m0c2 = 0.51MeV, µπορούµε  να  παραλείψουµε  σχετικιστικούς  υπολογισµούς. 
Η  ορµή  των  ηλεκτρονίων  είναι:   K = p2/2m ⇔ p = (2mK)1/2 ⇔ mu = (2mK)1/2.  
Mε  πράξεις  καταλήγουµε : mu = 4x10-24Kg.m/s. σύµφωνα  µε  την  σχέση  (51)  
βρίσκουµε  το  µήκος  κύµατος  των  ηλεκτρονίων :  λ = 0.166nm. Παρατηρούµε  
ότι  αυτό  το  αποτέλεσµα  βρίσκεται  σε  άριστη  συµφωνία  µε  το  
παρατηρούµενο  µήκος  κύµατος. 
 
 
2.3.4 Το  πείραµα  των  δύο  οπών :  

                               
                                   EΙΚ.   17.  Φαινόµενο συµβολής όταν οι δύο οπές Α,Β είναι ανοικτές. 
 

             Θεωρούµε  σε  σηµείο  Σ  µια  πηγή, που  εκπέµπει  κύµατα  ή  
σωµατίδια  προς  όλες  τις  κατευθύνσεις. Σε  κάποια  απόσταση  από  την  
πηγή  βρίσκεται  ένα  φράγµα  µε  δύο  οπές  Α  και  Β.  Πίσω  από  το  
φράγµα  υπάρχει  επίπεδο  Ε , πάνω  στο  οποίο  υπάρχει  κατάλληλος  
ανιχνευτής, που  προσδιορίζει  την  ένταση  του  κύµατος  ή  το  πλήθος  των  
σωµατιδίων, που  πέφτουν  σε  κάθε  περιοχή  του  επιπέδου  Ε (εικ. 17).Θα  
περιγράψουµε  τρία  πειράµατα, όπου  στο  πρώτο  η  πηγή  θα  εκπέµπει  
κλασσικά  σωµατίδια, στο  δεύτερο  κλασσικά  κύµατα  και  στο  τρίτο  
σωµατίδια  του  µικρόκοσµου, π.χ.  ηλεκτρόνια. 
10 πείραµα :   Έστω  ότι  η  πηγή  εκπέµπει ισότροπα µε  σταθερό  ρυθµό 
σφαιρίδια  µακροσκοπικών  διαστάσεων,  που  έχουν  όλα  την  ίδια  µάζα  και  
ενέργεια. Το  πλήθος  των  σφαιριδίων, που  πέφτουν  στο  Ε  όταν  και  οι  
δύο  οπές  είναι  ανοικτές  έστω  Ρ12, ενώ  όταν  η  Α  µόνο είναι  ανοικτή  
έστω  Ρ1  και  όταν  η  Β  µόνο  είναι  ανοικτή  έστω Ρ2.  Θα  ισχύει : Ρ12 = Ρ1 
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+ Ρ2 .  Εδώ  δεν  έχουµε  φαινόµενα  συµβολής  και  η  ενέργεια  
φθάνει  στο  Ε  κατά  ασυνεχή  ποσά. Το  αποτέλεσµα  φαίνεται  στο  δεύτερο  
επίπεδο  Ε΄.  
20 πείραµα :    Έστω  ότι  η  πηγή  εκπέµπει  κύµατα, που  το  µήκος  κύµατός  
τους  είναι  της  ίδιας  τάξεως  µεγέθους  µε  την  απόσταση  ΑΒ, άρα  
σύµφωνα  µε  την  αρχή  του  Huygens, οι  οπές  Α  και  Β  γίνονται  
δευτερογενείς  πηγές  κυµάτων (περίθλαση). Τα  κύµατα  αυτά  συµβάλλουν. 
Συµβολίζουµε  µε  ξ1(x,t)  και ξ2(x,t)  τα  κύµατα  που  πηγάζουν  από  τα  Α  
και  Β  αντίστοιχα.  
Ισχύει :    ξ1(x,t) = asin(ωt+b)   και  ξ2(x,t) = a΄sin(ωt+b΄), όπου a, a΄,ω, b, b΄ δεν  
εξαρτώνται  από  τον  χρόνο t. 
Στην   Φυσική  όµως  τα  µεγέθη  που  µεταβάλλονται  αρµονικά  τα  
παριστάνουµε  µε  µία  µιγαδική  εκθετική  συνάρτηση, οπότε  έχουµε: 
 ξ1(x,t) = aei(ωt+b)     και ξ2(x,t) = a΄ei(ωt+b΄) .  
Ξέρουµε  ότι  ένταση  του  κύµατος  είναι  ίση  µε  το  τετράγωνο  του  
µέτρου  της  αποµάκρυνσης. Άρα :       Ι1(x) = a2       και       Ι2(x) = 
a΄2      όπου  Ι1(x), Ι2(x)  οι  εντάσεις  των  κυµάτων  από  τα  Α,Β  
αντίστοιχα.  Η  ένταση  του  κύµατος  που πέφτει  στο  επίπεδο  Ε,  όταν  και  

οι  δύο  οπές  είναι  ανοικτές, θα  είναι:  
Ο  όρος  2(Ι1Ι2)1/2 cos(φ1-φ2)  ονοµάζεται  “όρος  συµβολής”,  και  φ1-φ2  η  
διαφορά  φάσης  των  δύο  κυµάτων. Τα  αποτελέσµατα  του  πειράµατος  
φαίνονται  στο  επίπεδο  Ε  της  εικ. 17.  Τα  συµπεράσµατα  είναι: α) 
εµφανίζονται  φαινόµενα  συµβολής, β) η  ενέργεια  φτάνει  στο  Ε  συνεχώς  
και  µπορεί  να  πάρει  οποιαδήποτε  τιµή. 
30 πείραµα:     Έστω  ότι  η  πηγή  εκπέµπει  ισοτρόπως  σωµατίδια  του  
µικρόκοσµου (π.χ.  ηλεκτρόνια), που  έχουν  όλα  την  ίδια  ενέργεια. Στο  
επίπεδο  Ε  υπάρχει  ένας  απαριθµητής  Geiger, µε  τον  οποίο  
προσδιορίζουµε  το  πλήθος  των  ηλεκτρονίων, που  πέφτουν  σε  κάποια  
περιοχή  του  Ε. 
Σε   αντίθεση  µε  τα  δύο  προηγούµενα  πειράµατα, αυτό  το  πείραµα  είναι  
ανέφικτο. Ο  λόγος  είναι  ότι  πρέπει  όλη  η  διάταξη  να  έχει  τόσο  µικρές  
διαστάσεις, ώστε  η  απόσταση  ΑΒ  να  είναι  της  τάξεως  µερικών  
Αngstrom. Τα  φαινόµενα  βέβαια, που  θα  περιγράψουµε  παρατηρήθηκαν  από  
τους Davisson  και  Germer (§ 2.3.3), µε  πολύπλοκες  διατάξεις, όπου  ένα  
κρυσταλλικό  πλέγµα  έπαιζε  τον  ρόλο  του  φράγµατος. 
Το  πείραµα  “δείχνει”  ότι  ο απαριθµητής  Geiger  δίνει  διακεκριµένους  
παλµούς, ίσου  περίπου  ύψους, που  αντιστοιχούν  ο  καθένας  από  αυτούς  
στην  άφιξη  ενός  ηλεκτρονίου  στο  επίπεδο  Ε.  Η  ενέργεια  λοιπόν  φτάνει  
στο  Ε  ασυνεχώς  και  κάθε  στοιχειώδες  ποσό  ενέργειας  µεταφέρεται  από  
ένα  στοιχειώδη  φορέα, το  ηλεκτρόνιο. Η  συµπεριφορά  αυτή  είναι  ανάλογη  
µε  την  κλασσική  συµπεριφορά  των  σφαιριδίων  του 1ου πειράµατος. 

2 2 2

12 1 2( ) ' ' 2 ' cos( )I x ϕ ϕ= + = + + − ⇔a a a a a a

12 1 2 1 2 1 22 cos( ) (55)I I I I I ϕ ϕ= + + −
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Tαυτόχρονα  όµως  εµφανίζονται  και  φαινόµενα  συµβολής, όπως  
στην  περίπτωση  των  κλασσικών  κυµάτων  στο  2ο πείραµα.  
   Φαινόµενα συµβολής  παρατηρούνται  ακόµα  και  όταν  η  πηγή  εκπέµπει  
ηλεκτρόνια  σε  τόσο  αργό  ρυθµό, ώστε  ένα  µόνο  ηλεκτρόνιο  να  
βρίσκεται  σε  κίνηση  ανάµεσα  στην  πηγή  και  τον  µετρητή, δηλαδή  το  
µοναδικό  αυτό  ηλεκτρόνιο  φαίνεται  να  συµβάλλει  µε  τον  εαυτό  του. Η  
ερώτηση  που  είναι  προφανής  είναι : “από  ποια  οπή  πέρασε  το  
ηλεκτρόνιο, από την  Α  ή  την  Β;”. Η  ερώτηση  αυτή  δεν  είναι  σωστή,  
γιατί  αν  δεχτούµε  µία  από  αυτές  τις  δύο  δυνατότητες  του  ηλεκτρονίου, 
δεν  µπορούµε  να  ερµηνεύσουµε  τα  φαινόµενα συµβολής  που  
παρατηρούνται. Εάν  δε,  προσπαθήσουµε  να  προσδιορίσουµε  από  ποια  οπή  
πέρασε  το  ηλεκτρόνιο, φωτίζοντας  καταλλήλως  τα  ηλεκτρόνια, τα  
φαινόµενα  συµβολής  εξαφανίζονται.  
Για  να  ερµηνεύσουµε  αυτό  το  πείραµα, δεχόµαστε  ότι  το  ηλεκτρόνιο  
περιγράφεται  από  την  κυµατοσυνάρτηση  Ψ(x,t). Σύµφωνα  µε  την  
παράγραφο  2.3.2,  η  πυκνότητα  πιθανότητος  της  περίπτωσης  που  η  οπή  
Α  είναι  µόνο  ανοικτή  είναι:  Ρ1(x) = Ψ1(x)2  , ενώ  αν  η  οπή  Β  είναι  
µόνο  ανοικτή, τότε: Ρ2(x) = Ψ2(x)2.   Αν  και  οι  δύο  οπές  είναι  ανοικτές, 
τότε: 

 

Ο  τρίτος  όρος  του  αθροίσµατος  της  παραπάνω  σχέσης  εξηγεί  τα  
φαινόµενα  της  συµβολής. Το  συµπέρασµα  που  καταλήγουµε  και  είναι  
γενικό  στην  κβαντοµηχανική  είναι:  
Όταν  ένα  πειραµατικό  αποτέλεσµα  µπορεί  να  πραγµατοποιηθεί  κατά  
πολλούς  τρόπους, τότε:  
 α)  αν  προσδιορίζουµε  πειραµατικά  µε  ποιον  από  αυτούς  τους  τρόπους  
πραγµατοποιείται  το  αποτέλεσµα , δεν  έχουµε  συµβολή, 
β) αν  δεν  γίνεται  αυτός  ο  πειραµατικός  προσδιορισµός,  έχουµε  συµβολή. 
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12 1 2 1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( ) cos( ) (56)P x x x P x P x P x P x ϕ ϕ= Ψ + Ψ = + + −
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2.4             Σχέσεις  απροσδιοριστίας 

 

2.4.1    Εξίσωση  κύµατος-κυµατόδεµα:   
Ως  γνωστόν  η  εξίσωση  ενός  κύµατος, που  µεταδίδεται  κατά  την  

διεύθυνση  +x, δίνεται  από  την  εξίσωση :  

όπου  Α  το  πλάτος  της  ταλάντωσης. Ας  ορίσουµε  τώρα  τις  ποσότητες  
κυκλική  συχνότητα  ω  και  τον  κυµατάριθµο  k  µε  τις  σχέσεις:  

 

Σύµφωνα  µε  τις  σχέσεις  (58)  και  (59)  η  εξίσωση  του  κύµατος  (57)  
θα  γίνει:  

Σε  τρεις  διαστάσεις  το   kx  αντικαθίσταται  από  το  βαθµωτό  γινόµενο  , 
k . r όπου  k  είναι  διάνυσµα  κάθετο  στο  µέτωπο  κύµατος  και r είναι  το  
ακτινικό  διάνυσµα  θέσης. 
Ας  υποθέσουµε  ότι  ένα  ελεύθερο  σωµάτιο  κινείται  κατά  µήκος  του  
άξονα x. Σύµφωνα  µε  την  υπόθεση De  Broglie, στο  υλικό  αυτό  σωµάτιο  
αντιστοιχεί  ένα  υλικό  κύµα, µε  µήκος  κύµατος  που  δίνεται  από  την  
σχέση:  λ = h/mu  και  που  κινείται  µε  σταθερή  ταχύτητα  w (ταχύτητα  
διάδοσης  κύµατος), κατά  µήκος  του  άξονα x. Ένα  τέτοιο  κύµα  εκφράζεται  
µαθηµατικώς  από  µια  κυµατοσυνάρτηση 

         

 

 

 
            EΙΚ.   18.  (α) Υλικό κύµα De  Broglie σταθερού πλάτους και φασικής ταχύτητας διάδοσης w. 

                                  (β) Πιθανότητα  Ψ2. 

 

 

 

 της  µορφής, που  έχει  η  σχέση  (60), δηλαδή: 
                          

2
2 (58) (59)f k

t x

ϕ ϕ πω π
λ

∂ ∂
= = = =
∂ ∂

sin( ) (60)y A kx tω= −

sin 2 ( ) (57)
x

y A f tπ
λ

= −
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                             Ψ(x,t) = Asin(kx-ωt)     (61)  

 

 Η  Ψ2  εκφράζει  το  µέτρο  της πιθανότητας  που  υπάρχει,  ώστε  το  σώµα  
να  βρίσκεται  σε  συγκεκριµένη  θέση  και  σε  συγκεκριµένο  χρόνο.  
Υπολογίζοντας  την  Ψ2  από  την  σχέση  (61), βλέπουµε  ότι  έχει  κατά  
µέσον  όρο  σταθερή  τιµή  για  όλες  τις  θέσεις x  (εικ.  18 β). Αυτό  
σηµαίνει  ότι  η  πιθανότητα  να  βρεθεί  το  σωµάτιο  σε  κάποια  θέση  είναι  
η  ίδια  για  όλα  τα  σηµεία, άρα  δεν  µπορούµε  να  προσδιορίσουµε  την  
θέση  του  σωµατίου.  Αιτία  του  γεγονότος  είναι,  ότι  θεωρήσαµε  το  
υλικό  κύµα  να  περιγράφεται  µε  την  σχέση  (61). 
Άλλο  ένα  πρόβληµα  που  δηµιουργείται εξ  αιτίας  της  σχέσης  (61) είναι  
το  εξής:  υπολογίζουµε  την  σχέση  που  συνδέει  την  ταχύτητα  διάδοσης  
του  κύµατος  w, µε την  ταχύτητα  του  σωµατίου  u.  Βρίσκουµε  τα  σηµεία   
xn, στα  οποία  µηδενίζεται  η Ψ(x,t)  στην  σχέση  (61),      
  k xn –ωt = nπ  ⇔ xn = nπ / k + (ω/ k).t  (62)   όπου  n = 0,±1,±2,… 
Τα  σηµεία  αυτά  όπως  και  όλα  τα  σηµεία  του  κύµατος, κινούνται  στον  
άξονα x  µε  ταχύτητα: 

 
δηλαδή  η  ταχύτητα  του  υλικού  κύµατος  είναι  το  µισό  της  ταχύτητας  
του  αντίστοιχου  σωµατίου.  Αν  τώρα  θεωρήσουµε  την  σχετικιστική  
κίνηση  του  σωµατίου, θα  έχουµε:  

 

Από  την  σχέση  (64)  διαπιστώνουµε  ότι  η w  είναι  µεγαλύτερη  από  την  
u αλλά  και  από  την  c,  επειδή  ισχύει  πάντα  u < c . 

                                           

 
                           ΕΙΚ.   19.   Οµάδα  (πακέτο)  κυµάτων (κυµατόδεµα).  
    

 

2

2 2. (63)
2 2 2 2

n

p
dx f E h E p mu umw f
dt k h p p p m m

ω π λπ
λ

= = = = = = = = = =

2 2
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w f
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Από  τα  προβλήµατα  αυτά  που  διαπιστώνονται  καταλήγουµε  ότι  
τα  κύµατα  De Broglie  δεν  µπορούν  να  αναπαρασταθούν  απλά  µε  µία  
σχέση  όπως  αυτή  της  εξίσωσης  (61).  Στο  µικρόκοσµο  είναι  αδύνατη  η  
ακριβής  γνώση  της  ταχύτητας  µε  την  οποία  κινείται  ένα  σωµάτιο.  Η  
ταχύτητα  του  σωµατίου  µεταβάλλεται  µέσα  σε  µια  περιοχή  ∆u. Αυτό   

 
   ΕΙΚ.   20 .   Σχηµατισµός διακροτήµατος (κυµατοδέµατος) από  επαλληλία δύο αρµονικών κυµάτων. 
 

έχει  ως  συνέπεια  το  αντίστοιχο υλικό  κύµα  να  έχει  µήκος  κύµατος  που  
να  µεταβάλλεται  µέσα  σε  µια  περιοχή  ∆λ.  Αυτό  έχει  ως  αποτέλεσµα  
το  σωµάτιο  να  µην  συνοδεύεται  από  ένα  µόνο  κύµα  ορισµένης  
ταχύτητας  w,  αλλά  από  ένα πακέτο επιπέδων  κυµάτων  (κυµατόδεµα),  όπως  
αυτή  της  εικ. 19,  όπου  τα  συνιστώντα  κύµατα  έχουν  πλάτη, από  τα  
οποία  εξαρτάται  η  πιθανότητα  ανίχνευσης  του  σωµατίου.  Ένα  
παράδειγµα  για  την  περιγραφή  της  ύπαρξης  ενός  κυµατοδέµατος  είναι  η  
περίπτωση  των  διακροτηµάτων, π.χ. όταν  δύο  ηχητικά  κύµατα  του  ιδίου  
πλάτους  αλλά  µε  λίγο  διαφορετικές  συχνότητες  παράγονται  ταυτόχρονα, ο  
ήχος  που  ακούµε  έχει  συχνότητα  ίση  µε  τον  µέσο  όρο  των  δύο  
αρχικών  συχνοτήτων  και  το  πλάτος  του  αυξάνει  και  µειώνεται  
περιοδικά. Η  περίοδος  του  διακροτήµατος  είναι  το  αντίστροφο  της  
διαφοράς  των  δύο  αρχικών  συχνοτήτων. Η  παραγωγή  των  διακροτηµάτων  
φαίνεται  στην  εικ.  20. 
     H  µαθηµατική  προσέγγιση  για  την  περιγραφή  ενός  κυµατοδέµατος  
γίνεται  µε  την  συµβολή  πολλών  επιπέδων  κυµάτων  που  διαφέρουν  κατά  
λίγο  ως  προς  το  µήκος  κύµατος. Αν  οι  ταχύτητες  των  κυµάτων  είναι  
ίδιες, η  ταχύτητα  µε  την  οποία  το  πακέτο  κυµάτων  ταξιδεύει  είναι  η  
κοινή  ταχύτητα. Αν  όµως  η ταχύτητα  των  κυµάτων  µεταβάλλεται  µε  το 
µήκος  κύµατος (περίπτωση  κυµάτων De Broglie), τότε  η  ταχύτητα  του 
κυµατοδέµατος  είναι  διαφορετική  από  αυτή  των  συνιστώντων  κυµάτων. 
Ας  θεωρήσουµε  για  λόγους  ευκολίας  δύο  µόνο  κύµατα  τα  οποία  
προστίθενται  µεταξύ  τους  και  δίνουν  ένα  κύµα  που  περιγράφεται  από  
την  κυµατοσυνάρτηση:       Ψ(x,t) = Ψ1(x,t) + Ψ2(x,t)    (65),         
όπου  τα  δύο  επίπεδα  κύµατα  περιγράφονται  αντιστοίχως  από  τις  
κυµατοσυναρτήσεις: 
Ψ1(x,t) = Αsin(kx-ωt)   (66)  ,           Ψ2(x,t) = Αsin[(k+dk)x-(ω+dω)t]   (67) 
Με  την  βοήθεια  της  εξίσωσης:  sina+sinb = 2cos[(a-b)/2]sin[(a+b)/2]     και  
της  σχέσης:   cos(-θ) = cos(θ)      βρίσκουµε  ότι :  

2 2
( , ) 2 cos( ) sin( ) (68)

2 2 2 2

dk d k dk d
x t A x t x t

ω ω ω+ +
Ψ = − −
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  Επειδή  dω  και  dk  είναι  πολύ  µικρές  ποσότητες  συγκριτικά  µε  
τα  µεγέθη  ω  και  k  αντίστοιχα, θα  έχουµε:    2ω+dω ≈ 2ω    και      
2k+dk ≈ 2k ,  οπότε  η (68) γίνεται:  

  Στην  σχέση  (69)  παρατηρούµε  ότι  ο  δεύτερος  παράγοντας  είναι  ένα  
επίπεδο  κύµα  της  µορφής  (61), του  οποίου  το  πλάτος  διαµορφώνεται  
από  τον  πρώτο  παράγοντα, έτσι  ώστε  να  εµφανίζονται  περιοδικά  µέγιστα  
και  ελάχιστα  στο  πλάτος  του  συνισταµένου  κύµατος (βλέπε εικ.  20). Το  
µεταξύ  δύο  ελαχίστων  κύµα  είναι  το  κυµατόδεµα, που  κινείται  κατά  τον  
άξονα  x, µε  σταθερή  ταχύτητα  u, που  ονοµάζεται  οµαδική  ταχύτητα   µε  
τύπο:  u = dω / dk. 
Με  βάση  τις  σχέσεις:   p = h/λ , k = 2π/λ  έχουµε :  p = ђk 
                                        Ε = hf ,  ω = 2πf   έχουµε :  E = ђ ω 
Οπότε  σύµφωνα  µε  την  σχέση:   Ε = p2/2m  η  οµαδική  ταχύτητα  γίνεται :      
u = dω / dk ⇔ u = dE/dp = p/m = v ,  όπου  v  η  ταχύτητα  του  σωµατίου. 
Παρατηρούµε  ότι  η  ταχύτητα  του  κυµατοδέµατος  είναι  ίση  µε  την  
ταχύτητα  του  σωµατίου, πράγµα  που  σηµαίνει  ότι  το  κυµατόδεµα  
συνοδεύει  το  σωµάτιο  στην  κίνηση. Το  ίδιο  αποτέλεσµα  έχουµε  και  αν  
λάβουµε  υπόψη  την  σχετικιστική  κίνηση, οπότε  έχουµε:  

Χρησιµοποιώντας  τους  γνωστούς  τύπους  της  σχετικότητας:  

 
καταλήγουµε  ότι :   u = v.  

 
                   
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2
22 2 2 4

0 (70)
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( , ) 2 cos( ) sin( ) (69)
2 2

dk d
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ω ωΨ = − −
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    2.4.2              Αρχή  αβεβαιότητας  του  Heisenberg  : 
 
 
 
 

 
 EIK.  21.   Παρατήρηση του ηλεκτρονίου µε φως ή  κάποιο άλλο τρόπο, προυποθέτει 
µεταβολή της ορµής    του. Κάθε    φωτόνιο έχει ορµή h/λ και όταν συγκρούεται µε το 
ηλεκτρόνιο αλλάζει η αρχική ορµή του ηλεκτρονίου. 

                               

 
EIK.  22.   Nοητό πείραµα για την απόδειξη της αρχής αβεβαιότητας. 

 

 
     Υποθέτουµε  ότι  θέλουµε  να  προσδιορίσουµε  την  θέση  και  την  
ορµή  ενός  σωµατιδίου  σε  ορισµένη  χρονική  στιγµή, π.χ.  να  εξετάσουµε  
ένα  ηλεκτρόνιο  που ηρεµεί σε  ένα  σηµείο  µε την βοήθεια ενός µικροσκοπίου 
(εικ. 21). Το  ηλεκτρόνιο  βοµβαρδίζεται  από  µια  δέσµη  φωτονίων, µε  
αποτέλεσµα  να  αποκτήσει  κάποια  ορµή. Το  ελάχιστο  σφάλµα  ∆x  µε  το  
οποίο  µπορεί  να  προσδιοριστεί  η  θέση  του  ηλεκτρονίου  στο  πείραµα  
αυτό, εξαρτάται  από  την  διακριτική  ικανότητα  του  µικροσκοπίου, που  
δίνεται  από  τον  τύπο  της  οπτικής:       ∆x = λ/sinα    (72),    όπου  α  η  
γωνία  κορυφής  του  κώνου  µε  βάση  τον  αντικειµενικό  φακό  και  
κορυφή  το  παρατηρούµενο  ηλεκτρόνιο. 
   Aς  αναφέρουµε  τώρα  λίγα  πράγµατα  όσον  αφορά  την  απροσδιοριστία, 
που  προκαλεί  µία  µέτρηση.  Έστω  ότι  η  µέτρηση  ενός  µεγέθους  Α  µε  
ακρίβεια   ±∆Α  προκαλεί  µία  διαταραχή, τέτοια  ώστε  µετά  την  µέτρηση  
ένα  άλλο  µέγεθος  Β  να  είναι  να  είναι  “απροσδιόριστο”.  Αυτό  σηµαίνει  
ότι  το  Β  µπορεί  να  πάρει  οποιαδήποτε  τιµή  µέσα  σε  ένα  διάστηµα  ( 
Β-∆Β, Β+∆Β).  Το  γινόµενο  (∆Α).(∆Β)  δίνει  το  µέτρο  της  
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απροσδιοριστίας  του  συστήµατος. Ισχύει  δε  ότι  το  διπλάσιο  του  
∆Β, είναι  ίσο  µε  την  διαφορά  της  µέγιστης  µείον  την  ελάχιστη  τιµή  
του  Β, δηλαδή  ισχύει:  2∆Β = (Β+∆Β) – (Β-∆Β)   (73) 
     Έστω  ότι  ένα  µόνο  φωτόνιο  σκεδάζεται  πάνω  στο  ηλεκτρόνιο (εικ. 
22). Για  να  φθάσει  αυτό  το  φωτόνιο  στο  µάτι  του  παρατηρητή, πρέπει  
το  διάνυσµα  της   τελικής  ορµής  του  να  βρίσκεται  στο  εσωτερικό  του  
κώνου,  µε  κορυφή  το ηλεκτρόνιο  και  βάση  τον  φακό  του  µικροσκοπίου. 
Σύµφωνα  µε  την  αρχή  διατήρησης  ορµής  θα  έχουµε:  

όπου  pηλ  η  ορµή  του  ηλεκτρονίου.  Το  διάνυσµα  της  τελικής  ορµής  του  
φωτονίου  πρέπει  να  βρίσκεται  µέσα  στον  κώνο, δηλαδή :  β ≤≤≤≤ α   και  
αφού  α, β είναι  µικρότερες  του  π/2 , ισχύει : sinβ ≤≤≤≤ sinα (75). Αλλά  για  την 
συνιστώσα  στον άξονα  x  της  τελικής  ορµής  του  φωτονίου  ισχύει : 
Σύµφωνα  µε  τις  σχέσεις  τώρα  (75), (76) θα  έχουµε: 

Λόγω  όµως  της  σχέσης  (74)  θα  ισχύει : 

Ως  γνωστόν  για  το  φωτόνιο  ισχύει:   

Άρα  η  (77)  γίνεται : 

Χρησιµοποιώντας  την  σχέση  (80)  η  (74)  µετατρέπεται  ως  εξής : 
 

Η  εξίσωση  (81)  στον  άξονα  xx΄  µετατρέπεται  στην  σχέση: 

Παρατηρούµε  από  την  σχέση  (82)  ότι  η  x  συνιστώσα  της  ορµής  του  
ηλεκτρονίου  κυµαίνεται  ανάµεσα  σε  δύο  όρια. Αν χρησιµοποιήσουµε  την  
σχέση (73)   για  την  απροσδιοριστία  ∆px  της x συνιστώσας  της  ορµής  του 
ηλεκτρονίου,  καταλήγουµε :   

( ) sin (76)xp pϕ ϕ
τελ τελ β

→

=

sin ( ) sin (77)xp p pϕ ϕ ϕ
τελ τελ τελα α
→ →

− ≤ ≤

(78)p pϕ ϕ
τελ αρχ

→ →

≤

(74)p p pϕ ϕ
αρχ τελ ηλ

→ → →

= +

(79)
h

pϕ
αρχ λ

→

=

sin ( ) sin (80)x

h h
pϕ
τελα α

λ λ
− ≤ ≤

sin sin

sin sin (81)

h h
p p p p p

h h
p p p

ϕ ϕ ϕ
τελ αρχ ηλ αρχ ηλ

ϕ ϕ
αρχ ηλ αρχ

α α
λ λ

α α
λ λ

→ → →→ →

→ →→

= − ⇔ − ≤ − ≤ ⇔

− ≤ ≤ +

( ) sin ( ) ( ) sin (82)x x x
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p p pϕ ϕ
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 Αν  πολλαπλασιάσουµε  την  σχέση  (72)  µε  την (83)  βρίσκουµε:   
∆px.∆x = h  (84) 

Η  τιµή  αυτού  του  γινοµένου  απροσδιοριστίας, βρέθηκε  για  την  ελάχιστη  
δυνατή  διαταραχή, αφού  υποθέσαµε  ότι  ένα  µόνο  φωτόνιο  σκεδάζεται  

πάνω  στο  ηλεκτρόνιο.  Στην  πραγµατικότητα  όµως  το  πείραµα  γίνεται  µε  
µια  δέσµη  φωτονίων, οπότε  το ∆px  είναι  µεγαλύτερο  από  την  τιµή  που 
δίνει  η  σχέση  (83)  και  εποµένως  στην  γενική  περίπτωση  ισχύει :     

∆px.∆x ≥ h   (85) 
   Παρόµοιες  σχέσεις  ισχύουν  και  για  τις  άλλες  συνιστώσες  των  
διανυσµάτων  θέσεως  και  ορµής: ∆py.∆y ≥ h  (86) , ∆pz.∆z ≥ h  (87). 

 
 ΕΙΚ.  23.     (α) Ένα  στενό πακέτο De Broglie. Η θέση του σωµατίου µπορεί να προσδιοριστεί µε    
ακρίβεια  αντίθετα  από το µήκος κύµατος και την ορµή, όπου για τον ακριβή προσδιορισµό τους 
χρειάζονται  περισσότερα κύµατα.  
 (β) Ένα ευρύ πακέτο κυµάτων. Τώρα προσδιορίζεται µε ακρίβεια  το µήκος κύµατος και η ορµή  
 αλλά όχι και η θέση του σωµατίου. 

 
 
 

         Σύµφωνα  µε  την  σχέση  (85)  που  καταλήξαµε, προκύπτει  η  αρχή  
της αβεβαιότητας  ή  απροσδιοριστίας  του  Heisenberg. Το  πρώτο  όνοµα  
είναι  το  συνηθέστερο, παρ’ όλο  ότι  το  δεύτερο  είναι  ακριβέστερο, γιατί  η  
αρχή  δεν  αφορά  το  εάν  γνωρίζουµε  κάτι, αλλά  κατά  πόσον  µπορούµε  
να  γνωρίζουµε  κάτι. Η  αρχή  αυτή  διατυπώνεται  το  1927 ως  εξής : “Είναι  
αδύνατον  να  γνωρίζουµε  συγχρόνως  και  την  ακριβή  θέση  και  την  
ακριβή  ορµή  ενός  σωµατίου”.  Η  αρχή  αυτή  είναι  από  τους  πιο  
σηµαντικούς  νόµους  της  Φυσικής. Γενικώς,  µας  αρνείται  την  ικανότητα  
προσδιορισµού  συγχρόνως  και  µε  αυθαιρέτως  µεγάλη  ακρίβεια  των  τιµών  
ορισµένων  ζευγών  παρατηρησίµων  µεγεθών. Παρατηρήσιµα  µεγέθη  που  
υφίστανται  τον  περιορισµό  αυτό  ονοµάζονται  συµπληρωµατικά. 
Καθώς  αναφέραµε  και  στην  προηγούµενη  παράγραφο,  το  κυµατόδεµα  το  
καθοριζόµενο  µέσα  στην  περιοχή  ∆x  είναι  το  αποτέλεσµα  της  συµβολής  
πολλών  επιπέδων  κυµάτων, που  το  καθένα  χαρακτηρίζεται  από  ορισµένο  
µήκος  κύµατος  λ  ή  κυµατάριθµο  k. Ορισµένη  χρονική  στιγµή  t  το  
πακέτο  κυµάτων  Ψ(x)  µπορεί  να  παρασταθεί  από  το  ολοκλήρωµα  
Fourier : 
 
 
 

2 ( ) sin ( ) sin 2 sin

sin (83)

x x x

x

h h h
p p p
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ϕ ϕ
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όπου  η  συνάρτηση g(k) (που  ονοµάζεται µετασχηµατισµός Fourier  της Ψ(x)),  
περιγράφει  την  µεταβολή  του  πλάτους  των  κυµάτων , που  συνεισφέρουν  
στην  Ψ(x),  συναρτήσει  του  κυµατάριθµου k.  Για  να  ακριβολογήσουµε  οι  
κυµατάριθµοι, που  αναπαριστούν  ένα  πακέτο  κυµάτων  εκτείνονται  από το 
µηδέν  µέχρι το  άπειρο, αλλά  για  ένα  πακέτο  µε  πεπερασµένο  µήκος  ∆x, 
τα  κύµατα  µε  θεωρήσιµα  πλάτη  g(k)  έχουν  κυµατάριθµους, που  
βρίσκονται  στο  πεπερασµένο  διάστηµα  ∆k.  Η  σχέση  µεταξύ  της  
απόστασης ∆x  και  του  ∆k  εξαρτάται  από  το  σχήµα  του  πακέτου  και  
από  τον  ορισµό  των  ευρών ∆x, ∆k (εικ. 24).  Η  ελάχιστη  τιµή  για  το  
γινόµενο ∆x. ∆k  υπάρχει  όταν  το  σχήµα  της  περιβάλλουσας  του  πακέτου  
έχει  την  µορφή  συνάρτησης  Gauss, οπότε  και  ο  µετασχηµατισµός  Fourier  
είναι  επίσης  µια  συνάρτηση  Gauss. Αν  τα  ∆x, ∆k  λαµβάνονται  ως  οι  
τυπικές  συναρτήσεις  Ψ(x)  και  g(k), τότε  η  ελάχιστη  τιµή  του  γινοµένου  
τους  είναι :  ∆x. ∆k = 1/2 . Επειδή  τα  κυµατοδέµατα  δεν  έχουν  γενικά  
µορφή Gauss (σχήµα  καµπάνας),  η  προηγούµενη  σχέση  γίνεται: 

∆x. ∆k ≥≥≥≥ 1/2  (89). 
Λόγω  των  σχέσεων:  λ = h/p  και  k = 2π/λ  έχουµε : k = 2πp/h  (90). 
Άρα  µία  αβεβαιότητα  ∆k  στον  κυµατάριθµο  των  κυµάτων  De  Broglie  
που  συνδέονται  µε  ένα  σωµάτιο  έχει  ως  αποτέλεσµα  την αβεβαιότητα  
στην  ορµή  του  σωµατίου  σύµφωνα  µε  την  σχέση  (90), δηλαδή  ∆p = h 
∆k/2π  (91). 
Εποµένως  από  τις  σχέσεις  (89)  και  (91)  καταλήγουµε  στην  τελική  
µορφή  που  έχει  η  αρχή  της  αβεβαιότητας :                  ∆x.∆p ≥≥≥≥ ђ/2   
(92),  όπου  ђ = h/2π. 
 

ΕΙΚ   24.   Κυµατοσυναρτήσεις και µετασχηµατισµοί Fourier για α)παλµό, β)κυµατόδεµα, γ)άπειρο αριθµό 
διαδοχικών    κυµάτων. Παρατηρούµε ότι όσο πιο στενό είναι το πακέτο κυµάτων τόσο πλατύτερο είναι το εύρος των 
κυµαταρίθµων, που απαιτούνται για την περιγραφή του. 
 

 

Η  αρχή  της  αβεβαιότητας  δεν  περιορίζεται  µόνο  στην  θέση  και  την  
ορµή, αλλά  γενικεύεται  σε  κάθε  ζεύγος  συζυγών  µεγεθών.  Έτσι  η  
έκφραση  (92)  µπορεί  να  γραφεί  γενικά:      
  

0
( ) ( ) cos (88)x g k kxdk

∞
Ψ = ∫
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q p∆ ∆ ≥
�



 

 

49

49

 

 
όπου   q, p  είναι  συζυγή  µεγέθη, όπως  εµφανίζονται  στις  εξισώσεις  του  
Hamilton.               
Μία  άλλη  µορφή  της  αρχής  της  αβεβαιότητας του  Heisenberg αρκετά  
χρήσιµης  είναι  η  εξής: 
  Έστω,  ότι  θέλουµε  να  προσδιορίσουµε  την  χρονική  στιγµή, κατά  την  
οποία  ένα  σωµάτιο  διερχόµενο  από  συγκεκριµένο  σηµείο  x , έχει  ενέργεια  
Ε.  Για  τον  προσδιορισµό  της  χρονικής  αυτής  στιγµής,  θεωρούµε  την  
κυµατική  µορφή  του  σωµατίου, που  όπως  έχουµε  αναφέρει  είναι  ένα  
κυµατόδεµα. Ως  γνωστόν  για  να  δηµιουργηθεί  ένα  κυµατόδεµα  πρέπει  να  
συµβάλλουν  πολλά  κύµατα, των  οποίων  οι  γωνιακές  συχνότητες  θα  
κυµαίνονται  µέσα  στην  περιοχή  ∆ω.  Από  την  θεωρία  της  αναλύσεως  
κατά  Fourier  αποδεικνύεται  ότι  το  γινόµενο :  ∆t.∆ω ≥ 1/2 ⇔ ∆t.∆f ≥ 1/4π.  
Με  βάση  την  σχέση: Ε = hf  καταλήγουµε  στην  σχέση:              

∆t.∆Ε  ≥  ђ/2   (93) 
όπου  ∆Ε  είναι  η  αβεβαιότητα  στην  τιµή  ενέργειας, λόγω  της  ύπαρξης  
της  πεπερασµένης  χρονικής  διάρκειας ∆t,  που  το  σωµάτιο  έχει  την  
ενέργεια  αυτή. 
  Η  σχέση  αυτή  είναι  τελείως  διαφορετική  από  τις  προηγούµενες, γιατί  
ο  χρόνος  δεν  είναι  ένα  δυναµικό  µέγεθος  αλλά  µία  παράµετρος. Η  
σχέση  (93)  θα  πρέπει  να  ισχύει,  µόνο  αν  ο  χρόνος  εµφανίζεται  
αναλυτικά  στην  ενέργεια, όπως  για  παράδειγµα  όταν  το  δυναµικό  
εξαρτάται  από  τον  χρόνο. Σύµφωνα  µε  την  σχέση  (93), αν ∆t  είναι  ο  
χρόνος, που  χρειάζεται  ένα  σύστηµα  για  να  µεταβάλλει  την  κατάστασή  
του  και  να  αλλάξει  ενέργεια, τότε  αυτή  η  αλλαγή  της  ενέργειας ∆Ε  
είναι  της  τάξεως:   ∆Ε ~ ђ /(2∆t).   Εποµένως  όσο  πιο  γρήγορα  
µεταβάλλεται  ένα  σύστηµα  τόσο  µεγαλύτερη  είναι  η  αβεβαιότητα  της  
ενέργειάς  του.  Στην  περίπτωση  δε  που  έχουµε  ένα  στάσιµο  σύστηµα, 
οπότε  η  ενέργειά  του  παραµένει  σταθερή, δηλαδή  ∆Ε = 0, τότε  έχει  
άπειρο  χρόνο  ζωής, ∆t →→→→ ∞∞∞∞.  Συµπέρασµα:  η  σχέση  αβεβαιότητας  
ενέργειας  και  χρόνου, περιορίζει  την  ακρίβεια  µε  την  οποία  µπορούµε  
να  επαληθεύσουµε  πειραµατικά  την  αρχή  διατήρησης  ενέργειας.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 



 

 

50

50

 

Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο       3 
 

 

3.1       Εξίσωση  Schrödinger I:    
   

    Στο  προηγούµενο  κεφάλαιο,  διαπιστώσαµε  τον  δυαδικό  χαρακτήρα  των  
σωµατίων, δηλαδή  να  διατηρούν  τις  σωµατιακές  τους  ιδιότητες, αλλά  και  να  
συµπεριφέρονται  σαν  κύµατα  De  Broglie, που  εκφράζονται  µε  την  γνωστή  
µας  κυµατική  έκφραση  ενός  απλού  ηµιτονοειδούς  κύµατος  µε  σταθερό  
µήκος  κύµατος  λ :  Ψ(x,t) = Asin(kx-ωt)  (94),  ή  µε  την  επαλληλία  πολλών  
απλών  ηµιτονοειδών  κυµάτων (κυµατόδεµα). 
         Σύµφωνα  µε  την  θεωρία  De  Broglie  το  αντίστοιχο  σωµάτιο  θα  
έχει  ορµή : p = h/λ  και  εφόσον  το  µήκος  κύµατος  De  Broglie  λ  είναι  
σταθερό, τότε  και  η  ορµή  p  είναι  σταθερή, πράγµα  που  σηµαίνει  ότι  στο  
σωµάτιο  δεν  ασκούνται  δυνάµεις, δηλαδή  είναι  ελεύθερο. Άρα  η  σχέση  (94)  
δίνει  τις  κυµατοσυναρτήσεις, που  περιγράφουν  την  κίνηση  ενός  ελεύθερου  
σωµατίου. 
    Η  δυναµική  ενέργεια  U είναι  γενικά  συνάρτηση  των  χωρικών  
συντεταγµένων  x  και  πιθανόν  και  του  χρόνου. Ωστόσο  υπάρχει  µια  ειδική  
περίπτωση, όταν  η U(x,t)  είναι  ανεξάρτητη  των  x,t,  δηλαδή  είναι  σταθερή  
οπότε  η  δύναµη  που  ασκείται  είναι  µηδέν, γιατί :   F = - ∂ V/∂ x = 0   (95). 
Αν  διαφορίσουµε  την  (94)  ως  προς x  δύο  φορές, παίρνουµε:  

Επειδή  όµως  k = 2π/λ ,  λ = h/p   και  p = (2mK)1/2  ο  κυµατάριθµος  γίνεται : 
                                             k = (2mK)1/2/ ђ     (97) 
Αντικαθιστούµε  την  (97)  στην  (96)   οπότε  έχουµε:  

  Η  σπουδαιότητα  της  εξίσωσης  (98)  είναι  ότι  εκφράζει  ιδιότητες  της  Ψ  
σε  κάθε  σηµείο, σαν  συνάρτηση  της  κινητικής  ενέργειας  στο  ίδιο  σηµείο. 
Αν  υποθέσουµε, ότι  το  σωµάτιο  βρίσκεται  υπό  την  επίδραση  ενός  τυχαίου  
δυναµικού  V(x)  παίρνουµε  σαν  δοσµένη  την  ορθότητα  της  εξίσωσης (98). 
Μια  και ισχύει :       Κ = Ε-U(x)  µπορούµε  να  ξαναγράψουµε  την  εξίσωση  
(98)  µε  την  µορφή:  

        Η  σχέση  (99)  είναι  η  ανεξάρτητη  του  χρόνου  εξίσωση  του  
Schrödinger  σε  µία  διάσταση.  Μπορούµε  να  την  θεωρήσουµε  σαν  το  
κβαντικό  ανάλογο  της  κλασσικής  εξίσωσης  διατήρησης  της  ενέργειας. 
Ουσιαστικά,  ο Schrödinger  αντικατέστησε  την  αλγεβρική  εξίσωση  του  De  
Broglie  εξίσωσης (98),  που  είναι  κατάλληλη  για  ένα  ορισµένο  µήκος  
κύµατος, µε  µία  διαφορική  εξίσωση, που  είναι  κατάλληλη  για  ένα  µήκος  
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κύµατος  που  µεταβάλλεται  κατά  συνεχή  τρόπο, δηλαδή  η  εξίσωση  του  
Schrödinger,  ενώνει  ένα  άπειρο  αριθµό  απειροστών  κυµάτων  De  Broglie, σε 
µία  συνεχή  κυµατοσυνάρτηση, που  στο  σύνολό  της  µπορεί  να  διαφέρει    

 
 
 
 

 
EIK.  25.   Eλαττουµένης της κινητικής ενέργειας του  σωµατίου  µειώνεται  η  καµπυλότητα  της  
κυµατοσυναρτήσεώς του. Στο  κλασσικό σηµείο καµπής Β, όπου Κ = 0, η καµπυλότητα αλλάζει σηµείο. Το  κύµα 
διεισδύει µέσα στην κλασσικά απαγορευµένη περιοχή. 
 

 
κατά  πολύ  από  ένα  ηµιτονοειδές  κύµα. Ας  αλλάξουµε  λίγο  την  µορφή  της  
εξίσωσης (98) :  

 
  Παρατηρούµε  ότι  εφόσον  η  κινητική  ενέργεια  είναι  θετική, η  Ψ  και  η  
δεύτερη  παράγωγος  της  Ψ  έχουν  αντίθετα  πρόσηµα. Στην  εικ. 25  βλέπουµε  
ότι  η  κυµατοσυνάρτηση  µπορεί  να  εισχωρήσει  µέσα  σε  µια  “κλασσικά  
απαγορευµένη  περιοχή”  αρνητικής  κινητικής  ενέργειας. Το  φαινόµενο  αυτό  
εµφανίζεται  δεξιά  του  σηµείου  Β. Το  σηµείο  Β, που  ονοµάζεται  κλασσικό  
σηµείο  καµπής  ορίζεται  από  Κ = 0  ή  Ε = U.  Κλασσικά  είναι  το  όριο  της  
κίνησης. Κβαντοµηχανικά, το  σωµάτιο  έχει  µια  ορισµένη  πιθανότητα  να  
περάσει  πιο  πέρα  από  το  Β  προς  τα  δεξιά. H  πιθανότητα  όµως  αυτή  
εξασθενεί  πολύ  γρήγορα  για  x > xB. 
 
   Η  απλούστερη εφαρµογή  της  εξίσωσης  Schrödinger  είναι  σε  ελεύθερο  
σωµάτιο, όπου  η  κινητική  ενέργεια  είναι  σταθερή, οπότε  η   εξίσωση  (98)  
γίνεται:  
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Η  χαρακτηριστική  εξίσωση  της  (101)  είναι:  y2+2mΚ/ ђ2 = 0,  οπότε  οι  
λύσεις  της  είναι :  y = ±i(2mΚ/ ђ2)1/2  και  λόγω  της  (97)  έχουµε:  y = ±ik. Άρα  
η  γενική  λύση  της  διαφορικής  εξίσωσης  είναι:    Ψ = Α1e

ikx + A2e
-ikx.   Λόγω  

της  γνωστής  σχέσης:  eix = cosx + isinx ,  η  λύση  της  εξ. (101)  µπορεί  να  
πάρει  την  µορφή :   

Ψ = C1coskx + C2sinkx. 
Σε  τρεις  διαστάσεις  η  εξίσωση  Schrödinger  η  ανεξάρτητη  του  χρόνου  
είναι:  
 

 
 
όπου  ∇2 = ∂∂∂∂2/∂∂∂∂x2+∂∂∂∂2/∂∂∂∂y2+∂∂∂∂2/∂∂∂∂z2       η  Λαπλασιανή. 

 

 

3.2   Eξίσωση  Schrödinger  ΙΙ :      
    Στην  κβαντοµηχανική, η  κυµατοσυνάρτηση  Ψ  αντιστοιχεί  στην  κυµατική  
µεταβλητή  y  της  κίνησης  του  κύµατος. Βέβαια  η Ψ  δεν  είναι  µία  
µετρήσιµη  ποσότητα, όπως  η  y, γι’αυτό  µπορεί  να  έχει  µιγαδική   µορφή. Το  
ελεύθερο  σωµάτιο  σύµφωνα  µε  την  θεωρία  De  Broglie  συνδέεται  µε  ένα  
κύµα, του  οποίου  η  κυµατοσυνάρτηση  στην  γενική  της  µορφή  είναι : 

Ψ = Αei(kx-ωt)    (103) 
Αν  θέσουµε  στην  (103)   k = 2π/λ,  ω = 2πf   γίνεται :   

Ψ = Αe–i2π( f t - x / λ )    (104) 
Με  την  σχέση  (104)  έχουµε  µια  βολική  µορφή  της  κυµατοσυνάρτησης  
γιατί  ήδη  γνωρίζουµε  την  συχνότητα  f  και  το  µήκος  κύµατος  λ  
συναρτήσει  της  ολικής  ενέργειας  Ε  και  της  ορµής  p  του  σωµατίου. Επειδή  
Ε = hf = 2πђf   και   
λ = h/p = 2πђ/p  η  σχέση  (104)  γίνεται:    Ψ = Αe–(i/ђ)( Ε t - x p )   (105) 
H  σχέση (105)  είναι  µια  µαθηµατική  περιγραφή  του  κύµατος  και  
ισοδυναµεί  µε  ένα  ελεύθερο  σωµάτιο  ολικής  ενέργειας  Ε  και  ορµής  p, που  
κινείται  κατά  την  διεύθυνση  +x. 
∆ιαφορίζοντας  την  εξίσωση  (105)  ως  προς  t,  παίρνουµε:  

∆ιαφορίζουµε  τώρα  την  εξίσωση  (105)  δύο  φορές  ως  προς  x:  

Για  ταχύτητες  του  σωµατίου  µικρές  συγκριτικά  µε  την  ταχύτητα  του  
φωτός, η  ολική  ενέργεια  Ε  δίνεται  από  την  σχέση:   
                            Ε = Κ+U ⇔ Ε =  (p2/2m)+U    (108) 
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  H  συνάρτηση  U   της  δυναµικής  ενέργειας  αναπαριστά  την  
επίδραση  του  υπόλοιπου  σύµπαντος  στο  σωµάτιο.  Βέβαια  ένα  µικρό  µέρος  
του  σύµπαντος  αλληλεπιδρά  µε  το  σωµάτιο, π.χ.  στην  περίπτωση  του  
ηλεκτρονίου  στο  άτοµο  του  υδρογόνου, µόνο  το  ηλεκτρικό  πεδίο  του  
πυρήνα  θα  ληφθεί  υπόψιν.  
Αν  πολλαπλασιάσουµε  και  τα  δύο  µέλη  της  εξ. (108)  µε  την  Ψ, 
παίρνουµε:  

Λύνουµε  την  εξ. (106)  ως  προς  ΕΨ   και  την  εξίσωση  (107)  ως  προς  
p2Ψ, οπότε  έχουµε :  

Αντικαθιστώντας  τις  σχέσεις  (110), (111)  στην  σχέση (109)  παίρνουµε:  

Η  σχέση  (112)  είναι  η  χρονικά  εξαρτώµενη  εξίσωση  Schrödinger  σε  µία  
διάσταση.   
Σε  τρεις  διαστάσεις  η  χρονικά  εξαρτώµενη  εξίσωση  Schrödinger  είναι : 

 

όπου  η δυναµική  ενέργεια  U  είναι  συνάρτηση  των  x,y,z,t. 
  Αν  εισάγουµε  κάποιους  περιορισµούς  στην  κίνηση  του  σωµατίου, τότε  
αυτοί  θα  επιδράσουν  στην  δυναµική  ενέργεια  U. Αν  η  U  είναι  γνωστή  η  
εξίσωση  (113)  µπορεί  να  λυθεί  οπότε  υπολογίζουµε  την  πυκνότητα  
πιθανότητας  |Ψ|2. 
  Αυτό  τώρα  που  πρέπει  να  προσέξουµε  είναι  το  εξής:  η  επέκταση  της  
εξίσωσης  Schrödinger,  από  την  ειδική  περίπτωση  ενός  ελευθέρου  σωµατίου 
(µε  σταθερή  δυναµική  ενέργεια),  στην  γενική  περίπτωση  ενός  σωµατίου, που  
υπόκειται  σε  αυθαίρετες  δυνάµεις, που  µεταβάλλονται  µε  τον  χρόνο  και  τον  
χώρο ( το  δυναµικό  είναι  της  µορφής: V = V(x,y,z,t) ), δεν  υπάρχει  τρόπος  να  
αποδειχθεί  ότι  είναι  σωστή. Το  µόνο  που  µπορούµε  να  κάνουµε,  είναι  να  
θέσουµε  ως  αξίωµα  την  εξίσωση  του  Schrödinger, να  την  λύσουµε  για  µια  
ποικιλία  φυσικών  περιπτώσεων  και  να  συγκρίνουµε  τα  αποτελέσµατα  των  
υπολογισµών  µας  µε  τα  αποτελέσµατα  πειραµάτων. Στην  πράξη,  έχει  
αποδειχθεί  αξιοσηµείωτα  ακριβής  στην  πρόβλεψη  των  αποτελεσµάτων  των  
πειραµάτων. Πρέπει  βέβαια,  να  λάβουµε  υπόψιν  ότι  η  εξίσωση  (113)  δεν  
µπορεί  να  χρησιµοποιηθεί  για  σχετικιστικά  προβλήµατα. Αξίζει  να  
παρατηρήσουµε,  ότι  η  εξίσωση  Schrödinger  δεν  αναπαριστά  µία  επιπλέον  
αύξηση  στον  αριθµό  των  αξιωµάτων, που  απαιτούνται  για  να  περιγράψουµε  
τον  φυσικό  κόσµο.  Ο  2ος  νόµος  του  Newton, που  θεωρείται  στην  
κλασσική  µηχανική  ως  αξίωµα, µπορεί  να  εξαχθεί  από  την  εξίσωση  
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Schrödinger  µε  την  προυπόθεση,  ότι  οι  ποσότητες που  συνδέει  
λαµβάνονται  ως  µέσοι  όροι  και  όχι  ως  ορισµένες  τιµές. 

 
3.3    Εισήγηση  Heisenberg :    
    Στην  κλασσική  Φυσική ως  γνωστόν,  η  χρονική  εξέλιξη  ενός  συστήµατος  
υπολογίζεται  λύνοντας  κατάλληλες  εξισώσεις  και  εκφράζοντας  τα  
αποτελέσµατα  ως  συναρτήσεις  x(t)  και  p(t). Για  παράδειγµα, στην  περίπτωση  
ενός  σωµατίου  µάζας  m,  που  εκτελεί  απλή  αρµονική  κίνηση, η  βασική  
εξίσωση  είναι  ο  2ος  νόµος  του  Newton: F = md2x/dt2,  όπου  F = –kx  oπότε:                 
md2x/dt2 + kx = 0 (114).  
 Μία  λύση  είναι  προφανώς  η    x = acosωt (115),  µε  ω = (k/m)1/2. 
Η  γραµµική  ορµή  του  σωµατιδίου  είναι:  p = mdx/dt = –maωsinωt (116). 
Υπολογίζουµε  το  γινόµενο  xp  από  τις  σχέσεις  (115), (116) και  έχουµε : 
xp = – ma2ωcosωt.sinωt = –1/2ma2ωsin2ωt  (117) 
Φυσικά  και  η  ποσότητα  px  έχει  την  ίδια  τιµή,  άρα :  xp – px = 0  (118). 
To  αποτέλεσµα  της  σχέσης  (118)  µπορεί  να  είναι  τετριµένο,  αλλά  δεν  
είναι  αληθές. Η  συνεισφορά  του  Heisenberg  στην  κβαντοµηχανική  είναι  
ισοδύναµη  µε  το  να  πούµε  ότι  το  δεξιό  µέλος  της  (118)  δεν  είναι  στην  
πραγµατικότητα  µηδέν, αλλά  µικρή  µη  µηδενική  ποσότητα, που  η  κλασσική  

µηχανική  την  αγνοεί, ενώ  η  κβαντοµηχανική  την  λαµβάνει  υπόψιν.  Οι  
διαστάσεις  του  γινοµένου  xp  είναι   L2MT-1 ,  που  είναι  διαστάσεις  δράσης. 
Το  µηδέν  στο  δεξιό  µέλος  της  (118)  πρέπει  να  αντικατασταθεί, σύµφωνα  
µε  τον Heisenberg  µε  µία  µικρή  ποσότητα  διαστάσεων  δράσης. Τελικά ,  
αποδεικνύεται  ότι  για  να  έχουµε  συµφωνία  µε  το  πείραµα  η  µικρή  αυτή  
ποσότητα  είναι  το  iђ,  δηλαδή  έχουµε:     xp – px = iђ   (119) (αντιµεταθετική  
σχέση).  Αυτή  η  σχέση  είναι  η  πλέον  θεµελιώδης  έκφραση  στην 
κβαντοµηχανική, ολόκληρη  δε  η  θεωρία  απορρέει  εξ  αυτής.  Μια  άµεση  και  
πολύ  σηµαντική  συνέπεια  αυτής  της  σχέσης  είναι  ότι  τα  µεγέθη  x,p  δεν  
µπορούν  πλέον  να  θεωρηθούν  ως  χρονικές  συναρτήσεις,  γιατί  ως  γνωστόν  
οι  συναρτήσεις  πάντοτε  µετατίθενται.  Άρα,  µία  περίπτωση  είναι  να  
θεωρήσουµε  τα  x,p  ως  τελεστές  και  η  δεύτερη  περίπτωση  είναι  να  
θεωρηθούν  ως  πίνακες.  Τελεστής  είναι  απλά  µια  οδηγία  πράξεων, όπου  η  
σειρά  πραγµάτωσης  των  οδηγιών, επηρεάζει  το  αποτέλεσµα. Εξάλλου, ιδιότητα  
των  πινάκων  είναι  ότι  η  σειρά, µε  την  οποία  πολλαπλασιάζονται  επηρεάζει  
το  αποτέλεσµα. 
    Μία  επιλογή  αναλυτικής  εκφράσεως  των  τελεστών  x  και  p  είναι  η  
ακόλουθη :  ο  τελεστής, που  αντιστοιχεί  στην  θέση  x, εκφράζει  
πολλαπλασιασµό  µε  την  συντεταγµένη  x, η  γραµµική  ορµή  θα  ερµηνευτεί  
ως  ο  τελεστής  παραγωγίσεως  ως  προς  x,  δηλαδή :  

Τώρα  παίρνουµε  µία  συνάρτηση  Ψ  ώστε  να  δράσουν  επ’αυτής  οι  τελεστές, 
οπότε 
η  σχέση  (119)  γίνεται : 

,x x p i
x

∧ ∧ ∂
= = −

∂
�
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Ελέγχουµε  τώρα  αν  ικανοποιείται  η  σχέση  (120) : 

Αφαιρώντας  κατά  µέλη  τις  σχέσεις  (121), (122)  καταλήγουµε  στην  (120). 
Η  κβαντοµηχανική  απαιτεί  να  κάνουµε  τους  υπολογισµούς  µας  µε  τους  
τελεστές, που  αντιστοιχούν  στα  παρατηρήσιµα  µεγέθη  και  όχι  όπως  στην  
κλασσική  µηχανική  µε  αυτές  καθ’αυτές  τις  παρατηρήσιµες  ποσότητες. 
 

 

Μαθηµατική  προετοιµασία 

 

3.4   Ο Ευκλείδιος  χώρος :     Ο  γνωστός  µας  από  την  καθηµερινή  
εµπειρία  µας  Ευκλείδιος  χώρος  Ε3, είναι  ένας  γραµµικός  διανυσµατικός  
χώρος.  Ένα  διάνυσµα  v  ορίζεται  στον  Ε3  ως  ένας  γραµµικός  συνδυασµός  
τριών  µοναδιαίων  διανυσµάτων  e1,e2,e3, που  αποτελούν  µία  βάση  του  Ε3, 
δηλαδή :  u = u1e1+ u2e2+ u3e3  (123), όπου  u1,u2,u3  oι  προβολές  του  v  στους  
άξονες  x,y,z  αντίστοιχα. 
Ιδιότητες  του  Ε3 : Μπορούµε  να  ορίσουµε :  
α) το  εσωτερικό  γινόµενο  δύο  διανυσµάτων u,v:   u.v = (u,v) = u1v1+ u2v2+ u3v3 
(124) 
H  σχέση  (124)  γράφεται  και  µε  την  µορφή :  u.v = |u|.|v|cosθ  (125) ,  όπου  
θ  η  γωνία  µεταξύ  των  u  και  v. 
β) την  νόρµα  ενός  διανύσµατος : (u,u) = |u|2 = u1

2 + u2
2 + u3

2  (126) 
γ) το  µήκος  ή  µέτρο  ενός  διανύσµατος :  

  Προφανώς το  µέτρο  των  µοναδιαίων  διανυσµάτων  είναι  αντίστοιχα : 
|e1|=|e2|=|e3|=1. 
Σύµφωνα  µε  αυτούς  τους  ορισµούς, αποδεικνύονται  εύκολα  οι  επόµενες  
ιδιότητες  του  εσωτερικού  γινοµένου :      (u,v) = (v,u)    (I) ,       (u+v,w) = 
(u,w)+ (v,w)   (II) , 
(λu,v) = λ(u,v)  (ΙΙΙ)  για  κάθε  πραγµατικό  αριθµό  λ ,  |(u,v)| ≤ |u|.|v|   (IV) 
(ανισότητα  Cauchy-Schwarz). 
Για  την  νόρµα  ισχύουν : (u,u) ≥ 0  (V) ,     (u,u) = 0 ⇔ u = 0   (VI) 
Για  το  µέτρο :   |u| ≥ 0  (VII) ,    |u| = 0 ⇔ u = 0  (VIII) ,  |λu| = |λ|.|u| (IX)  για  
κάθε  πραγµατικό  αριθµό  λ,  |u+v| ≤ |u|+|v|  (X)  (ανισότητα  τριγώνου). 
∆ύο  διανύσµατα  u  και  v  είναι  ορθογώνια  µεταξύ  τους  (u ⊥ v), όταν  και  
µόνο  όταν :  (u,v) = 0  (συνθήκη  ορθογωνιότητας). Σύµφωνα  µε  την  σχέση  
(125)  για  να  λέγονται  ορθογώνια  τα  διανύσµατα  u,v  πρέπει :  θ = ± π/2. 
Όταν  τα  µέτρα  των  διανυσµάτων  είναι  ίσα  µε  την  µονάδα, όπως  τα  
διανύσµατα  βάσης  e1,e2,e3,  τότε  τα  διανύσµατα  λέγονται  κανονικά. 

( ) (120)x p p x i
∧ ∧ ∧ ∧

− Ψ = Ψ�

( ) (121)

( ) ( ) (122)

x p x i i x
x x

p x i x i x
x x

∧ ∧

∧ ∧

∂ ∂Ψ
Ψ = − Ψ = −

∂ ∂
∂ ∂Ψ

Ψ = − Ψ = − Ψ +
∂ ∂

� �

� �

2 2 2
1 2 3| | ( , ) (127)u u u u u u= = + +
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Όταν  τα  διανύσµατα  είναι συγχρόνως ορθογώνια  και  κανονικά,  
λέγονται  ορθοκανονικά. Η  ιδιότητα  της  ορθοκανονικότητας  δύο  διανυσµάτων  
ai,aj εκφράζεται  µε  την  βοήθεια  του  συµβόλου  του  Kronecker  δ  µε  την  
σχέση :    (ai,aj) = δij. Προφανώς  την  ιδιότητα  της  ορθοκανονικότητας  πληρούν  
τα  διανύσµατα  βάσης e1,e2,e3. 
 
3.5    Χώρος  Hilbert:   

   Οι  παραπάνω  ιδιότητες  και  µερικές  ακόµη  των  διανυσµάτων  του  Ε3  
µπορούν  να  γενικευθούν  και  σε  “αφηρηµένους  χώρους”  απείρων  
διαστάσεων, όπου  όµως  τα  γνωστά  µας  διανύσµατα  έχουν  αντικατασταθεί  
από  “αφηρηµένα  διανύσµατα”, που  το  καθένα  αντιστοιχεί  σε  µια  συνάρτηση  
Ψ(Ν). Ο  αφηρηµένος  αυτός  χώρος  των  απείρων  διαστάσεων  είναι  ένας  
“συναρτησιακός  χώρος”, του  οποίου  κάθε  στοιχείο  είναι  γενικά  µία  µιγαδική  
συνάρτηση. Ένας  γραµµικός  συναρτησιακός  χώρος  του  τύπου  αυτού  είναι  ο  
“χώρος  Hilbert (Η)”.  
  Ο  χώρος  Hilbert  µπορεί  να  θεωρηθεί  ως  µια  γενίκευση  του  
διανυσµατικού  χώρου  Ε3   (ή  καλύτερα  του  Εn). Η  γενίκευση  αυτή  γίνεται  
ταυτόχρονα  προς  δύο  κατευθύνσεις: 
Α) ο  χώρος  του  Hilbert  είναι  ένας  διανυσµατικός  χώρος  που  γενικά  έχει  
άπειρες  διαστάσεις (ο  αριθµός  των  γραµµικά  ανεξαρτήτων  διανυσµάτων  
τείνει  στο  άπειρο), 
Β) ο  χώρος  του  Hilbert  ορίζεται  µε  την  βοήθεια  του  σώµατος  C  των  
µιγαδικών  αριθµών.  
  O  χώρος  Η  παρέχει  µια  επαρκή  γλώσσα  για  την  διατύπωση  των  
αιτηµάτων  και  ολόκληρου  του  εννοιολογικού  συστήµατος  της  
κβαντοµηχανικής. Προσφέρει  συγχρόνως  µια  “γεωµετρική”  αντίληψη  για  τα  
κβαντικά  φυσικά  φαινόµενα. 
  Όπως  έχουµε  αναφέρει  οι  δυνατές  φυσικές  καταστάσεις  ενός  
κβαντοµηχανικού  συστήµατος  εκφράζονται  από  µια  τετραγωνικά  
ολοκληρώσιµη  κυµατοσυνάρτηση  Ψ(r,t).  Το  σύνολο  των  καταστάσεων  ενός  
κβαντικού  συστήµατος  αποτελεί  ένα  διανυσµατικό  χώρο. Μπορούµε  να  
θεωρήσουµε  τις  φυσικές  καταστάσεις  σαν  διανύσµατα  ενός  διανυσµατικού  
χώρου. Τα  διανύσµατα  αυτά  λέγονται  διανύσµατα  καταστάσεως  ή  
καταστατικά  διανύσµατα. 
   Ακολουθώντας  τον  Dirac,  θα  συµβολίσουµε  αυτά  τα  καταστατικά  
διανύσµατα  του  Η  µε  το  σύµβολο:  | > (διάνυσµα  ket), µε  δείκτη  την  
αντίστοιχη κυµατοσυνάρτηση. Μία  κατάσταση  που  περιγράφεται  από  την  
κυµατοσυνάρτηση  Ψ, στον  διανυσµατικό  χώρο  µε  τον  συµβολισµό  Dirac  
περιγράφεται  από  το  ket  |Ψ>. 
  Ως  γνωστόν  ένα  σύνολο  του  οποίου  κάθε  γραµµικός  συνδυασµός  των  
στοιχείων  του  ανήκει  πάλι  στο  σύνολο, ονοµάζεται  “διανυσµατικός  χώρος”, 
οπότε  και  για  τον  χώρο  Η  αν  πάρουµε  π.χ.  δύο  οποιαδήποτε  διανύσµατα  
|u>  και  |v>  του  χώρου  H , κάθε  γραµµικός  συνδυασµός   λ|u> + µ|v> ,  ∀ λ,µ 
∈ C,  αποτελεί  ένα  καλά  ορισµένο  διάνυσµα  του  Η. 
Ανάλογα  µε  τον  χώρο  στον  οποίο  υλοποιούνται  τα  αφηρηµένα  αυτά  
διανύσµατα  γράφουµε  την  αντίστοιχη  “οντότητα”  µέσα  στο  ket. Για  
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παράδειγµα,  αν  το  αφηρηµένο  διάνυσµα  υλοποιείται  στον  
τρισδιάστατο  χώρο,  η  αντίστοιχη  “οντότητα”  είναι  το  διάνυσµα  α, και  λέµε  
ότι  |α> ⇔ α ,  ενώ  αν  η “οντότητα”  είναι  µια  συνεχής  συνάρτηση  f  τότε :  
|f> ⇔ f. 
Το  συζυγές  του  ket  είναι  επίσης  ένα  διάνυσµα, που  ονοµάζεται  bra  και  
συµβολίζεται  ως  < | ,   και  αντιστοιχεί  στην  συζυγή  κυµατοσυνάρτηση  Ψ*.    
Επειδή  µια  βασική  ιδιότητα  των  διανυσµατικών  χώρων  είναι  η  ύπαρξη  

του  εσωτερικού  γινοµένου, αν  |Ψ1>  και  |Ψ2>  είναι  δύο  διανύσµατα  του  
διανυσµατικού  χώρου  των  φυσικών  καταστάσεων, το  εσωτερικό  τους  
γινόµενο  είναι  ένας  µιγαδικός  αριθµός, που  δίνεται  από  την  σχέση :  
όπου  το  σύµβολο  < | >  ονοµάζεται  bracket (αγκύλη)  και  dV  ο  στοιχειώδης  
χώρος  που  ορίζεται  από  τις  Ν  διαστάσεις  στον  χώρο.   
  Η  κβαντική  µηχανική  µπορεί  να  διατυπωθεί  µε  πολλούς  διαφορετικούς  
τρόπους. Ένας  τρόπος  είναι  αυτός  που  στηρίζεται  στον  αφηρηµένο  χώρο  
του  Hilbert  και  χρησιµοποιεί  τον  συµβολισµό  του  Dirac. Ένας άλλος πολύ  
συνηθισµένος  τρόπος  είναι εκείνος  που  χρησιµοποιεί  όχι  τον  αφηρηµένο  
χώρο  του  Hilbert, αλλά  µια  συγκεκριµένη  πραγµάτωσή  του. Πρόκειται  για  
τον  συναρτησιακό  ή  τον  “κυµατικό”  τρόπο  παρουσίασης  της  κβαντικής  
µηχανικής. Η  “συναρτησιακή  πραγµάτωση”  του  χώρου  του  Hilbert, ορίζεται  
ως  ο  χώρος  όλων  των  ολοκληρώσιµων  κατά  τετράγωνο  συναρτήσεων  µε  
πεδίο  ορισµού  τους  πραγµατικούς  αριθµούς  και  πεδίο  τιµών  τους  
µιγαδικούς  αριθµούς. 
  Παρακάτω  αναφέρουµε  µερικές  ιδιότητες  του  συναρτησιακού  χώρου  του  
Hilbert: 
1) ο  χώρος  Η  είναι  γραµµικός. Αν  Ψ1, Ψ2,…, Ψn,  συναρτήσεις  του  χώρου  
αυτού, τότε  κάθε  γραµµικός  συνδυασµός  αυτών  θα  δίνει  µια  συνάρτηση  Ψ  
του  ίδιου  χώρου, δηλαδή :   Ψ = c1 Ψ1+ c2 Ψ2+…+ cn Ψn , όπου c1, c2,…, cn  
σταθερές (γενικά  µιγαδικοί  αριθµοί). 
2) Το  εσωτερικό  γινόµενο  δύο  συναρτήσεων  Ψ1(Ν), Ψ2(Ν)  του  χώρου  Η,  
δίνεται  από  την  σχέση :   

 όπου  dN  είναι  ο  στοιχειώδης  χώρος  που  ορίζεται  από  τις  µεταβλητές  Ν. 
 
 

3) η  απεικόνιση  ενός  χώρου  S  πάνω  στον  εαυτό  του  πραγµατοποιείται  µε  
έναν  τελεστή  Â, που  όταν  δράσει  πάνω  σε  µία  συνάρτηση  Ψ  του  χώρου  
S, δίνει  µία  άλλη  συνάρτηση  Ψ΄  που  ανήκει  και  αυτή  στον  ίδιο  χώρο  S, 
δηλαδή : 
                                                  Ψ∈S :  ÂΨ=Ψ΄∈S 
H  Ψ΄ που  προκύπτει  ονοµάζεται  και  εικόνα  της  Ψ. 
 
 

*
1 2 1 2| (128)

V

dV< Ψ Ψ >= Ψ Ψ∫

*
1 2 1 2( ( ), ( )) ( ) ( ) (129)N N N N dNΨ Ψ = Ψ Ψ∫
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3.6     Η  έννοια  του  τελεστή :      

    Θεωρούµε  ως  χώρο  S  το  διάστηµα  (-∞,+∞),  στο  οποίο  ορίζεται  το  
σύνολο  των  συναρτήσεων  Ψ, που  υποθέτουµε  ότι  έχουν  όλες  τις  ιδιότητες  
(συνέχεια, πολλαπλή  παραγωγισιµότητα κ.λ.π.)  ώστε  να  διασφαλίζεται  η  
νοµιµότητα  όλων  των  δυνατών  πράξεων, που  µπορούµε  να  κάνουµε  πάνω  
τους. Τελεστής  είναι  µία  µαθηµατική  έκφραση, που  καθορίζει  µια  σειρά  
µαθηµατικών  πράξεων, που  εκτελούµενες  πάνω  σε  µία  συνάρτηση  Ψ  την  
µετασχηµατίζει  σε  µία  άλλη  συνάρτηση  Ψ΄  του  ίδιου  χώρου  S.  Η  µορφή  
του  τελεστή  καθορίζει  το  είδος  και  την  σειρά  των  µαθηµατικών  πράξεων  
και  εξαρτάται  από  τον  εκάστοτε  χρησιµοποιούµενο  χώρο. 
Στην  κβαντοµηχανική  οι  τελεστές  που  χρησιµοποιούµε  είναι  οι  γραµµικοί. 
Αν  Â  είναι  ένας  γραµµικός τελεστής  ισχύει: 
                 Â(c1Ψ1+ c2Ψ2) = c1( Â Ψ1)+c2(ÂΨ2) = c1Ψ1΄+c2Ψ2΄ 
όπου  c1,c2  σταθερές (γενικά  µιγαδικοί  αριθµοί). Παρατηρούµε  ότι  η  δράση  
τους  πάνω  σε  ένα  γραµµικό  συνδυασµό  συναρτήσεων  δίνει  τον  αντίστοιχο  
γραµµικό  συνδυασµό  των  εικόνων  τους. Στο  εξής  επειδή  θα  συναντάµε  
µόνο  γραµµικούς  τελεστές   θα  παραλείπουµε  τον  προσδιορισµό  “γραµµικός”  
χάριν  απλότητας. 
Άλγεβρα  τελεστών:   1) πρόσθεση  τελεστών: (Â1 + Â2)Ψ = Â1 Ψ+ Â2 Ψ , 
2) πολλαπλασιασµός  τελεστών:  (Â1 Â2)Ψ = Â1 (Â2 Ψ) 
Οι  πράξεις  ανάµεσα  στους  τελεστές  έχουν  όλες  τις  γνωστές  µας  από  την  
αριθµητική  ιδιότητες  εκτός  από  µία, την  µεταθετικότητα  του  
πολλαπλασιασµού,  δηλαδή  εν  γένει  ισχύει : Â1 Â2Ψ  ≠ Â2 Â1Ψ .   Αυτό   
σηµαίνει  ότι  οι  τελεστές Â1  και Â2  δεν  µετατίθενται (βλέπε  παράδειγµα  στην  
§3.3). Φυσικά  υπάρχουν  και  τελεστές  που  µετατίθενται. Ορίζουµε  ως  
αντιµεταθέτη  ή  εναλλάκτη  δύο  τελεστών Â1  και Â2  τον  τελεστή  [Â1, Â2], που  
δίνεται  από  την  σχέση :   
                                                    [Â1, Â2] = Â1 Â2 – Â2 Â1 . 
Αν   ισχύει :   [Â1, Â2] = 0   σηµαίνει   ότι   οι   τελεστές  Â1, Â2  µετατίθενται,  
ενώ   αν [Â1, Â2] ≠ 0, τότε  οι  Â1, Â2 δεν  µετατίθενται. 
3) Αντίστροφος  τελεστής  Â-1 :  γι’αυτό  τον τελεστή ισχύει   Â Â-1 = Â-1 Â = Î,  
όπου  Î 
είναι  ο  µοναδιαίος  τελεστής. Ο  µοναδιαίος  τελεστής  έχει  την  ιδιότητα  να  
αφήνει  αναλλοίωτη  κάθε  συνάρτηση  πάνω  στην  οποία  ενεργεί. 
4) Μηδενικός  τελεστής  Ô :  είναι  ο  τελεστής  που  απεικονίζει  οποιαδήποτε  
συνάρτηση  σε  µια  συνάρτηση  ίση  εκ  ταυτότητος  µε  το  µηδέν. 
Ιδιοσυναρτήσεις  και  ιδιοτιµές  ενός  τελεστή :  Συµβαίνει  µερικές  φορές, όταν  
ένας  τελεστής  Â  δράσει  σε  µία  κατάλληλη  συνάρτηση  Ψ, να  ξαναπάρουµε  
την  ίδια  συνάρτηση  πολλαπλασιασµένη  µε  έναν  αριθµό  α, δηλαδή:    ÂΨ = α 
Ψ  (130). Αν  µία  συνάρτηση  ικανοποιεί  την  (130)  ονοµάζεται  ιδιοσυνάρτηση  
του  τελεστή. Ο  αριθµός  α  ονοµάζεται  ιδιοτιµή  του  τελεστή  και  είναι  εν  
γένει  µιγαδικός  αριθµός.  
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Η  εξίσωση (130)  ονοµάζεται  εξίσωση  ιδιοτιµών  του  τελεστή Â. 
Γενικά, ένας  τελεστής  µπορεί  να  έχει  πολλές  ιδιοσυναρτήσεις  και  πολλές  
ιδιοτιµές. Είναι        
δυνατόν  σε  µία  ιδιοτιµή  του  τελεστή Â να  αντιστοιχούν  δύο  ή  και  
περισσότερες  γραµµικά  ανεξάρτητες  ιδιοσυναρτήσεις (γραµµικά  ανεξάρτητες  
δύο  συναρτήσεις F1,F2 είναι  αυτές  για  τις  οποίες  αν  ισχύει:  κF1 + λF2 = 0,  
τότε  πρέπει: κ = λ = 0). Οι  ιδιοσυναρτήσεις  αυτές  ονοµάζονται  εκφυλισµένες. 
       Συναφής  ή  συζυγής  τελεστής  του  Â είναι   ο  τελεστής  Â+  που  για  
κάθε  δύο  συναρτήσεις  Ψ1,Ψ2  ικανοποιεί  την  σχέση :  (Ψ1, Â Ψ2) = (Â+Ψ1,Ψ2)  

ή  ισοδυνάµως : 
Η  ολοκλήρωση  γίνεται  στην  περιοχή  µεταβολής  των  ανεξαρτήτων  
µεταβλητών  και  µε  το  dV   συµβολίζουµε  τον  στοιχειώδη  χώρο  της  
περιοχής  αυτής. 
Ερµιτιανός  τελεστής  ή  αυτοσυναφής  ή  αυτοσυζυγής:  Είναι  ο  τελεστής  που  
συµπίπτει  µε  τον  συναφή  του,  δηλαδή Â = Â+   ή  ισοδυνάµως : 

Μία  βασική  ιδιότητα  του  ερµιτιανού  τελεστή  είναι  ότι  οι  ιδιοτιµές  του  
είναι  πραγµατικές. 
Απόδειξη:  Έστω  Ψ  µία  ιδιοσυνάρτηση  ερµιτιανού  τελεστή  και  α  η  

αντίστοιχη  ιδιοτιµή. Iσχύει :  Â Ψ = α Ψ .   Σύµφωνα  µε  την  (132)  έχουµε:   
Η  τελευταία  ισότητα  ως  γνωστόν  δείχνει  ότι  ο  α  είναι  πραγµατικός  
αριθµός. 
Συνθήκη  ορθογωνιότητας : ∆ύο  συναρτήσεις  Ψ1,Ψ2  λέγονται  ορθογώνιες  όταν : 

(Ψ1,Ψ2) = ∫Ψ1
*Ψ2dV = 0 

Συνθήκη  κανονικοποίησης :  Μία  συνάρτηση  Ψ  είναι  κανονικοποιηµένη  όταν : 
(Ψ,Ψ) = ∫Ψ*ΨdV = 1 

Παρατήρηση 1Η :   Οι  ιδιοσυναρτήσεις  ενός  ερµιτιανού  τελεστή, που  
αντιστοιχούν  σε  διαφορετικές  ιδιοτιµές, είναι  ορθογώνιες. 
Απόδειξη: Αν  Ψ1,Ψ2  είναι  δύο  ιδιοσυναρτήσεις  του  ερµιτιανού  τελεστή Â,  
µε  ιδιοτιµές  α1,α2  αντίστοιχα (α1 ≠ α2), τότε  θα  έχουµε: 
             ∫Ψ1

* Â Ψ2 dV = α2 ∫Ψ1
* Ψ2 dV ,        ∫( Â Ψ1)

* Ψ2 dV = α1 ∫Ψ1
* Ψ2 dV 

Eπειδή  Â  είναι  ερµιτιανός  τελεστής, σύµφωνα  µε  την  (132)  θα  έχουµε : 
α2 ∫Ψ1

* Ψ2 dV = α1∫Ψ1
* Ψ2 dV ⇔ (α2 - α1) ∫Ψ1

* Ψ2 dV = 0.   Αλλά  αφού  έχουµε  α1 ≠ 
α2  τότε  α2 - α1 ≠ 0 , οπότε  θα  ισχύει :  ∫Ψ1

*Ψ2 dV = 0   δηλαδή  οι  συναρτήσεις 
Ψ1,Ψ2 είναι  ορθογώνιες. 
Παρατήρηση 2Η :   Επειδή  οι  ιδιοσυναρτήσεις  ενός  τελεστή  ικανοποιούν  µια  
γραµµική  οµογενή  εξίσωση, αυτές  καθορίζονται  µε  µια  αυθαίρετη  σταθερά. 
Μπορούµε  να  εκλέξουµε  την  σταθερά  αυτή  έτσι  ώστε  οι  ιδιοσυναρτήσεις  
να  είναι  κανονικοποιηµένες. Έτσι  όταν  έχουµε  ιδιοσυναρτήσεις  ερµιτιανού  

* *
1 2 1 2

ˆ ˆ( ) (131)A dV A dV+Ψ Ψ = Ψ Ψ∫ ∫

* *
1 2 1 2

ˆ ˆ( ) (132)A dV A dVΨ Ψ = Ψ Ψ∫ ∫

* * * *

* * * *

ˆ ˆ( ) ( )A dV A dV dV dV

a dV a dV a a

α αΨ Ψ = Ψ Ψ ⇔ Ψ Ψ = Ψ Ψ ⇔

Ψ Ψ = Ψ Ψ ⇔ =

∫ ∫ ∫ ∫
∫ ∫
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τελεστή, που  αντιστοιχούν  σε  διακεκριµένες  ιδιοτιµές, γράφουµε  
σύµφωνα  µε  τα  παραπάνω: 
                 ∫Ψi

* Ψj dV = δij ,    όπου δij   το  δέλτα  του  Kronecker. 
 

Iδιοτιµές  ερµιτιανών  τελεστών : 
1) το  άθροισµα  δύο  ερµιτιανών  τελεστών  είναι  επίσης  ερµιτιανός  τελεστής. 
2) το  γινόµενο  δύο  ερµιτιανών  τελεστών  είναι  επίσης  ερµιτιανός, εφόσον  οι  
τελεστές  µετατίθενται. 

3) Σε  κάθε  ερµιτιανό  τελεστή Â αντιστοιχεί  ένα  σύνολο  ιδιοτιµών  αn  και  
ιδιοσυναρτήσεων  Ψn ,  που  ικανοποιούν  την  εξίσωση  ιδιοτιµών : ÂΨn = αn 
Ψn,  όπου  n = 1,2,3,… 

4) Oι  ιδιοτιµές  ενός  ερµιτιανού  τελεστή  είναι  πραγµατικοί  αριθµοί. 
5) Οι  ιδιοσυναρτήσεις  ενός  ερµιτιανού  τελεστή  είναι  ορθοκανονικές, δηλαδή  
ισχύει: 

                                       ∫Ψm
* Ψn dV = δnm 

6)  Οι  ιδιοσυναρτήσεις  ενός  ερµιτιανού  τελεστή  αποτελούν  πλήρες  σύστηµα 
(ιδιότητα επαλληλίας),   δηλαδή  κάθε  συνάρτηση  Ψ  του  χώρου  στον  
οποίο  δρα  ο  τελεστής  µπορεί  να  αναπτυχθεί  σε  µία  σειρά  
ιδιοσυναρτήσεων  του  τελεστή, σύµφωνα  µε την  σχέση :    

      όπου  αn  είναι  γενικά  µιγαδικοί  αριθµοί.  Την  ιδιότητα  αυτή  την  
έχουν  µόνον  οι  ερµιτιανοί  τελεστές, που  χρησιµοποιούνται  στην  
κβαντοµηχανική.  Οι  συντελεστές  αn  υπολογίζονται  ως  εξής :    Ως  
γνωστόν    (Ψn,Ψ) =  ∫Ψn

* Ψ dV   οπότε  µε  βάση  την  σχέση  (133)  έχουµε 

:  
       Εφόσον  οι  συναρτήσεις  Ψn  είναι  ορθοκανονικές, θα  έχουµε :  (Ψn,Ψ) = 

αn , άρα  
      αn = ∫Ψn

* Ψ dV . 
7)   Η  µέση  τιµή  ενός  ερµιτιανού  τελεστή  είναι  πάντα  πραγµατική. 
Με  βάση  τις  παραπάνω  ιδιότητες  µπορούµε  να  διατυπώσουµε  την  
ακόλουθη  πρόταση, που  συνδέει  την  φύση  µε  τον  µαθηµατικό  φορµαλισµό: 
    “Σε  κάθε  παρατηρήσιµο  φυσικό  µέγεθος  της  κλασσικής  Μηχανικής (θέση, 
ταχύτητα, ορµή, ενέργεια, κ.λ.π.)  αντιστοιχεί  στην  Κβαντοµηχανική  ένας  
ερµιτιανός  τελεστής, που  ενεργεί  πάνω  στην  κυµατοσυνάρτηση  Ψ. Μεταξύ  
των  ερµιτιανών  αυτών  τελεστών, ισχύουν  οι  ίδιες  αλγεβρικές  σχέσεις, που  
ισχύουν  και  µεταξύ  των  αντίστοιχων  µεγεθών  της  κλασσικής  Μηχανικής. Οι  
µόνες  “επιτρεπτές”  τιµές, δηλαδή  οι  µόνες  τιµές  που  µπορεί  να  πάρει  ένα  
φυσικό  µέγεθος, είναι  οι  ιδιοτιµές  του  αντίστοιχου  τελεστή”. 
 
3.7   Αντιστοιχία  φυσικών  µεγεθών – τελεστών  :     
    Με  βάση  τα  προηγούµενα  ορίζουµε  τους  τελεστές, που  αντιστοιχούν  
στις  συντεταγµένες  x,y,z,  στις  συνιστώσες  της  ορµής  px, py, pz   και  στην  

(133)n n
n

aΨ = Ψ∑

* * * *
1 1 2 2( , ) ( ) ...n n n n n n n n n

n

a dV a dV a dV a dVΨ Ψ = Ψ Ψ = Ψ Ψ + Ψ Ψ + + Ψ Ψ∑∫ ∫ ∫ ∫



 

 

61

61

ενέργεια  Ε  ενός  σωµατίου.  Συναρτήσει  των  τελεστών  αυτών  
µπορεί  να  εκφραστεί  ο  τελεστής, που  αντιστοιχεί  σε  οποιοδήποτε  άλλο  
µέγεθος  της  κλασσικής  Μηχανικής. 
Για   την  συντεταγµένη  x,  ο  αντίστοιχος  τελεστής  είναι  ένας  
πολλαπλασιαστικός  τελεστής,  που  µετατρέπει  την   Ψ   στην   xΨ,  οµοίως  
για  την  συντεταγµένη  y   ο τελεστής  µετατρέπει  την  Ψ  σε  yΨ  και  για  
την  z  ο  τελεστής  µετατρέπει  την  Ψ  σε  zΨ. Συµβολικά  έχουµε : 

 
  Η τριάδα  των  τελεστών των συντεταγµένων  x,y,z  αποτελεί  τον τελεστή της  
θέσης r: 

Για  τις  συνιστώσες  της  ορµής  px, py, pz   αντιστοιχούν  οι  διαφορικοί  τελεστές : 

 
Η  τριάδα  των  τελεστών  των  ορµών  px, py, pz  αποτελεί  τον  τελεστή  της  ορµής  
p : 

Τέλος, το  φυσικό  µέγεθος  Ε  της  ενέργειας  αντιστοιχεί  στον  τελεστή : 

Συµπερασµατικά  µπορούµε  να  αναφέρουµε  δύο  βασικές  προτάσεις, που  
αποτελούν  τον  σύνδεσµο  µεταξύ  της  µέτρησης (πείραµα)  και  του  
υπολογισµού (θεωρία). 
1η:  Σε  κάθε  µετρήσιµο  φυσικό  µέγεθος  Α(r,p)  αντιστοιχεί  ένας  ερµιτιανός  
κβαντικός  τελεστής Â ,  που  λαµβάνεται  µε  αντικατάσταση  των  µεγεθών  r,p  
µε  τους  αντίστοιχους  τελεστές  τους  σύµφωνα  µε  τις  σχέσεις  (134), (135), 
δηλαδή  έχει  την  µορφή :   Â (r,-iђ∇). 
2η :   Οι  τιµές  ενός  µετρήσιµου  φυσικού  µεγέθους  Α(r,p),  που  µπορεί  να  
ληφθούν  κατά  την  µέτρησή  του,  είναι  ίσες  µε  τις  ιδιοτιµές  αn  του  
αντίστοιχου  τελεστή Â, που  υπολογίζονται  από  την  αντίστοιχη  εξίσωση  
ιδιοτιµών : 

Â Ψn(r) = αn Ψn(r) 
όπου  Ψn(r)  είναι  οι  ιδιοσυναρτήσεις  του  τελεστή  Â. 
Για  παράδειγµα  όλων  των  ανωτέρω  ας  ορίσουµε  τον  τελεστή  της 
χαµιλτονιανής και  µετά  να  γράψουµε  την  εξίσωση  Schrödinger  µε  την  
χρήση  τελεστών. 
Υπενθυµίζουµε  ότι  στην  κλασσική  µηχανική  ονοµάζουµε  χαµιλτονιανή 
(Hamiltonian) H  την  συνάρτηση :  Η = Η(x,p) = (p2/2m) + U(x) ,    που  δίνει  την  
ολική  ενέργεια (κινητική  και  δυναµική)  του  σωµατίου.  Υπόψιν  ότι  το  

ˆ ˆ ˆ, ,x x y y z zΨ = Ψ Ψ = Ψ Ψ = Ψ

ˆ (134)r rΨ = Ψ

ˆ ˆ ˆ ˆ, ,

ˆ ˆ

x x y y

z z

p i a a p i p i a a p i
x x y y

a p i a a p i
z z

ρ ρ

κ ι ρ

∂ ∂Ψ ∂ ∂Ψ
= − Ψ = − = − Ψ = −

∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂Ψ

= − Ψ = −
∂ ∂

� �� � � �

�� �
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σύµβολο  Ε  της  ολικής  ενέργειας,  το  χρησιµοποιούµε για µια  
συγκεκριµένη  σταθερή  τιµή  της  ενέργειας  του  σωµατιδίου, ενώ  το  σύµβολο  
Η  και  το  όνοµα  Χαµιλτονιανή, όταν  θεωρούµε  την  ολική  ενέργεια  σαν  
µια  καθορισµένη  συνάρτηση  των  x  και  p.  Όταν  η  δυναµική  ενέργεια  U  
είναι  µηδέν  η  Χαµιλτονιανή  έχει  µόνο  τον  όρο  p2/2m  της  κινητικής  
ενέργειας  και  ονοµάζεται  “ελεύθερη  Χαµιλτονιανή”, συµβολίζεται  δε  µε  Η0.  
Ο  τελεστής  της  ελεύθερης  Χαµιλτονιανής  είναι : 

 
Αν  επιδράσει  τώρα  αυτός  ο  τελεστής  στην  κυµατοσυνάρτηση  Ψ, έχουµε: 

 
Για  τον  τελεστή  της  Χαµιλτονιανής , θα  έχουµε : 

Εποµένως  η  εξίσωση  Schrödinger  µε  την  βοήθεια  των  τελεστών  γίνεται : 

 Για  µια  τρισδιάστατη  κίνηση  σωµατίου  σε  ένα  τυχαίο  δυναµικό  V(r,t)  η  
Χαµιλτονιανή  γίνεται :   

 οπότε  ο  αντίστοιχος   τελεστής  του  είναι : 

                           
 3.8  ∆ιανυσµατικός  χώρος :     
    Ανάλογος   είναι  ο  ρόλος  ενός  τελεστή   στον  διανυσµατικό  χώρο. 
Συγκεκριµένα, όταν  ένας  τελεστής  Â  δρα  πάνω  σε  ένα  διάνυσµα  του  
χώρου  Η, το  µετασχηµατίζει  σε  ένα  άλλο  διάνυσµα  του  ίδιου  χώρου, 
δηλαδή :  

Â |u> = |v>. 
Γενικά  όλες  οι  ιδιότητες, που  ισχύουν για  τους  τελεστές  όταν  δρουν  σε  
συναρτήσεις  ισχύουν  αντίστοιχα  και  για  τα  διανύσµατα. Για  παράδειγµα, η  
εξίσωση  ιδιοτιµών  στην  αναπαράσταση  του  διανυσµατικού  λογισµού  είναι : 

Â |a> = α |a>      (138) 
Το  διάνυσµα  |a>  ονοµάζεται  ιδιοδιάνυσµα  του  τελεστή  Â  και  ο  αριθµός  
α  λέγεται  ιδιοτιµή  του  τελεστή  Â. 
 Αντίστοιχα  η  εξίσωση  των  ιδιοτιµών  του  Χαµιλτονιανού  τελεστή  στον  
διανυσµατικό  χώρο  των  φυσικών  καταστάσεων, έχει  την  µορφή : 
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όπου  |Ψn>  και  Εn   τα  ιδιοδιανύσµατα  και  οι  ιδιοτιµές  αντίστοιχα  της  
ολικής  ενέργειας  του  φυσικού  συστήµατος, όταν  αυτό  βρίσκεται  σε  στάσιµη  
κατάσταση (ιδιοκατάσταση)  µε  ολική  ενέργεια  Εn.  Η  σχέση (139)  είναι  η  
εξίσωση Schrödinger ,  κάθε  δε  γραµµικός  συνδυασµός  των  ορθοκανονικών  
ιδιοδιανυσµάτων   |Ψn>  θα  δίνει  ένα  καταστατικό  διάνυσµα,  δηλαδή :  

Να  θυµίσουµε  ότι  ένα  σύνολο  διανυσµάτων  {|un>}  του  Η  µε   
πεπερασµένο  ή  άπειρο  πλήθος  στοιχείων, ονοµάζεται  ορθοκανονικό  αν :  

<ui|uj> = δij . 
Ένα  σύνολο  διανυσµάτων  {|vn>},  γενικά  µε  άπειρο  πλήθος  στοιχείων, 
ονοµάζεται  πλήρες, αν  κάθε  διάνυσµα  |Ψ>  του  χώρου  Η  µπορεί  να  γραφεί  
ως  γραµµικός  συνδυασµός :     

όπου  οι  µιγαδικοί  αριθµοί  αn  δεν  είναι  τίποτα  άλλο από  τα  εσωτερικά  
γινόµενα  του  διανύσµατος  |Ψ>  µε  όλα  τα  διανύσµατα  του  πλήρους  
συνόλου  {|vn>},  ή  κατ’άλλον  τρόπο  οι  συνιστώσες  του  |Ψ>  κατά  τα  
διανύσµατα  {|vn>} δηλαδή: 

αn = <vn|Ψ> . 
Ένα  σύνολο  διανυσµάτων  {|en>}, γενικά  µε  άπειρο  πλήθος  στοιχείων, 
ονοµάζεται  ορθοκανονική  βάση  του  Η  αν  είναι  ταυτόχρονα  και  
ορθοκανονικό  και  πλήρες, δηλαδή  αν  για  κάθε  |Ψ>  του  Η  έχουµε: 

όπου  και  εδώ  οι  συνιστώσες  εn  γράφονται :   εn = <en|Ψ>. 
 

3.9    Aναπαράσταση  γραµµικών  τελεστών  µε  πίνακες :     
   Σε  ορισµένες  περιπτώσεις, που  ο  συναρτησιακός  φορµαλισµός  δεν  µπορεί  
να  εφαρµοστεί  , π.χ.  στην  περίπτωση  της  µελέτης  του  spin   ενός  
κβαντικού  συστήµατος, χρησιµοποιούµε  έναν  άλλο  φορµαλισµό, που  βασίζεται  
στους  πίνακες  και  χρησιµοποιήθηκε  από  τον  Heisenberg  προκειµένου  να  
µελετήσει  τα  κβαντικά  συστήµατα. 
  Ο  νέος  αυτός  τρόπος  περιγραφής  και  µελέτης  των  κβαντικών  φυσικών  
συστηµάτων  και  των  διαφόρων  φαινοµένων, που  συνδέονται  µε  τα  
συστήµατα  αυτά, βασίζεται  στα  εξής:   
      Σε  ένα  Ν-διάστατο  χώρο  ή  και  απείρων  διαστάσεων  γραµµικό  χώρο 
(χώρος  Ηilbert  H) των  καταστάσεων  ενός  συστήµατος, στον  οποίο  έχει  
οριστεί  µια  ορθοκανονική  βάση  {|en>}, i = 1,2,…,N  ή  άπειρο,  κάθε  
διάνυσµα  |Ψ>, που  περιγράφει  µια  φυσική  κατάσταση  του  συστήµατος, 
αναπαρίσταται  µε  ένα  µονόστηλο  πίνακα  τόσων  στοιχείων  όσες  είναι  και  
οι  διαστάσεις  του  χώρου  και  κάθε  γραµµικός  τελεστής, που  δρα  στον  
διανυσµατικό  αυτό  χώρο  µπορεί  να  παρασταθεί  µε  ένα  κατάλληλο   πίνακα. 
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Ας  δούµε  πως  ένας  γραµµικός  τελεστής  µπορεί   να  
αντιπροσωπευθεί  από  ένα  πίνακα.  Ξεκινάµε  από  την  σχέση :   Â|u> = |v>. Τα  
δύο  διανύσµατα   |u> και  |v>  µπορούν  να  αναπτυχθούν  σε  µία  

ορθοκανονική  βάση {|en>} : 

Όµως :  
 
Ας  συµβολίσουµε  τώρα  τις  συνιστώσες  των  διανυσµάτων  |u>  και  |v>  στην  
βάση {|en>}  :     vm = <em|v> ,        un = <en|u>      και  τους  µιγαδικούς  

γενικά  αριθµούς, που  υπεισέρχονται  στην  προηγούµενη  παράσταση  και  

χαρακτηρίζουν  τον  τελεστή  Â  µε Âmn ,  δηλαδή :      Âmn = <em| Â|en> . 
Τώρα  µε  βάση  τα  προηγούµενα  σύµβολα  θα  έχουµε : 
Μπορούµε  ένα  διάνυσµα  µε  βάση  τα  προηγούµενα  να  παρασταθεί  µε  ένα 

µονόστηλο  πίνακα, του  οποίου  κάθε  στοιχείο  να  είναι  ένας  µιγαδικός  
αριθµός. Η  τελευταία  σχέση  (140)  µπορεί  να  γραφεί  ως  µια  εξίσωση  
πινάκων  άπειρης  τάξης: 
ή  µε  την  συµπαγή  µορφή :  [v] = [Â] [u]. 
Ο  πίνακας  [Â]  ονοµάζεται  αντιπροσωπευτικός  πίνακας  του  τελεστή  Â  
στην  βάση  {|en>}. Προφανώς  όλα  όσα  αναφέρθησαν  για  τον  χώρο  του  
Hilbert  και  τους  γραµµικούς  τελεστές  που  δρουν  σ’αυτόν  µπορούν  να  
ξαναδιατυπωθούν  στην  γλώσσα  των  πινάκων. Για  παράδειγµα, ένας  ερµιτιανός  
τελεστής Â  είναι  ένας  τελεστής, του  οποίου  ο  αντιπροσωπευτικός  πίνακας  
έχει  στοιχεία  που  υπακούουν  στην  σχέση :  
                                                    

Âmn = Ânm
* . 

 
3.10    Βασικές  στατιστικές  έννοιες :    
1)  Μέση  τιµή:  Έστω  ένα  στατιστικό  µέγεθος  Α, που  παίρνει  τις  διάκριτες  

τιµές  α1,α2,…,αn.  Αν  σε  ένα  συνολικό  αριθµό  µετρήσεων  Ν   η  τιµή α1  
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εµφανίζεται  Ν1  φορές,  η  τιµή α2  Ν2  φορές  κ.ο.κ.  τότε  η  µέση  
τιµή  <Α>  δίνεται  από  τον  τύπο : 
όπου  fn = Nn/N   oι  συχνότητες  εµφάνισης  των  δυνατών  τιµών  του  Α.  Αν  
το  Ν  τείνει  στο  άπειρο  οι  συχνότητες  fn  τείνουν  στις  πιθανότητες  
εµφάνισης  Ρn  των  δυνατών  τιµών  αn,  οπότε  Ĥ  µέση  τιµή  δίνεται  από  
την  σχέση : 
Μια  τυχαία  συνάρτηση  G(A)  ενός  στατιστικού  µεγέθους  Α  είναι  επίσης  
ένα  στατιστικό  µέγεθος, που  οι  δυνατές  του  τιµές  είναι  προφανώς  gn = 

G(an),  oπότε  η  µέση  του  τιµή  είναι : 

 

2) Πυκνότητα  πιθανότητας :  Υπάρχει  περίπτωση  οι  δυνατές  τιµές  ενός  
στατιστικού  µεγέθους  να  καλύπτουν  ένα  συνεχές  διάστηµα, που  συνήθως  
εκτείνεται  από  µείον  άπειρο  µέχρι  συν  άπειρο. Τώρα, δεν  έχει  έννοια  η  
πιθανότητα  µιας  ορισµένης  διάκριτης  τιµής, αλλά  η  πιθανότητα  ενός  
συνεχούς  διαστήµατος  τιµών. Έτσι  εισάγουµε  την  έννοια  της  “πυκνότητας  
πιθανότητας”  Ρ(α), που  ορίζεται  από  την  απαίτηση  ότι  το  γινόµενο  Ρ(α)dα  
πρέπει  να  µας  δίνει  την  πιθανότητα  εύρεσης  µιας  τιµής  α  µεταξύ  ενός  
απειροστού  διαστήµατος  τιµών  dα, δηλαδή  να  βρεθεί  µεταξύ  του  α+(dα/2)  
και  α-(dα/2).  Η  µέση  τιµή  <Α>  έχει  ανάλογη  µε  την  σχέση  (143)  
µορφή, µόνο  που  τώρα  το  διάκριτο  άθροισµα  αντικαθίσταται  µε  ένα  
συνεχές  άθροισµα, δηλαδή  ολοκλήρωµα,  οπότε : 

Για  µια  τυχούσα  συνάρτηση  G(A)  ο  αντίστοιχος  τύπος  είναι : 

Πρέπει  να  τονίσουµε  ότι  το  άθροισµα  (διάκριτο  ή  συνεχές)  των  
πιθανοτήτων  για  όλα  τα  δυνατά  αποτελέσµατα  πρέπει  να  κάνει  µονάδα. 
Έτσι  πρέπει  να  ισχύουν  οι  ακόλουθες  συνθήκες  “κανονικοποίησης  των  

πιθανοτήτων” : 
                  (∆ιάκριτη περίπτωση)      (Συνεχής περίπτωση) 
3) ∆ιασπορά  ή  τυπική  απόκλιση :  Αυτό  είναι  ένα  άλλο  µέγεθος  

χαρακτηριστικό  µιας  στατιστικής  κατανοµής  τινών, που  µας  δείχνει  πόσο  
συγκεντρωµένες  είναι  οι  πιθανές  τιµές  του  µεγέθους  γύρω  από  την  
µέση  τιµή. Ορίζεται  από  την  σχέση :   (∆Α)2 = <(Α-<Α>)2>   (147) 
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Στην  στατιστική  το  µέγεθος  ∆Α  συµβολίζεται  και  ως  δα.  Στην  
κβαντοµηχανική  εκφράζει  και  τον  βαθµό  αβεβαιότητας  του  µεγέθους  Α.  Η  
σχέση  (147)  γράφεται  ισοδύναµα  και  µε  την  µορφή :  (∆Α)2 = <Α2>-<Α>2    
(148). 
4)   Στατιστικές  ροπές :   Ονοµάζουµε  στατιστική  ροπή  n-στής  τάξης  µιας  
στατιστικής  κατανοµής, την  µέση  τιµή  της  n-στής  δυνάµεως  της  στατιστικής  
µεταβλητής  Α, δηλαδή   <Αn>.   Η  γνώση  όλων  των  στατιστικών  ροπών  
οδηγεί  στον  πλήρη προσδιορισµό  µιας  στατιστικής  κατανοµής.  Έστω  το  
στατιστικό  µέγεθος  Α  συνεχούς  φάσµατος  τιµών  α,  άρα  και  συνεχούς  
κατανοµής  πυκνότητας  της  πιθανότητας  Ρ(α). Η   στατιστική  ροπή  τάξης  n  
δίνεται  από  την  σχέση :   

Γνωρίζοντας  τις  ροπές  <Αn>  για  n=1,2,…,∞  µπορούµε  να  υπολογίσουµε  
την  µέση  τιµή  µιας  τυχαίας  συνάρτησης  G(A), που  µπορεί  να  αναπτυχθεί  
σε  δυναµοσειρά  Τaylor. Συγκεκριµένα  ας  θεωρήσουµε  την  συνάρτηση :  G(A 
,ξ) = eiξΑ , όπου  ξ  τυχαία  πραγµατική  παράµετρος. Άρα  η  µέση  τιµή  της  

G(A ,ξ)  είναι : 
 
Η  g(ξ)  ονοµάζεται  χαρακτηριστική  συνάρτηση  της  στατιστικής  κατανοµής  
και  µπορεί  να  υπολογιστεί  από  την  (149)  αν  όλες  οι  στατιστικές  ροπές  
είναι  γνωστές. 
Η  g(ξ)  συναρτήσει  της  πυκνότητας  πιθανότητας  Ρ(α)  γράφεται : 

Βλέπουµε  ότι  η  g(ξ)  ισούται  µε  τον  µετασχηµατισµό  Fourier  της  Ρ(α), 
οπότε  µέσω  του  αντίστροφου  µετασχηµατισµού  έχουµε : 

Συµπεραίνουµε  λοιπόν  ότι  αν  γνωρίζουµε  όλα  τα  <Αn>  προσδιορίζουµε  την  
g(ξ)  και  στην  συνέχεια  την  Ρ(α). 
  
                                             
 
3.11    Εξίσωση   Κlein-Gordon 

Στην  εξίσωση Schrödinger  οδηγηθήκαµε, χρησιµοποιώντας  την  µη  σχετικιστική  
έκφραση  της  ολικής  ενέργειας, πράγµα  που  σηµαίνει  ότι  η  εξίσωση 
Schrödinger  δεν  ισχύει  για  σχετικιστικές  ταχύτητες. Το  1928  ο  Dirac, 
ανέπτυξε  µια  σχετικιστική  θεωρία  κβαντοµηχανικής, βασιζόµενος  στα  ίδια  
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αξιώµατα  όπως  και  ο  Schrödinger, µόνο  που  θεώρησε  την  
σχετικιστική  έκφραση  της  ολικής  ενέργειας : 

Ας  προσπαθήσουµε  τώρα,  να  βρούµε  την  ελεύθερη  κυµατική  εξίσωση  
γι’αυτήν  την  περίπτωση, οπότε  θεωρούµε  U = 0   και    Ε2 = (cp)2 + (moc

2)2 .  
Θα  χρησιµοποιήσουµε  στην  παραπάνω  εξίσωση  τους  τελεστές  της  ορµής  
και  της  ενέργειας, δηλαδή : 

 οπότε  παίρνουµε : 

Η  τελευταία  εξίσωση  είναι  γνωστή  σαν  “εξίσωση  Klein-Gordon”  και  είναι  
δευτεροτάξια  ως  προς  τον  χρόνο. 
 
 
 

 

3.12    Ανάπτυγµα  κατά  Taylor – Mετασχηµατισµός  Fourier : 

 

A) Ανάπτυγµα  κατά  Taylor :  Αν  όλες  οι  παράγωγοι  µιας  συνάρτησης  σε  
ένα  σηµείο xo υπάρχουν, η  συνάρτηση  µπορεί  να  γραφεί  σαν  δυναµοσειρά  
γύρω  από  αυτό  το  σηµείο xo, ως  εξής : 

B) Mετασχηµατισµός  Fourier :   Mία  συνάρτηση  f(x),  µπορεί  να  αναπτυχθεί  
σε  ένα  πλήρες  και  ορθοκανονικό  σύστηµα  συναρτήσεων  u(x,k), δηλαδή : 

όπου  οι  συντελεστές  ανάπτυξης  αυτής  φ(k)  υπολογίζονται  από  την  σχέση : 

 
Σύµφωνα  µε  την  θεωρία  του  ολοκληρωτικού  µετασχηµατισµού  Fourier , η  
µήτρα   
µετασχηµατισµού  u(x,k)  είναι  της  µορφής :  

Η  ανάπτυξη  σε  σειρά  Fourier  για   0 ≤≤≤≤ x ≤≤≤≤ 2π,    k = 0,±±±±1, ±±±±2,…  
είναι : 
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Για  το  ολοκλήρωµα  Fourier   µε  -∞∞∞∞ < x < + ∞∞∞∞    και   0 < k < + ∞∞∞∞   

έχουµε : 
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Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο    4 
 

 
4.1 Θεµελίωση  Κβαντικής  θεωρίας :   
 
      Για  την  θεµελίωση  της  Κβαντικής  θεωρίας, σε  τελική  ανάλυση  δεν  
χρειάζονται,  παρά  λίγες  προτάσεις. Οτιδήποτε  άλλο  θα  µπορεί  να  θεωρηθεί  
συνέπεια  των  προτάσεων  αυτών. Αναφέρουµε   παρακάτω  δέκα  “δοµικές”  
προτάσεις, όπου  θα  φανεί  η  λιτότητα  της  θεωρίας. 
1)   Μαθηµατική  περιγραφή  των  φυσικών  µεγεθών :  Σε  κάθε  µετρήσιµο  
φυσικό  µέγεθος  αντιστοιχεί  ένας  γραµµικός  ερµιτιανός  τελεστής, του  οποίου  
οι  ιδιοτιµές  (που  είναι  πραγµατικές), είναι  οι  µόνες  τιµές  που  µπορεί  να  
πάρει  το  µέγεθος  αυτό. Ο  τελεστής  αυτός  κατασκευάζεται  από  την  
κλασσική  έκφραση  του  µεγέθους  µε  την  αντικατάσταση:   

2)  Μαθηµατική  περιγραφή  των  φυσικών  καταστάσεων :   Κάθε  φυσική  
κατάσταση  ενός  συστήµατος  περιγράφεται  από  µια  τετραγωνικά  
ολοκληρώσιµη  κυµατοσυνάρτηση  Ψ, που  εκφράζει  ένα  κύµα  πιθανότητας. Το  
τετράγωνο  της  απόλυτης  τιµής  της  κυµατοσυνάρτησης  |Ψ|2  δίνει  την  
πυκνότητα  πιθανότητας  να  βρεθεί  το  σύστηµα  σε  µια  περιοχή  του  χώρου. 
 Η  κυµατοσυνάρτηση  περιέχει  όλες  τις  πληροφορίες  σχετικά  µε  τα  
µετρήσιµα     µεγέθη  του  συστήµατος. 
3)  Στατιστική ερµηνεία της κυµατοσυνάρτησης:  Η µέση τιµή  των αποτελεσµάτων     
µεγάλου  πλήθους µέτρησεων  ενός  φυσικού  µεγέθους  δίνεται  από  την  σχέση : 

όπου  Â  είναι  ο  τελεστής  που  αντιστοιχεί  στο  µέγεθος  Α. 
4)  Αρχή  της  επαλληλίας :    Μια  κατάσταση  ενός  φυσικού  συστήµατος  
µπορεί  να          
περιγραφεί από τον  γραµµικό  συνδυασµό ιδιοσυναρτήσεων Ψn(r,t) του τελεστή της  
χαµιλτονιανής, δηλαδή :       

Οι  συντελεστές  αn , παίρνουν  τιµές  από  0  έως  1  και  εκφράζουν  τον  
βαθµό  συµµετοχής  κάθε  Ψn(r,t), στον  γραµµικό  συνδυασµό  και  δίνονται  από  
την  σχέση : 

Η  πιθανότητα  εµφάνισης   σε  µια  µέτρηση  της  ιδιοτιµής  λn, που  αντιστοιχεί   
στην  ιδιοσυνάρτηση   Ψn ,  είναι :     Ρn = |αn|

2 ,  όπου  |αn|
2 = αn

* αn. 
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Η  Ψ(r,t)  είναι  η  γενική  λύση  της  εξίσωσης  Schrödinger  και  µπορεί  να  
γραφεί  µε  την  µορφή :   

/( , ) ( ) e niE t
n n

n

r t a rψ −Ψ =∑ �      και  πρέπει  να  

κανονικοποιείται, δηλαδή  να  ισχύει : 

όπου  αποδεικνύεται  ότι  πραγµατοποιείται, αν  ισχύει  η  σχέση : 

5)  Νόµος της  µέτρησης  στον  µικρόκοσµο:  Η  κατάσταση  ενός  φυσικού 
συστήµατος    
µετά  από  µία  µέτρηση,  περιγράφεται  από  την  ιδιοσυνάρτηση  της  ιδιοτιµής, 
που µετρήθηκε. 
6)  Κβαντικός  νόµος  της  κίνησης:  Η  χρονική  εξέλιξη  της κατάστασης ενός 
φυσικού           
 συστήµατος,  δίνεται  από  την  εξίσωση  του   Schrödinger : 

 7)  Συµβιβαστά  µεγέθη :  ∆ύο  κβαντικά  µεγέθη  Α1  και  Α2  είναι  
συµβιβαστά  όταν  οι αντίστοιχοι  τελεστές  τους  µετατίθενται, δηλαδή  ισχύει : Â1 
Â2 – Â2 Â1 = 0.  
  Η  διαφορά  είναι  ένας  τελεστής, που  λέγεται  µεταθέτης  και  συµβολίζεται  
ως   [Â1, Â2], δηλαδή ισχύει :   [Â1, Â2] = 0.   Στην  περίπτωση  αυτή  τα  µεγέθη  
µπορούν  να    µετρηθούν  ταυτόχρονα  µε  απόλυτη  ακρίβεια. 
 Εδώ  ας  αναφέρουµε  µερικές  γενικές  ιδιότητες  του  µεταθέτη:       

Στην  3.3§  είχε  αναφερθεί  ότι  οι  τελεστές  της  συντεταγµένης  x  και  ορµής  
p  δεν 
µετατίθενται και  µάλιστα  ισχύει  η  σχέση  (120). Με  την  βοήθεια  των  
τελεστών, η  απόδειξη  είναι  η  εξής : 
Θεωρούµε  µια  τυχαία  κυµατοσυνάρτηση  Ψ(x)  στην  οποία  θα  δράσουν  οι  
τελεστές,  οπότε  έχουµε : 

 
Οµοίως  µπορούµε  να  υπολογίσουµε  και  άλλους  µεταθέτες, όπως :  
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∆εδοµένου  ότι  µια  τυχούσα  συνάρτηση  Α(x,p)  µπορεί  να  αναπτυχθεί  σε  
µια  δυναµοσειρά  ως  προς  p, η  παραπάνω  σχέση  γενικεύεται  ως  εξής : 

              ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ[ , ( , )] : [ , ( , )]i i i i i i
i

A A
x A x p i p A x p i

p x
οµοιως∂ ∂

= = −
∂ ∂

�� �  

 

8)  Γενικευµένη  συνθήκη  της  αβεβαιότητας :  ∆ύο  κβαντικά  µεγέθη  Α  και  
Ε, που        
είναι  ασυµβίβαστα  µεταξύ  τους  δεν  µπορούν  να  µετρηθούν  ταυτόχρονα  µε  
απόλυτη  ακρίβεια.  Οι  αντίστοιχες  αβεβαιότητες  συνδέονται  µε  την  συνθήκη 
: 
(∆Α) (∆Ε) ≥ ½ |<[Â, Ê]>| ,   όπου  |<[Â, Ê]>|  είναι  το  απόλυτο  της  µέσης  
τιµής  του  µεταθέτη  των  µεγεθών  Α , Ε. 
9)   Χρονική  µεταβολή  της  µέσης  τιµής :   Ο  ρυθµός  µεταβολής  της  µέσης  
τιµής     
ενός   κβαντικού  µεγέθους  Α  είναι  ανάλογος  της  µέσης  τιµής  του  
µεταθέτη  του  µε  τον  τελεστή  της  χαµιλτονιανής  του  συστήµατος, δηλαδή : 

Σ’αυτό  το  σηµείο  αξίζει  να  διατυπωθεί  το  θεώρηµα  του  Εhrenfest : 
“Οι  µέσες  τιµές  των  φυσικών  µεγεθών  ακολουθούν  τις  κλασσικές  
εξισώσεις  της  κίνησης”.  Για  παράδειγµα, αποδεικνύεται  πολύ  εύκολα  ότι : 

10)  Νόµοι  διατηρήσεως – συµµετρίες :   Ένα  φυσικό  µέγεθος Α είναι  
διατηρήσιµο,      δηλαδή  είναι  σταθερά  της  κινήσεως  του  συστήµατος, µόνον  
όταν  ο  τελεστής  του  µετατίθεται  µε  τον  τελεστή  της  χαµιλτονιανής, δηλαδή  

           Η  διατήρηση  ενός  µεγέθους  συνδέεται  µε  την  ύπαρξη  συµµετρίας  
του     συστήµατος. Όπως  είναι  γνωστό  από  την  κλασσική  Μηχανική  τα  
µεγέθη, που  διατηρούνται  είναι  η  ενέργεια (εφόσον  το  δυναµικό  V  είναι  
ανεξάρτητο  του  χρόνου), η  ορµή,  και  η  στροφορµή. Η  διατήρηση  της  
ενέργειας  συνδέεται  µε  την  συµµετρία  της  χρονικής  µεταφοράς, ή  διατήρηση 
της  ορµής  µε  την  συµµετρία  της  χωρικής  µεταφοράς  και  η  διατήρηση  
της  στροφορµής  µε  την  συµµετρία  της  περιστροφής. Στην  Κβαντοµηχανική  
υπάρχει  ένα  ακόµη  µέγεθος, που  υπόκειται  σε  νόµους  διατήρησης  µε 
αντίστοιχη  συµµετρία. Το  µέγεθος  αυτό  έχει  σχέση  µε  την  αντιστροφή  του  
χώρου  και  ονοµάζεται  parity (στην  Ελληνική  βιβλιογραφία  συναντάται  και  
ως  αρτιότητα  ή  ισοτιµία  ή  οµοτιµία). Η  parity  αποτελεί  χαρακτηριστική  
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ιδιότητα  της  κυµατοσυνάρτησης  και  µας  λέει  τι  θα  συµβεί 
σ’αυτήν  όταν  γίνει  µια  αντιστροφή  του  χώρου.  
            Για  παράδειγµα,  έστω  ένα  σωµάτιο,  που  βρίσκεται  στην  θέση  r  
και  µέσω µιας  κατάλληλης  πράξης, βρίσκεται  στην  κατοπτρική  ως  προς  
κέντρο  συµµετρίας  την  αρχή  των  αξόνων,  θέση  -r, δηλαδή  έχουµε  την 
κατοπτρική πράξη :   (r) → (-r).   Το  ερώτηµα  τώρα  είναι  τι  θα  συµβεί  στην  
κυµατοσυνάρτηση, που  περιγράφει  το  σωµάτιο. Για  την  απάντηση  του  
ερωτήµατος  πρέπει  να  προσδιορίσουµε έναν  ερµιτιανό  τελεστή  του  µεγέθους  

της  parity  και  ακολούθως  να   βρούµε  τις  ιδιοτιµές  του, δηλαδή : 
  

  Ο  χρόνος  σαν  παράµετρος  δεν  παίζει  κανένα  ρόλο  στην  προκειµένη  
περίπτωση, γι’αυτό  παραλείπεται. Αν  ρ  ένας  πραγµατικός  αριθµός, είναι η  
ιδιοτιµή  του  τελεστή, τότε  η  εξίσωση  ιδιοτιµών  του  είναι : 

Σύµφωνα  µε  την  προηγούµενη  σχέση  θα  ισχύει :  Ψ(-r) = ρΨ(r)  (ΙΙΙ). 
Kάνοντας  τώρα  την  αντιστροφή (κατοπτρισµό)  του  χώρου :  (r) → (-r), η  
εξίσωση  των  ιδιοτιµών  γίνεται :    Ψ(r) = ρΨ(-r)  (ΙV). 
Σύµφωνα  µε  την  σχέση  (ΙΙΙ)  η  (ΙV)  γίνεται :  Ψ(r) = ρρΨ(r) = ρ2Ψ(r)  (V). 
    Αλλά  η  (V)  ισχύει  µόνον  αν  ρ2 = 1  άρα  ρ = ± 1, οπότε  οι  ιδιοτιµές  
του  τελεστή  της  parity  είναι  ± 1, δηλαδή  έχουµε : 

    Από  την  (VI)  συµπαιρένουµε  ότι  όταν  ο  τελεστής  της  parity, που  
θεωρήσαµε  ότι  προκαλεί  την  αντιστροφή  του  χώρου,  δράσει  πάνω  σε  µία  
κυµατοσυνάρτηση, τότε  η  κυµατοσυνάρτηση  θα  µείνει  ίδια  κατ’ απόλυτη   
 

 
                          EIK.  26.   Απλές µορφές κυµατοσυναρτήσεων. 

 
 
    τιµή  και  πρόσηµο, ή  θα  αλλάξει  πρόσηµο  µε  την  ίδια  και  πάλι  
απόλυτη  τιµή. Οι  κυµατοσυναρτήσεις  που  δεν  αλλάζουν  πρόσηµο  µε  την  
αντιστροφή  του  χώρου  λέγονται  άρτιες  κυµατοσυναρτήσεις (έχουν  θετική  

ˆ ( ) ( ) ( )P r r IΨ = Ψ −

ˆ ( ) ( ) ( )P r r IIρΨ = Ψ

ˆ ( ) ( ) ( )P r r VIΨ = ±Ψ −
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parity), ενώ  αυτές  που  αλλάζουν  πρόσηµο  λέγονται  περιττές (έχουν  
αρνητική  parity).  
     
 
 
4.2      Λύση  της  εξαρτηµένης  από  τον  χρόνο  εξίσωσης  Schrödinger : 
 
Η  εξαρτηµένη  από  τον  χρόνο  εξίσωση  Schrödinger, όπως  έχουµε  αναφέρει  
είναι: 

 
  Χάριν  απλότητας  πήραµε  την  µονοδιάστατη  µορφή.  Η  αναζητούµενη  λύση  
της  εξίσωσης  (151)  µπορεί  να  γραφεί  ως  γινόµενο  συναρτήσεων, που  κάθε  
µία  είναι  συνάρτηση  µιας  ανεξάρτητης  µεταβλητής, δηλαδή :  Ψ(x,t) = ψ(x)φ(t)  
(152). 
  Λύση  της  µορφής  (152)  υπάρχει  εφόσον  η  δυναµική  ενέργεια  U  είναι  
συνάρτηση  µόνο  της  x, δηλαδή  είναι  της  µορφής : U = U(x). H  τεχνική  
επίλυσης  που  θα  χρησιµοποιήσουµε  είναι  η  γνωστή  µέθοδος  των  
διαχωρισµένων  µεταβλητών. Αντικαθιστούµε  την  Ψ(x,t)  της  σχέσης  (152)  
στην  εξίσωση  (151)  και  διαιρούµε  µε  το  γινόµενο  ψ(x)φ(t), οπότε  έχουµε : 

Παρατηρούµε  ότι  το  αριστερό  µέλος  της  σχέσης  (153)  είναι  συνάρτηση  
µόνο  του  x, ενώ  το  δεξιό  µέλος  µόνο  του  t. Eπειδή  οι  µεταβλητές  x,t  
είναι  ανεξάρτητες  µεταξύ  τους, µπορούµε  να  εξισώσουµε  κάθε  µέλος  της  
(153)  µε  µια  σταθερά  Μ, που  ονοµάζεται  σταθερά  διαχωρισµού. Άρα  έχουµε  

  Σύµφωνα  µε  τις  σχέσεις  (152), (154)  η  λύση  της  εξίσωσης  (151)  είναι :  
                             Ψ(x,t) = ψ(x) e-i(M/ ђ)t                (156) 
όπου  η  αυθαίρετη  σταθερά  Α  έχει  τεθεί  ίση  µε  την  µονάδα. 
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  Η  συνάρτηση  φ(t)  όπως  δείχνει  η  (154)  είναι  µια  µιγαδική  
αρµονική  συνάρτηση, ταλαντευόµενη  ως  προς  τον  χρόνο  µε  συχνότητα  f  
και  γράφεται  ως  εξής :  

  Η  συχνότητα  f  δίνεται  από  τον  τύπο : f = ω/2π   µε  ω = Μ/ ђ  οπότε:        
f = Μ/h  άρα  Μ = hf.  Aλλά  ως  γνωστόν  hf = Ε, όπου  Ε  η  ολική  ενέργεια, 
δηλαδή  Μ = Ε. 
  Εποµένως  η  (156)  γράφεται : Ψ(x,t) = ψ(x) e-i(E/ђ)t   (158),  και  η  (155) 
γίνεται: 
 

                   
2 ( ) 2 ( )

( ) e e (159)
i i

m E U x m E U x
x B Cψ

− − −
= +� �  

Αν  στην  (151)  αντικαταστήσουµε  την  Ψ(x,t)  σύµφωνα  µε  την  (158) θα  
πάρουµε  τελικά :      

 

  Η  λύση  ψ(x)  είναι  ιδιοσυνάρτηση  του  τελεστή  της  χαµιλτόνιας  και  
εκφράζει  το  πλάτος  της  κυµατοσυνάρτηση  Ψ(x,t). Λόγω  αυτού  του  
γεγονότος  η  σχέση  (160), που  είναι  η  ανεξάρτητη  από  τον  χρόνο  εξίσωση  
του Schrödinger, αναφέρεται  και  ως  εξίσωση  του  πλάτους. Αν   θεωρήσουµε  
την  χαµιλτόνια  συνάρτηση  Η,   η  (160)  γράφεται : 

 
 
4.3   Λύση  εξίσωσης  Schrödinger  σε  µία  διάσταση  για  ελεύθερο  

σωµάτιο : 
 
Έστω  σωµάτιο  που  κινείται  κατά  µήκος  του  άξονα  x, στο  απλούστερο  
δυναµικό  της  µορφής :  V(x,t) = V  σταθερό. Το  δυναµικό  αυτό  αντιστοιχεί  σε  
δύναµη:  F = 0. 
Ένα  σωµάτιο, που  κινείται  µέσα  σε  αυτό  το  δυναµικό, είναι  ελεύθερο. 
Επειδή  δεν  µας  ενδιαφέρει  η  σταθερή  τιµή  που  έχει  το  δυναµικό, 
µπορούµε  χωρίς  βλάβη  της  γενικότητας  να  πάρουµε  V = 0.  Η  εξίσωση  
Schrödinger  γι’ αυτήν  την  περίπτωση  είναι :                         
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Επειδή  ένα  ελεύθερο  σωµάτιο  έχει  ορισµένη  σταθερή  ολική  ενέργεια, 
σύµφωνα  µε  την  σχέση  (158)  η  λύση της  εξίσωσης  (160)  :   Ψ(x,t) = 
ψ(x)exp[-i(Ε/ђ)t]   (163) 
Σύµφωνα  µε  όσα  αναφέρθησαν  στην  προηγούµενη  παράγραφο  η  αντίστοιχη  
εξίσωση  πλάτους  εδώ  θα  βρεθεί  αν  θέσουµε  όπου  U(x) = 0,   οπότε  

ˆ ( ) ( ) (161)H x E xψ ψ=

2 2

2
[ ( )] ( ) ( ) (160)

2

d
U x x E x

m dx
ψ ψ− + =

�

2 2

2

( )
( ) (164)

2

d x
E x

m dx

ψ ψ− =
�

( ) e cos( ) sin( ) (157)
M

i t M M
t t i tϕ

−
= = −�

� �



 

 

75

75

παίρνουµε : 

 Επειδή  Ε = Κ = p2/2m = ђ2k2/2m   η  (164)  θα  γίνει :                          
Η  εξίσωση  (165)  είναι  η  εξίσωση  Schrödinger  για  ένα  ελεύθερο  σωµάτιο  

και  είναι  όµοια  µε  την  εξίσωση  του  πλάτους   στασίµων   κυµάτων  µε   
µήκος   κύµατος  
λ = 2π/k , που  δηµιουργούνται  πάνω  σε  χορδή  ή  ηλεκτροµαγνητικών  κυµάτων  
εγκλωβισµένων  µέσα  σε  κοιλότητα. 
Η  γενική  λύση  της  εξ. (165)  βγαίνει  σύµφωνα  µε  την  (159)  αν  θέσουµε 
U(x) = 0, 

οπότε :                         
2 2

( ) e e (166)
i i

mE x mE x
x A Bψ

−
= +� �  

Οι  συντελεστές  Α,Β  είναι  τα  πλάτη  του  κύµατος  και  είναι  γενικά  
µιγαδικοί  αριθµοί.  Αν  αντικαταστήσουµε  τώρα  την  (166)  στην  σχέση  (163)  
θα  πάρουµε :  

  Ο  πρώτος  όρος  αντιστοιχεί  στην  κίνηση  του  σωµατίου  κατά  την  
διεύθυνση  +x, ενώ  ο  δεύτερος  όρος  στην  κίνηση  κατά  την  διεύθυνση  -x. 
Λόγω  της  σχέσης : eix  = cosx+isinx  η  λύση  (167)  γράφεται  και : 
                            Ψ(x,t) = C1cos(kx-ωt)+C2sin(kx-ωt)   (168) 
Και  στις  δύο  µορφές  λύσεων  οι  συντελεστές  Α,B,C1,C2  θα  προσδιοριστούν  
από  τις  οριακές  συνθήκες  του  προβλήµατος.  
    Aν  θεωρήσουµε  την  ειδική  περίπτωση  όπου  B = 0, η  (167)  γίνεται :  
 Ψ(x,t) = Αei(kx-ωt) = Acos(kx-ωt)+iAsin(kx-ωt)  (169),  που  παριστάνει  ένα  
αρµονικό  κύµα  που  οδεύει  κατά  την  θετική  φορά  του  άξονα  των  x.  Η    
πιθανότητα  να  βρεθεί  το   σωµάτιο   στην   θέση  µεταξύ  x  και  x+dx ,  
δίνεται   από  τον  τύπο :      Ψ*(x,t) Ψ(x,t)dx = Α*e-i(kx-ωt)Aei(kx-ωt)  = |A|2dx   
(170).   Παρατηρούµε  ότι  η  πιθανότητα  είναι  ανεξάρτητη  από  την  θέση  x  
του  σωµατίου.   
   Aν  τώρα  θεωρήσουµε  την  περίπτωση  όπου  Α = 0, η  (167)  θα  γίνει : 
Ψ(x,t) = Be-i(kx+ωt)  = Bcos(kx+ωt) - iBsin(kx+ωt)   (171),  που  παριστάνει  ένα  
αρµονικό  κύµα  που  οδεύει  κατά  την  αρνητική  φορά  του  άξονα  των  x.  
Όπως  προηγουµένως  η πιθανότητα  να  βρεθεί  το  σωµάτιο  στην  θέση  µεταξύ  
x  και  x+dx 
είναι :  Ψ*(x,t) Ψ(x,t)dx = B*e-i(kx+ωt) Bei(kx+ωt)  = |B|2dx   (172), δηλαδή  ανεξάρτητη  
της  θέσης  x  του  σωµατίου. 
   Από  τις  σχέσεις  (170), (172)  διαπιστώνουµε  ότι  το  σωµάτιο  έχει  την  
ίδια  πιθανότητα  να  βρεθεί  σε  οποιαδήποτε  θέση  πάνω  στον  άξονα  x, 
δηλαδή  η  αβεβαιότητα  ως  προς  την  θέση  του  σωµατίου  είναι  άπειρη.  
Αυτό  το  αποτέλεσµα  ήταν  αναµενόµενο  εφόσον  η  ορµή  p = ђk είναι  µε  
ακρίβεια  γνωστή, δηλαδή  ∆p=0 
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οπότε  σύµφωνα  µε  την  αρχή  αβεβαιότητας  του  Heisenberg,  θα  
πρέπει  ∆x →→→→∞∞∞∞. 

Ας  θεωρήσουµε  την  εξίσωση  (167)  στην  ειδική  περίπτωση  όπου  Α = -B,  
τότε  θα  έχουµε :  Ψ(x,t) = -B[eikx-e-ikx]e-iωt    (173). Επειδή  είναι  γνωστό  ότι :  

όπου  B΄= -2iB. 
Αν  πάρουµε  ότι  Α = B, τότε : Ψ(x,t) = B[eikx + e-ikx]e-iωt  (175). Ισχύει όµως  ότι :  

 Οι  σχέσεις  (174), (176)  εκφράζουν  στάσιµα  κύµατα,  αφού  προκύπτουν  από  
προσθαφαίρεση  αρµονικών  κυµάτων  (169), (171)  µε  Α = ±B, δηλαδή  
προσθαφαιρώντας  αρµονικά  κύµατα, που  έχουν  το  ίδιο  πλάτος  και  οδεύουν  
κατ’αντίθετη  φορά.  Η  επαλληλία  των  δύο  στάσιµων  κυµάτων  (174), (176)  
παριστάνει  και  αυτή  στάσιµο  κύµα:  Ψ(x,t) = [B΄΄cos(kx)+B΄sin(kx)]e-iωt  (177). 
Tα  παραπάνω  ισχύουν  για  κάθε  τιµή  του  ω = Ε/ђ, άρα  για  κάθε  τιµή  
ενέργειας, δηλαδή  το  σύστηµα  δεν  είναι  υποχρεωµένο  να  είναι  κβαντισµένο  
και  το  σωµάτιο  µπορεί  να  καταλαµβάνει  οποιαδήποτε  ενεργειακή  
κατάσταση. Αυτές  οι  καταστάσεις  ονοµάζονται  ελεύθερες. 
Όπως  είδαµε  παραπάνω  η  πυκνότητα  πιθανότητας  στις  περιπτώσεις  που  η  
κίνηση  περιγράφεται  από  τις  (169), (171)  είναι  ανεξάρτητη  της  θέσης  x. 
Για  να  εξαρτάται   
από  την  θέση  x, πρέπει  το  κύµα  που  συνοδεύει  το  σωµάτιο  να  έχει  την  
µορφή  κυµατοδέµατος, άρα  πρέπει  να  θεωρήσουµε  αριθµό  λύσεων  της  
µορφής  (167)  µε   
διάφορες  τιµές  k, oπότε  από  την  επαλληλία  αυτών  των  κυµάτων  θα  
προκύψει  το  κυµατόδεµα, όπου  οι  συντελεστές  Α,B  θα  εξαρτώνται  από  τον  
κυµατάριθµο  k. 

 
Αν   εφαρµόσουµε  τον  µετασχηµατισµό  Fourier  για  την  Ψ(x,t), θα  έχουµε :  

όπου  ω = ω(k).  
Tα  Α(k)  και  B(k)  δίνονται  από  τις  σχέσεις :  

Το  κυµατόδεµα  εξ. (178)  περιγράφει  την  κίνηση  ενός  ελεύθερου  σωµατίου, 

υπό  την  προυπόθεση  ότι : * 1dx
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ΕΙΚ.  27.   α) Κυµατοδέσµη  αρχικά,  β) Κυµατοδέσµη  αργότερα. Είναι  σαφές ότι λόγω συµβολής µεταξύ των 
κυµάτων, σε δεδοµέµη χρονική στιγµή έχει µεγάλο εύρος σε ένα σηµείο του χώρου, αλλά επειδή ο χρονικά εξαρτηµένος 
παράγων επηρεάζει τις φάσεις των κυµάτων επαλληλίας η περιοχή της ενισχυτικής συµβολής αλλάζει συναρτήσει του 
χρόνου. 

 
 
 
 

4.4    Σωµάτιο  σε  απειρόβαθο  πηγάδι  δυναµικού: 
 
     Εξετάζουµε  την  περίπτωση  όπου  η  κίνηση  του σωµατίου  περιορίζεται  
από  αδιαπέραστα  τοιχώµατα  κατά  µήκος  του  άξονα  x  µεταξύ  x = 0  και  x 
= L. Το  σωµάτιο  δεν  χάνει  ενέργεια  όταν  έρχεται  σε  σύγκρουση  µε  
τέτοιους  τοίχους, έτσι  ώστε  η  ολική  του  ενέργεια  παραµένει  σταθερή. Το  
γεγονός  ότι  το  δυναµικό  είναι άπειρο  έξω  από  το  πηγάδι, σηµαίνει  ότι  το  
σωµάτιο  δεν  µπορεί  να  υπάρχει  έξω από  αυτό, εποµένως  η  
κυµατοσυνάρτησή  του  Ψ  θα  είναι  µηδέν  έξω  από  το  πηγάδι  και  θα  έχει  
µη  µηδενικές  τιµές  µόνο  µέσα  σ’αυτό. Για  να  υπάρχει συνέχεια  των  τιµών  
της  Ψ(x)  µέσα  και  έξω  από  το  διάστηµα  0 < x < L,  θα  πρέπει  να  
ισχύουν  οι  συνοριακές  συνθήκες :   Ψ(0) = Ψ(L) = 0. 
 
  Μέσα  στο  πηγάδι  η  εξίσωση  του  Schrödinger  γίνεται :  

επειδή   η  δυναµική  ενέργεια  U = 0.   Η  εξίσωση  (181)  δίνει  την  γενική  
λύση :   Ψ(x) = Asinkx + Bcoskx   (182),  όπου  k = (2mE)1/2/ђ.  Aν  επιβάλλουµε  
τις  οριακές  συνθήκες  στην  εξίσωση  (182), παίρνουµε :    
Ψ(0) = 0 ⇔ B = 0, αφού  cos0 = 1    και  Ψ(L) = 0 ⇔ ΑsinkL = 0. 
 
   Επειδή  στην  εξίσωση  (182)  B = 0,  θα  πρέπει  Α ≠ 0, αλλοιώτικα  η  λύση  
(182)  θα ήταν  εκ  ταυτότητας  µηδέν.  Άρα  θα  πρέπει :   sinkL = 0, που  
συµβαίνει  µόνον  αν : 

kL = nπ    (183),     µε  n = 1,2,3,… 
 

  H τιµή  n = 0  απορρίπτεται  γιατί  δίνει  Ψ = 0, ενώ  οι  αρνητικές  τιµές  του  
n  δεν  παίζουν  κανένα  ρόλο  γιατί  απλώς  αλλάζουν  το  πρόσηµο  της  
κυµατοσυνάρτηση. 
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EIK.  28 .   Πηγάδι δυναµικού που αντιστοιχεί σε κιβώτιο µε αδιαπέραστα τοιχώµατα. 

 
 
  Οι  ενεργειακές  ιδιοτιµές  υπολογίζονται  από  την  σχέση  (183)  µε  
αντικατάσταση  του  k, oπότε  έχουµε :  

όπου   Ε1 = (ђπ)2/2mL2   είναι  η  χαµηλότερη  δυνατή  ενέργεια  και  ονοµάζεται  
“ενέργεια  θεµελιώδους  στάθµης”. 
Οι  ιδιοσυναρτήσεις  ενός  σωµατίου  σε  πηγάδι, που  αντιστοιχούν  στις  
ιδιοτιµές     ενέργειας   Εn  είναι :  

Είναι  εύκολο  να  επαληθεύσουµε  ότι  αυτές  οι  ιδιοσυναρτήσεις  πληρούν  
όλες  τις  συνθήκες  ώστε  να  είναι  αποδεκτές. Για  κάθε  κβαντικό  αριθµό  n, 
η  Ψn  είναι  µια  µονότιµη  συνάρτηση  του  x  και  οι  µερικές  παράγωγοί  της  
ως  προς  x  είναι  συνεχείς συναρτήσεις. 
Η  σταθερά  Α  στις  ιδιοσυναρτήσεις  (185)  υπολογίζεται  από  την  συνθήκη  
κανονικοποίησης, που  εκφράζει  ως  γνωστόν  την  απαίτηση  να  έχουµε  ολική  
πιθανότητα  θέσης  ίση  µε  µονάδα, οπότε  έχουµε : 

{ η  απόδειξη  ότι  το  ολοκλήρωµα  αυτό ισούται  µε  L/2,  υπολογίζεται  εύκολα  
ως  εξής :    ισχύει  ότι  sin2kx = (1-cos2kx)/2 , oπότε : 

 
 

Άρα  οι  κανονικοποιηµένες  ιδιοσυναρτήσεις  του  σωµατίου  θα  είναι :  
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Φυσική  ανάλυση  αποτελεσµάτων :   
1) Σε  κάθε  ενεργειακή  ιδιοτιµή  αντιστοιχεί  µία  µόνο  ιδιοσυνάρτηση, 
δηλαδή  το  φάσµα  δεν  παρουσιάζει  εκφυλισµό. Αξίζει  να  σηµειώσουµε  το  
θεώρηµα  των  κόµβων, που  λέει  ότι  ο  αριθµός  των  κόµβων (σηµεία  όπου  
τέµνει  η  Ψn  τον  άξονα  x, (βλέπε  εικ. 29)), αυξάνει  κατά  µονάδα  καθώς  
προχωρούµε  από  την  θεµελιώδη  στάθµη (µηδέν  κόµβοι),  στις  ανώτερες. Όπως  
βλέπουµε  στην  εικ. 29  η  ιδιοσυνάρτηση  της  πρώτης  διεγερµένης  στάθµης  
έχει  ένα  κόµβο, η δεύτερη  διεγερµένη  δύο  κ.ο.κ.  Το  θεώρηµα  των  κόµβων  
ουσιαστικά  απορρέει  από  την  κυµατική  θεωρία, δεδοµένου  ότι  οι  
κβαντοµηχανικές  στάσιµες  καταστάσεις  δεν   

 
 

ΕΙΚ.   29.   Κυµατοσυναρτήσεις και πυκνότητες πιθανότητας σωµατίου περιορισµένου σε πηγάδι µε συµπαγή    
                                 τοιχώµατα.                                                

      
 

είναι  παρά  στάσιµα  κύµατα, οπότε  πρέπει  να  χωρέσει  ένας  ακέραιος  
αριθµός  ηµικυµάτων  µέσα  στο  επιτρεπόµενο  διάστηµα. Στην  εικ.  29  οι  
κυµατοσυναρτήσεις  µοιάζουν  µε  τις  πιθανές  δονήσεις  µιας  τεντωµένης  
χορδής, στερεωµένης  και  στα  δύο  άκρα  της. 
2) Σε  συγκεκριµένη  θέση  του  πηγαδιού  η  πιθανότητα  του  σωµατίου  να  
είναι  παρόν  είναι  διαφορετική  για  διαφορετικούς  κβαντικούς  αριθµούς, 
π.χ. η  |Ψ1|

2  έχει  την  µέγιστή  της  τιµή  2/L, στο  µέσον  του  πηγαδιού, ενώ  
στο  ίδιο  σηµείο  |Ψ2|

2 = 0.  
3) Η  ενέργεια  της  θεµελιώδους  στάθµης  είδαµε  ότι  είναι  Ε1 = (ђπ)2/2mL2 , 
δηλαδή  είναι  πιο  ψηλά  από  τον  πυθµένα (Ε = 0)  του  πηγαδιού.  Στην  
κλασσική  Μηχανική  η  κατάσταση  ελάχιστης  ολικής  ενέργειας  ενός  
σωµατίου  αντιστοιχεί  στον  πυθµένα  του  δυναµικού. Αυτό  όµως  απαγορεύεται  
στην  Κβαντοµηχανική  λόγω  της  αρχής  της  αβεβαιότητας, γιατί  αν  το  
σωµάτιο  βρεθεί  στον  πυθµένα  του   
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δυναµικού  τότε  θα  έχει  απόλυτα  καθορισµένη  θέση (∆x = 0), οπότε  
η  αντίστοιχη  αβεβαιότητα  της  ορµής  ∆p  θα  είναι  άπειρη, άρα  και  η  
κινητική  του  ενέργεια.  
Συµπεραίνουµε  λοιπόν  ότι  όσο  ισχυρό  και  αν  είναι  ένα  ελκτικό  δυναµικό, 
δεν  πρόκειται  να  καταφέρει  το  σωµάτιο  να  το  τραβήξει  στον  πυθµένα  
του. Γι’ αυτό  εξ  άλλου  τα  ηλεκτρόνια  δεν  πέφτουν  ποτέ  πάνω  στον  
πυρήνα. Άρα  η  σταθερότητα  της  ύλης  είναι  ένα  καθαρά  κβαντοµηχανικό  
φαινόµενο.  
4)  Η  απόσταση  ∆Ε  µεταξύ  δύο  διαδοχικών  ενεργειακών  επιπέδων  είναι : 

          Συµπεραίνουµε  ότι  όσο  πιο  µικρή  είναι  η  περιοχή  µέσα  στην  
οποία  κινείται  ένα  σωµάτιο  τόσο  πιο  µεγάλη  είναι  η  ενέργειά  του, όπως  
και  η  απόσταση  ανάµεσα  στις  ενεργειακές  του  στάθµες. 
5)   Στον  τύπο  της  ενέργειας  της  θεµελιώδους  στάθµης :   Ε1 = (ђπ)2/2mL2   
αν  το ђ → 0 (κλασσικό  όριο)  τότε  προκύπτει  ότι  σωµάτιο  πέφτει  στον 
πυθµένα (Ε1 →→→→ 0). 
 Εξάλλου,  όσο  πιο  µεγάλη  µάζα  έχει  το  σωµάτιο  τόσο  πιο  µικρή  είναι  
η  Ε1  και  για  m →→→→ ∞∞∞∞  η  Ε1 →→→→ 0. Το  κλασσικό  όριο ( ђ →→→→ 0, m →→→→ ∞∞∞∞ ) 

ονοµάζεται  “ασθενές  κβαντικό  όριο”  γιατί  δείχνει  την  κατεύθυνση  προς  
την  οποία  εξασθενούν  οι  κβαντικές  εκδηλώσεις  και  αποκαθίσταται  βαθµιαία  
η  κλασσική  συµπεριφορά. Αντίθετα  στο  αποκαλούµενο “ισχυρό  κβαντικό  
όριο”, όπου  ( ђ →→→→ ∞∞∞∞, m → 0 ),  η  κβαντική  συµπεριφορά  εκδηλώνεται  µε  
ιδιαίτερη  ένταση  εφόσον  η  ενέργεια τείνει  στο  άπειρο  Ε1 →→→→ ∞∞∞∞  και  η  
απόσταση  ανάµεσα  στις  στάθµες  πολύ  µεγάλη, δηλαδή  το  σωµάτιο  
βρίσκεται  σε  πολύ  µεγάλη  απόσταση  από  τον  πυθµένα. Γίνεται  σαφές  
λοιπόν  ότι  ένα  σωµάτιο  όσο  πιο  ελαφρύ  είναι  τόσο  πιο  κβαντοµηχανικά  
συµπεριφέρεται. 
    Άλλος  ένας  παράγοντας, που  καθορίζει  τα  σύνορα  της  κβαντικής  από  
την  κλασσική  συµπεριφορά  ενός  σωµατίου,  είναι  το  πλάτος  L  του  
πηγαδιού. Όσο  το  L  γίνεται  µικρότερο  τόσο  πιο  έντονα  είναι  τα  κβαντικά  
φαινόµενα,  ενώ  αν  το  L είναι  µεγάλο, οπότε  το  σωµάτιο  είναι  ελεύθερο  να  
κινηθεί  σε  µια  µεγάλη  περιοχή, η  συµπεριφορά  του  είναι  σχεδόν  κλασσική. 
    Όσον  αφορά  τους  κβαντικούς  αριθµούς  n, έχουµε  να  παρατηρήσουµε  ότι  
σύµφωνα  µε  τον  τύπο  (184),  για  µεγάλες  τιµές  αυτού  έχουµε  αντίστοιχα  
µεγάλες  τιµές  ενέργειας  Εn , όπου  το  µήκος  κύµατος  είναι  αρκετά  µικρό, 
οπότε  εξασθενούν  οι  κβαντικές  ιδιοµορφίες  και  αποκαθίσταται  βαθµιαία  η  
κλασσική  συµπεριφορά. 
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4.5          Φαινόµενο  σήραγγας : 

ΕΙΚ.  30.     ∆έσµη σωµατίων ενέργειας Ε προσπίπτει από τα αριστερά στο φράγµα  δυναµικού. Σχηµατική  
αναπαράσταση  της  διέλευσης  από  το  φράγµα. 
 
 

     Θεωρούµε  µία  δέσµη  σωµατίων, που  έχουν  την  ίδια  κινητική ενέργεια  
Κ = Ε  και  προσπίπτει  από  τα  αριστερά  σε  ένα  φράγµα  δυναµικού  ύψους  
U  και  εύρους  L, δηλαδή  είναι  της  µορφής :  

Eπειδή  το  δυναµικό  δεν  εξαρτάται  από  τον  χρόνο  η  λύση  της  εξίσωσης 
Schrödinger  έχει  την  µορφή  στάσιµου  κύµατος  της  µορφής : 
                             Ψ(x,t) = ψ(x)e-iωt ,  όπου  Ε = ђω. 
Η  συνάρτηση  ψ(x)  και  η  σταθερά Ε  είναι  η  ιδιοσυνάρτηση  και  η  ιδιοτιµή  
αντίστοιχα  του  τελεστή  της  ενέργειας,  δηλαδή  είναι  λύσεις  της  ακόλουθης  

εξίσωσης  ιδιοτιµών  του  Schrödinger : 

Το  σωµάτιο  δεν  είναι  δέσµιο, άρα  το  φάσµα  των  ιδιοτιµών  της  ενέργειας  
είναι  συνεχές.  Την  εξίσωση  αυτή  θα  λύσουµε  παρακάτω  στις  τρεις  
περιοχές  του  σχήµατος  και  θα  επιβάλλουµε  µετά  τις  κατάλληλες  συνθήκες, 
ώστε  να  µην  υπάρχουν  ασυνέχειες  στα  σηµεία  0  και  L, δηλαδή  στα  
σηµεία  ασυνέχειας  του  του  δυναµικού. 
Αριστερά  και δεξιά  του  φράγµατος  τα  σωµάτια  κινούνται  ελεύθερα, εφόσον  
U = 0. Σ’αυτές  τις  περιοχές  η  εξίσωση  του  Schrödinger  για  τα  σωµάτια  
είναι :  
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Οι  λύσεις  των  εξισώσεων  (189), (190)  είναι  αντίστοιχα :  

όπου  ο κυµατάριθµος  k1  έξω από το φράγµα είναι:  k1 = (2mE)1/2/ђ = p/ ђ = 2π/λ 
(193) 
Το  φυσικό  νόηµα  των  δύο  όρων  της  εξίσωσης  (191) φαίνεται  καθαρά στην  

εικ.30 

όπου  ο  πρώτος  όρος,  αντιστοιχεί  στο  εισερχόµενο  κύµα  και  ο  δεύτερος  
στο  ανακλώµενο, δηλαδή :  

            Ένα  χαρακτηριστικό  µέγεθος  µιας  δέσµης  σωµατίων  είναι  η  
έντασή  της  J.  Ως  ένταση  δέσµης  σωµατίων  κινουµένων  µε  ταχύτητα  u  
προς  µία  διεύθυνση, ορίζουµε  τον  αριθµό  των  σωµατίων  N,  που  διέρχονται  
την  µονάδα  επιφανείας ∆S,  που  είναι  κάθετη  στην  διεύθυνση  αυτών,  ανά  

µονάδα  χρόνου ∆t, δηλαδή :  
Αν  πολλαπλασιάσουµε  αριθµητή  και  παρανοµαστή  της  σχέσης  (196)  µε  
την  µονάδα  µήκους  ∆x, θα  έχουµε : 
όπου  Ν/∆V  είναι  ο  αριθµός  των  σωµατίων  ανά  µονάδα  όγκου, που  
ουσιαστικά  παριστάνει  την  πυκνότητα  πιθανότητας  εύρεσης  των  σωµατίων  

εντός  του  όγκου  ∆V = ∆x.∆y.∆z,  άρα  η  (197)  γίνεται :  J = P.u = ψ*.ψ.u  
(198). 
Συνήθως  το  γινόµενο  P.u  ονοµάζεται  ροή  πυκνότητας  της  πιθανότητας. 
Όµως  στην  Κβαντοµηχανική  το  u  είναι  ένας  τελεστής, που  ισούται  µε : 

οπότε  περιοριζόµενοι  σε  µία  διάσταση  η  ροή  πυκνότητας  πιθανότητας  είναι  

Mε  βάση  την  σχέση  (198)  η  ένταση  των  σωµατίων, που  προσπίπτουν  στο  
φράγµα  είναι :  J = |ψI+|2u , oπότε  αντικαθιστώντας  την ψ = ψΙ+  στην  σχέση  
(199) καταλήγουµε  εύκολα  ότι :     J = |Α|2.u  ή  καλύτερα :  J = |Α|2. ђ k/m   
(200). 
   Aπό  την  άλλη  πλευρά  του  φράγµατος  (x > L), υπάρχει  µόνον  ένα  κύµα  
της  µορφής :   ψΙΙΙ+ = Ceik

1
x (201),  που  κινείται  στην  διεύθυνση  +x, εφόσον  

στην  περιοχή  ΙΙΙ  δεν  υπάρχει  τίποτα , που  µπορεί  να  προκαλέσει  ανάκλαση  
στο  κύµα. Άρα  η  σταθερά  D  της  εξίσωσης  (192)  είναι  µηδέν,  οπότε :  

ψΙΙΙ = ψΙΙΙ+ = C eik
1
x (202) 

 
Mέσα  στο  φράγµα  τώρα  στην  περιοχή  ΙΙ,  η  εξίσωση  Schrödinger   των  
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σωµατίων  είναι :  

όπου  U  η  δυναµική  ενέργεια  του  σωµατιδίου και  ισχύει:  Ε < U. Η  λύση  

της  εξίσωσης  (203)  είναι :  
όπου   k΄ είναι  ο  κυµατάριθµος  µέσα  στο  φράγµα  και  ισούται  µε : 
                            k΄= [2m(E-U)/ ђ2]1/2      (205) 
 

 
ΕΙΚ.  31.   Σε  κάθε  τοίχωµα  του  φράγµατος  οι  κυµατοσυναρτήσεις  στο  εσωτερικό  και  εξωτερικό  πρέπει  
να   έχουν   τις  ίδιες  τιµές  και  κλίσεις. 

 

                                    
  Αφού  Ε < U, το  k΄ είναι  φανταστικό, οπότε  ορίζουµε  ένα  νέο  κυµατάριθµο  
k2  ως  εξής :      k2 = -ik΄= [2m(U-E)/ ђ2]1/2    (206),  oπότε  η  εξίσωση  (204)  
γράφεται : 

ψΙΙ = Fe-k
2
x + G ek

2
x (207) 

Στην  εξίσωση  (207)  οι  εκθέτες  είναι  πραγµατικοί  αριθµοί, οπότε  η  ψΙΙ  δεν  
παρουσιάζει  ταλάντωση  και  εποµένως  δεν  παριστάνει  κινούµενο  σωµάτιο. 
Όµως  η  πιθανότητα  | ψΙΙ |2  δεν  είναι  µηδέν, άρα  υπάρχει  πεπερασµένη  
πιθανότητα  να  βρεθεί  το  σωµάτιο  µέσα  στο  φράγµα. Έτσι  µπορεί να  έχουµε  
εκποµπή  του  σωµατίου  στην  περιοχή  ΙΙΙ  ή  επιστροφή  στην  περιοχή  Ι. 
Οι  αυθαίρετες  σταθερές  Α,Β,C,F,G ,  που  εµφανίζονται  στις  λύσεις  
(194),(195),(202),(207)  καθορίζονται  από  τις  οριακές  συνθήκες.  Οι  οριακές  
συνθήκες  υπαγορεύονται  από  την  φύση  του  προβλήµατος  και  πρέπει  να  

ικανοποιούν  τις  κυµατοσυναρτήσεις.  Οι  συνθήκες  αυτές  είναι : 
1) Η  κυµατοσυνάρτηση  πρέπει  να  παραµένει  πεπερασµένη  ή  να  τείνει  στο  
µηδέν, όταν  οι  συντεταγµένες  τείνουν  στο  άπειρο. 

2) Η  κυµατοσυνάρτηση  πρέπει  να  είναι  συνεχής  και  µονότιµη  σε  
ολόκληρο  το  διάστηµα  ορισµού  της. 

3) Η  παράγωγος  της  κυµατοσυνάρτησης  πρέπει  να  είναι  συνεχής  και  
µονότιµη  σε  όλο  το  διάστηµα  ορισµού  της. 

Σύµφωνα  µε  την  εικ.  31  οι  συνθήκες  αυτές  σηµαίνουν  ότι  σε  κάθε  
τοίχωµα  του  φράγµατος, οι  κυµατοσυναρτήσεις  στο  εσωτερικό  και  εξωτερικό   
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πρέπει   να   έχουν  την  ίδια  τιµή  και  την  ίδια  κλίση. Άρα  στο  
αριστερό  τοίχωµα  του  φράγµατος  οι  συνοριακές  συνθήκες  για  x = 0  είναι :  

 
ενώ  στο  δεξιό  τοίχωµα  για  x = L  είναι :  

 Αντικαθιστούµε  τώρα  τις  ψΙ, ψΙΙ, ψΙΙΙ  από  τις  εξισώσεις  (191),(202),(207)  
στις  παραπάνω  συνοριακές  συνθήκες, οπότε  παίρνουµε : 
             Α + Β = F + G  (212),     ik1(A - B) = -k2(F - G)  (213),    
                            Fe-k

2
L + G ek

2
L = C eik

1
L (214) , 

              -k2F e-k
2
L + k2G ek

2
L = ik1C eik

1
L (215). 

Λύνουµε  το  σύστηµα  των  τεσσάρων  αυτών  εξισώσεων  και  βρίσκουµε  τις  
σταθερές  Α,Β,F,G  συναρτήσει  της  C,  η  οποία  µπορεί  να  προσδιοριστεί  
από  την  συνθήκη  κανονικοποίησης. Η  λύση  του  συστήµατος  είναι :  

 
Yπολογίζουµε  τον  λόγο  A/C   από  την  σχέση  (218),  oπότε  έχουµε :  

Ας  κάνουµε  τώρα  κάποιες  προσεγγίσεις : α) υποθέτουµε  ότι  το  φράγµα  
δυναµικού  έχει  µεγάλο  ύψος  σε  σχέση  µε  την  ενέργεια  Ε  των  
προσπιπτόντων  σωµατίων, οπότε :  U >> E  αλλά  και  U-Ε >> Ε ⇔ 2m(U-E)/ђ 
>>2mE/ђ ⇔ k2

2 >> k1
2 ⇔  

k2/ k1 >> k1/ k2 ⇔ k2/ k1 - k1/ k2 ≈ k2/ k1 ,  άρα  η  (220)  γίνεται :  

β) υποθέτουµε  ότι  το  φράγµα  δυναµικού  είναι  αρκετά  ευρύ  οπότε  η  ψΙΙ  
ελαττώνεται  αρκετά  µεταξύ  του  x = 0  και  x = L. Αυτό  σηµαίνει  ότι  k2L >> 
1, άρα  και   ek

2
L >> e-k

2
L.  Ως  γνωστόν  όµως: sinh(Lk2) = (ek

2
L + e-k

2
L )/2⇔ 

sinh(Lk2) = ek
2
L /2     και    cosh(Lk2) = (ek

2
L - e-k

2
L)/2 ⇔ 

cosh(Lk2) = ek
2
L
 /2 ,  άρα  η  (221)  τώρα  γίνεται :  

Ο  µιγαδικός  συζυγής  του  κλάσµατος  Α/C  της  σχέσης  (222)  είναι :  
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Η πιθανότητα  διέλευσης  Τ  του  σωµατίου  από  το  φράγµα  είναι  ο  λόγος  
της  ροής  των  σωµατίων, που  διέρχεται  από  το  φράγµα  προς  την  
προσπίπτουσα  ροή  των  σωµατίων ,  δηλαδή :  

Σύµφωνα  µε  την  κλασσική  µηχανική  όλα  τα  σωµάτια  µε  ενέργεια  
µικρότερη  από  την  U  θα  ανακλαστούν  από  το  φράγµα  δυναµικού. Κανένα  
σωµάτιο  δεν  είναι  δυνατόν  να  βρεθεί  στην  περιοχή  ΙΙΙ. Ας  δούµε  όµως  
ποιο  είναι  το  κβαντοµηχανικό  αποτέλεσµα. Αν  λάβουµε  υπόψιν  τις  σχέσεις  
(222), (223), (224) η  πιθανότητα  διέλευσης  Τ  είναι : 

  
Αλλά :  

           Παρατηρούµε  ότι  η  πιθανότητα  διέλευσης  Τ   είναι  διάφορη  του  
µηδενός  και  η  ποσότητα  µέσα  στην  αγκύλη  της  σχέσης  (226)  
µεταβάλλεται  πολύ  πιο  αργά  µε  το  Ε  και  U  σε  σχέση  µε  τον  εκθετικό  
όρο. Άρα  η  ποσότητα  Τ  έχει  εκθετική  ευαισθησία  στις  µεταβολές  της  
ενέργειας  Ε  και  του  πλάτους  του  φράγµατος  L.              Όσο   
µεγαλώνει  το  φράγµα  δυναµικού, δηλαδή όσο  µεγαλύτερη  είναι  η  δυναµική  
ενέργεια  U  από  µια  δεδοµένη  ενέργεια  Ε  των  σωµατίων, τόσο  µικρότερη  
είναι  η  πιθανότητα  διέλευσης  των  σωµατίων  στην  απαγορευµένη  περιοχή  
ΙΙ. Για  µικρές  µεταβολές  της  ενέργειας  είναι  δικαιολογηµένο  να  θεωρήσουµε  
την  αγκύλη  της  σχέσης  (226)  σταθερή,  µια  που  είναι  µια  αργοµετάβλητη  
συνάρτηση  του  Ε  συγκριτικά  µε  τις  τεράστιες  µεταβολές  του  εκθετικού  
στην  ίδια  ενεργειακή  περιοχή, οπότε  µε  µια  προσέγγιση  να  γράψουµε  απλά 
:   

Τ = e-2k2 L    (227) 
Το  καθαρά  αυτό  κβαντικό  φαινόµενο  ονοµάζεται  φαινόµενο  σήραγγας  και  
επαληθεύεται  πειραµατικά  από  την  θερµιονική  εκποµπή  ηλεκτρονίων, την  
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εκποµπή  ακτινοβολίας  α-σωµατίων  από  ραδιενεργούς  πυρήνες  και  
από  άλλα  φαινόµενα  του  µικροκόσµου. 
    Μια  παρατήρηση, που  έχουµε  να  κάνουµε  είναι  στην  επίδραση  της  
µάζας  του  σωµατίου  στο  φαινόµενο  της  σήραγγας. Σύµφωνα  µε  την  σχέση  
(227)  και  λόγω  του  ότι    k2 = [2m(U-E)/ђ2]1/2   βλέπουµε  ότι  όσο  πιο  
µικρή  είναι  η  µάζα, τόσο  µεγαλύτερη  είναι  η  πιθανότητα  διέλευσης  ενός  
φράγµατος  και  αντιστρόφως, όσο  µεγαλώνει  η  µάζα,  τόσο  η  πιθανότητα  
διέλευσης  µικραίνει, µέχρις  ότου  στο  όριο  m →→→→ ∞∞∞∞,  µηδενίζεται. Το  πέρασµα  
λοιπόν  µέσα  από  κλασσικά  απαγορευµένες  περιοχές  είναι  ένα  κατ’εξοχήν  
κβαντοµηχανικό  φαινόµενο, που  µπορούν  να  πραγµατοποιήσουν  µε  µεγάλη  
ευκολία  τα  ελαφρότερα  σωµάτια. Για  παράδειγµα  αν  η  πιθανότητα  
διέλευσης  του  ηλεκτρονίου  µέσα  από  ένα  φράγµα είναι  Τe = 10-1 

τότε  βγαίνει  ότι  η  πιθανότητα  διέλευσης  ενός  πρωτονίου  ίδιας  ενέργειας  
µε  αυτήν  του  ηλεκτρονίου,  µέσα  από  το  ίδιο  φράγµα  είναι  Τp = 10-43.  
Συµπεραίνουµε  ότι  το  πρωτόνιο  έχει  ουσιαστικά  µηδενική  πιθανότητα  να  
διαβεί  το  φράγµα. Το  ηλεκτρόνιο  είναι  ένα  κατ’εξοχήν  κβαντοµηχανικό  
σωµάτιο  στην  Φύση, παίζοντας  καθοριστικό  ρόλο  η  πολύ  µικρή  του  µάζα. 
Να  σκεφτούµε  ότι  ο  σχηµατισµός  των  µορίων, οι  χηµικές  αντιδράσεις, η  
δοµή  και  οι  ιδιότητες  των  στερεών  κ.ά.  οφείλονται  στην  συνεχή  µεταφορά  
ηλεκτρονίων  από  το  ένα  άτοµο  στο  άλλο, µέσα  από  κλασσικά  
απαγορευµένες  περιοχές. 
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4.6    Τετραγωνικό  πηγάδι  δυναµικού : 

 

    Η  µορφή  του  πηγαδιού  αυτού  σε  µία  διάσταση, ορίζεται  από  την  
σχέση : 

  
ΕΙΚ.   32.   Τετραγωνικό  πηγάδι  δυναµικού, ύψους  Uo  και  πλάτους  2α. 

 
 

   Το  δυναµικό  αυτό  µπορεί  να  χρησιµοποιηθεί  ως  πρώτη  προσέγγιση  για  
πολλά  δυναµικά  της  φύσης, π.χ.  πολλά  χαρακτηριστικά  της  κίνησης  ενός  
νετρονίου, µέσα  στον  πυρήνα, ως  επίσης  τα  ηλεκτρόνια  αγωγιµότητας  σε  
ένα  κοµµάτι  µετάλλου, µπορούν  να  εξηγηθούν  µε  την  παραδοχή  ότι  το  
νετρόνιο  είναι  δέσµιο  σε  ένα  τετραγωνικό  πηγάδι  δυναµικού. Επειδή  
ενδιαφερόµαστε  µόνο  για  δέσµιες  καταστάσεις, η  ενέργεια  Ε  του  σωµατίου  
είναι  πιο  χαµηλά  από  το  χείλος  του  πηγαδιού ( Ε < Uo ). 
H  εξίσωση  Schrödinger  σε  κάθε  µια  από  τις  περιοχές  Α,Β,C  γράφεται :  

Οι  κυµατοσυναρτήσεις, που  περιγράφουν  το  σωµάτιο  και  είναι  λύσεις  των  
παραπάνω  εξισώσεων (που  οι  µορφές  τους  είναι  γνωστές  από  τις  
προηγούµενες  παραγράφους),  είναι:  

Η  σχέση  (ΙΙ)  µας  διευκολύνει  αν  εκφραστεί  τριγωνοµετρικά, δηλαδή : 
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ψΒ = C΄sink2x + D΄cosk2x  (IV),   όπου  C΄ = 2iC  και  D΄ = 2D  όπως  έχουµε  
προαναφέρει  στην  §4.3.   Η   σχέση (ΙV)   εκφράζει  ένα  στάσιµο  κύµα  και  
περιγράφει  το  σωµάτιο, που  εκτελεί  παλινδροµική  κίνηση  µέσα  στο  πηγάδι. 
Ας  εξετάσουµε  ξεχωριστά, τις  άρτιες  και  τις  περιττές  λύσεις : 
1) Άρτιες  λύσεις :    Η  µορφή  της  κυµατοσυνάρτησης  σε  κάθε  µία  περιοχή  

είναι : 
λόγω  του  γεγονότος  ότι  στην  περιοχή  Α  η  ψΑ →→→→ 0  για  x →→→→ -∞, oπότε  Β 
= 0. 
Στην  περιοχή  Β  κρατάµε  τον  δεύτερο  όρο, που  είναι  άρτια  συνάρτηση. 
Στην  περιοχή  C  πρέπει  για  x →→→→ +∞  η  ψC →→→→ 0, που  συµβαίνει  αν  F = 0. 
Eπίσης  για   λόγους  αρτιότητας  θα   πρέπει :    ψΑ(x) = ψC(-x) ,   πράγµα  που  
επιβάλλει  όπως   
G = A.    Λόγω  συµµετρίας, οι  συνθήκες  συνέχειας  της  κυµατοσυνάρτησης  
και  της  παραγώγου  της  στα  σηµεία  x = α  και  x  = -α   είναι  ταυτόσηµες, 
οπότε  αρκεί  να  θεωρήσουµε  την  µία  µόνο  από  αυτές, π.χ.  έστω  στο  x = 
α.  Άρα  θα  έχουµε : 
ψΒ(α) = ψC(α) ⇔  D΄cosk2α = Αe-k

1
α   και    ψΒ΄(α) = ψ΄C(α) ⇔  -D΄k2sink2 α = 

-k1Ae-k
1
α 

∆ιαιρώντας  κατά  µέλη  τις  δύο  τελευταίες  σχέσεις  παίρνουµε :  tank2α = k1/k2  
(V). 
∆εδοµένου  ότι  τα  k1,k2  είναι  συναρτήσεις  των  αναζητουµένων  ιδιοτιµών  Ε, 
η  σχέση  (V)  είναι  µια  αλγεβρική  εξίσωση, της  οποίας  οι  λύσεις  θα  µας  
δώσουν  τις  ιδιοτιµές, που  αντιστοιχούν  στις  άρτιες  ιδιοσυναρτήσεις. 
2) Περιττές  λύσεις :   Εδώ  έχουµε : 

Λαµβάνοντας  υπόψιν  τις  οριακές  συνθήκες  στο  σηµείο  x = α ,  έχουµε : 
ψΒ(α) = ψC(α) ⇔ C΄sink2α = -Ae-k

1
α   και    ψΒ΄(α) = ψ΄C(α) ⇔  C΄k2cosk2 α = 

k1Ae-k
1
α 

∆ιαιρώντας  κατά  µέλη  τις  δύο  τελευταίες  σχέσεις  παίρνουµε :  tank2α = -k2/k1  
(VI). 
H  λύση  των  εξισώσεων  (V),(VI)  γίνεται  γραφικά, αφού  τις  συγχωνεύσουµε  
πρώτα  σε  µία  εξίσωση.  Θέτουµε  : 

Η  µορφή  της  τελευταίας  σχέσης  µας  επιτρέπει  να  θεωρήσουµε  τα  k1,k2  
µε  την  µορφή : k1 = τsinθ   και   k2 = τcosθ.     Επειδή  τα  k1,k2   είναι  θετικά, 
η  γωνία  θ  παίρνει  τιµές :   0 ≤≤≤≤ θ ≤≤≤≤ π/2.     Άρα  : 

Άρα  για  δοθείσα  δυναµική  ενέργεια  Uo,  ανάλογα  µε  την  τιµή  που  θα  
πάρει  η  θ  θα  έχουµε  και  την  αντίστοιχη  ιδιοτιµή. Προφανώς, οι  ιδιοτιµές  
Εn  είναι  διάκριτες, οπότε  από  τις  τιµές  που  µπορεί  να  πάρει  η  

1 1
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παράµετρος  θ  ορισµένες  µόνο  είναι  επιτρεπτές, τις  οποίες  θα  
προσδιορίσουµε  στην  συνέχεια. 
Οι  σχέσεις  (V),(VI)  γράφονται  βάσει  της  (VII) : 
tank2α = k1/k2 = tanθ ⇔ k2α = θ + 2 n+ π/2   (VIII),  n+ = 0,1,2… 
tank2α = -k2/k1 = tan(θ-π/2) ⇔ k2α = θ –π/2+ n-π = θ + (2n—1)π/2  (IX),  n =1,2,… 
Oι  δείκτες  ±±±±  στους  ακέραιους  αριθµούς  n+, n-  είναι  για  να  µας  δηλώνουν  
τις  άρτιες  και  τις  περιττές  λύσεις  αντίστοιχα, ή  µε  άλλα  λόγια  την  parity  
της  αντίστοιχης  ιδιοσυνάρτησης.  Οι  δύο  σχέσεις  (VIII), (IX)  συγχωνεύονται  
στην  ενιαία  εξίσωση :    k2α = θ + nπ/2   (Χ) ,   n = 0,1,2,… 
όπου  οι  άρτιες  τιµές  του  n  αντιστοιχούν  στις  άρτιες  λύσεις  και  οι  
περιττές  στις  περιττές. Αν  λάβουµε  υπόψιν  ότι  k2 = τcosθ  η  (Χ)  γίνεται : 

Η  γραφική  λύση  αυτής  της  εξίσωσης  θα  µας  δώσει  τις  επιτρεπτές  τιµές  
θn  της  παραµέτρου  θ, που  αντιστοιχούν  στις  ιδιοτιµές  Εn , σύµφωνα  µε  την  
(VII). 
Το πρώτο µέλος  της  εξίσωσης (ΧΙ) είναι  η  καµπύλη  του  συνηµιτόνου  στο 
διάστηµα 
[0,π/2], ενώ  το  δεύτερο  µέλος  είναι  µια  οικογένεια  παραλλήλων  ευθειών, 
που  έχουν  κλίση  β  και  τέµνουν  τον  κατακόρυφο  άξονα  στα  ακέραια  
πολλαπλάσια  της  ποσότητας  βπ/2.  

    ΕΙΚ.  33Α.    Γραφική  λύση  της  εξίσωσης  (ΧΙ)  για  τον  προσδιορισµό  των  Εn. 
 

Tα  σηµεία  τοµής  των  ευθειών  µε  την  καµπύλη  του  συνηµιτόνου  δίνουν  
τις  επιτρεπόµενες  τιµές  θο, θ1, θ2,…, θn, oπότε  οι  αντίστοιχες  ιδιοτιµές  θα  
είναι : 

Εn = Uocos2θn  (ΧΙΙ) 
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Φυσική  ανάλυση  αποτελεσµάτων :     
1) Αν  το  τετραγωνικό  πηγάδι  γίνει  απείρου  ύψους (U→→→→∞∞∞∞)  ή  µεγάλου  
πλάτους, τότε  η  κλίση  β  γίνεται  πολύ  µικρή, οπότε  οι  γωνίες  θn, 
τουλάχιστον  για  τις  πρώτες  τιµές  του  n,  θα  πέφτουν  πολύ  κοντά  στην  
π/2, οπότε  µπορούµε  να  θεωρήσουµε  ότι    θ = π/2 – φ,  όπου  φ  µια  πολύ  
µικρή  γωνία. Εποµένως  έχουµε : 
cosθ = cos(π/2 – φ) = sinφ ≈ φ.   Άρα  η  (ΧΙ)  γίνεται:    φ = -βφ + (n+1)βπ/2 ⇔ 

όπου  Εn
∞  είναι  οι  ιδιοτιµές  του  πηγαδιού  απείρου  βάθους (σχέση 184), µόνο  

που  εδώ  το  n  αρχίζει  από  την  τιµή  µηδέν, γι’αυτό  και  εµφανίζεται  το  
n+1  αντί  του  n  που  είχαµε  παλιότερα. 
 

 
               ΕΙΚ. 33Β.  Ιδιοσυναρτήσεις  της  θεµελιώδους  και  των  δύο  πρώτων  διεγερµένων  
καταστάσεων σε  δυναµικού  τετραγωνικού  πηγαδιού. 

 

  Η  σχέση  (ΧΙΙ)  στην  ειδική  περίπτωση  που  β →→→→ 0  γίνεται :  Εn = Uosinφ ≈ 
Uoφ

2  και  τελικά :          Εn = Εn
∞/4(β+1)2.                  Η  σχέση  αυτή  

είναι  µια  αναλυτική  σχέση, που προσδιορίζει  τις  ιδιοτιµές  Εn, βάσει  των  
αντιστοίχων Εn

∞  διορθωµένων  κατά  τον  παράγοντα  4(β+1)2   και  επειδή  ο  
διορθωτικός  παράγοντας  είναι  µικρότερος  της  µονάδας, οι  Εn  βρίσκονται  
χαµηλότερα  των  Εn

∞. 
2)  Όπως  φαίνεται  στην  εικ. 33Β,  οι  ιδιοσυναρτήσεις  µοιάζουν  µε  τις 
ιδιοσυναρτήσεις  του  συστήµατος  τετραγωνικού  πηγαδιού  απείρου  βάθους, µε  
την  µόνη  διαφορά  ότι  επεκτείνονται  στην  παρούσα  περίπτωση  και  στην  
κλασσικά  απαγορευµένη  περιοχή  |x| > α.  Το  γεγονός  ότι  το  σωµάτιο  έχει  
µη  µηδενική  πιθανότητα  να  βρεθεί  σε  µια  περιοχή, όπου  η  δυναµική  
ενέργεια  είναι  µεγαλύτερη  από  την  ολική, δίνει  συχνά  λαβή  ότι  στην  
Κβαντοµηχανική  δεν  ισχύει  πάντα  η  διατήρηση  της  ενέργειας. Το  λάθος  
εδώ  βρίσκεται  στο  εξής  σηµείο :  στην  Κλασσική  Μηχανική, τόσο  η  
κινητική  όσο  και  η  δυναµική  ενέργεια  µπορούν  να  µετρηθούν  χωριστά  
και  το  άθροισµά  τους  δίνει  πάντα  την  δεδοµένη  σταθερή  τιµή  της  ολικής  
ενέργειας  του  σωµατιδίου. Στην  Κβαντοµηχανική  αυτό  δεν  είναι  σωστό, γιατί  
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η  ολική  ενέργεια  είναι  µια  ποσότητα, που  χαρακτηρίζει  την  
εξεταζόµενη  κατάσταση  στο  σύνολό  της, χωρίς  να  µπορεί  να  αναλυθεί  σε  
κάθε  θέση  σε  ένα  άθροισµα  κινητικού  και  δυναµικού  όρου. Με  άλλα  
λόγια, το  να  λέµε  ότι  σε  ένα  σηµείο  x  είναι  Ε < U(x)  δεν  έχει  νόηµα, 
γιατί  τα  µεγέθη  U(x)  και  Ε ≡ Η = p2/2m + U(x)   δεν  µετατίθενται  και  
εποµένως  η  ταυτόχρονη  γνώση  τους  είναι  αδύνατη. 
Λόγω  της  κατοπτρικής  συµµετρίας  στον  χώρο  της  U(x)  η  συµπεριφορά  
των  ιδιοσυναρτήσεων  στην  περιοχή  Α  είναι  ίδια  µε  την  C ,  συνεπώς  
περιοριζόµαστε  στην  C  όπου  x > α. Στην  περιοχή  αυτή  το  σωµάτιο  
περιγράφεται  από  µια  εκθετικά  φθίνουσα  συνάρτηση  της  µορφής  e-k

1
x.  H  

ταχύτητα  απόσβεσης  της  κυµατοσυνάρτησης  καθορίζεται  από  τον  
κυµαταριθµό  k1, που  έχει  διαστάσεις  του  αντιστρόφου  της  απόστασης, που  
στην  προκειµένη  περίπτωση  είναι  η  απόσταση  διείσδυσης  d   του  σωµατίου  
στην  κλασσικά  απαγορευµένη  περιοχή. Συνεπώς : 
 
 

 
Για  Uo →→→→∞∞∞∞  η  απόσταση  d→→→→0,  δηλαδή  η  κυµατοσυνάρτηση  περιορίζεται  
αποκλειστικά  µόνο  στην  κλασσικά  επιτρεπόµενη  περιοχή  Β (περίπτωση  
πηγαδιού  απείρου  βάθους).  Όσον  αφορά  την  ενέργεια  Ε  παρατηρούµε  ότι  
όσο  πλησιάζει  την  Uo   τόσο  µεγαλύτερη  είναι  η  διείσδυση (εικ.  33Β). 
Η  µάζα  του  σωµατίου  m,  παίζει  καθοριστικό  ρόλο  στην  συµπεριφορά  του  
συστήµατος, δηλαδή  όσο  η  µάζα  µειώνεται  τόσο  πιο  βαθειά  διεισδύει  το  
σωµάτιο  στην  απαγορευµένη  περιοχή  C,  δηλαδή  τόσο  πιο  έντονη  είναι  η  
κβαντοµηχανική  συµπεριφορά. Αντίθετα  για  πολύ  µεγάλες  µάζες  έχουµε  
εξασθένηση  του  κβαντοµηχανικού  χαρακτήρα. Στο  ίδιο  συµπέρασµα  
καταλήγουµε  αν  θεωρήσουµε  την  σταθερά  ђ  να  τείνει  στο  µηδέν (άρα  
d→→→→0), που  συνεπάγεται  ένα  τόσο  µικρό  µήκος  κύµατος, που  χάνεται  πλέον  
ο  κυµατικός  χαρακτήρας  του  υλικού  σωµατίου, οπότε  δεν  χρειάζεται  η  
Κβαντοµηχανική. 
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4.7      Σωµάτιο  σε  δυναµικό  αρµονικού  ταλαντωτή : 

      

                              ΕΙΚ.  34.  Η  δυναµική  ενέργεια  αρµονικού  ταλαντωτή. 

 

 

       Ένα  από  τα  σηµαντικότερα  κεφάλαια  της  Κβαντοµηχανικής, είναι  ο  
αρµονικός  ταλαντωτής.Αρµονικές  ταλαντώσεις  λαµβάνουν  χώρα, όταν  ένα  
σύστηµα υπόκειται  σε δύναµη  επαναφοράς  ανάλογη  της  αποµάκρυνσης, που το 
κινεί  προς την  θέση  ισορροπίας  όταν  αυτό  διαταραχθεί. Η  αδράνεια  των  
µαζών  του  συστήµατος  τα  εξαναγκάζει  να  ξεπεράσουν  την  θέση  
ισορροπίας  και  το  σύστηµα  εκτελεί  ταλάντωση  επ’αόριστον, αν  δεν  
υπάρχουν τριβές. Τα  εκκρεµή  και  οι  χορδές  είναι  γνωστά  µακροσκοπικά  
παραδείγµατα. Παραδείγµατα  προφανούς  χηµικού  ενδιαφέροντος  είναι  η  
δόνηση  δύο  ατόµων  ενός  µορίου, τα  οποία  συνδέονται  µέσω  χηµικού  
δεσµού, η κίνηση ενός ατόµου σε κρυσταλλικό πλέγµα κ.ά.   
Η   σπουδαιότητα  του  απλού  αρµονικού  ταλαντωτή  τόσο  στην  κλασσική  
όσο  και  στην  µοντέρνα  φυσική  δεν  βρίσκεται  στο  γεγονός  ότι  οι  
δυνάµεις  επαναφοράς  ακολουθούν  αυστηρά  τον  νόµο  του  Hooke, που  
σπάνια  ισχύει, αλλά  στο  γεγονός  ότι  αυτές  οι  δυνάµεις  επαναφοράς  
προσεγγίζονται  από  τον  νόµο  του Hooke  για  µικρές  αποµακρύνσεις  x.  Για  
την  επιβεβαίωση αυτού  του  γεγονότος  αναφέρουµε  ότι  οποιαδήποτε  δύναµη  
επαναφοράς, που  είναι  συνάρτηση  του  x, µπορεί  να  εκφραστεί  σε  σειρά   

Maclaurin  περί  την  θέση  ισορροπίας  x = 0, ως  εξής :  
Αφού  το  x = 0  είναι  θέση  ισορροπίας, ο  πρώτος  όρος  της  σχέσης  (228)  
είναι  µηδέν  και  αφού  για  µικρές  τιµές  του  x  οι  τιµές  των  x2, x3, …  
είναι  πολύ  µικρότερες  από  το  x,  ο  τρίτος  και  οι  ανώτεροι  όροι  της  
σειράς  µπορούν  να  παραληφθούν, οπότε  αποµένει  µόνο  ο  δεύτερος  όρος, 
δηλαδή : 
 

0

( ) (229)
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    Η  σχέση  (229)  εκφράζει  τον  νόµο  του  Hooke, όταν  το  (dF/dx)x=0  είναι  
αρνητικό, όπως  συµβαίνει  µε  κάθε  δύναµη  επαναφοράς. Συµπεραίνουµε  
λοιπόν,  ότι  όταν  τα  πλάτη  είναι  αρκετά  µικρά  όλες  οι  ταλαντώσεις  έχουν  
απλό  αρµονικό  χαρακτήρα. 
Η  συνάρτηση  της  δυναµικής  ενέργειας  είναι :  U(x) = 1/2kx2. 
Kατά  την  Κλασσική  Μηχανική, η  ολική  ενέργεια (χαµιλτώνια)  του  
συστήµατος  έχει  την  µορφή :    

και  µπορεί  να  πάρει  οποιαδήποτε  µη  αρνητική  τιµή. Στην  Κβαντοµηχανική  

όµως  µόνο  ορισµένες  τιµές  Ε1, Ε2, Ε3,…  είναι  φυσικώς  αποδεκτές (διακριτό  
φάσµα). 
Η  εξίσωση  του  Schrödinger  η  ανεξάρτητη  από  τον  χρόνο  για  τον  
αρµονικό  ταλαντωτή  είναι : 

Για  να  βρούµε  τις  ενεργειακές  ιδιοτιµές, πρέπει  να  αναζητήσουµε  τις  
τετραγωνικά  ολοκληρώσιµες  λύσεις  της  εξίσωσης  (231).  Είναι  σκόπιµο  να  
απλοποιήσουµε  την  (231)  εισάγοντας  τις παραµέτρους  α,b δηλαδή : 

οπότε  η  (231)  γίνεται :  

Η  εξίσωση  (234)  είναι  µία  γραµµική  διαφορική  εξίσωση  µε  µεταβλητούς  
συντελεστές.  Ξεκινάµε  µε  το  να  βρούµε  την  ασυµπτωτική  µορφή  που  
πρέπει  να  έχει  η  ψ  καθώς  το  x  τείνει  στο  ±±±±∞∞∞∞. Για  να  µπορεί  µια  
κυµατοσυνάρτηση  ψ  να  αντιπροσωπεύει  ένα  περιορισµένο  σωµάτιο  στον  
χώρο, η  τιµή  της  θα  πρέπει  να  τείνει  στο  µηδέν  καθώς  το  x →→→→ ±±±±∞∞∞∞,  έτσι  

ώστε  το  ολοκλήρωµα : 
δηλαδή  να  είναι  µια  πεπερασµένη  µη  µηδενική  ποσότητα. 
Η  µέθοδος  µε  την  οποία  λύνεται   η  µορφή  αυτής  της  διαφορικής  
εξίσωσης  είναι  η  “πολυωνυµική  µέθοδος”, θα  αναζητήσουµε  δηλαδή  την  
λύση  µε  την  µέθοδο  του  αναπτύγµατος  σε  απειροσειρά. Η  φυσικά  
παραδεκτή  λύση  είναι  εκείνη  για  την  οποία  η  σειρά  τερµατίζεται  σε  ένα  
πολυώνυµο.  
Για  να  δούµε  πόσο  γρήγορα  τείνουν  στο  µηδέν  οι  κυµατοσυναρτήσεις, 
θεωρούµε  µια  προσεγγιστική  µορφή  της  εξίσωσης  (234)  για  µεγάλες  τιµές  
του  x, οπότε  µπορούµε  να  θέσουµε :  (bx)2 >> α,  άρα  η  (234)  γίνεται :  
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   Μια  απλή  λύση, που  να  ικανοποιεί  την  (235)  και  να  µηδενίζεται  
ταυτόχρονα  πολύ  γρήγορα  για  µεγάλες  τιµές  του  x,  είναι  η  εξής :  ψ∞(x) 
= exp(-cx2)   (236),  όπου  ψ∞(x)  ονοµάζεται  ασυµπτωτικός  παράγοντας  και  c  
µια  σταθερά, που  µπορεί  να  προσδιοριστεί. Υπολογίζουµε  την  δεύτερη  

παράγωγο  της ψ∞(x), που  είναι:  
Αντικαθιστούµε  την  (236)  και  (237)  στην  (235)  και  παίρνουµε :  

Στην  περιοχή  όµως  όπου  x →→→→ ±±±±∞∞∞∞,  o  όρος  4c2x2  είναι  πολύ  µεγαλύτερος  

του  2c, οπότε  το  2c  µπορούµε  να  το  παραλείψουµε, άρα  έχουµε : 4c2x2 = 

b2x2  και  καταλήγουµε  ότι :  c = b/2,  οπότε  η  (236)  γίνεται :   
Aφού  βρήκαµε  την  ασυµπτωτική  λύση  προχωρούµε  στην  εύρεση  της  λύσης  
για  όλο  το  διάστηµα  ορισµού  του  x. Για  τον  σκοπό  αυτό  εισάγουµε  µία  
συνάρτηση  Η(x), που  είναι  µία  δυναµοσειρά  οπότε η  ψ(x)  θα  έχει  την  
µορφή : 
Για  να  βρούµε  την  άγνωστη  συνάρτηση  Η(x),  αντικαθιστούµε  την  (239)  

στην  (234)  και  παίρνουµε  µια  νέα  διαφορική  εξίσωση  για  την  Η. 
Κατ’αρχήν  βρίσκουµε  την  δεύτερη  παράγωγο  της  ψ(x) :  

                                                                                                                             
Άρα  η  εξίσωση  (234)  γίνεται : 
 

 
Η  εξίσωση  (241)  ονοµάζεται  διαφορική  εξίσωση  του  Hermite. 
H  καθιερωµένη  διαδικασία  για  την  επίλυση  διαφορικών  εξισώσεων  αυτής  
της  µορφής  είναι  να  υποθέσουµε  ότι  η  Η(x)  µπορεί  να  αναπτυχθεί  σε  
δυναµοσειρά  του  x, δηλαδή : 

2 2 22 2 2 2 2 2 2 2
2 e 4 e e 4 2

c x c x c x
c c x b x c x c b x

− − −− + = ⇔ − =

2b
ψ(x)=ψ (x)H(x) ψ(x)= exp - ( ) (239)

2
x H x∞

 ⇔  
 

2 3
0 1 2 3

0

( ) ... (242)n
n

n

H x A A x A x A x A x
∞

=

= + + + + =∑

2 2 2
2

2 2
2

2 e , 2 e 4 e (237)cx cx cxd d
cx c c x

dx dx

ψ ψ− − −∞ ∞= − = − +

2 2 22 2 2 2 2 2 2 22 e 4 e e 4 2cx cx cxc c x b x c x c b x− − −− + = ⇔ − =

2b

2ψ (x) = e (238)
x−

∞

2 2

2

2 2 2 22 2

2

[ 2 ( ) ] ( ) 0

[ 2 ( ) ] 0 2 ( ) 0 (241)

b b
x x

b
x

e H bxH b x b H a b x He

e H bxH a b H H bxH a b H

− −

−

′′ ′− + − + − = ⇔

′′ ′ ′′ ′− + − = ⇔ − + − =

2 2

2 2 2

2

2 2

2
2 22 2 2

2

2
2 22

2

e ( e )

e 2 ( e ) ( ) e

e [ 2 ( )] (240)

b b
x x

b b b
x x x

b
x

d
H bx

dx

d
bx H b x b

dx

d
H bxH b x b H

dx

ψ ψ

ψ ψ

ψ

− −

− − −

−

′ ′= = Η + −

′′ ′′ ′= = Η + Η − + − ⇔

′′ ′= − + −



 

 

95

95

 
 
Εµείς  θέλουµε  η  σειρά  αυτή  να  τερµατίζεται  σε  ένα  πολυώνυµο µε  
πεπερασµένο  αριθµό  όρων, ώστε  να  είναι  αποδεκτή. Για  να  υπολογίσουµε  
την  τιµή  των  συντελεστών  Αn  βρίσκουµε  την  πρώτη  και  δεύτερη  
παράγωγο  της  Η(x) : 

 
Στην  (244)  αν  µετατοπίσουµε  τον  δείκτη  n  κατά  δύο  µονάδες  προς  τα  
πάνω  θα  γίνει : 

Αντικαθιστούµε  τώρα  στην  (241)  την  (242), (243), (245)  και  παίρνουµε : 

Για  να  ισχύει  η  εξίσωση  (246)  για  οποιαδήποτε  τιµή  του  x, θα  πρέπει  η  

ποσότητα  µέσα  στην  αγκύλη  να  είναι  ίση  µε  µηδέν, οπότε  έχουµε :  

Λύνοντας  ως  προς  Αν+2  παίρνουµε  την  αναδροµική  σχέση :  

Η  σχέση  (247)  µας  επιτρέπει  να  υπολογίσουµε  διαδοχικά  όλους  τους  
συντελεστές  της  σειράς σαν  συνάρτηση  των  Α0  και  Α1, εφόσον  η  εξίσωση  
(241)  είναι  µια  δευτεροβάθµια  διαφορική  εξίσωση, οπότε  η  λύση  της  
περιέχει  δύο  σταθερές, που  εδώ  είναι  οι  Α0  και  Α1. Ξεκινώντας  από  τον  
συντελεστή Α0 , µπορούµε  να  υπολογίσουµε  τους  συντελεστές Α2,Α4,Α6,…, ενώ  
ξεκινώντας  από  τον Α1  υπολογίζουµε  τους  υπόλοιπους  συντελεστές  
Α3,Α5,Α7,… 
Από  την  µορφή  της  αναδροµικής  σχέσης  (247),  γίνεται  φανερό  ότι  η  
σειρά  τερµατίζεται  σε  ένα  πολυώνυµο  βαθµού  n, όταν : 
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Η  σχέση  (248)  µας  δίνει  τα  ενεργειακά  επίπεδα  (ενεργειακές  στάθµες)  του  

αρµονικού  ταλαντωτή  και  αν  λάβουµε  υπόψιν  ότι  ω = 2πf  η  (248)  
γράφεται : 

 
Παρατηρούµε  ότι  η  ενέργεια  του  αρµονικού  ταλαντωτή  είναι  κβαντισµένη  
µε  βήµα  hf.  Για  n = 0  έχουµε :  Ε0 = hf/2   (250).  Αυτή  είναι  η  µικρότερη  
ενέργεια, που  µπορεί  να  έχει  ο  ταλαντωτής  και  ονοµάζεται  ενέργεια  
µηδενικού  σηµείου, λόγω  του  ότι  ένας  ταλαντωτής  σε  ισορροπία  µε  το  
περιβάλλον  του  αποκτά  ενέργεια  Ε = Ε0  και  όχι  Ε = 0  όταν  η  
θερµοκρασία  τείνει  στους  00Κ. 
Κατασκευή  των  ιδιοσυναρτήσεων :   
Οι  ιδιοσυναρτήσεις  έχουν  την  µορφή  της  σχέσης  (239), δηλαδή :  

 όπου  b  είναι  µια  σταθερά  που  µπορεί  να  υπολογιστεί  από  την  (233),  
αν  θέσουµε  k = mω2, οπότε :  b = mω/ђ,  το  Ν  είναι  ο  παράγοντας  
κανονικοποίησης  και  Ηn (x)  ένα  πολυώνυµο  n  βαθµού (πολυώνυµο  Hermite), 
που  ικανοποιεί  την  εξίσωση  (241) :     

Όπως  φαίνεται  στην  αναδροµική  σχέση  (247)  επειδή  έχει  βήµα  δύο, θα  
συνδέει  αναγκαστικά  µόνο  άρτιους  ή  µόνο  περιττούς  όρους, οπότε  τα  
πολυώνυµα  Hermite  θα  είναι  άρτια  ή  περιττά, ανάλογα  µε  το  αν  ο  
βαθµός  τους  n  είναι  άρτιος  ή  περιττός. 
Για  οποιαδήποτε  ιδιοσυνάρτηση  χρειαζόµαστε  το  αντίστοιχο  πολυώνυµο 
Hermite, που  το  βρίσκουµε  αν  αντικαταστήσουµε  στην  (251)  ένα  άρτιο  ή  
περιττό  πολυώνυµο  του  επιθυµητού  βαθµού  και  να  προσδιορίσουµε  τους  
συντελεστές  του  ώστε  να  ικανοποιείται  η  εξίσωση. 
Eπειδή  αναφέραµε  προηγουµένως  ότι  α –b = 2bn,  η  σχέση  (251)  γίνεται : 

 
Α) Ιδιοσυνάρτηση  θεµελιώδους  στάθµης : 
Σ’αυτήν  την  περίπτωση  το  πολυώνυµο  Hermite  είναι  µηδενικού  βαθµού, 
δηλαδή  σταθερά  µε  αποτέλεσµα  Η0(x) = Α0. Επειδή  η  εξίσωση Hermite είναι  
οµογενής  µπορούµε  να  βάλουµε  Α0 = 1, οπότε  η  κυµατοσυνάρτηση  είναι  
σύµφωνα  µε  την  εξίσωση  (250) :  

1
0,1, 2,... (249)
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x 

                               ΕΙΚ.    35A.   Οι  πρώτες  πέντε  κυµατοσυναρτήσεις  του  αρµονικού  ταλαντωτή 
 

 

           ΕΙΚ.   35B.    Πηγάδια  δυναµικού  και  ενεργειακά  επίπεδα : α) του  ατόµου  του  υδρογόνου, 
           β) σωµατίου  σε  κιβώτιο  και  γ) του  αρµονικού  ταλαντωτή. Παρατηρούµε  ότι, τα  ενεργειακά 
           επίπεδα  εξαρτώνται  µε  διαφορετικό  τρόπο  από  τον  κβαντικό  αριθµό  n. 
 

 

          EIK.   35Γ.   Πυκνότητα  πιθανότητας  της  θεµελιώδους  κατάστασης  του  κβαντικού  αρµονικού  
ταλαντωτή (a)   
   και  του  κλασσικού  αρµονικού  ταλαντωτή  µε  την  ίδια  ενέργεια (b).    
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Η  συνθήκη  κανονικοποίησης  για  την  ψ0(x)  γράφεται : 

 

Για  τον  υπολογισµό  του  ολοκληρώµατος  στην  σχέση  (254)  χρησιµοποιούµε  
τον  γενικό  τύπο : 

                                                                                                                             
Άρα  έχουµε :  

Θέτοντας   bx2 = y2  έχουµε :  x = (1/b)1/2y,   άρα    dx = (1/b)1/2dy . Tώρα  µε  την  
βοήθεια  της  σχέσης  (256), µπορούµε  να  υπολογίσουµε  το  ολοκλήρωµα  της  
σχέσης  (254), δηλαδή :  

 Αντικαθιστούµε  τώρα  όπου :  b = mω/ђ  οπότε  η  (253)  γίνεται :  

Παρατηρούµε  ότι  η  κυµατοσυνάρτηση  της  θεµελιώδους  στάθµης  έχει  την  
Γκαουσιανή  µορφή (εικ.  35Α). 
 
Β)  Ιδιοσυνάρτηση  για  την  πρώτη  διεγερµένη  στάθµη : 
Σ’αυτήν  την  περίπτωση  το  πολυώνυµο  Hermite  είναι  πρώτου  βαθµού  και  
περιττό, οπότε  είναι  της  µορφής :  Η1(x) = Α1x.  Έχουµε  την  δυνατότητα  να  
θέσουµε Α1 = 1, οπότε  η  αντίστοιχη  ιδιοσυνάρτηση  είναι :   ψ1(x) = 
Νxexp(-bx2/2)  (259). 

Παίρνουµε  τώρα  το  ολοκλήρωµα  κανονοκοποίησης  και  έχουµε :  
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Έτσι  η  κυµατοσυνάρτηση  για  την  πρώτη  διεγερµένη  στάθµη  είναι : 

 
Γενικά, αν  θέλουµε  να  βρούµε  την  ιδιοσυνάρτηση  οποιασδήποτε  διεγερµένης  
στάθµης, αποδεικνύεται  ότι  η  σταθερά  κανονικοποίησης  Ν ,  και  τα  
πολυώνυµα  Hermite  Hn(y)  δίνoνται  από  τους  γενικευµένους  τύπους : 

 
όπου  b = mω/ђ   και   y = (b)1/2x.  Άρα  µπορούµε  να  γράψουµε  τον  γενικό  
τύπο  των  ιδιοσυναρτήσεων  του  αρµονικού  ταλαντωτή, που  ονοµάζονται  και  
συναρτήσεις  Hermite :  

 

Φυσικές  συνέπειες  των  αποτελεσµάτων  αρµονικού  ταλαντωτή : 
           Τα  σηµεία  µηδενισµού  των  κυµατοσυναρτήσεων (στο  x = 0), 
ονοµάζονται  κόµβοι  ή  κοµβικά  σηµεία. Ο  αριθµός  των  κόµβων  αυξάνεται  
κατά  µία  µονάδα, καθώς  προχωρούµε  από  την  θεµελιώδη (κανένας  κόµβος)  
στις  ανώτερες  διεγερµένες  στάθµες (εικ. 35Α). Μια  παρατήρηση  που  µπορούµε  
να  κάνουµε  είναι  ότι  ο  αριθµός  των  κόµβων  είναι  ίσος  µε  τον  αριθµό  
των  πραγµατικών  ριζών  του  πολυωνύµου  Hermite. Στις  θέσεις  του  x, που  
µηδενίζεται  το  πολυώνυµο  θα  έχουµε  και  ένα  κόµβο. Oι  κυµατοσυναρτήσεις  
δεν  είναι  πλέον  οι  απλές  ηµιτονοειδείς  συναρτήσεις  του  ορθογωνίου  
φρέατος, αλλά  τους  µοιάζουν  αρκετά  και  µπορούν  να  θεωρηθούν  ως  
ηµιτονοειδείς  καµπύλες, που  µηδενίζονται  στις  µεγάλες  µετατοπίσεις. Η  ακριβή  
τους  µορφή αποτελείται  από  γινόµενο  δύο  συναρτήσεων, µιας  συνάρτησης  
κατά  Gauss (που  είναι ο  ασυµπτωτικός  παράγοντας  exp(-bx2/2)  και  
εξασφαλίζει  την  αναγκαία  εκθετική  απόσβεση  στην  κλασσικά  απαγορευµένη  
περιοχή),   πολλαπλασιασµένης  επί  ενός  πολυωνύµου  µετατόπισης (πολυώνυµο 
Hermite),  που  δίνει  την  κυµατοειδή  µορφή  µέσα  στο  κλασσικά  
επιτρεπόµενο  διάστηµα.  
Όπως  γνωρίζουµε  η  χρονοανεξάρτητη  εξίσωση  Schrödinger  έχει  την  µορφή  
της  κλασσικής  κυµατικής  εξίσωσης  σε  ένα  ανοµοιογενές  µέσο, µε  µήκος  

κύµατος : 
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Όσο  αποµακρυνόµαστε  από  την  αρχή  των  αξόνων, όπως  φαίνεται  
από  τον  παραπάνω  τύπο  η  ορµή  της  κλασσικής  κίνησης  µειώνεται  και  το  
τοπικό  µήκος   
 
κύµατος  αυξάνει. Αυτό  σηµαίνει  για  τον  αρµονικό  ταλαντωτή  ότι  οι  
διαδοχικοί  θετικοί  και  αρνητικοί  λωβοί  της  κυµατοσυνάρτησης  πλαταίνουν. 
Με  όλες  αυτές  τις  ιδιότητες  µπορούµε  να σχεδιάσουµε  ποιοτικά  µια  
οποιαδήποτε  ιδιοσυνάρτηση  του  αρµονικού  ταλαντωτή. 
H  ενέργεια  της  θεµελιώδους  στάθµης  όπως  είδαµε  είναι : 

 

 

 
                                  ΕΙΚ.  36.   Η  πυκνότητα  πιθανότητας  για  τον  αρµονικό  ταλαντωτή. 
 

 

και  βρίσκεται  ψηλότερα  από  τον  πυθµένα (Ε = 0) του  δυναµικού.Στο  
κλασσικό  όριο  (ђ →→→→ 0 ή m →→→→ ∞∞∞∞)  βλέπουµε  ότι  Ε0 →→→→ 0, δηλαδή  το  σωµατίδιο  
πέφτει  στον  πυθµένα. Στο  ισχυρό  κβαντικό  όριο (ђ →→→→ ∞∞∞∞ ή m →→→→ 0), η  ενέργεια  
της  θεµελιώδους  στάθµης  απειρίζεται.  
Όσον  αφορά  τις  κβαντισµένες  ενεργειακές  στάθµες, το  πλέον  σηµαντικό  
σηµείο  είναι  ότι  κάθε  στάθµη  ισαπέχει  από  την  γειτονική  της,  κατά  
Εn+1-Εn = hf. Αυτό  σηµαίνει  ότι  οι  ενεργειακές  στάθµες  σχηµατίζουν  µία  
οµοιόµορφη  κλίµακα. 
Με  την  αύξηση  της  σταθεράς  k  αυξάνει  ο  διαχωρισµός  µεταξύ  των  
γειτονικών  στάθµεων. Καθώς  το  k  ελαττώνεται (ή  καθώς  η  µάζα αυξάνει)  η  
συχνότητα  f  γίνεται  µικρότερη  µε  αποτέλεσµα  ο  διαχωρισµός  µεταξύ  
γειτονικών  στάθµεων  να  ελαττούται. Στην  περίπτωση  που  k →→→→ 0  το  
παραβολικό  δυναµικό  αδυνατεί  να  περιορίσει  το  σωµάτιο  και  η  ενέργεια  
µεταβάλλεται  συνεχώς : δεν  υπάρχει  κβαντισµός  στο  όριο  αυτό, οπότε  το  
σωµάτιο  είναι  ελεύθερο. 
Με  γνωστές  τις  ιδιοσυναρτήσεις  ψn(x)  µπορούµε  να  προσδιορίσουµε  τις  
πυκνότητες  πιθανότητας  | ψn(x)|2.  Στην  εικ.  36  δίνονται  οι  πυκνότητες  
πιθανότητας  για  την  θεµελιώδη  και  τις  δύο  πρώτες  διεγερµένες  
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καταστάσεις, ενός  απλού  αρµονικού  ταλαντωτή. Παρατηρούµε  ότι  
για  την  θεµελιώδη  κατάσταση  η  κλασσική  πρόβλεψη  είναι  τελείως  
αντίθετη από  εκείνη  της  κβαντοµηχανικής. Η  µεν  κβαντοµηχανική  προβλέπει  
το  µέγιστο  της  πιθανότητας  στην  θέση  ισορροπίας  x = 0 ,  όπου   η   
δυναµική   ενέργεια   είναι   ελάχιστη ,  ενώ  η   κλασσική   θεωρία  προβλέπει  
σαν  πιθανότερες  θέσεις  εκείνες,  για  τις  οποίες  η  δυναµική  ενέργεια  είναι  
µέγιστη. Όσο  αυξάνει  ο  κβαντικός  αριθµός  n  και  για  αρκετά  µεγάλα  n, 
λόγω  του  µεγάλου  αριθµού  των  µεγίστων  στην  επιτρεπτή  περιοχή, η  
κλασσική  πρόβλεψη  της  πυκνότητας  πιθανότητας  εκφράζει  την  µέση  τιµή  
της  κβαντοµηχανικής  πρόβλεψης (αρχή  της  αντιστοιχίας  στην  παλαιά  
κβαντική  θεωρία). 
   Αν  η ψ0(x)  είναι  έντονα  εντοπισµένη  γύρω  από  τον  πυθµένα, τότε  η  
δυναµική  ενέργεια  U θα  είναι  πολύ  µικρή, αλλά  θα  έχει  αυξηθεί  
υπερβολικά  η  κινητική  ενέργεια  Τ. Εάν  όµως  η ψ0(x)  διαπλατυνθεί  πολύ, 
τότε  θα  ελαττωθεί  η  κινητική   
 
 

 
  ΕΙΚ.    37.     Γραφικές  παραστάσεις  της  κινητικής, της  δυναµικής  και  της  ολικής  ενέργειας  σωµατίου  
σε συνάρτηση  του  µήκους  εντοπισµού  α. 

 
 

ενέργεια  ενώ  θα  αυξηθεί  η  δυναµική  µια  και  τώρα  υπάρχει  µεγάλη  
πιθανότητα  να  βρεθεί  το  σωµάτιο  µακριά  από  τον  πυθµένα.   
Ας  υποθέσουµε  ότι  στην  θεµελιώδη  κατάσταση  το  σωµάτιο  είναι  
εντοπισµένο  σε  µια  περιοχή  εύρους  ∆x≈α  γύρω  από  τον  πυθµένα. 
Χρησιµοποιούµε  την  αρχή  της  αβεβαιότητας  για  να  κάνουµε  µια  εκτίµηση  
της  κινητικής, δυναµικής  και  ολικής  ενέργειας  του  συγκεκριµένου  σωµατίου  
σε  συνάρτηση  του  µήκους  εντοπισµού α:  (∆x)(∆p) ≈ ђ   άρα  (∆p) ≈ ђ/(∆x)  
οπότε  η  κινητική  ενέργεια  προσεγγιστικά  είναι :  Τ(α) = (∆p)2/2m) ≈ ђ2/(2mα2). 
Η  δυναµική  ενέργεια  θα  είναι :  U(α) = kα2/2 . 
Eποµένως  η  ολική  ενέργεια  θα  είναι :  Ε(α) ≈ ђ2/(2mα2) + kα2/2 . 
Από  αυτές  τις  τελευταίες  σχέσεις  παρατηρούµε  ότι  όταν  το  α  µειώνεται  
δηλαδή  όταν  η  κυµατοσυνάρτηση  στενεύει, η  κινητική  ενέργεια  αυξάνει  ενώ  
η  δυναµική  ενέργεια  µειώνεται. Εάν  φυσικά  το  α  αυξάνεται, οπότε  η  
κυµατοσυνάρτηση  πλαταίνει, η  κινητική  ενέργεια  µειώνεται  και  η  δυναµική  
ενέργεια  αυξάνεται. Όλα  αυτά  φαίνονται  και  στην  εικ.  37.  Η  ελάχιστη  
ολική  ενέργεια  επιτυγχάνεται  για  µια  κατάλληλη  τιµή  του  µήκους  
εντοπισµού  α, που  προσδιορίζεται  προσεγγιστικά  από  την  συνθήκη :   
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dE /dα = 0,  από  την  οποία  προκύπτει  ότι :  α = (ђ/mω)1/2, δηλαδή  
το  σωµάτιο  είναι  τελείως  εντοπισµένο  στον  πυθµένα  x = 0  του  δυναµικού, 
που  είναι  και  αυτό  που  θέλει  η  κλασσική  θεωρία. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ     5 

 

 
5.1 Εξίσωση  Schrödinger  για  το  άτοµο  του  υδρογόνου : 
 
          Το  άτοµο  του  υδρογόνου  αποτελείται  από  ένα  πρωτόνιο  και  ένα  
ηλεκτρόνιο, που  έχει  µάζα  1836  φορές  ελαφρύτερο  του  πρωτονίου. Για  
ευκολία, θα  θεωρήσουµε  ότι  το  πρωτόνιο  είναι  ακίνητο, ενώ  το  ηλεκτρόνιο  
κινείται  γύρω  του, χωρίς  να  µπορεί  όµως  να  διαφύγει  από  το  ηλεκτρικό  
πεδίο  του  πρωτονίου. Αν  θέλουµε  να  ληφθεί  υπόψιν  η  κίνηση  του  
πρωτονίου,  θα  πρέπει  να  αντικαταστήσουµε  την  µάζα  του  ηλεκτρονίου  m  
µε  την  ανηγµένη  µάζα  m΄  που  δίνεται  από  την  σχέση : 

  Η  εξίσωση Schrödinger  του  ηλεκτρονίου  στις  τρεις  διαστάσεις  για  το  
άτοµο  του  υδρογόνου  είναι : 

όπου  U  είναι  η  ηλεκτροστατική  δυναµική  ενέργεια  Coulomp,  που  δίνεται  
από  τον  τύπο : 

Επειδή  η  U  είναι  συνάρτηση  του  r  και  όχι  των  x,y,z   δεν  µπορούµε  να  
κάνουµε  άµεσα  αντικατάσταση  της  (269)  στην  εξίσωση  (268). Λόγω  αυτού  
του  γεγονότος, έχουµε  δύο  επιλογές : ή  θα  εκφράσουµε  την  U  σε  
καρτεσιανές  συντεταγµένες  αντικαθιστώντας  :   r = (x2+ y2+ z2)1/2 , ή  θα  
γράψουµε  την  εξίσωση  Schrödinger  σε  σφαιρικές  συντεταγµένες  r,θ,φ.  
Επειδή  η  δυναµική  ενέργεια  παρουσιάζει  σφαιρική  συµµετρία, θα  εργαστούµε  
σε  σφαιρικές  συντεταγµένες, οπότε  η  εξίσωση Schrödinger  γράφεται : 

Η  εξίσωση  (270)  προκύπτει  αν  λάβουµε  υπόψιν  την  εικ.  38 και  τις  

σχέσεις : 
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EΙΚ.   38.  Σφαιρικές  συντεταγµένες.  r  είναι  το  µέτρο  του  διανύσµατος  θέσης, θ  είναι  η  γωνία  µεταξύ  
του  r  και  του  άξονα  +z (ζενιθία  γωνία),  φ  είναι  η  γωνία  µεταξύ  της  προβολής  του  r  στο  επίπεδο  
xOy  και  του  άξονα  +x (αζιµουθιακή  γωνία). Οι  τιµές  αυτών  είναι :  0≤ r < ∞,  0≤ θ ≤ π,  0≤ φ ≤ 2π. 

 
 
   Πολλαπλασιάζουµε  τα  µέλη  της  (270)  µε  r2sin2θ , οπότε  έχουµε :  

   Σε  συνδυασµό  µε  τις  διάφορες  συνθήκες  που  πρέπει  να  ικανοποιεί  η  
ψ, παραπάνω  εξίσωση  περιγράφει  πλήρως  την  συµπεριφορά  του  ηλεκτρονίου.  
Κατά  την  επίλυση  αυτής  της  εξίσωσης  προκύπτει  ότι  απαιτούνται  τρεις  
κβαντικοί  αριθµοί, των  οποίων  οι  δυνατές  τιµές  τους, είναι : 
Κύριος  κβαντικός  αριθµός :   n = 1,2,3,… 
Tροχιακός  κβαντικός  αριθµός :  ℓ = 0,1,2,…,n-1 
Mαγνητικός  κβαντικός  αριθµός :  mℓ = 0,±±±±1, ,±±±±2,…, ,±±±±ℓ. 
Ο  κύριος  κβαντικός  αριθµός  n  καθορίζει  την  ολική  ενέργεια  του  
ηλεκτρονίου, ο  τροχιακός  κβαντικός  αριθµός  ℓ  καθορίζει  το  µέτρο  της  
στροφορµής  του  ηλεκτρονίου  γύρω  από  τον  πυρήνα  και  ο  µαγνητικός  
κβαντικός  αριθµός  mℓ  καθορίζει  την  διεύθυνσή  της. 
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         5.2       ∆ιαχωρισµός  των  µεταβλητών :   
 
          Το  πλεονέκτηµα  της  έκφρασης  της  εξίσωσης  Schrödinger  µέσω  
σφαιρικών  συντεταγµένων, είναι  ότι  µπορεί  να  διαχωριστεί  σε  τρεις  
ανεξάρτητες  εξισώσεις, που  η  κάθε  µία  περιλαµβάνει  µία  µόνο  
συντεταγµένη. 
   Έτσι  γράφουµε :     ψ(r,θ,φ) = R(r)Θ(θ)Φ(φ)    (272),      δηλαδή  αντί  της  
συνάρτησης ψ  θεωρούµε  το  γινόµενο  τριών  συναρτήσεων, κάθε  µία  των  
οποίων  εξαρτάται  από  µία  συντεταγµένη. Η συνάρτηση  R(r)  περιγράφει  τον  
τρόπο,  µε  τον  οποίο  µεταβάλλεται  η  κυµατοσυνάρτηση  ψ  του  ηλεκτρονίου, 
κατά  µήκος  ενός  ακτινικού  διανύσµατος  µε  αρχή  τον  πυρήνα, για  σταθερά  
θ  και  φ. Η  συνάρτηση  Θ(θ)  περιγράφει  την  µεταβολή  της  ψ  µε  την  
γωνία  θ, κατά  µήκος  ενός  µεσηµβρινού  µιας  σφαίρας  µε  κέντρο  τον  
πυρήνα, για  σταθερά  r  και  φ. Η  συνάρτηση  Φ(φ)  περιγράφει  την  µεταβολή  
της  ψ  µε  την  αζιµουθιακή  γωνία  φ  κατά  µήκος  ενός  παραλλήλου  µιας  
σφαίρας  µε  κέντρο  τον  πυρήνα,  για  σταθερά  r  και  θ. 
Πιο  απλά  η  εξίσωση  (272)  γράφεται :   ψ = RΘΦ ,  οπότε  παίρνουµε  τις  

παραγώγους : 
Αντικαθιστώντας  τις  (272),(273),(274),(275)  στην  εξίσωση  (271)  και  
διαιρώντας  µε  RΘΦ,  βρίσκουµε  ότι : 

Μεταφέρουµε  τώρα  ένα  όρο  της  (276)  που  να  έχει  µία  µόνο  µεταβλητή  
στο  άλλο  µέλος, οπότε  έχουµε : 

Αυτή  η  εξίσωση  επαληθεύεται  µόνο  αν  και  τα  δύο  µέλη  της  είναι  ίσα  
µε  την  ίδια  σταθερά, επειδή  πρόκειται  για  συναρτήσεις  διαφορετικών  
µεταβλητών. Ονοµάζουµε  αυτήν  την  σταθερά  mℓ

2 , άρα  η  διαφορική  εξίσωση  
για  την  συνάρτηση  φ  είναι :  

Η  γενική  λύση  βέβαια  αυτής  της  διαφορικής  εξίσωσης  είναι :  
Φ(φ) = Αexp(imℓφ) + Βexp(-imℓφ) ,   αλλά  διαλέξαµε  τον  πρώτο  µόνο  όρο  
γιατί  η  Φ  αντιστοιχεί  σε  µια  καθορισµένη  τιµή  της  z-συνιστώσας  της  
στροφορµής  Lz,  όπως  θα  δούµε  παρακάτω. Η  σταθερά  mℓ  είναι  γνωστή  
ως  ο  µαγνητικός  κβαντικός  αριθµός  του  ατόµου  του  υδρογόνου. Η  
εκπλήρωση  της  συνθήκης  του  µονοτίµου (µία  τιµή  σε  κάθε  δεδοµένο  
σηµείο  του  χώρου)  της  συνάρτησης  ψ(r,θ,φ), άρα  και  της  Φ , που  είναι  
µέρος  αυτής  είναι :  Φ(φ) = Φ(φ+2π), οπότε :  

2 2

2 2
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Για  να  είναι  eimℓ2π = 1  πρέπει  το  mℓ  να  παίρνει  τιµές  0,±±±±1,±±±±2,…   
Την  σταθερά  Α  την  υπολογίζουµε  από  την  συνθήκη  κανονικοποίησης, 
δηλαδή : 

 
 

 
   Εδώ  θα  κάνουµε  µία  παρένθεση  για  να  γνωρίσουµε  τους  τελεστές  της  
στροφορµής. 
 

5.3       Οι  τελεστές  της  στροφορµής : 
 
Κλασσικά  η  στροφορµή  ενός  σωµατίου  ορίζεται  από  το  εξωτερικό  

γινόµενο :  
Οι  τελεστές  της  στροφορµής  εκφράζονται  σε  διαφορική  µορφή  από  την  
σχέση : 

Αναλυτικά   έχουµε :  
 
Σε  σφαιρικές  συντεταγµένες  οι  τελεστές  της  στροφορµής  γράφονται : 

Άρα  υπολογίζεται  ότι  ο  τελεστής  της  ολικής  στροφορµής  L2  είναι :  

όπου   L2 = Lx
2 + Ly

2 + Lz
2  (287). 

Aν  δράσει  ο  τελεστής  Lz   της  σχέσης  (285)  πάνω  στην  Φ, θα  έχουµε: 
LzΦ = -iђ(dΦ/dφ), οπότε  υψώνοντας  στο  τετράγωνο  παίρνουµε : Lz

2Φ = 
-ђ2(d2Φ/dφ2). 
Στην  προηγούµενη  παράγραφο  είχαµε  κάνει  την  αντικατάσταση : -d2Φ/dφ2 = 
mℓ

2Φ, οπότε  καταλήγουµε :  Lz
2Φ = mℓ

2 ђ2Φ   (288). 
Η  εξίσωση  (288)  έχει  την  µορφή  µιας  εξίσωσης  ιδιοτιµών  του  τελεστή  
Lz

2 . Συµπεραίνουµε,  ότι  οι  φυσικώς  παραδεκτές  τιµές  mℓ = 0,±±±±1,±±±±2,…  
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πολλαπλασιασµένες  µε  ђ,  δίνουν  τις  ιδιοτιµές  της  συνιστώσας  Lz   
της  στροφορµής. Η  προβολή  της  στροφορµής  στον  άξονα  των  z  µπορεί  να  
πάρει  εποµένως  µόνο  τις  τιµές  mℓђ.  Oι  αντίστοιχες  νορµαλισµένες  
ιδιοσυναρτήσεις  δίνονται  από  την  (280). Έχουµε :  

Αποδεικνύεται  ότι  οι  σχέσεις  αντιµεταθέσεως  των  τελεστών της  στροφορµής  
είναι: 
[Lx,Ly] = i ђLz ,  [Ly,Lz] = i ђLx ,   [Lz,Lx] = i ђLy . 
τελεστής  L2   εναλλάσσεται  µε  όλες  τις  συνιστώσες  της  στροφορµής : 
[L2 ,Lx] = 0 ,  [L2 ,Ly] = 0 ,  [L2 ,Lz] = 0 . 
 
  Aπό  τις  σχέσεις  αντιµεταθέσεως  προκύπτει  ότι,  από  τα  τέσσερα  φυσικά  
µεγέθη  L2, Lx

 , Ly , Lz ,  µόνο  το  L2  µαζί  µε  ένα  από  τα  υπόλοιπα  µπορούν  
να  µετρηθούν  ταυτόχρονα. 
 

 
5.4        Λύση  της  εξίσωσης  Schrödinger  ως  προς  Θ(θ) : 
 
Αντικαθιστώντας    το  2ο  µέλος  της  (277)  µε  mℓ

2,  καταλήγουµε : 

Έχουµε  ξανά  µια  εξίσωση, όπου  στο  κάθε  µέλος  εµφανίζεται  διαφορετική  
µεταβλητή, πράγµα  που  απαιτεί  τα  δύο  µέλη  να  είναι  ίσα  µε  την  ίδια  
σταθερά, έστω  λ. Έτσι, οι  εξισώσεις  για  τις  συναρτήσεις  Φ  και  R  είναι : 

Για  να  λύσουµε  την  εξίσωση  (291), χρησιµοποιούµε  τις  αντικαταστάσεις : 
ξ = cosθ  και  Θ(θ) = Ρ(ξ).  Το  διάστηµα  0 ≤≤≤≤ θ ≤≤≤≤ π   αντιστοιχεί  στο  -1 ≤≤≤≤ ξ ≤≤≤≤ 1. 
Έχουµε :  dΘ/dθ = dP/dθ = (dP/dξ)(dξ/dθ) = - (dP/dξ)sinθ = - (dP/dξ)(1-ξ2)1/2 . 
Άρα  η  εξίσωση  (291)  γράφεται :  
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Θεωρούµε  αρχικά, την  ειδική  περίπτωση  όπου  mℓ = 0, οπότε  η  
(293)  γίνεται : 
Η  εξίσωση  αυτή  εµφανίζεται  σε  πολλά  προβλήµατα  φυσικής  και  
ονοµάζεται  εξίσωση  του  Legendre. 
To  σηµείο  ξ = 0  είναι  οµαλό  σηµείο  για  την  εξίσωση  αυτή (οµαλό  σηµείο  
της  διαφορικής  εξίσωσης  Ρ΄΄+f(ξ)Ρ΄+g(ξ)Ρ = 0  είναι  το  σηµείο  ξ = ξο , για  το  
οποίο  οι  συναρτήσεις  f,g  παίρνουν  πεπερασµένες  τιµές  f(ξο), g(ξο) ). 
Άρα  µπορούµε  να  βρούµε  τουλάχιστον  µία  λύση  της  µορφής : 

 

Παραγωγίζουµε  δύο  φορές  την  Ρ(ξ)  και  αντικαθιστούµε  στην  (294) : 
 

  

Η  ελάχιστη  δύναµη  του  ξ, αντιστοιχεί  στον  όρο  n = 0  του  πρώτου  
αθροίσµατος  της  (296), οπότε  εξισώνοντας  τον  συντελεστή  αυτής  της  
δύναµης  µε  µηδέν, παίρνουµε :     α0 k(k-1) = 0.   Για  α0 ≠≠≠≠ 0  παίρνουµε  τις  
ρίζες  k = 0 , k = 1. 
Για  την  ρίζα  k = 0 , παίρνουµε  µία  άρτια  λύση  της  µορφής : 
Ρ(ξ) = α0+α2ξ

2+α4ξ
4+…   (297). 

Για  να  βρούµε  την  αναδροµική  σχέση  για  τους  συντελεστές  µετατοπίζουµε  
τον  δείκτη  n  κατά  δύο  µονάδες  προς  τα  πάνω  για  το  πρώτο  άθροισµα  
της  (296)  και  έχουµε : 

Για  να  ισχύει  η  εξίσωση  (298)  για  οποιαδήποτε  τιµή  του  ξ  θα  πρέπει  η  
ποσότητα  µέσα  στην  αγκύλη  να  είναι  ίση  µε  µηδέν, δηλαδή : 

Για  k = 1,  παίρνουµε  µία  περιττή  λύση  της  µορφής : 
Ρ(ξ) = α0ξ+α2ξ

3+α4ξ
5+…   (300). 
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Όπως  και  προηγουµένως  καταλήγουµε  ότι  οι  συντελεστές  
δίνονται  από  την  αναδροµική  σχέση : 

Αν  οι  σειρές  (297), (300)  είναι   άπειρα  αθροίσµατα, τότε  για  ξ = ±±±±1  
αποκλίνουν, πράγµα  φυσικά  απαράδεκτο. Το  γεγονός  αυτό  µπορούµε  να  το  
αποφύγουµε  αν  αναγκάσουµε  τις  σειρές  να  τελειώνουν  κάπου, δηλαδή  αν  
θεωρήσουµε  πολυωνυµικές  λύσεις.   
Από  την  (299)  αν  το  πολυώνυµο  είναι  n  βαθµού,  συµπεραίνουµε  ότι  η  
άρτια  λύση  (297)  είναι  πολυωνυµική  αν  λ = n(n+1)  | n = 0,2,4,… 
Aπό  την  (301)  αν  το  πολυώνυµο  είναι  n+1  βαθµού, η  περιττή  λύση  (300)  
είναι  πολυωνυµική  αν   λ = (n+1)(n+2)  | n = 0,2,4,… 
   Γενικά  για  λ = ℓ(ℓ+1)  | ℓ = 0,1,2,…  βρίσκουµε  ένα  πολυώνυµο  ℓ  βαθµού  
Ρℓ(ξ)  µε  parity  (-1)ℓ.   Τα  πολυώνυµα  αυτά  ονοµάζονται  πολυώνυµα  του  
Legendre. 
   Θεωρούµε  την  εξίσωση  του  Legendre  (294)  µε  λ = ℓ (ℓ+1) : 

   Αν  παραγωγίσουµε  την  εξίσωση  (302)  mℓ  φορές (όπου  mℓ ≤≤≤≤l)  τότε  
αποδεικνύεται  ότι  προκύπτει :   

όπου : 

   Παρατηρούµε  ότι  η  (303)  συµπίπτει  µε  την  γωνιακή  εξίσωση  (293)  και  
ικανοποιείται  από  τις  συναρτήσεις  Ρℓ

m
ℓ ,  που  ορίζονται  από  την  εξίσωση  

(304). 
   Εποµένως, οι  συναρτήσεις  Ρℓ

m
ℓ   είναι  οι  λύσεις  που  αναζητούµε. 

 
 

 
5.5       Σφαιρικές  αρµονικές – Ιδιοτιµές  στροφορµής : 
 
   Είδαµε  προηγουµένως  την  εξίσωση  του  Schrödinger  σε  σφαιρικές  
συντεταγµένες  εξίσωση (270). Ας  συµβολίσουµε  µε  Λ(θ,φ)  τον  τελεστή : 

που  είναι  γνωστός  ήδη  ως  τελεστής  της  στροφορµής  L2 ,  οπότε  η  εξ. 
(270)  γίνεται : 
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όπου  U(r)  η  ηλεκτροστατική  δυναµική  ενέργεια  Coulomb.        
Xρησιµοποιούµε  και  πάλι  τη  µέθοδο  χωρισµού  των  µεταβλητών, δηλαδή  
γράφουµε:   ψ(r,θ,φ) = R(r)Y(θ,φ)  ή  πιο  απλά :  ψ = RY, οπότε  η  (306)  γίνεται  

 Το  αριστερό  µέλος  εξαρτάται  µόνο  από  το  r,  ενώ  το  δεξιό  µόνο  από  
τις  γωνίες  θ,φ ,  άρα  τα  δύο  µέλη  είναι  ίσα  µε  την  ίδια  σταθερά, έστω  
λ, οπότε  έχουµε :  

 
   Οι  λύσεις  των  δύο  εξισώσεων  (308), (309)  ονοµάζονται  “ακτινική  
κυµατοσυνάρτηση”  και  “γωνιακή  κυµατοσυνάρτηση”  αντίστοιχα.  Η  (308)  
περιέχει  την  δυναµική  ενέργεια  U(r) , άρα  οι  λύσεις  της  εξαρτώνται  από  
την  µορφή  της  συνάρτησης  U(r),  ενώ  η  (309)  είναι  ανεξάρτητη  από  την  
U(r),  άρα  οι  λύσεις  της  είναι  ίδιες  για  όλα  τα  σφαιρικώς  συµµετρικά  
δυναµικά. 
  Θα  συνδυάσουµε  τώρα  τις  λύσεις  ως  προς  φ, εξίσωσης (280)  µε  τις  
λύσεις  ως  προς  θ, εξίσωσης (304),   για  να  βρούµε  τις  φυσικώς  αποδεκτές  
λύσεις  της  γωνιακής  εξίσωσης  (309), δηλαδή  τις  σφαιρικές  αρµονικές. 
Oι  σφαιρικές  αρµονικές  ορίζονται  από  την  σχέση : 
                         Υℓ

m
ℓ(θ,φ) = Ν(ℓ,m)Pℓ

m
ℓ(cosθ)exp(imℓφ)  (310),   

 όπου  ℓ =0,1,2,…   και  mℓ = 0,1,2,…,ℓ. 
Ν(ℓ,m)  είναι  µια  σταθερά  νορµαλισµού (κανονικοποίησης),  ανεξάρτητης  των  
θ,φ,  έτσι ώστε  η  Υℓ

m
ℓ(θ,φ)  να  είναι νορµαλισµένη στην µονάδα  για  0 ≤≤≤≤ θ ≤≤≤≤ π , 

0 ≤≤≤≤ φ ≤≤≤≤ 2π.  Από  τον  τύπο  (310)  ορίζονται  οι  σφαιρικές  αρµονικές  για  
θετικό  ακέραιο  mℓ. Στην  περίπτωση  που  ο  mℓ  είναι  ακέραιος  και  
αρνητικός, µε  | mℓ | ≤≤≤≤ ℓ ,  oρίζουµε : 
                            Υℓ

m
ℓ(θ,φ) = (-1)m

ℓ Υℓ
-m

ℓ(θ,φ)*   (311). 
  Έτσι  για  κάθε  τιµή  του  ℓ, έχουµε  2ℓ+1  σφαιρικές  αρµονικές, που  
αντιστοιχούν  σε  ml = 0,±±±±1,±±±±2,…,±±±±ℓ. 
  H  σταθερά  νορµαλισµού  Ν(ℓ,m)  αποδεικνύεται  ότι  δίνεται  από  την  σχέση  

Αν  πολλαπλασιάσουµε  τα  µέλη  της  εξίσωσης  (309)  µε  ђ2  παίρνουµε : 

2
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ђ2ΛΥ+λ ђ2Υ = 0.  Σύµφωνα  όµως  µε  την  σχέση  (286)  και  την  
(305)  έχουµε  ότι  ђ2Λ = - L2    και  επειδή   λ = ℓ (ℓ+1)  καταλήγουµε  ότι :       

L2Υ = ℓ (ℓ+1) ђ2Υ   (313). 
  Η  εξίσωση  (313)  έχει  την  µορφή  µιας  εξίσωσης  ιδιοτιµών  του  τελεστή 
L2. Συµπεραίνουµε  ότι  οι  φυσικώς  αποδεκτές  τιµές  της  παραµέτρου  λ,  
δηλαδή  οι  τιµές  λ = ℓ (ℓ+1)  µε  ℓ = 0,1,2,…  πολλαπλασιασµένες  µε  ђ2 , 
δίνουν  τις  ιδιοτιµές  του  τετραγώνου  του  µέτρου  της  στροφορµής. Οι  
επιτρεπτές  τιµές, για  το  µέτρο  της  στροφορµής, θα  είναι : [ђ2

ℓ (ℓ+1)]1/2. 
Oι  λύσεις  της  (313)  που  αντιστοιχούν  σε  µια  ορισµένη  τιµή  του  ℓ,  είναι  
όπως  είδαµε  παραπάνω, οι  σφαιρικές  αρµονικές  Υℓ

m
ℓ(θ,φ)  µε mℓ = 

0,±±±±1,±±±±2,…,±±±±ℓ.  Κάθε  µία  από  τις  2ℓ+1  αυτές  συναρτήσεις  είναι   
ιδιοσυνάρτηση  του  τελεστή  L2, µε  ιδιοτιµή  ℓ(ℓ+1)ђ2. Eδώ  παρουσιάζεται  ένα  
παράδειγµα  εκφυλισµένων  ιδιοσυναρτήσεων  µε  βαθµό  εκφυλισµού  2ℓ+1, 
δηλαδή : 

L2 Υℓ
m
ℓ(θ,φ) = ℓ (ℓ+1)ђ2 Υℓ

m
ℓ(θ,φ)  (314)  για  κάθε  mℓ = 0,±±±±1,±±±±2,…,±±±±ℓ. 

  Υπενθυµίζουµε  ότι  οι  ιδιοσυναρτήσεις  είναι  εκφυλισµένες  όταν  στην  ίδια  
ιδιοτιµή  αντιστοιχούν  περισσότερες  από  µία  ιδιοσυναρτήσεις. Ο  εκφυλισµός  
των  ιδιοσυναρτήσεων  του  L2  ως  προς  mℓ   έχει  µία  ενδιαφέρουσα  φυσική  
ερµηνεία.  Όταν  το  λ  πάρει  µία  ορισµένη  τιµή  τότε  το  µέτρο  της  
στροφορµής  καθορίζεται  πλήρως, παίρνει  την  τιµή  [ђ2

ℓ(ℓ+1)]1/2. Η  συνιστώσα  
Lz  της  στροφορµής  τότε  µπορεί  να  πάρει  µία  από  τις  2ℓ+1  τιµές  ђmℓ   
όπου  mℓ = 0,±±±±1,±±±±2,…,±±±±ℓ.  Κατά  συνέπεια  το  διάνυσµα  της  ολικής  
στροφορµής  L  µπορεί  να  έχει  ορισµένους  µόνο   
προσανατολισµούς  στον  χώρο.  Το  φαινόµενο  αυτό  ονοµάζεται  κβάντωση  
κατευθύνσεως. 
 

 
ΕΙΚ.   39.        Το  διάνυσµα  της  στροφορµής  L  εκτελεί  µεταπτωτική  κίνηση  συνεχώς  γύρω  από  τον  

άξονα  z.  Για   ℓ = 2, υπάρχουν  2ℓ+1=5  πιθανές  τιµές  του  mℓ, oπότε  η  προβολή  του  L   πάνω  στον  
άξονα  Οz  µπορεί  να  πάρει  µία  από  πέντε  µόνο  τιµές. 
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5.6      Λύση  της  ακτινικής  εξίσωσης : 
 
      Ξεκινώντας   από   την  ακτινική   εξίσωση   (308)   και   αντικαθιστώντας    
όπου λ = ℓ (ℓ+1), U(r) = -e2/4πεοr (δυναµική  ενέργεια  Coulomb),  έχουµε : 

O  παράγοντας  ђ2
ℓ (ℓ+1)/2mr2  συχνά  ονοµάζεται  “φυγοκεντρικό  δυναµικό”. 

Eξετάζουµε  πρώτα, πως  πρέπει  να  συµπεριφέρονται  οι  φυσικώς  αποδεκτές  
λύσεις  της  (315)   για  µεγάλα  r.   Όταν  r →→→→ ∞∞∞∞,   οι   όροι   (2/r)dR/dr,   η  
δυναµική  ενέργεια  
Coulοmb   και  το  φυγοκεντρικό  δυναµικό  τείνουν  στο  µηδέν, οπότε  η  
εξίσωση  (315)  µπορεί  να  προσεγγιστεί  από  την  εξίσωση : 

  Η  λύση  αυτής  της  απλής  εξίσωσης  είναι  η  εξής :  

 
  Επειδή  θεωρούµε  δέσµιες  καταστάσεις, η  πιθανότητα  να  βρεθεί  το  
ηλεκτρόνιο  σε  άπειρη  απόσταση  από  το  πρωτόνιο  πρέπει  να  είναι  µηδέν  
και  εποµένως  για  r→→→→∞∞∞∞  πρέπει  R→→→→0.  Για  να  ικανοποιείται  αυτή  η  
συνθήκη  υποχρεούµαστε  να διαλέξουµε  την  λύση : 

 
 

 
 

 
 
ΕΙΚ.   40.      ∆υναµικό  Coulomb. Το σωµάτιο  είναι  δέσµιο  και  έχει  ενέργεια  Ε < 0  κβαντισµένη. 
Η  περιοχή  Ε > 0  είναι  περιοχή  σκεδάσεως. 

 
 To  συµπέρασµα  αυτό  και  για  πεπερασµένες  τιµές  του  r, µας  οδηγεί  να  
αναζητήσουµε  λύσεις  της  µορφής :   R(r) = F(r)e-αr   (319),  
 όπου  α = (-2mΕ/ ђ2)1/2. 

2 2 2
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Eπειδή  ενδιαφερόµαστε  για  το  άτοµο  του  υδρογόνου (δέσµιες  
καταστάσεις  συστήµατος  ηλεκτρονίου-πρωτονίου), θεωρούµε  µόνο  την  
περίπτωση  που  Ε < 0. 
Αντικαθιστούµε  τώρα  στην  (315)   την  (319)  και  προκύπτει : 

Για  να  καταλήξουµε  στην  (320)  έχουµε  διαιρέσει  προηγουµένως  και  τα  
δύο  µέλη  της  εξίσωσης  µε  e-αr  και  έχουµε  θέσει  b = me2/(2πεο ђ

2). 
Θέτουµε  στην  (320)  όπου  F = Gnl/r  και  εκτελώντας  τις  πράξεις  έχουµε : 

 
Το  µηδέν  είναι  κανονικό  ανώµαλο  σηµείο  για  την  εξίσωση  (321), οπότε  
εφαρµόζουµε  την µέθοδο  Frobenius ,δηλαδή  δέχεται  λύση  της  µορφής : 

 
-Μαθηµατική  παρένθεση :    Έχουµε  µια  διαφορική  εξίσωση  δευτέρας  τάξης  
της  µορφής :  Ρ΄΄+f(x)Ρ΄+g(x)Ρ = 0.   Όπως  αναφέραµε  σε  προηγούµενη  
παράγραφο  ένα  σηµείο  x = x0  είναι  οµαλό  αυτής  της  διαφορικής  εξίσωσης  
αν  οι  συναρτήσεις  f(x) και   g(x)  παίρνουν  πεπερασµένες  τιµές : f(x0), g(x0). 
  Αν  µία  τουλάχιστον  από  τις  συναρτήσεις  f(x), g(x)  τείνει  στο  ±±±±∞∞∞∞  για   
x = x0, τότε  το  σηµείο  αυτό  ονοµάζεται  ανώµαλο  της  διαφορικής  εξίσωσης. 
  Αν  το x = x0  είναι  ανώµαλο  σηµείο της  διαφορικής  εξίσωσης  αλλά  οι  
συναρτήσεις  (x-xo)f(x)  και  (x-xo)

2g(x)  είναι  πεπερασµένες  στο  σηµείο  x = x0,  
τότε  το  σηµείο  αυτό  ονοµάζεται  κανονικό  ανώµαλο  σηµείο  της  διαφορικής  
εξίσωσης . 
Αν  το  σηµείο  x = 0  είναι  οµαλό  ή  κανονικό  ανώµαλο  σηµείο  της  
διαφορικής  εξίσωσης,  τότε  µια  τουλάχιστον  λύση  αυτής  µπορεί  να  βρεθεί  
µε  την  µέθοδο  του  Frobenius  ή  µέθοδο  σειρών. 
  Εισάγουµε  λοιπόν  την  έκφραση  (322)  στην  εξ. (321)  και  παίρνουµε  
τελικά  το  άθροισµα : 

Η  ελάχιστη  δύναµη  του  r  αντιστοιχεί  στον  όρο  p = 0   του  πρώτου  
αθροίσµατος. Εξισώνοντας  τον  συντελεστή  αυτής  της  δύναµης  µε  µηδέν, 
παίρνουµε : 
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c0[ ν(ν-1)- ℓ (ℓ+1) ] = 0  και  επειδή  c0 ≠≠≠≠ 0  θα  έχουµε :  ν2-ν-ℓ(ℓ+1) = 
0.  Oι  ρίζες  αυτής  της  εξίσωσης  είναι :  ν = ℓ+1  και  ν = -ℓ.  Eπειδή  η  
συνάρτηση  πρέπει  να  µηδενίζεται  για  r→→→→ 0  είναι  προφανές  ότι  η  αρνητική  
ρίζα  ν = -ℓ  αντιστοιχεί  σε  φυσικά  απαράδεκτη  συµπεριφορά, οπότε  την  
απορρίπτουµε  και  κρατάµε  την  λύση ν = ℓ+1, που  είναι  φυσικά  αποδεκτή. 

Αυτά  τα συµπεράσµατα  φαίνονται  παρακάτω : 
Βάσει  των  σχέσεων  (319), (322)  έχουµε : R(r) = (Gnl/r) e

-αr .  
Για  να  βρούµε  την  αναδροµική  σχέση  για  τους  συντελεστές  µετατοπίζουµε  
τον  δείκτη  p  κατά  µία  µονάδα  προς  τα  πάνω  για  το  πρώτο  άθροισµα  
της  σχέσης  (323)  και  έχουµε :  

Επειδή  το  άθροισµα  αυτό  πρέπει  να  µηδενίζεται  ταυτοτικά, απαιτούµε  η  
ποσότητα   
µέσα  στο  άγκιστρο  να  είναι  ίση  µε  µηδέν,  δηλαδή : 

 
Θέτουµε  όπου  ν = ℓ+1  στην  (325)  οπότε  έχουµε : 

Πρέπει  και  εδώ  να  απαιτήσουµε  να  τερµατίζεται  η  σειρά  ώστε  να  έχουµε  
πολυωνυµικές  λύσεις  σαν  φυσικά  παραδεκτές. Υποθέτουµε  ότι  τι  ζητούµενο  
πολυώνυµο  είναι  p  βαθµού, p ≥≥≥≥ 0. Από  την  αναδροµική  σχέση  (326)  
φαίνεται  ότι  για  να  ισχύουν  οι  σχέσεις   cp+1 = 0  και  cp ≠≠≠≠ 0  πρέπει  ο  
αριθµητής  της  (326)  να  είναι  µηδέν, δηλαδή :  2α(p+ℓ+1)-b = 0,  άρα  αν  
θέσουµε  n = p+ℓ+1,  βρίσκουµε : 

2αn = b   (327) 
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  Aντικαθιστώντας  το  α  και  το  b,  που  έχουµε  ορίσει  παραπάνω  
στην  σχέση  (327)  βρίσκουµε : 

Επειδή  ο  κβαντικός  αριθµός  ℓ  µπορεί  να  πάρει  τις  τιµές  
0,1,2,…συµπεραίνουµε  από  την  σχέση  n = p+ℓ+1,  ότι  ο  n  παίρνει  τιµές  
1,2,3,…  και  ονοµάζεται  κύριος  κβαντικός  αριθµός. Επειδή  n ≥≥≥≥ ℓ+1   τα όρια  
µεταβολής  του  ℓ είναι: ℓ = 0,1,2,…,n-1. 
∆ηλαδή  το  ℓ  παίρνει  n  διαφορετικές  τιµές. Άρα  η  ιδιοτιµή  της  ενέργειας  
λόγω  του  κβαντικού  αριθµού  ℓ   είναι  n  φορές  εκφυλισµένη. Εξαίρεση  
αποτελεί  η  θεµελιώδης  κατάσταση  n = 1  και  ℓ = 0   όπου  δεν  υπάρχει  
εκφυλισµός. 
Η  αναγωγική  σχέση  (326)  µε  βάση  την  (327)  γίνεται : 

Η  σχέση  (329)  δίνει  όλους  τους  όρους  του  αναπτύγµατος  συναρτήσει  του  
πρώτου.  Βρίσκουµε  τελικά  ότι  οι  λύσεις  της  ακτινικής  εξίσωσης  γράφονται  

 
Το  άθροισµα  της  (330)  ονοµάζεται  συµφυές  πολυώνυµο  του  Laguerre : 

 
-Μαθηµατική  παρένθεση :  Ορίζουµε  τα  συνήθη  πολυώνυµα  Laguerre  από  
την  σχέση : 

Παρά  την  εµφάνιση  των  εκθετικών  στον  ορισµό  (332), oι  ποσότητες  Ln(x)  
είναι  πολυώνυµα  n  βαθµού.  Συναρτήσει  των  πολυωνύµων  του  Laguerre, 
ορίζονται  τα  “συµφυή  πολυώνυµα  του  Laguerre”  Ln

k
 (x),  που  είναι  επίσης  

πολυώνυµα  n  βαθµού, και  ορίζονται  από  την  σχέση : 

ή  ισοδύναµα  ο  τύπος  του  Rodrigues :  
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Η  σχέση  (334)  είναι  γενικότερη  από  την  (333)  γιατί  µπορεί  να  
χρησιµοποιηθεί  και  για  µη  ακέραιο  k.  Σ’αυτήν  την  περίπτωση, οι  
συναρτήσεις  (334)  δεν  είναι  πολυώνυµα  και  ονοµάζονται  “συµφυείς  
συναρτήσεις  του  Laguerre”.  – 
 
Οι  ακτινικές  ιδιοσυναρτήσεις  εποµένως  είναι :  

Οι  δείκτες  n  και  ℓ  µπήκαν  για  να  υπενθυµίζουν  το  γεγονός  ότι  η  
σταθερά  Cnℓ  (σταθερά  κανονικοποιήσεως)  και  η  συνάρτηση  Rnℓ(r), 
εξαρτώνται  από  τους  κβαντικούς  αριθµούς  n  και  ℓ. 
Έχοντας  βρει  τις  ακτινικές  ιδιοσυναρτήσεις  Rnℓ(r)  και  τις  γωνιακές  
ιδιοσυναρτήσεις  Υℓm(θ,φ),  µπορούµε  τώρα  να  γράψουµε  τις  ιδιοσυναρτήσεις  
του  ατόµου  του  υδρογόνου :  

όπου  Dnℓ  µια  σταθερά  τέτοια  ώστε  η  (336)  να  είναι  νορµαλισµένη  στην  
µονάδα, στο  διάστηµα  0 ≤≤≤≤ r ≤≤≤≤ ∞∞∞∞,  0 ≤≤≤≤ θ ≤≤≤≤ π,  0 ≤≤≤≤ φ ≤≤≤≤ 2π,  δηλαδή : 

όπου  r2sinθdrdθdφ  είναι  ο  στοιχειώδης  όγκος  dV  του  συστήµατος  
εκπεφρασµένος  σε  σφαιρικές  συντεταγµένες, η  δε  ολοκλήρωση  
πραγµατοποιείται  σε  όλο  το  χώρο. 
Ας  αναφερθεί  επιπλέον  ότι  οι  επιµέρους  συναρτήσεις  Rnℓ(r), Θℓmℓ(θ), Φmℓ(φ)  
είναι  επίσης  κανονικοποιηµένες , δηλαδή : 

 
  Να  σχολιάσουµε  ότι  η  πυκνότητα  πιθανότητας  µπορεί  να  γραφεί  ως : 
ψψ* = |R|2|Θ|2|Φ|2  ,   όπου  R = Rnℓ(r)  η  λύση  της  ακτινικής  εξίσωσης, που  
περιγράφει  την  µεταβολή  της  ψ  µε  το  r  όταν  ο  κύριος  και  ο  τροχιακός  
κβαντικός  αριθµός  είναι  n  και  ℓ ,  Θ = Θℓmℓ(θ)  η  συνάρτηση, που  περιγράφει  
την  µεταβολή  της  ψ  µε  την  θ, όταν  ο  τροχιακός  και  ο  µαγνητικός  
κβαντικός  αριθµός  είναι  ℓ  και  mℓ   και  η  Φ = Φℓmℓ(φ)  η  συνάρτηση  που  
περιγράφει  την  µεταβολή  της  ψ  µε  την  φ, όταν  ο  µαγνητικός  κβαντικός  
αριθµός  είναι  mℓ. 
Από  την  εξίσωση  (280), που  είναι  η  αζιµουθιακή  κυµατοσυνάρτηση  Φ 
µπορούµε  να  υπολογίσουµε  την  αζιµουθιακή  πυκνότητα  πιθανότητας, που είναι 
:  |Φ|2 = (1/2π). 
Παρατηρούµε  ότι  η  πιθανότητα  να  βρεθεί  ένα  ηλεκτρόνιο  σε  συγκεκριµένη  
αζιµουθιακή  γωνία  φ  είναι  σταθερή  και  ανεξάρτητη  της  γωνίας  φ. 
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5.7 Το  spin  του  ηλεκτρονίου : 
 

        ∆ιάφορα  πειραµατικά  δεδοµένα  µας  οδήγησαν  στην  παραδοχή  ότι  τα  
στοιχειώδη  σωµατίδια  έχουν  και  άλλες  εσωτερικές  ιδιότητες  εκτός  από  την  
µάζα  και  το  φορτίο  τους. Μια  τέτοια  εσωτερική  ιδιότητα  του  ηλεκτρονίου  
είναι το  spin, ανεξάρτητα  από  το  αν  το  ηλεκτρόνιο  είναι  µέρος  ενός  
ατόµου  ή  είναι  ένα  ελεύθερο  σωµάτιο. 
To  πείραµα  που  έδειξε  την  παρουσία  του  spin,  είναι  το  πείραµα  
Stern-Gerlach. Μία  δέσµη  από  άτοµα  αργύρου,  εκτοξεύονται  µέσα  σε  ένα  
µη  οµογενές  µαγνητικό  πεδίο, µε  αποτέλεσµα  η  δέσµη  να  διασπάται  σε  
δύο  µέρη. Το  φαινόµενο  αυτό, δηλαδή  το  σπάσιµο  µιας  φασµατικής  γραµµής  
σε  άλλες, που  ενεργειακά  διαφέρουν  πολύ  λίγο  µεταξύ  τους, λέγεται  λεπτή  
υφή  του  πλάσµατος. Εξάλλου, όταν  ένα  άτοµο  βρεθεί  υπό  την  επίδραση  
ασθενούς  εξωτερικού  µαγνητικού  πεδίου  Β, σε  σχέση  µε  το  ενδογενές  
ατοµικό  µαγνητικό  πεδίο,  εµφανίζεται  το  φαινόµενο  Zeeman. Στο  οµαλό  
φαινόµενο  Zeeman   µια  µονή  γραµµή  του  φάσµατος  διαχωρίζεται  σε  τρεις, 
όταν  το  πεδίο  είναι  κάθετο  προς  την  διαδροµή  του  φωτός  ή  σε  δύο, 
όταν  το  πεδίο  είναι  παράλληλο.  Αυτό  το  φαινόµενο  παρατηρείται   στα  
φάσµατα  µερικών  στοιχείων  υπό  ορισµένες  συνθήκες, στις  περισσότερες  
όµως  περιπτώσεις  συµβαίνει  το  αντίθετο. Τέσσερις, έξι  ή  και  περισσότερες  
συνιστώσες  µπορεί  να  εµφανιστούν. 
Η  εξήγηση  δόθηκε  από  τους  Goudsmit – Uhlenbeck,  που  θεώρησαν  κατά  
τρόπο  αξιωµατικό, ότι  το  ηλεκτρόνιο  κατέχει  µια  ενδογενή  ιδιότητα, που  
παρουσιάζει  τα  γνωρίσµατα  της  στροφορµής, χωρίς  να  έχει  καµµιά  σχέση  
µε  την  κλασσική  στροφορµή  και  την  ονόµασαν  spin. 
Το spin  είναι  ένα  φυσικό  µέγεθος, που  παριστάνεται  από  τον  διανυσµατικό  
τελεστή  S  µε  συντεταγµένες  τους  τελεστές  Sx, Sy ,Sz.  Οι  τελεστές  αυτοί  
εναλλάσσονται  µε  όλους  τους  τελεστές, που  έχουµε  γνωρίσει  µέχρι  τώρα. 
Επίσης  ικανοποιούν  τις  ίδιες  σχέσεις  αντιµεταθέσεως, που  ικανοποιούν  και  
οι  τελεστές  της  στροφορµής :   

[Sx, Sy] = iђSz ,  [Sy, Sz] = iђSx ,  [Sz, Sx] = iђSy , 
[S2,Sx] = 0 , [S2,Sy] = 0 , [S2,Sz] = 0. 

 
H  κατάσταση  ενός  σωµατίου  µε  spin  περιγράφεται  από  την  
κυµατοσυνάρτηση : 

Ψ(r,S) = ψ(r)U(S)   (338). 
Το  spin  του  ηλεκτρονίου  και  η  προβολή  του  σε  τυχόντα  άξονα, π.χ.  z, 
συνδέονται  αντίστοιχα  µε  δύο  κβαντικούς  αριθµούς  s  και  ms  µε  τις  
σχέσεις : 

O  κβαντικός  αριθµός  s  περιγράφει  το  spin  του  ηλεκτρονίου. Η  µόνη  
δυνατή  τιµή  του  s  είναι :  s = 1/2,  περιορισµός  που  προβλέπεται  από  την  
θεωρία  Dirac,  αλλά  µπορεί  να  προκύψει  και  εµπειρικά  από  φασµατικά  
δεδοµένα.  Η  χωρική  κβάντωση  του  ηλεκτρονικού  spin  περιγράφεται  από  

( 1) (339), (340)z sS s s S m= + =� �
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τον  µαγνητικό  κβαντικό  αριθµό  spin  ms, που  παίρνει  δύο  µόνο  
τιµές : ms = +1/2  και  ms = -1/2. 
Συµβολίζουµε  µε  U+  και  U-  τις  ιδιοσυναρτήσεις  του  Sz  µε  ιδιοτιµές  msђ, 
δηλαδή: 

Αν  το  spin  είναι  παράλληλο  ή  αντιπαράλληλο  προς  τον  άξονα  των  z, 
τότε  η  κατάστασή  του  είναι U+  ή  U-  αντίστοιχα. Σε  όλες  τις  άλλες 
περιπτώσεις, η  κατάσταση  spin  είναι  ένας  γραµµικός  συνδυασµός  των  δύο  
αυτών  καθαρών  καταστάσεων U+  και  U- , δηλαδή :  U(S) = c+U+ + c-U-,  όπου c+, 
c-  είναι  τα  πλάτη  πιθανότητας  για  παράλληλο  και  αντιπαράλληλο  spin,  και  
πρέπει  να  ισχύει : 

|c+|2 + | c-|
2 = 1   (343). 

Θεωρούµε  τα  U+  και  U-  σαν  βάσεις  του  χώρου, οπότε  οι  ιδιοσυναρτήσεις 
U+  και  U-  ως  προς  την  βάση  (U+, U-)  έχουν  την  µορφή  στήλης  
διανυσµάτων : 

Κυµατοσυναρτήσεις, που  περιγράφουν  σωµάτια  µε  spin  ± ђ/2  γράφονται  µε  
την  µορφή  στήλης  διανυσµάτων : 

Ο  αντίστοιχος  πίνακας  του  Sz  είναι  προφανώς  ένας  διαγώνιος  πίνακας  µε  
διαγώνια  στοιχεία  τις  ιδιοτιµές  του  Sz, δηλαδή : 

Με  την  βοήθεια  των  σχέσεων  εναλλαγής, που  αναφέραµε  παραπάνω  
αποδεικνύονται  εύκολα  οι  πίνακες  των  Sx  και  Sy : 

Για  τον  τελεστή  S2  βρίσκουµε  τον  διαγώνιο  πίνακα : 
 

 
    Να  επισηµάνουµε  ότι  το  spin  δεν  είναι  η  στροφορµή, που  έχει  το  
ηλεκτρόνιο  γυρίζοντας  γύρω  από  τον  άξονά  του, γιατί  η  στροφορµή  παίρνει  
ακέραιες  τιµές. Η  “σβούρα”  αυτή  που  λέγεται  ηλεκτρόνιο, πρέπει  να  
περιστραφεί  δύο  φορές  γύρω  από  τον  άξονά  του  για  να  φθάσει  στην  
αρχική  του  θέση. Από  την  άλλη  µεριά, στο  κλασσικό  όριο  του  ђ→→→→0,  το  
spin  µηδενίζεται, άρα  δεν  υπάρχει  κλασσικό  ανάλογο  για  να  περιγράψουµε  

1 1
(341), (342)

2 2z zS U U S U U+ + − −= = −� �

1 0

0 1
U Uκαι+ −

   
= =   
   

( )
( ) ( ) (344)

( )

r
r U S

r

ψ
ψ

ψ
+

−

 
=  
 

�
�

�

1 01
(345)

0 12zS
 

=  − 
�

0 1 01 1
(346), (347)

1 0 02 2x x

i
S S

i

   
= =   −   
� �

2 2 2 2 2 1 03
(348)

0 14x y zS S S S
 

= + + =  
 

�



 

 

119

119

τι  ακριβώς  είναι  το  spin. Στην  πραγµατικότητα  είναι  µία  
κβαντοµηχανική  ιδιότητα. 
To spin  των  σωµατίων  παίζει  σπουδαίο  ρόλο  στην  στατιστική  των  
στοιχειωδών  σωµατίων. Τα  συστήµατα  σωµατίων  µε  άρτιο  αριθµό  µονάδων 
spin 2νђ/2, περιγράφονται  µε  συµµετρικές  κυµατοσυναρτήσεις  και  ονοµάζονται  
µποζόνια, ενώ  τα  συστήµατα  σωµατίων  µε  περιττό αριθµό  µονάδων spin 
(2ν+1) ђ/2,  περιγράφονται  µε  αντισυµµετρικές  κυµατοσυναρτήσεις  και  
ονοµάζονται  φερµιόνια. Για  παράδειγµα, τα  σωµάτια – φορείς  όλων  των  πεδίων  
είναι  µποζόνια, ενώ  τα  βασικά  πυρηνικά  σωµάτια, όπως  τα  πρωτόνια, τα  
νετρόνια  και  τα  ηλεκτρόνια  είναι  φερµιόνια. 
Για  τα ηλεκτρόνια, όπως  και  γενικά  για  τα φερµιόνια,  ισχύει  η  απαγορευτική  
αρχή  του  Pauli, που  δηλώνει  ότι  δύο  ηλεκτρόνια  του  ατόµου  δεν  µπορεί  
να  βρίσκονται  στην   ίδια  κβαντική  κατάσταση. Καθένα  πρέπει  να  έχει  
διαφορετικούς  κβαντικούς  αριθµούς  n,ℓ,mℓ,ms.  Αντιθέτως  για  τα  µποζόνια  
δεν  ισχύει  τέτοια απαγορευτική  αρχή. 
 

 

5.8 Ολοκληρωµένη  µορφή  κυµατοσυνάρτησης  του  ατόµου   

του  υδρογόνου : 
 

       Aς  συµβολίσουµε  µε  ψnℓmℓs(r,θ,φ)  την  λύση  του  ατόµου  του  
υδρογόνου. Αν  U±±±±  είναι  η  ιδιοσυνάρτηση  του spin  του  ηλεκτρονίου, που  
µπορεί να  πάρει  δύο  µόνο  τιµές, που  αντιστοιχούν  στις  δύο  τιµές  του  ms 
και  λάβουµε  υπόψιν  και  την  εξίσωση  (336)  στην  οποία  έχουµε  καταλήξει, 
τότε  µπορούµε  να  γράψουµε : 

 
  Συνοψίζοντας,  έχουµε  να  επισηµάνουµε  ότι  η  κυµατοσυνάρτηση  είναι  
ταυτόχρονα  ιδιοσυνάρτηση  των  εξής  τελεστών : 
1) Της  ενέργειας  H  µε  ιδιοτιµές : 

όπου  r1 = 4πε0ђ
2/(me2) = 0,53.10-10m  είναι  η  µικρότερη  ακτίνα  επιτρεπόµενης  

τροχιάς  του  ηλεκτρονίου  και  ονοµάζεται  ακτίνα  θεµελιώδους  τροχιάς  ή  
ακτίνα  του  Bohr,  ενώ  Ε1 = -me4/(32π2ε0

2 ђ2) = -13,6eV  είναι  η  ελάχιστη  
ενέργεια, που  έχει  το  ηλεκτρόνιο  στην  θεµελιώδη  τροχιά. 
2) Της  στροφορµής  L2  µε  ιδιοτιµές  : ђ2ℓ(ℓ+1),  όπου  ℓ = 0,1,2,…,n-1. 
3) Tης  προβολής  της  στροφορµής  στον  άξονα  z  µε  ιδιοτιµές : ђmℓ,  όπου   
mℓ = 0,±±±±1, ±±±±2,…, ±±±±ℓ. 
4)  Tης  προβολής  του  spin  στον  άξονα  z  µε  ιδιοτιµές :   

s = +ђ/2   ή  s = -ђ/2. 
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41.  Πίνακας  αποτελεσµάτων  για  τις  τρεις  πρώτες  ενεργειακές  στάθµες  του  ατόµου  του  

υδρογόνου, όπου έχει τεθεί : r1 = 4πε0ђ
2/(me2),  ρ = r/r1,  σ = (1/r1)

3/2. 
 
 
 

 
EIK.  42.   Πολικό  διάγραµµα  του  Θ(θ), που  καθορίζει  την  γωνιακή  εξάρτηση  της  πυκνότητας  

πιθανότητας  ψψ
* 
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ΕΙΚ.  43.  ∆ιατοµές  των  κυµάτων  των  ηλεκτρονίων  κατά  την  ακτινική  διεύθυνση  για  
τέσσερις  καταστάσεις  του  ατόµου  του  υδρογόνου. 

   
 
  

 
ΕΙΚ.   44.   Οι  δύο  προβολές  του  spin  στον  άξονα  z. 

 
 
 
 
 
 
 
 



 

 

122

122

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 



 

 

123

123

                  ΧΡΗΣΙΜΕΣ  ∆ΙΕΥΘΥΝΣΕΙΣ  ΣΤΟ  ΙΝΤΕRNΕΤ 
(ΓΙΑ  ΤΑ  ΕΝ∆ΙΑΦΕΡΟΝΤΑ  ΤΩΝ  ΦΥΣΙΚΩΝ). 

 
1) hhtp://th.physik.uni-frankfurt.de/ 
(εκτός  των  άλλων  υπάρχει  η  δυνατότητα  να  κατεβάσετε  
φωτογραφίες, γκραβούρες  και  σκίτσα  επιστηµόνων). 
2) hhtp://maths.tcd.ie/pub/histmath/people/newton 
(πλούσιο  υλικό  για  την  ζωή  και  το  έργο  του  Newton. Αξιοποίηση  
στη  διδασκαλία  της  Φυσικής  του  Λυκείου). 
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ιδέες  για  πειράµατα  µε  απλά  µέσα  και  µοντελοποιήσεις  φαινοµένων). 
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(µια  συλλογή  υλικού  για  τον  Newton. Σύνδεση  µε  άλλες  σχετικές  
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7) hhtp://members.aol.com/voraze/ 
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33) hhtp://sparc.airtime.co.uk/users/station/m-worlds.faq 
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