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Περίληψη

Βασικός άξονας της παρούσας διατριβής είναι οι σχετικιστικοί υπολογι-
σµοί πολυτροπικών µοντέλων περιστρεϕόµενων αστέρων νετρονίων. Επειδή
δεν υπάρχει ακριβής αναλυτική λύση των εξισώσεων του Einstein για το
ϐαρυτικό πεδίο ενός περιστρεϕόµενου αστέρα νετρονίων, επιχειρούµε την α-
ϱιθµητική επίλυση στο µιγαδικό επίπεδο όλων των διαϕορικών εξισώσεων,
που εµπεριέχονται στην διαταρακτική µέθοδο του Hartle. ∆ίνουµε έµϕαση
στον υπολογισµό φυσικών ποσοτήτων, που περιγράϕουν την γεωµετρία ταχέ-
ως περιστρεϕόµενων µοντέλων. Συγκρίνοντας τα αριθµητικά αποτελέσµατα
που ϐρίσκουµε µε ορισµένες πολύπλοκες επαναληπτικές µεθόδους, ελέγ-
χουµε την αξιόλογη ϐελτίωση των αποτελεσµάτων µας, έναντι εκείνων που
δίνονται από το κλασσικό διαταρακτικό σχήµα του Hartle. Η παρούσα δια-
τριβή χωρίζεται σε τέσσερα µέρη, που αναπτύσσονται στα κεϕάλαια 1, 2, 3 και
4.

Στο πρώτο κεϕάλαιο, ϑα εστιάσουµε την προσοχή µας στο σύστηµα δια-
φορικών εξισώσεων Oppenheimer− V olkov, που εξάγονται από τις εξισώσεις
πεδίου του Einstein. Σε συνδυασµό µε µια καταστατική εξίσωση περιγρά-
φουµε σχετικιστικά πολυτροπικά µοντέλα µη περιστρεϕόµενων αστέρων νε-
τρονίων σε υδροστατική ισορροπία. Ακολούθως, περιγράϕουµε ένα καθα-
ϱά σχετικιστικό φαινόµενο, τον συρµό των αδρανειακών συστηµάτων λόγω
της περιστροϕής του αστέρα. Στην συνέχεια, χρησιµοποιούµε την µέθοδο
διαταραχής του Hartle, σύµϕωνα µε την οποία δεχόµαστε ότι ο στατικός α-
στέρας είναι το αδιατάρακτο σύστηµα, πάνω στο οποίο εϕαρµόζουµε µικρές
διαταραχές (ϑεωρώντας την οµοιόµορϕη περιστροϕή ως διαταραχή) και έτσι
υπολογίζουµε τις διορθώσεις στην µάζα και την ακτίνα, λόγω των σϕαιρικών
και τετραπολικών παραµορϕώσεων. Τέλος, εϕαρµόζουµε µία διαταρακτική
προσέγγιση µε όρους τρίτης τάξης στην γωνιακή ταχύτητα.

Στο δεύτερο κεϕάλαιο, ϑα κάνουµε µια εκτενή περιγραϕή της στρατη-
γικής του µιγαδικού επιπέδου (Complex-Plane Strategy, εν συντοµία CPS).
Σύµϕωνα µε αυτή την µέθοδο, η αριθµητική ολοκλήρωση των διαϕορικών
εξισώσεων γίνεται στο µιγαδικό επίπεδο και όλες οι εµπλεκόµενες συναρτή-
σεις του προβλήµατός µας είναι µιγαδικές, µιγαδικής µεταβλητής. Συνεπώς,
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για την αποϕυγή διαϕόρων ιδιοµορϕιών ή και απροσδιόριστων µορϕών, που
προκύπτουν από τις οριακές συνθήκες του προβλήµατος, κυρίως στο κέντρο
και στην επιϕάνεια του αστέρα, µας δίνεται η δυνατότητα να επιλέξουµε ένα
κατάλληλο µιγαδικό µονοπάτι για την εκτέλεση πάνω σ΄ αυτό της αριθµητικής
ολοκλήρωσης των διαϕορικών εξισώσεων. Επιπλέον, οι αριθµητικές ολοκλη-
ϱώσεις όλων των διαϕορικών εξισώσεων του προβλήµατος συνεχίζονται πολύ
πέραν της επιϕάνειας του αδιατάρακτου µοντέλου, µε αποτέλεσµα η ακτίνα
υπολογίζεται εύκολα ως η ϱίζα του πραγµατικού µέρους της συνάρτησης της
πυκνότητας (χωρίς να είµαστε αναγκασµένοι να εκτελέσουµε οποιεσδήποτε
αριθµητικές προεκβολές, που είναι γνωστό ότι επιϕέρουν σηµαντικά σϕάλ-
µατα).

Στο τρίτο κεϕάλαιο, υπολογίζουµε σηµαντικές φυσικές ποσότητες που α-
φορούν τον αστέρα νετρονίων, ολοκληρώνοντας αριθµητικά ένα σύστηµα δια-
φορικών εξισώσεων πρώτης τάξης. Ιδιαίτερα, υπολογίζουµε το σύνορο της
περιστρεϕόµενης αστρικής δοµής µε δύο τρόπους. Ο πρώτος είναι µε ϐά-
ση την κλασική διαπραγµάτευση της διαταρακτικής µεθόδου του Hartle και
ο δεύτερος µε τον αλγόριθµο λεπτής ϱύθµισης που αναπτύσσουµε µε την
ϐοήθεια του οποίου παίρνουµε αξιόλογα αριθµητικά αποτελέσµατα. Στην
συνέχεια περιγράϕουµε το λογισµικό πακέτο ATOMFT System. Ακολούθως,
µε την ϐοήθεια των λύσεων των διαϕορικών εξισώσεων τρίτης τάξης ως προς
την γωνιακή ταχύτητα, υπολογίζουµε τις διορθώσεις στην στροϕορµή, την
ϱοπή αδράνειας, την περιστροϕική κινητική ενέργεια και την ϐαρυτική δυ-
ναµική ενέργεια του αστέρα. Εϕαρµόζοντας τέλος µια κατάλληλη µέθοδο,
υπολογίζουµε το όριο της µάζας διαϕυγής.

Στο τέταρτο κεϕάλαιο, εκθέτουµε πίνακες αποτελεσµάτων και κάποιες ση-
µαντικές γραϕικές παραστάσεις. ∆ίνουµε επίσης ορισµένες λεπτοµέρειες της
εϕαρµογής του προγράµµατός µας. Επιπλέον, δίνουµε έµϕαση στο γνωστό
«παράδοξο» που αϕορά την µέθοδο διαταραχών του Hartle,σύµϕωνα µε την
οποία αυτή η µέθοδος αν και αντιπροσωπεύει µια προσέγγιση αργής πε-
ϱιστροϕής ενός αστέρα νετρονίων, δίνει αξιόλογα αποτελέσµατα ακόµη και
όταν εϕαρµόζεται σε ταχέως περιστρεϕόµενα µοντέλα. Στην παρούσα έρευνα
αϕαιρέσαµε τον κρίσιµο περιορισµό του τερµατισµού των αριθµητικών ολο-
κληρώσεων λίγο πριν από την επιϕάνεια του µη περιστρεϕόµενου αστέρα,
συνεχίζοντας την ολοκλήρωση αρκετά πέραν του συνόρου του. Αυτό σηµαίνει
ότι η CPS ¨γνωρίζει¨ την παραµόρϕωση που προκαλείται από την περιστροϕή
για ένα αρκετά εκτεταµένο διάστηµα που περιβάλλει την αρχικά σϕαιρική
µορϕή του αστέρα. Συνεπώς, για τους υπολογισµούς που απαιτούνται για
τον περιστρεϕόµενο αστέρα, η CPS δεν προεκβάλλει ποτέ, µε αποτέλεσµα τα
σϕάλµατα των υπολογισµών είναι πολύ µικρά. Τέλος, λαµβάνοντας υπόψη
κατάλληλα στους υπολογισµούς µας ένα ορισµένο αριθµό συνθηκών, συν-
δυάζοντας την κλασική διαπραγµάτευση του διαταρακτικού σχήµατος του
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Hartle και τις σχέσεις που απορρέουν από την δοµή της στρατηγικής του
µιγαδικού επιπέδου, οδηγηθήκαµε τελικά στην επινόηση του αλγόριθµου
λεπτής ϱύθµισης, αποτέλεσµα του οποίου είναι η σηµαντική ϐελτίωση της
ακρίβειας των αριθµητικών αποτελεσµάτων που αϕορούν την γεωµετρία του
συνόρου του αστέρα νετρονίων. ΄Αµεση συνέπεια όλων αυτών είναι ο υπολογι-
σµός µε ικανοποιητική ακρίβεια του ορίου της µάζας διαϕυγής, εϕαρµόζον-
τας µια κατάλληλη µέθοδο.
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Summary

In the present dissertation we solve numerically in the complex plane
all the differential equations involved in Hartle’s perturbation method for
computing general-relativistic polytropic models of rotating neutron stars.
We give emphasis on computing quantities describing the geometry of mo-
dels in rapid rotation. Compared to numerical results obtained by certain
sophisticated iterative methods, we verify appreciable improvement of our
results vs to those given by the classical Hartle’s perturbative scheme. The
description of the present investigation is constituted by four parts and
has as follows.

In the first chapter, we start to describe the nonrotating neutron star
model. Then, according to "Hartle’s perturbation method", the solid rota-
tion is added as a perturbation. So, the equations of structure for uni-
formly rotating stars are given up to second order in the angular velocity
and the distortions to mass and radius are calculated as corrections owing
to spherical and quadrupole deformations. Subsequently, the equations
are given up to third order in the angular velocity.

In the second chapter, we describe extensively the numerical method
called Complex-Plane Strategy (abbreviated CPS). According to this me-
thod, we solve numerically in the complex plane all the differential equa-
tions involved in Hartle’s perturbation method. Any function of our pro-
blem is interpreted as a complex-valued function of a complex variable.
CPS offers an alternative for avoiding any singularities and/or indetermi-
nate forms, especially near the center and the surface of the nonrotating
star, by performing numerical integration along a proper complex path.
Moreover, the numerical integrations of all the differential equations gover-
ning the problem are continued well beyond the surface of the nonrotating
star, thus, the radius is readily calculated as root of the density function
(without been forced to perform any numerical extrapolations).

In the third chapter, we solve numerically in the complex plane the sy-
stem of first-order differential equations resulting from Hartle’s perturba-
tion method. We give emphasis on computing the boundary of the rotating
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configuration by the so-called fine tuning algorithm which gives appre-
ciably improved results. Then, we describe the software systems that we
use in our investigation, with emphasis on the ATOMFT System. Finally,
we compute the third order corrections in the uniform angular velocity
for the angular momentum, moment of inertia, rotational kinetical energy
and gravitational potential energy. Furthermore, we describe a method for
computing the mass-shedding limit.

In the fourth chapter, we present several numerical results and some
significant graphical representations. We also give certain details of our
program implementation. Concluding, we emphasize on the well-known
‘‘paradox’’ concerning Hartle’s perturbation method, according to which
this method, although representing a slow-rotation approximation, gives
remarkably accurate results even when applied to rapidly rotating models.
In the present work, we have removed the certain critical limitations of
terminating integrations below the radius of the star. Instead, the nume-
rical integration of our problem continues well beyond the boundary of the
star. This means that CPS knows the distortion to be caused by rotation
over a sufficiently extended space surrounding the initially spherical con-
figuration. So, to the computation of a particular rotating configuration,
CPS never extrapolates beyond the end of the function tables computed
by such extended numerical integrations. It is exactly the avoidance of
any extrapolation which keeps the error in the computations appreciably
small. Finally, we have properly taken into account certain conditions
matching Hartle’s perturbative scheme and the relations arising in the fra-
mework of the Complex-Plane Strategy. This treatment has led to the fine
tuning algorithm which, in turn, has improved appreciably the accuracy
of our numerical results related to the geometry of the star’s boundary.
Consequently, the mass-shedding limit can be calculated using a proper
procedure which gives remarkably accurate results.



Εισαγωγή

Το 1932 ο J. Chadwick ανακάλυψε το νετρόνιο ως ένα στοιχειώδες σωµα-
τίδιο. Το 1934 οι αστρονόµοι Walter Baade και Fritz Zwicky πρότειναν για
πρώτη φορά την ύπαρξη των αστέρων νετρονίων, διατυπώνοντας την ϑεωρία ότι
όταν ένα πρωτόνιο και ένα ηλεκτρόνιο ϐρεθούν σε συνθήκες εξαιρετικά υψη-
λών πιέσεων, δηµιουργείται ένα νετρόνιο. Τέτοιες συνθήκες υψηλών πιέσεων
επικρατούν στο εσωτερικό ενός υπό κατάρρευση αστέρα, οπότε αυτός µπορεί
να καταλήξει στον σχηµατισµό ενός αστέρα νετρονίων. Ο αστέρας αυτός έχει
ϐγει από την κύρια ακολουθία, δηλαδή δεν συµβαίνουν ϑερµοπυρηνικές αν-
τιδράσεις στο εσωτερικό του. Η ϐαρυτική πίεση που τείνει να συµπιέσει τον
αστέρα ακόµα περισσότερο, εξισορροπείται από µια αντίθετης κατεύθυνσης
πίεση που δηµιουργούν τα εκϕυλισµένα νετρόνια. Τα νετρόνια ανήκουν στην
οικογένεια των φερµιονίων και η πίεση που ασκούν για να αντισταθµίσουν τη
ϐαρύτητα στο εσωτερικό των αστέρων νετρονίων οϕείλεται σε κβαντοµηχανικά
φαινόµενα και περιγράϕεται µε την αρχή του Pauli και την αρχή της αβε-
ϐαιότητας του Heisenberg. Τον Ιούλιο του 1967, η µεταπτυχιακή φοιτήτρια
του Πανεπιστηµίου του Cambridge, Jocelyn Bell, ανακάλυψε αναλύοντας
δεδοµένα από ένα πείραµα που είχε σχεδιάσει ο Anthony Hewish, τον πρώ-
το pulsar, ένα αντικείµενο από το εξώτερο διάστηµα που εκπέµπει ασθενείς
περιοδικούς παλµούς στο φάσµα των ϱαδιοσυχνοτήτων. Η µεγάλη ακρίβεια
της περιόδου επανάληψης των σηµάτων ξάϕνιασε τους ερευνητές που στην
αρχή δεν παρέλειψαν να εξετάσουν την περίπτωση αποστολής σηµάτων α-
πό εξωγήινα λογικά όντα. Σύντοµα όµως, αυτή η ιδέα εγκαταλείϕθηκε και
προτάθηκε ότι η πηγή τους ήταν κάποιος γρήγορα περιστρεϕόµενος αστέρας
νετρονίων µε ένα πολύ έντονο µαγνητικό πεδίο. Για την ανακάλυψή του ο Α.
Hewish τιµήθηκε µε το ϐραβείο Nobel Φυσικής, το 1974. Χρησιµοποιών-
τας τον δορυϕόρο Swift της NASA, φυσικοί των πανεπιστηµίων McGill και
Penn State κατάϕεραν να εντοπίσουν ένα αντικείµενο, που είναι πιθανότατα
ο πλησιέστερος αστέρας νετρονίων στον πλανήτη Γη. Το αντικείµενο αυτό
που ϐρίσκεται στον αστερισµό της Μικρής ΄Αρκτου, ονοµάστηκε Calvera. Σή-
µερα είναι γνωστοί τουλάχιστον 1400 pulsars, από τους περίπου 105 που
υπολογίζουµε ότι πρέπει να υπάρχουν στον Γαλαξία µας.

xv
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Σχήµα 1: Τα χαρακτηριστικά του σήµατος που κατέγραψε η Joselyn Bell.

Οι αστέρες νετρονίων αποτελούν µία από τις τρεις µορϕές των µόνιµων
τελικών υπολειµµάτων της εξελίξης ενός αστέρα: είναι το ένα είδος ¨αστρικού
πτώµατος¨ (τα άλλα δύο είναι ο λευκός νάνος και η µελανή οπή). Σχηµατί-
Ϲονται από την ϐαρυτική κατάρρευση ενός γεννήτορα αστέρα µεγάλης µάζας
(περίπου 8M⊙

1 έως 20M⊙), µετά από µία έκρηξη υπερκαινοϕανούς τύπου ΙΙ
και ίσως τύπων Ia και Ib. Για να σχηµατιστεί ένας αστέρας νετρονίων, ϑα
πρέπει η µάζα που ϑα αποµείνει στον αστέρα µετά τις τελευταίες δυναµικές
του διεργασίες να είναι µεταξύ 1.4M⊙ (όριο Chandrasekhar) και 3.2M⊙ (όριο
Landau−Oppenheimer−V olkoff (LOV )). Η σηµερινή κατανόηση της δο-
µής τους στηρίζεται σε µαθηµατικά µοντέλα της Θεωρητικής Φυσικής, αϕού
είναι απολύτως αδύνατο να διεξαχθεί ανάλογο πείραµα πάνω στην Γη. Οι
αστέρες νετρονίων είναι υπερσυµπυκνωµένα αστρικά σώµατα µε ακτίνα της
τάξης των 10Km. Το ϐαρυτικό τους πεδίο είναι τόσο ισχυρό, που η ταχύ-
τητα διαϕυγής προσεγγίζει το 1/3 της ταχύτητας του φωτός. Οι κεντρικές
πυκνότητες που εµϕανίζουν είναι της τάξης των 1015g/cm3, δηλαδή, µια τάξη
µεγέθους πάνω από την πυρηνική πυκνότητα (µε άγνωστες ιδιότητες για την
σηµερινή φυσική).

Οι αστέρες νετρονίων χαρακτηρίζονται από δύο πολύ ϐασικές ιδιότητες. Η
πρώτη είναι το ισχυρότατο µαγνητικό τους πεδίο, της τάξης των 1012Gauss,
που προέρχεται από την διατήρηση της ϱοής του αρχικού µαγνητικού πεδίου
του αστέρα πριν καταρρεύσει. Οι µαγνητικές δυναµικές γραµµές κατευθύ-
νονται κατά µήκος του ισηµερινού (τοροειδές µαγνητικό πεδίο) στο εσωτερικό
του και κατά την διεύθυνση Βορρά-Νότου (πολοειδές µαγνητικό πεδίο). Η
δεύτερη είναι η πολύ µεγάλη ταχύτητα περιστροϕής που πηγάζει από την
αρχή διατήρησης της στροϕορµής. Οι νεογέννητοι αστέρες νετρονίων πε-
ϱιστρέϕονται συνήθως διαϕορικά. Η διαϕορική περιστροϕή τους δίνει την
δυνατότητα να συγκρατήσουν µεγαλύτερη µάζα σε κατάσταση ισορροπίας σε
σύγκριση µε τους µη-περιστρεϕόµενους ή οµοιόµορϕα περιστρεϕόµενους α-

1Με M⊙ συµβολίζουµε την ηλιακή µάζα.
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στέρες νετρονίων, σύµϕωνα µε τη Γενική Θεωρία της Σχετικότητας. Από την
περίοδο περιστροϕής ενός παλµικού αστέρα και τον ϱυθµό αύξησης αυτής,
οι αστρονόµοι µπορούν να εκτιµήσουν την ηλικία του. Με την πάροδο του
χρόνου επιβραδύνεται σταδιακά, µε την περιστροϕική ενέργεια να µετατρέ-
πεται σε ϱαδιοκύµατα µε την µεσολάβηση του µαγνητικού πεδίου, µε µηχα-
νισµό που επίσης είναι άγνωστος στις λεπτοµέρειες. Η αύξηση της περιόδου
περιστροϕής µπορεί να φθάσει τα λίγα εκατοµµυριοστά του δευτερολέπτου
ανά γήινο έτος για νεαρούς αστέρες, όπως είναι ο πάλσαρ στο κέντρο του
υπολείµµατος υπερκαινοϕανούς M1 στον αστερισµό του Ταύρου, που περι-
στρέϕεται µε 1810 στροϕές το λεπτό. Αν όµως ο αστέρας ανήκει σε διπλό
αστρικό σύστηµα και δέχεται ύλη που αποσπά από τον συνοδό (που συνήθως
είναι ένας ερυθρός γίγαντας), µπορεί να επιταχύνει σηµαντικά την περιστρο-
φή του, διαχέοντας ταυτόχρονα ϐαρυτικά κύµατα στο διάστηµα, καθώς η νέα
ύλη σχηµατίζει γύρω του ένα ταχύτατα περιστρεϕόµενο δίσκο προσαυξήσε-
ως. ∆ηµιουργούνται έτσι οι λεγόµενοι "millisecond pulsars", που έχουν όλοι
περιόδο από 1− 10ms. Ο ταχύτερα περιστρεϕόµενος αστέρας νετρονίων που
είναι γνωστός αυτή την στιγµή είναι ο XTE J1739-285, µε 1122 στροϕές το
δευτερόλεπτο. Να σηµειωθεί ότι και σε συνηθισµένους αστέρες νετρονίων, οι
τεράστιες φυγόκεντρες δυνάµεις που αναπτύσσονται εξαιτίας της ιλιγγιώδους
περιστροϕής στο σύστηµα αναϕοράς του σώµατος, είναι αρκετά ισχυρές ώστε
να δώσουν στο άστρο ένα ελαϕρώς πεπλατυσµένο σχήµα, όπως συµβαίνει µε
την Γη ή τον πλανήτη ∆ία και αυτό παρά το τροµακτικό ϐαρυτικό πεδίο του
αστέρα. ΄Οπως αναϕέρθηκε παραπάνω, οι αστέρες νετρονίων επιβραδύνονται
µε την πάροδο του χρόνου. Υπάρχουν όµως χρονικές περίοδοι κατά τις ο-
ποίες παρατηρούνται ξαϕνικές επιταχύνσεις στην περιστροϕή τους. Αυτά τα
επιταχυντικά γεγονότα ονοµάζονται ¨glitches¨ και πιθανότατα οϕείλονται σε
κάποιον αστρικό σεισµό. Λίγες ηµέρες αργότερα, ο αστέρας επαναλαµβά-
νει την κανονική του επιβράδυνση. Το παραπάνω φαινόµενο πιστεύεται ότι
οϕείλεται στα υπέρρευστα νετρόνια που ϐρίσκονται στο εσωτερικό του αστέ-
ϱα νετρονίων. Καθώς ο αστέρας ακτινοβολεί, χάνει σταδιακά ενέργεια και η
ταχύτητα περιστροϕής του φλοιού του µειώνεται, ενώ το εσωτερικό του που
ϐρίσκεται σε υπέρρευστη κατάσταση συνεχίζει να περιστρέϕεται µε σταθερή
ταχύτητα. Τα υπέρρευστα νετρόνια σχηµατίζουν δίνες όπου κάποιες απ΄ αυτές
¨κολλάνε¨ µε το ένα άκρο τους στην εσωτερική επιϕάνεια του φλοιού, ενώ το
άλλο άκρο τους εκτείνεται µέχρι το εσωτερικό του αστέρα. Καθώς ο φλοιός
επιβραδύνεται, οι δίνες αυτές ¨τεντώνονται¨ και όταν η τάση εϕελκυσµού που
υϕίστανται γίνει πολύ µεγάλη, προκαλούν ένα απότοµο τράνταγµα στο φλοιό
που συνοδεύεται από µια ξαϕνική επιτάχυνση αυτού. Αυτές οι ιδιαιτερότητες
των αστέρων νετρονίων είναι που τους καθιστούν τόσο σηµαντικούς για έρευ-
να, καθώς µπορούµε να τους χρησιµοποιήσουµε ως «φυσικά» εργαστήρια,
από την µελέτη των οποίων µπορούµε να εξακριβώσουµε την ισχύ πολλών
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Σχήµα 2: Θεωρητικό πρότυπο για την εσωτερική δοµή ενός αστέρα νετρονίων.

νέων ϑεωριών που προτείνονται σε διάϕορους τοµείς της φυσικής.
Οι γνώσεις και η κατανόηση που έχουµε σήµερα για τους αστέρες νετρο-

νίων προέρχεται αποκλειστικά από το ηλεκτροµαγνητικό φάσµα ακτινοβολίας
και κυρίως από τα ϱαδιοκύµατα και τις ακτίνες X και γ. Οι παρατηρήσεις
των διπλών συστηµάτων που περιέχουν αστέρες νετρονίων στην περιοχή των
ακτίνων X σε συνδυασµό µε οπτικές παρατηρήσεις, µας παρέχουν πληροϕο-
ϱίες όπως η λαµπρότητα και η µάζα από τις οποίες µπορούµε να εικάσουµε
την ακτίνα του αστέρα και την ϱοπή αδράνειάς του. Η συχνότητα περιστρο-
φής ενός αστέρα νετρονίων είναι η παράµετρος, που παρατηρείται πιο εύκολα
και υπολογίζεται µε µεγάλη ακρίβεια. Μια άλλη ϐασική παρατηρούµενη πα-
ϱάµετρος που υπολογίζεται σε µερικές περιπτώσεις µε µεγάλη ακρίβεια είναι
η µάζα του. Μελέτες από τους Finn και van Kerkwijk et. al. ([46], [47]),
έχουν δείξει ότι τα όρια των µαζών για αστέρες νετρονίων κυµαίνονται από
1.04M⊙ < M < 1.44M⊙. ΄Οσον αϕορά την ακτίνα ενός αστέρα νετρονίων, οι
παρατηρήσεις σε διπλά συστήµατα που εκπέµπουν σε ακτίνεςX δεν δίνουν ι-
κανοποιητικά αποτελέσµατα. Με ϐάση αυτά τα παρατηρησιακά δεδοµένα δεν
είναι δυνατόν να εξάγουµε συγκεκριµένες πληροϕορίες για την καταστατική
εξίσωση του αστέρα νετρονίων. Για τον λόγο αυτό, οι προτεινόµενες καταστα-
τικές εξισώσεις είναι πολλές και δίνουν ένα µεγάλο εύρος στην πιθανή ακτίνα
των αστέρων νετρονίων.

Οι αστέρες νετρονίων εκπέµπουν µικρής διάρκειας και υψηλής ενέργειας
ϱαδιοϕωνικούς παλµούς (µη ϑερµικής φύσεως), που επαναλαµβάνονται µε
πολύ σταθερή περίοδο (παλµικοί αστέρες). Ο άξονας περιστροϕής τους δεν
συµπίπτει µε τον µαγνητικό τους άξονα. Επειδή µέσα στο ισχυρό µαγνητικό
τους πεδίο ϐρίσκονται εγκλωβισµένα φορτισµένα σωµατίδια, ηλεκτρόνια και
ιόντα, αυτά συµπαρασύρονται κατά την περιστροϕική κίνηση των αστέρων
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νετρονίων και εξαιτίας των τεράστιων επιταχύνσεων που αποκτούν, εκπέµ-
πουν ακτινοβολία συγχρότρου που έχει σχήµα λεπτού κώνου, εϕάπτεται στις
τροχιές τους και διαδίδεται προς µία µόνο κατεύθυνση. Με τον τρόπο αυτό
οι πάλσαρς δρουν σαν κοσµικοί φάροι σαρώνοντας συνεχώς µε µια ταχύτατα
περιστρεϕόµενη δέσµη ακτινοβολίας τον ουρανό, η οποία στα γήινα παρα-
τηρητήρια γίνεται αντιληπτή µε τη µορϕή περιοδικών παλµών. Στο Σχ. 3,
ϐλέπουµε µια σχηµατική αναπαράσταση ενός magnetar (αστέρας νετρονίων
µε ισχυρό µαγνητικό πεδίο της τάξης των 1015Gauss). Η σϕαίρα στο κέν-
τρο είναι ο αστέρας νετρονίων, η κατακόρυϕη γραµµή είναι ο νοητός άξονας
περιστροϕής του και οι καµπύλες αναπαριστούν τις δυναµικές γραµµές του
µαγνητικού πεδίου. Οι προεξέχοντες κώνοι είναι οι δέσµες εκποµπής των
ακτίνων X και γ και ϐρίσκονται πάνω στον µαγνητικό άξονα.

Με ϐάση όλες τις πληροϕορίες που παίρνουµε από το ηλεκτροµαγνητικό
φάσµα ακτινοβολίας, σε συνδυασµό µε τις σύγχρονες γνώσεις για τη συµ-
περιϕορά της ύλης σε υπερυψηλές πυκνότητες που µας παρέχει η φυσική
υψηλών ενεργειών, µπορούµε να σχηµατίσουµε την εξής εικόνα για τη δοµή
των αστέρων νετρονίων :

α) Εξωτερική επιϕάνεια : Είναι πολύ µικρή σε πάχος(µερικά εκατοστά)
και αποτελείται από αέριο πρωτονίων και εκϕυλισµένων ηλεκτρονίων. ΄Εχει
πυκνότητα µικρότερη των 106g/cm3. Η ϐαρύτητα είναι 1011 φορές µεγαλύ-
τερη της Γης, το δε µαγνητικό πεδίο είναι 1012Gauss, αρκετά ισχυρό για να
¨καταστρέψει¨ την ατοµική δοµή.
ϐ) Εξωτερικός φλοιός : Χαρακτηρίζεται από πυκνότητα που ξεκινά από την τι-
µή 106g/cm3 και φτάνει µέχρι 4.3× 1011g/cm3. Αποτελείται από κρυσταλλικό
πλέγµα πάχους 100m περίπου και η σύστασή του είναι πιθανότατα πυρήνες
σιδήρου εµπλουτισµένους µε νετρόνια σε ισορροπία µε εκϕυλισµένα ηλε-
κτρόνια. Στην οριακή πυκνότητα 4.3× 1011g/cm3 που ονοµάζεται πυκνότητα
ενστάλαξης νετρονίων (neutron drip density ), είναι ενεργειακά προτιµητέο
για τα νετρόνια να ¨δραπετεύσουν¨ από τους πυρήνες και να κινηθούν ελεύ-
ϑερα στο γύρω χώρο.
γ) Εσωτερικός φλοιός : Η πυκνότητα συνεχίζει να αυξάνει µέχρι την τιµή
2.0× 1014g/cm3 – 2.4× 1014g/cm3. Το σϕαιρικό σχήµα των πυρήνων παύ-
ει να αποτελεί σταθερή λύση, έτσι οι πυρήνες αρχικά αποκτούν επιµήκες
σχήµα και έπειτα πεπλατυσµένο. Αποτελείται από ένα κρυσταλλικό πλέγµα
πυρήνων πλούσιων σε νετρόνια, από ένα υπέρρευστο νετρονίων και ένα αέριο
ηλεκτρονίων.
δ) Υπέρρευστο νετρονίων : Η περιοχή αυτή αποτελείται κυρίως από υπέρ-
ϱευστα νετρόνια και σ΄ ένα µικρότερο ποσοστό από υπέρρευστα πρωτόνια (µε
ιδιότητες υπεραγωγιµότητας) και κανονικά ηλεκτρόνια. Η πυκνότητα αυτής
της περιοχής ξεκινά από 2.0× 1014g/cm3 – 2.4× 1014g/cm3 και φθάνει µέχρι
την πυκνότητα του πυρήνα.
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ε) Πυρήνας : Οι γνώσεις µας γι΄ αυτή τη περιοχή είναι ελάχιστες, ενώ ακόµη
και η ύπαρξή του αµϕισβητείται. Πιθανότατα να υπάρχουν συµπυκνώµατα
πιονίων, λάµδα υπερόνια, δέλτα isobars και πλάσµα κουάρκ-γκλουονίων.

΄Ενα από τα ϐασικότερα ερωτήµατα, που συνδέονται µε τους αστέρες νε-
τρονίων είναι αυτό της µέγιστης επιτρεπόµενης µάζας. Αυτή η γνώση ϑα µας
επιτρέψει να τους διακρίνουµε σε κατηγορίες, αλλά και ϑα µας επιβεβαιώσει
την ύπαρξη µελανών οπών µε ϐάση την µελέτη της ϐαρυτικής αλληλεπί-
δρασης ενός ορατού αστέρα µε έναν αόρατο συνοδό. Οι πρώτοι υπολογισµοί
µοντέλων, που αϕορούν την µελέτη των αστέρων νετρονίων έγινε από τους
Oppenheimer − V olkov το 1939. Αυτοί ϑεώρησαν ότι οι αστέρες νετρονί-
ων αποτελούνται από ιδανικό αέριο ελευθέρων και εκϕυλισµένων ηλεκτρονί-
ων. Μια πρώτη εκτίµηση ενός ανώτατου ορίου για τη µάζα ενός εκϕυλισµένου
αστέρα έγινε από τον Landau (1932). Γενικά για τον υπολογισµό της µάζας
ενός αστέρα, ολοκληρώνουµε τις εξισώσεις ισορροπίας λαµβάνοντας υπ’οψιν
µια καταστατική εξίσωση, από την οποία εξαρτάται ο υπολογισµός των ορί-
ων για τις µάζες των αστέρων νετρονίων. Οι Rhoades και Ruffini (1974),
κατάϕεραν να υπολογίσουν τη µέγιστη µάζα τους µε ϐάση µια σειρά συλ-
λογισµών για µη περιστρεϕόµενο αστέρα νετρονίων, χωρίς την εξάρτηση από
την εκάστοτε καταστατική εξίσωση.

Στην παρούσα ερευνητική διατριβή, ϑα µελετήσουµε πολυτροπικά µο-
ντέλα οµοιόµορϕα περιστρεϕόµενων µε Κεπλεριανή γωνιακή ταχύτητα α-
στέρων νετρονίων µέγιστης µάζας, χρησιµοποιώντας την µέθοδο διαταραχής
τουHartle ([1], [2], [3], [9]), όπου εϕαρµόζουµε µια διαταρακτική προσέγγιση
µε όρους τρίτης τάξης στην γωνιακή ταχύτητα του αστέρα. Για την αριθµητική
διαπραγµάτευση αυτής της διαταρακτικής µεθόδου υλοποιούµε την αριθµη-
τική µέθοδο CPS, που αρχικά αναπτύχθηκε και χρησιµοποιήθηκε για τους
υπολογισµούς σε κλασικά πολυτροπικά µοντέλα µε ταχεία περιστροϕή (επ΄
αυτού του Ϲητήµατος ϐλέπε [10], [11]). Σύµϕωνα µε την µέθοδο αυτή, η αριθ-
µητική ολοκλήρωση όλων των διαϕορικών εξισώσεων που διέπουν την αστρική
δοµή ϑα γίνει στο µιγαδικό επίπεδο, όπου όλες οι απαιτούµενες συναρτήσεις
είναι σε µιγαδική µορϕή. Η στροϕορµή, η ϱοπή αδράνειας, η περιστροϕι-
κή κινητική ενέργεια, η ϐαρυτική κινητική ενέργεια, η τετραπολική ϱοπή
και το όριο µάζας διαϕυγής είναι µερικές σηµαντικές φυσικές ποσοτήτες που
περιγράϕουν τον αστέρα νετρονίων.

0.1 Μονάδες και συµβολισµοί

(1) ΄Ολες οι φυσικές ποσότητες, που υπεισέρχονται στους υπολογισµούς
εκϕράζονται σε ϐαρυτικές µονάδες.2

2Για περισσότερες λεπτοµέρειες, ϐλέπε Παράρτηµα ∆΄).
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Σχήµα 3: ΄Αξονας περιστροϕής - Μαγνητικός άξονας - ∆έσµη ακτινοβολίας
ενός αστέρα νετρονίων.

(2) Το ίχνος της µετρικής είναι −+++, δηλαδή τα χρονοειδή τετραδιανύ-
σµατα έχουν αρνητική ορίζουσα.

(3) Οι παράγωγοι ως προς τον χρόνο t, συµβολίζονται µε µια τελεία πάνω
από το γράµµα, ενώ οι παράγωγοι ως προς την ακτινική διεύθυνση r,
µε έναν τόνο δεξιά του γράµµατος.

(4) Οι συναλλοίωτες παράγωγοι συµβολίζονται µε ελληνικό ερωτηµατικό
(; ), ενώ οι µερικές παράγωγοι ως προς xµ, συµβολίζονται µε ∂

∂xµ
, ή µε

∂µ, ή µε κόµµα ,µ.
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Κεϕάλαιο 1

Σχετικιστικές εξισώσεις αστέρα
νετρονίων

1.1 Υποθέσεις

Σ΄ αυτό το κεϕάλαιο, ϑα περιγράψουµε αρχικά το στατικό µοντέλο, ακο-
λούθως το οµοιόµορϕα περιστρεϕόµενο µοντέλο που ϑεωρείται ως διαταραχή
σύµϕωνα µε την µέθοδο Hartle και υπολογίζονται διορθώσεις µέχρι τρίτης
τάξης στην γωνιακή ταχύτητα. Βασική µας υπόθεση είναι ότι έχουµε έναν
περιστρεϕόµενο αστέρα νετρονίων που αποτελείται από ένα ιδανικό ϱευστό,
µηδενικής ϑερµοκρασίας και περιστρέϕεται οµογενώς γύρω από τον άξονά
του µε σταθερή γωνιακή ταχύτητα Ω. Αυτή η υπόθεση περιγράϕει µε αρκετή
ακρίβεια τις γενικές ιδιότητες ενός αστέρα νετρονίων, παρόλο που αυτός έχει
πιο πολύπλοκη δοµή. Οι παρατηρήσεις των απότοµων επιταχύνσεων στην
περιστροϕή (glitches), όπως προαναϕέραµε στην εισαγωγή, δείχνουν ότι η
απόκλιση που προκαλείται από το µοντέλο του ιδανικού ϱευστού είναι πάρα
πολύ µικρή. Επίσης, η υπόθεση της µηδενικής ϑερµοκρασίας δικαιολογεί-
ται από το γεγονός ότι η ϑερµική ενέργεια (< 1MeV), είναι πολύ µικρότερη
από την ενέργεια Fermi (> 60MeV) στο εσωτερικό τους. ΄Οσον αϕορά την
τελευταία υπόθεση της οµογενούς περιστροϕής έχουµε να σηµειώσουµε ό-
τι ο αστέρας νετρονίων κατά την φάση της δηµιουργίας του είναι διαϕορικά
περιστρεϕόµενος, αλλά πολύ σύντοµα (πιστεύεται ότι είναι της τάξης των δευ-
τερολέπτων), η διαϕορική περιστροϕή εκϕυλίζεται σε οµογενή, εξαιτίας ενός
συνδυασµού φαινοµένων όπως της ψύξης και της µεταβολής του ιξώδους (λό-
γω εκποµπής νετρίνων), της τυρβώδους ϱοής στην Ϲώνη µεταϕοράς του και
πιθανόν της µαγνητικής πέδησης λόγω της επανασύνδεσης µαγνητικών δυ-
ναµικών γραµµών.

1
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1.2 Γενικά στοιχεία για την περιγραϕή αστέρα
νετρονίων

Για την σχετικιστική περιγραϕή ενός αστέρα νετρονίων απαιτούνται τα
παρακάτω στοιχεία :
(1) Καταστατική εξίσωσηEOS. Η πίεση και η πυκνότητα που εµϕανίζονται στον
τανυστή ενέργειας-ορµής, µπορούν να συνδέονται µέσω µιας καταστατικής
εξίσωσης (εν συντοµία EOS). Καταστατική εξίσωση ενός υλικού ονοµάζουµε
µια σχέση, που συνδέει µεταξύ τους τοπικές παραµέτρους του υλικού. Η
δοµή των αστέρων νετρονίων και το εύρος των µαζών για τις οποίες είναι
σταθεροί, καθορίζονται από την καταστατική εξίσωση της ύλης στο εσωτερικό
τους. Θεωρώντας ότι ο αστέρας ϐρίσκεται σε ισορροπία, που σηµαίνει ότι δεν
έχουµε έκλυση ενέργειας ή ύλης και δεν υϕίστανται µεταβολές του όγκου του
αστέρα µε τον χρόνο, οι καταστατικές εξισώσεις που ϑα µας απασχολήσουν
ϑα είναι της µορϕής

P = P (ρ), (1.1)

όπου P είναι η πίεση και ρ είναι η πυκνότητα της µάζας ηρεµίας (rest-
mass density), που ονοµάζεται και πυκνότητα της ενέργειας ηρεµίας [22].
Μπορούµε ϐέβαια να επιβάλουµε κάποιους φυσικούς περιορισµούς στις κα-
ταστατικές εξισώσεις, χρησιµοποιώντας γενικές υποθέσεις για την ύλη, όπως:
α) Η απαίτηση της ϑετικής πυκνότητας (ρ ≥ 0), εϕόσον η ϐαρύτητα είναι
πάντα ελκτική.
ϐ) Ο περιορισµός της ῾῾µικροσκοπικής σταθερότητας᾿᾿ (dP/dρ ≥ 0). Αν, σε κά-
ποια περιοχή του αστέρα δεν ικανοποιείται αυτή η σχέση, τότε µια ελάχιστη
µείωση του όγκου ϑα δηµιουργήσει δυνάµεις που ϑα οδηγήσουν σε κατάρ-
ϱευση αυτής της περιοχής. Η συνθήκη αυτή έχει ως αποτέλεσµα το πρόσηµο
της πίεσης να είναι ϑετικό σε όλο τον όγκο του αστέρα (P ≥ 0).
γ) Υποθέτουµε ότι ικανοποιείται η απαίτηση της αιτιότητας (dP/dρ ≥ c2), δη-
λαδή ότι η ταχύτητα του ήχου στο εσωτερικό του αστέρα να είναι µικρότερη
της ταχύτητας του φωτός στο κενό.

Εµείς στην παρούσα διατριβή ϑα αναϕερθούµε στο πολυτροπικό µοντέλο,
που συνίσταται στο να ϑεωρήσουµε ότι η καταστατική εξίσωση που περιγράϕει
την ύλη του αστέρα γράϕεται στην απλή µορϕή ([15], Εξ.(7)· το σύµβολο ρ
χρησιµοποιείται εδώ στην ϑέση του ϱ )

P = K ρΓ = K ρ1+1/n =
1

n
U, (1.2)

όπου K είναι η πολυτροπική σταθερά, Γ (Γ = 1 + 1/n) είναι ο αδιαβατικός
δείκτης και n ο πολυτροπικός δείκτης. Η ποσότητα U (U = nP ), είναι η
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πυκνότητα της εσωτερικής ενέργειας και ισχύει

E = ρ+ U = ρ+
P

Γ− 1
= ρ+ nP, (1.3)

όπου E, είναι η πυκνότητα µάζας-ενέργειας. Σύµϕωνα µε τις τελευταίες πο-
λυτροπικές σχέσεις (1.2)–(1.3), µπορούµε να εκϕράσουµε τους όρους dE/dP
και E+P , που εµϕανίζονται σε κάποιες διαϕορικές εξισώσεις που ϑα συναν-
τήσουµε παρακάτω, ως εξής

dE

dP
=

1

K Γ ρ1/n
+ n. (1.4)

E + P = ρ+ nP + P = ρ+K (1 + n) ρΓ. (1.5)

Αυτού του είδους τα µοντέλα (οι πιο απλές περιπτώσεις), µελετήθηκαν για
πρώτη φορά από τον Chandrasekhar το 1969 αναλυτικά. ΄Ενα πολύτροπο
είναι µία λύση της εξίσωσης (Lane−Emden), στην οποία η πίεση εκϕράζεται
σαν συνάρτηση της πυκνότητας σύµϕωνα µε την σχέση (1.2). ΄Οσο ο πολυ-
τροπικός δείκτης n αυξάνει, τόσο πιο σχετικιστικός γίνεται ο αστέρας, οπότε
και η πολυτροπική καταστατική εξίσωση ϑεωρείται πιο ¨µαλακή¨. Με τους
όρους ¨µαλακές¨ (soft EOS) ή ¨σκληρές¨ (stiff EOS), περιγράϕουµε την
συµπεριϕορά της καµπύλης που χαρακτηρίζει τον αστέρα νετρονίων σε ένα
διάγραµµα πίεσης-πυκνότητας. Αν, αυξανοµένης της πυκνότητας, η κλίση
της καµπύλης από ένα σηµείο και µετά αλλάζει, δείχνοντάς µας ότι για τον
ίδιο ϱυθµό αύξησης της πυκνότητας η πίεση δεν αυξάνει τόσο γρήγορα ό-
σο στην περιοχή των χαµηλών πυκνοτήτων, τότε η EOS ϑεωρείται ότι είναι
¨µαλακή¨ στις µεγάλες πυκνότητες. Αντίστοιχα, αν η κλίση της καµπύλης
αυξάνει, συνεπώς και η πίεση αρχίζει να αυξάνει µε σηµαντικά µεγαλύτερο
ϱυθµό, τότε ηEOS ϑεωρείται ότι είναι ¨σκληρή¨ στις µεγάλες πυκνότητες, κα-
τά συνέπεια, παρουσιάζει δυσκολίες στην ολοκλήρωσή της. Στα πολυτροπικά
µοντέλα που επεξεργαζόµαστε (n = 1.0, 1.5, 2.0, 2.5, 2.9), αυτή µε πολυτροπι-
κό δείκτη n = 1.0 ϑεωρείται ότι είναι η πιο σκληρή, ενώ µε n = 2.9 η πιο
µαλακή καταστατική εξίσωση.

Λαµβάνοντας υπόψη µια πολυτροπική EOS, P = P (ρ), µπορούµε να
καθορίσουµε την αντίστοιχη EOS, P = P (E), εϕαρµόζοντας µια αριθµη-
τική διαδικασία (όπως περιγράϕεται στην [15], § 2, στο τµήµα που αϕορά
την Εξ.(8)). Συνεπώς, για µια δεδοµένη πυκνότητα µάζας-ενέργειας E0, µπο-
ϱούµε εύκολα να ορίσουµε µια πυκνότητα µάζας ηρεµίας ρ0 από την σχέση

ρ0 = ρ(E0) = E0 − nP (E0) = E0 − nP0. (1.6)

(2) Μέθοδος επίλυσης των εξισώσεων πεδίου του Einstein . Οι αστέρες νετρονί-
ων έχουν µια ιδιαίτερα συµπιεσµένη ύλη, έτσι η γεωµετρία του χωροχρόνου
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παραµορϕώνεται σηµαντικά. Για την µελέτη εποµένως αυτών των αστέρων,
είναι απαραίτητη η αντικατάσταση της Νευτώνειας ϐαρυτικής ϑεωρίας από
την Γενική ϑεωρία Σχετικότητας (ΓθΣ) του Einstein. Μια σηµαντική µέθοδο,
που ϑα χρησιµοποιήσουµε για υπολογισµούς σε αστέρες νετρονίων είναι η
µέθοδος διαταραχής του Hartle, που παρουσιάστηκε στην [1], αναπτύχθη-
κε στην συνέχεια περαιτέρω στην [2], γι΄ αυτό τον λόγο καλείται επίσης και
ως ¨µέθοδος διαταραχής των Hartle − Thorne¨ (ϐλέπε επίσης [3]). Αυτή η
µέθοδος που ουσιαστικά δηµιουργήθηκε για την µελέτη αστέρων νετρονίων
που περιστρέϕονται αργά, έχει χρησιµοποιηθεί εκτενώς για υπολογισµούς
σε αστέρες νετρονίων ακόµα και στην περίπτωση, ταχείας οµοιόµορϕης πε-
ϱιστροϕής ([9], §ΙΙΙ), ([13], §5.3) καθώς επίσης ([9], §Ι) και ([16], §4), όπου
αναϕέρονται οι περιορισµοί της µεθόδου). Η αριθµητική διαπραγµάτευση
της µεθόδου, µε χρήση σχετικιστικών πολυτροπικών µοντέλων, όπου έχουµε
να επιλύσουµε ένα σύστηµα συνήθων διαϕορικών εξισώσεων, αποτελεί µία
εναλλακτική µέθοδο αντί της απευθείας αριθµητικής ολοκλήρωσης των µη
γραµµικών διαϕορικών εξισώσεων πεδίου του Einstein, όπου σ΄ αυτή την
περίπτωση έχουµε να διαπραγµατευτούµε ένα σύστηµα µερικών διαϕορικών
εξισώσεων.

Η ϐασική ιδέα της διαταρακτικής µεθόδου του Hartle, είναι η εξής : Θεω-
ϱούµε ότι οι µεταβολές των ϐασικών παραµέτρων του περιστρεϕόµενου αστέ-
ϱα, είναι πολύ µικρές σε σχέση µε την περίπτωση του µη περιστρεϕόµενου
αστέρα έτσι ώστε να µπορούµε να τις αντιµετωπίσουµε ως διαταραχές. ΄Ε-
τσι, ο στατικός αστέρας είναι το αδιατάρακτο σύστηµα, πάνω στο οποίο ϑα
εϕαρµόσουµε µικρές διαταραχές. Να τονίσουµε ότι σύµϕωνα µε την µέθοδος
διαταραχής του Hartle, η περιστροϕή του αστέρα ϑεωρείται ως διαταραχή
του µη περιστρεϕόµενου µοντέλου τάξης

ϵ = Ω/Ωmax =

√
GM

R3
, (1.7)

όπου Ω είναι η γωνιακή ταχύτητα περιστροϕής του αστέρα, M είναι η ϐαρυ-
τική µάζα του και R είναι η ακτίνα του.
(3) Σταθερότητα. Ως γνωστόν, η µέγιστη δυνατή µάζα ενός αστέρα είναι µε-
γαλύτερη αν αυτός περιστρέϕεται. Αυτό οϕείλεται σε δύο λόγους : α) οι φυ-
γόκεντρες δυνάµεις που αναπτύσσονται µαζί µε την πίεση, αντιστέκονται στις
συνθλιπτικές τάσεις της ϐαρύτητας και ϐ) η ενέργεια εξαιτίας της περιστρο-
φής συνεισϕέρει στην ολική µάζα. Συνεπώς, η γωνιακή ταχύτητα του αστέρα
δεν µπορεί να αυξάνεται συνεχώς, εϕόσον πρέπει να υπάρχει ένα όριο στην
µέγιστη µάζα του λόγω του προβλήµατος της αστάθειας. Θεωρούµε ότι το
ανώτερο όριο της γωνιακής ταχύτητας περιστροϕής, είναι αυτή που ϑα είχε
ένα σωµατίδιο σε κυκλική τροχιά γύρω από τον αστέρα στο επίπεδο του ι-
σηµερινού και µε ακτίνα ίση µε αυτή του αστέρα στον ισηµερινό. Αυτή η
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γωνιακή ταχύτητα καλείται γωνιακή ταχύτητα Kepler ΩK. Η τιµή αυτή της
ΩK, εξαρτάται από την µάζα και την πυκνότητα του αστέρα. Αν ο αστέρας
νετρονίων περιστρέϕεται µε γωνιακή ταχύτητα ΩK, ϑα έχουµε διαϕυγή µάζας
από τον ισηµερινό του µε αποτέλεσµα την αποσταθεροποίηση και την τελική
διάλυσή του.

1.3 Μοντέλα µη περιστρεϕόµενων αστέρων νε-
τρονίων

Οι εξισώσεις πεδίου του Einstein στη ΓΘΣ (µ,ν = 0,1,2,3) είναι

Gµν = −8πTµν , (1.8)

όπου Gµν είναι ο τανυστής Einstein, και Tµν ο τανυστής ενέργειας-ορµής. Ο
τανυστής Einstein υπολογίζεται από την µετρική

Gµν = Rµν −
1

2
gµνR, (1.9)

όπου Rµν είναι ο τανυστής Ricci και R η ϐαθµωτή καµπυλότητα Ricci. Οι
εξισώσεις πεδίου του Einstein είναι µη γραµµικές διαϕορικές εξισώσεις και
οι µαθηµατικές µας γνώσεις δεν επιτρέπουν την γενική επίλυσή τους. Για τον
λόγο αυτό, ϑεωρούµε ότι η Ϲητούµενη λύση έχει µερικές ¨λογικές¨ συµµε-
τρίες που απορρέουν από κάποιες συγκεκριµένες φυσικές παραδοχές, οπότε
είναι δυνατόν να τις επιλύσουµε, ώστε να προκύψουν λύσεις που µπορούν
να αναπαριστούν τον χωροχρόνο στο εσωτερικό των αστέρων και γύρω από
αυτούς. Θεωρούµε λοιπόν τον αστέρα νετρονίων στατικό,1 αποτελούµενο από
ιδανικό ϱευστό,2 αγνοώντας την ϑερµική αγωγιµότητα και το ιξώδες. Συνέ-
πεια αυτών των απαιτήσεων είναι ότι ο αστέρας είναι σϕαιρικά συµµετρικός.
Η αντίστοιχη µετρική του Schwarchild σε σϕαιρικές συντεταγµένες γι΄ αυτόν
τον αστέρα είναι ([1], Εξ.(25))

ds2 = −eνdt2 + eλdr2 + r2
(
dθ2 + sin2 θdϕ2

)
, (1.10)

όπου ν(r) και λ(r) είναι οι ακτινικές συναρτήσεις της µετρικής. Οι συντελε-
στές eν και eλ περιγράϕουν τον ϱυθµό µεταβολής της ϱοής του χρόνου και την

1Ορίζουµε ως στατικό χωρόχρονο, ένα χωρόχρονο στον οποίο µπορούµε να ϐρούµε µια
χρονική συντεταγµένη t µε τις εξής ιδιότητες : α) όλες οι συνιστώσες της µετρικής να είναι
ανεξάρτητες του t και ϐ) η γεωµετρία να διατηρείται αµετάβλητη σε χρονικές αναστροϕές
t → −t.

2 ΄Ενα ιδανικό ϱευστό χαρακτηρίζεται από µια ταχύτητα v σε κάθε σηµείο, για την οποία
ένας παρατηρητής ϑα ϐλέπει το ϱευστό γύρω του ως ισότροπο, χαρακτηριζόµενο από ισοτρο-
πική πίεση R.
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απόκλιση από την Ευκλείδεια γεωµετρία, αντίστοιχα. Επειδή το ενδιαϕέρον
µας περιορίζεται στους αστέρες οι οποίοι αποτελούν φραγµένα συστήµατα, α-
παιτούµε ο χωροχρόνος να είναι ασυµπτωτικά επίπεδος σε µεγάλη απόσταση
από τον αστέρα. Συνεπώς, είναι δυνατές οι ακόλουθες συνοριακές συνθήκες
που ϑα συνοδεύουν τις εξισώσεις του Einstein: ν(r) → 0, λ(r) → 0 καθώς
r → ∞. Ο τανυστής ενέργειας-ορµής υπολογίζεται από την σχέση

Tµν = uµuν(P + E) + gµνP. (1.11)

Οι ποσότητες uµ, uν στην Εξ.(1.11) είναι οι τετραταχύτητες που ορίζονται ως
uµ = dxµ

dτ
, uµ = dxµ

dτ
όπου dτ 2 = −ds2. Λόγω κανονικοποίησης ισχύει

uµu
ν = gµνu

µuν = −1. (1.12)

Λαµβάνοντας υπόψη την απαίτηση της στατικότητας, η τετραταχύτητα του
ϱευστού ϑα είναι

uµ = ((−gtt)1/2, 0, 0, 0) = (e−ν/2, 0, 0, 0). (1.13)

Με την ϐοήθεια των εξισώσεων

T µν;ν = 0, (1.14)

που προκύπτουν ταυτοτικά από τις εξισώσεις πεδίου Einstein και εκϕράζουν
την αρχή της τοπικής διατήρησης ενέργειας-ορµής, καταλήγουµε στην σχέση

dν

dr
= − 2

E + P

dP

dr
. (1.15)

Αν το Νευτώνειο ϐαρυτικό δυναµικό Φ(r) είναι ασθενές, τότε µπορούµε να
ϑεωρήσουµε gtt = −eν ∼= −(1 + 2Φ) και όταν ν << 1, τότε προκύπτει
eν = 1 + ν, οπότε ν = 2Φ και εποµένως η εξίσωση (1.15) καταλήγει στην
σχέση (ϐλ. Παράρτηµα Α΄)

dΦ

dr
= − 1

E + P

dP

dr
. (1.16)

Από αυτήν την εξίσωση γνωρίζουµε ποια είναι η αναγκαία ϐαθµίδα πίεσης
ώστε το ϱευστό να παραµείνει στατικό στο ϐαρυτικό πεδίο, του οποίου η
επίδραση εξαρτάται από το dΦ/dr.

Η συνιστώσα (rr) των εξισώσεων του Einstein καταλήγει (ϐλ. Παράρτη-
µα Α΄), στην εξίσωση υδροστατικής ισορροπίας ([1], Εξ.(28)) και ([15], Εξ.(3)·
το σύµβολο E χρησιµοποιείται στην ϑέση του ρ)

dP

dr
= −(E + P )(m + 4π r3 P )

r (r − 2m)
. (1.17)



7

Αντίστοιχα, η συνιστώσα (tt) των εξισώσεων του Einstein, ορίζοντας την πο-
σότητα

grr = eλ = (1− 2m

r
)−1, (1.18)

καταλήγει (ϐλ. Παράρτηµα Α΄), στην εξίσωση µάζας-ενέργειας, ([1], Εξ.(29a))
και ([15], Εξ.(4))

dm

dr
= 4πr2E(r). (1.19)

Η εξίσωση αυτή αν και έχει την ίδια µορϕή µε την αντίστοιχη Νευτώνεια,
στην οποία η m(r) είναι η µάζα-ενέργεια στο εσωτερικό µιας σϕαίρας ακτίνας
r, στην ΓΘΣ ονοµάζεται συνάρτηση µάζας και έχει µια εντελώς διαϕορετική
έννοια, χωρίς να µπορούµε να την ερµηνεύσουµε ως την ενέργεια της µάζας
στο εσωτερικό της σϕαίρας και τούτο γιατί στη ΓΘΣ η ολική ενέργεια δεν είναι
εντοπίσιµη. Οι σχέσεις (1.19) και (1.17) αποτελούν τις γνωστές σχετικιστικές
εξισώσεις Oppenheimer−V olkoff (OV ). Να σηµειώσουµε ότι όλες οι συνα-
ϱτήσεις που αϕορούν τον µη περιστρεϕόµενο αστέρα, εξαρτώνται µόνον από
την γνωστή ακτινική συντεταγµένη r.

Από τις Εξς. (1.16), (1.17) προκύπτει η σχέση ([1], Εξ.(29b)), ([15], Εξ.(10))

dΦ

dr
=

(m + 4 π r3 P )

r (r − 2m)
=

(
m + 4K π r3 ρΓ

)
r (r − 2m)

. (1.20)

1.4 Μοντέλα οµοιόµορϕα περιστρεϕόµενων α-
στέρων νετρονίων

Ως γνωστόν, η γεωµετρία Schwarzschild είναι σϕαιρικά συµµετρική και
αποτελεί µια καλή προσέγγιση της εξωτερικής γεωµετρίας ενός µη περι-
στρεϕόµενου αστέρα. Ο καµπυλωµένος χωρόχρονος ενός περιστρεϕόµε-
νου αστέρα έχει µια πιο πολύπλοκη δοµή από την αντίστοιχη γεωµετρία
Schwarzschild. Σύµϕωνα µε την ΓΘΣ, πηγή καµπυλότητας του χώρου δεν
είναι µόνο η κατανοµή της µάζας-ενέργειας, αλλά και η ίδια η κίνηση της
ύλης. Το µέγεθος των φυγόκεντρων δυνάµεων που επιδρούν πάνω σε ένα στοι-
χειώδες ϱευστό, εξαρτάται σηµαντικά από τον ϱυθµό περιστροϕής του ίδιου
του ϱευστού σχετικά ως προς ένα τοπικό αδρανειακό σύστηµα. Τα τοπικά
όµως αυτά συστήµατα δέχονται την στρέβλωσή τους (ή καλύτερα τον συρµό
τους), από την περιστροϕή του ϱευστού. Ο αστέρας κατά την περιστροϕή
του, περιστρέϕει, παρασύρει στην ουσία τον χώρο γύρω του. Το σχετικιστικό
αυτό φαινόµενο είναι εντονότερο κοντά στο κέντρο του αστέρα και εξασθενεί
πηγαίνοντας προς τα έξω. Στην ξένη ϐιβλιογραϕία το συναντούµε µε τον όρο
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"dragging of the inertial frames" (Thirring 1918) και συσχετίζει άµεσα τον
χωροχρόνο µε το ϱευστό. Με άλλα λόγια µας λέει ότι ένας αδρανειακός πα-
ϱατηρητής που ϐρίσκεται έξω από ένα περιστρεϕόµενο αστέρα δεν µπορεί να
παραµείνει ακίνητος, αλλά παρασύρεται και αυτός σε περιστροϕή. Αυτό που
ϑα µας απασχολήσει τώρα είναι πως αυτός ο συρµός των αδρανειακών συ-
στηµάτων εκδηλώνεται στην µετρική του χώρου ενός αργά περιστρεϕόµενου
αστέρα. Θα περιγράψουµε την προσεγγιστική µέθοδο Hartle, [1], [2], για τον
υπολογισµό καταστάσεων ισορροπίας αργά περιστρεϕόµενων αστέρων νετρο-
νίων. Η µετρική ενός στατικού, συµµετρικού ως προς άξονα περιστρεϕόµενου
συστήµατος δίνεται από την σχέση

ds2 = −eνdt2 + eλdr2 + r2[dθ2 + sin2 θ(dφ− Ldt)2], (1.21)

όπου ν, λ και L είναι συναρτήσεις των συντεταγµένων r, θ. Η ποσότητα L(r, θ)
είναι η γωνιακή ταχύτητα dφ/dt, που αποκτάται από έναν παρατηρητή που
πέϕτει ελεύθερα από το άπειρο προς το σηµείο (r, θ). Γι΄ αυτό τον λόγο η
L(r, θ) αναϕέρεται και ως ϱυθµός περιστροϕής του αδρανειακού συστήµατος
στο σηµείο (r, θ), σε σχέση µε ένα σύστηµα στο άπειρο. Ο συρµός λοιπόν των
αδρανειακών συστηµάτων παρουσιάζεται στην µετρική µε τον όρο gtφ.

Η πυκνότητα και η µετρική του στατικού και συµµετρικού ως προς άξονα,
περιστρεϕόµενου αστέρα παραµένουν αναλλοίωτες κάτω από µια αναστροϕή
στην διεύθυνση περιστροϕής ή σε αναστροϕή του χρόνου. Λόγω της πα-
ϱαπάνω συµµετρίας µια ανάπτυξη των eν και eλ σε δυνάµεις της γωνιακής
ταχύτητας3 Ω του αστέρα µπορούν να περιέχουν µόνο άρτιους όρους αυτής,
ενώ µια ανάπτυξη του L ϑα περιέχει µόνο περιττούς όρους. Εάν λοιπόν ϑέ-
λουµε να µελετήσουµε όλα τα φαινόµενα που συµβαίνουν µε ακρίβεια µέχρι
την δεύτερη τάξη του όρου Ω, δηλαδή Ω2, ϑα πρέπει να ϑεωρήσουµε µέχρι
πρώτης τάξης όρους Ω, στην ποσότητα L. Αυτή την πρώτη τάξη στον όρο L
ϑα την συµβολίσουµε µε ω(r, θ),4 δηλαδή

L(r, θ) = ω(r, θ) + 0(Ω3), (1.22)

Σε κατάσταση ισορροπίας, ένας περιστρεϕόµενος αστέρας αντισταθµίζει φυ-
γόκεντρες δυνάµεις, δυνάµεις πίεσης, και δυνάµεις ϐαρύτητας. Το µέγεθος
των φυγόκεντρων δυνάµεων που αναπτύσσονται δεν καθορίζεται από τη γω-
νιακή ταχύτητα που οϕείλεται στην οµοιόµορϕη περιστροϕή του αστρικού
ϱευστού, Ω, αλλά από την γωνιακή ταχύτητα, ω̄(r), που ορίζεται ως προς το
τοπικό αδρανειακό σύστηµα αναϕοράς ([2], Εξ.(6) και §ΙΙe)

ω̄ = Ω− ω, (1.23)
3Ω είναι η γωνιακή ταχύτητα του ϱευστού και κατά συνέπεια του αστέρα, όπως την µετρά

ένας ακίνητος παρατηρητής σε κάποιο σηµείο (t, r, θ, φ) µέσα στο ϱευστό.
4ω είναι η γωνιακή ταχύτητα που µετράει ένας παρατηρητής (στο άπειρο), που πέϕτει

ελεύθερα από το άπειρο µε µηδενική στροϕορµή.
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όπου ω(r) είναι η γωνιακή ταχύτητα όπως την µετράει ένας παρατηρητής σε
ελεύθερη πτώση (ως προς τον αστέρα µε εκκίνηση από άπειρη απόσταση),
υπολογιζόµενη σε πρώτη τάξη ως προς Ω.5 Η συνάρτηση ω̄, είναι η συντε-
ταγµένη γωνιακή ταχύτητα ενός στοιχείου του ϱευστού στο σηµείο r, που
ϐλέπει ο παρατηρητής που πέϕτει ελεύθερα προς αυτό και εξαρτάται από
την πρώτη δύναµη του Ω και προκύπτει ως λύση της διαϕορικής εξίσωσης
ϐαρυτικού συρµού του αδρανειακού συστήµατος (dragging of the inertial
frame) ([2], Εξ.(9)), ([15], Εξ.(18))

1

r4
d

dr

(
r4 j

dω̄

dr

)
+

4

r

dj

dr
ω̄ = 0. (1.24)

Η απόδειξη της παραπάνω σχέσης ϐρίσκεται στο Παράρτηµα Β΄.
Η διαϕορική εξίσωση (1.24), µετασχηµατίζεται σε ένα σύστηµα δύο διαϕο-

ϱικών εξισώσεων πρώτης τάξης ως προς την γωνιακή ταχύτητα, ω̄, σε σχέση
µε ένα τοπικό αδρανειακό σύστηµα, ϑέτοντας dη

dr
= η, ([15], Εξς.(126)–

(127)),
dω̄

dr
= η, (1.25)

dη

dr
= − 4 η

r
− η

j

dj

dr
− 4 ω̄

r j

dj

dr
. (1.26)

Η λύση της Εξ. (1.24), ω̄, πρέπει να είναι οµαλή στην αρχή των αξόνων και
προκύπτει µε την αριθµητική ολοκλήρωση από το κέντρο του αστέρα και
προς τα έξω, µε την επιβολή των αρχικών συνθηκών

ω̄(0) = ω̄c, dω̄/dr = η = 0, (1.27)

όπου η σταθερά ω̄c, επιλέγεται αυθαίρετα.
Η συνάρτηση j(r) δίνεται από την ([2], Εξ.(10))

j(r) = e−
2Φ+λ

2 =

(
1− 2m

r

) 1
2

e−Φ. (1.28)

΄Εξω από τον αστέρα ισχύει

j(r) = 1, dj/dr = 0. (1.29)

Αντικαθιστώντας αυτές τις σχέσεις στην Εξ. (1.24), καταλήγουµε σε µια σχέση
για την ω̄, που ισχύει έξω από τον αστέρα και έχει την µορϕή ([2], Εξ.(13b))

ω̄ext = Ω− 2J

r3
, (1.30)

5το ω εξαρτάται µόνο από το r και αυτό γιατί το θ εµϕανίζεται στους δεύτερης τάξης όρους
του ω που παραλείψαµε, καθότι ϑεωρήσαµε αργή περιστροϕή.
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όπου η ποσότητα, J , αντιστοιχεί στην ολική στροϕορµή του αστέρα που δίνε-
ται από την σχέση ([2], Εξ.(13a)) και ([15], Εξ.(21))

J =
1

6

(
r4 j η

)∣∣
r=R

. (1.31)

Αν πάρουµε την Εξ.(1.30), στην επιϕάνεια του αδιατάρακτου µοντέλου και σ΄
αυτήν αντικαταστήσουµε την (1.31), καταλήγουµε στην εξίσωση

Ωarb = ω̄arb (R) +
R

3
ηarb (R) . (1.32)

1.4.1 Η περιστροϕικά διαταραγµένη µετρική

΄Οταν ένας αστέρας περιστρέϕεται, το σχήµα του δεν είναι σϕαιρικό. Θα
εισάγουµε όλες τις ποσότητες που περιγράϕουν τον αστέρα νετρονίων, µε
διορθώσεις µέχρι και τρίτης τάξης στην γωνιακή ταχύτητα Ω. Η διαταραγµένη
µετρική, δίνεται από την ([9], Εξ.(1))

ds2 = −e2Φ [1 + 2h(r, θ)] dt2 +

[
1 +

2m̄(r, θ)

r − 2m(r)

]
eλdr2

+ r2 [1 + 2k(r, θ)]
[
dθ2 + sin2 θ(dϕ− w(r, θ) dt)2

]
. (1.33)

Οι συναρτήσεις h(r, θ), m̄(r, θ), k(r, θ) και w(r, θ) είναι οι διαταρακτικές δι-
ορθώσεις ([9], Εξς.(2)–(5)· εδώ το σύµβολο m̄ χρησιµοποιείται αντί του m)
και µπορούν να αναπτυχθούν µε την ϐοήθεια των πολυωνύµων Legendre, ως
εξής

h(r, θ) = h0(r) + h2(r)P2(µ) +O(Ω4), (1.34)

m̄(r, θ) = m0(r) +m2(r)P2(µ) +O(Ω4), (1.35)

k(r, θ) = k2(r)P2(µ) = [υ2(r)− h2(r)] P2(µ) +O(Ω4), (1.36)

w(r, θ) = ω(r) + w1(r)− w3(r)
1

sin θ

dP3(µ)

dθ
+O(Ω5). (1.37)

όπου P2(µ) και P3(µ) είναι τα πολυώνυµα Legendre δευτέρου και τρίτου
ϐαθµού, αντίστοιχα (µ = cosθ). Η συνάρτηση ω είναι της τάξης του Ω, οι
συναρτήσεις h0, h2, m0, m2, και υ2 είναι της τάξης του Ω2, ενώ τέλος οι
συναρτήσεις w1 και w3 είναι της τάξης του Ω3.

Ας συνοψίσουµε τα είδη των διαταραχών, στις οποίες υπόκειται ένας µη
περιστρεϕόµενος αστέρας.

1. ∆ιαταραχές λόγω των συναρτήσεων l = 0 (µονοπολικό µέρος) που ανα-
φέρονται ως σϕαιρικές διαταραχές. Αυτές οι διαταραχές δεν επηρεάζουν το
τελικό σχήµα του αστέρα, που εξακολουθεί να είναι σϕαιρικό, ενώ επηρεά-
Ϲονται η ακτίνα, η µάζα και η ενέργεια σύνδεσης του αστέρα.
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2. ∆ιαταραχές λόγω των συναρτήσεων l = 2 (τετραπολικό µέρος) που
αναϕέρονται ως τετραπολικές διαταραχές. Αυτές οι διαταραχές επηρεάζουν
το σχήµα του αστέρα, που αποκλίνει πλέον του σϕαιρικού.

3. Οι τρίτης τάξης διορθώσεις περιλαµβάνουν δύο συναρτήσεις, τις w1

και w3. Η w1 δίνει µια συνεισϕορά στην ϱοπή αδράνειας η δε w3 έχει επιπτώ-
σεις στην τιµή της ταχύτητας της µάζας διαϕυγής (mass-shedding velocity).
Και οι δύο συναρτήσεις w1, w3 συµβάλλουν στον συρµό των αδρανειακών
συστηµάτων.

Με το Ω να είναι η γωνιακή ταχύτητα του ϱευστού, η τετραταχύτητα που
ικανοποιεί την συνθήκη κανονικοποίησης uµuµ = −1 είναι

ur = uθ = 0

uφ = Ωut

ut = [−(gtt + 2Ωgtφ + Ωgφφ)]
−1/2. (1.38)

Η πρώτη εξίσωση προκύπτει, λόγω του ότι ο αστέρας εκτελεί µόνο περιστρο-
φική κίνηση, ενώ οι uφ, ut είναι οι τετραταχύτητες ως προς την συντεταγµένη
φ και t αντίστοιχα. Η µετατόπιση για ένα στοιχειώδες τµήµα του ϱευστού
που ϐρίσκεται στην ϑέση (r, θ) στον µη περιστρεϕόµενο αστέρα, µετατοπίζε-
ται στην περίπτωση του περιστρεϕόµενου αστέρα στην ϑέση r+ξ, ([9], Εξ.(6))

ξ(r) = ξ0(r) + ξ2(r)P2(µ) +O(Ω4). (1.39)

Οι εµπλεκόµενες συναρτήσεις, ξ0 και ξ2 (αµϕότερες είναι της τάξης του Ω2), ο-
ϱίζονται από τις σχέσεις ([2], Εξ.(24b)), ([15], Εξς.(31)–(32)])

ξ0 = −p0 (E + P )

(
dP

dr

)−1

, (1.40)

ξ2 = −p2 (E + P )

(
dP

dr

)−1

. (1.41)

Οι συναρτήσεις p0(r) και p2(r) είναι της τάξης του Ω2 και περιγράϕουν την
µεταβολή στην πίεση, δP , του στοιχειώδους µετατοπισµένου τµήµατος του
ϱευστού· και συγκεκριµένα, ως προς το σύστηµα αναϕοράς που κινείται µα-
Ϲί µε το στοιχειώδες τµήµα ύλης του αστέρα ([9], Εξ.(8)) και E(r), P (r) η
πυκνότητα µάζας-ενέργειας και η πίεση αντίστοιχα του µη περιστρεϕόµενου
µοντέλου.

Η επιϕάνεια του περιστρεϕόµενου αστέρα ϑα δίνεται από την σχέση

r = r(µ) = R + ξ0(R) + ξ2(R)P2(µ), (1.42)

όπου R είναι η ακτίνα του µη περιστρεϕόµενου αστέρα.
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Εδώ, ϑα πρέπει να επιστήσουµε την προσοχή όσον αϕορά το σύστηµα
συντεταγµένων, στο οποίο ϑα συµπεριλάβουµε στην λύση των εξισώσεων πε-
δίου του Einstein (1.8) και το ανάπτυγµα µε τους επιπλέον όρους δεύτερης
τάξης. Πιο συγκεκριµένα, το ανάπτυγµα της διαταραχής της πίεσης ή της
πυκνότητας του αστέρα σε κανονικές πολικές συντεταγµένες (r, θ), δεν ισχύει
παντού στο εσωτερικό του αστέρα. Αυτά τα αναπτύγµατα έχουν νόηµα µόνο
στην περίπτωση που οι διαταραχές είναι πολύ µικρότερες από τις ποσότη-
τες του στατικού µοντέλου. Κοντά όµως στην επιϕάνεια του αστέρα, η πίεση
και η πυκνότητα του αδιατάρακτου µοντέλου µηδενίζονται, ενώ οι διαταραχές
αυτών µπορεί να είναι πεπερασµένες. Συνεπώς, τα αναπτύγµατα που προα-
ναϕέραµε δεν έχουν νόηµα στην επιϕάνεια του αστέρα. Για τον λόγο αυτό,
προκειµένου να αποϕύγουµε τέτοια προβλήµατα, τα αναπτύγµατα δεν ϑα γί-
νουν στις κανονικές πολικές συντεταγµένες (r, θ), αλλά σε ένα νέο σύστηµα
συντεταγµένων (r̄,Θ) που ορίζονται ως εξής ([1], σελ.1008, όπου έχουµε αντι-
καταστήσει το R, µε το r̄): ϑεωρούµε ένα σηµείο στο εσωτερικό του ϐραδέως
περιστρεϕόµενου αστέρα, που ϐρίσκεται πάνω σε µια συγκεκριµένη επιϕά-
νεια σταθερής πυκνότητας. Η αντίστοιχη ακτίνα του µη περιστρεϕόµενου
αστέρα που έχει την ίδια πυκνότητα ϑα είναι η νέα ακτινική συντεταγµένη r̄,
ενώ η συντεταγµένη Θ εκϕράζει την συνηθισµένη πολική γωνία θ. Συνεπώς,
η σχέση νέων και παλαιών µεταβλητών δίνεται από τις σχέσεις

Θ = θ,

E (r (r̄,Θ) ,Θ) = E(r̄). (1.43)

Στο Σχ.(1.1), ϐλέπουµε την σχέση µεταξύ του νέου και παλαιού συστήµατος
συντεταγµένων. Η διακεκοµµένη γραµµή παριστάνει την επιϕάνεια σταθερής
πυκνότητας του µη περιστρεϕόµενου αστέρα ακτίνας r̄, ενώ η συνεχής γραµ-
µή αϕορά τον περιστρεϕόµενο ακτίνας r και ξ = r − r̄. Για µικρές γωνιακές
ταχύτητες του αστέρα, ο λόγος

ξ (r̄,Θ)

r̄
<< 1, (1.44)

είναι πολύ µικρότερος της µονάδας µέσα στο εσωτερικό του αστέρα. Αν επι-
πλέον επιλεγεί η κεντρική πυκνότητα του περιστρεϕόµενου αστέρα να είναι
ίδια µε αυτήν του µη περιστρεϕόµενου, τότε ϑα ισχύει

ξ(r̄ = 0,Θ) = 0, (1.45)

οπότε οι παλιές και οι νέες συντεταγµένες συµπίπτουν.

1.4.2 Σϕαιρική παραµόρϕωση

Ο υπολογισµός της συνεισϕοράς των µονοπολικών διορθώσεων στο στα-
τικό µοντέλο για την σϕαιρική παραµόρϕωση (spherical deformation) του
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Σχήµα 1.1: Σχηµατική αναπαράσταση των δύο συστηµάτων συντεταγµένων
στον περιστρεϕόµενο αστέρα.

αστέρα που οϕείλεται στην οµοιόµορϕη περιστροϕή, µας οδηγεί στην χρησι-
µοποίηση των συνιστωσών Gtt = 8π Ttt, Grr = 8π Trr, των εξισώσεων πεδίου
του Einstein (1.8), µε l = 0. Τελικά προκύπτουν οι ακόλουθες διαϕορικές
εξισώσεις ([13], Εξς.(27)–(28)), ([2], Εξς.(15a, b)), ([15], Εξς.(40)–(41)),

dm0

dr
= 4π r2(E + P )

(
dP

dE

)−1

p0

+
1

12
r3(r − 2m)

(
dω̄

dr

)2

e−2Φ

+
8π

3
r4 (E + P ) ω̄2 e−2Φ (1.46)

και

dp0
dr

= − 1 + 8π r2 P

(r − 2m)2
m0 − 4 π r2(E + P )

r − 2m
p0

− 2r (−r + 4 π r3 P + 3m) ω̄2 e−2Φ

3 (r − 2m)

+
1

12
r2
dω̄

dr

(
8 ω̄ + r

dω̄

dr

)
e−2Φ. (1.47)

Ολοκληρώνοντας αριθµητικά τις Εξς. (1.46), (1.47) από το κέντρο προς την
επιϕάνεια του αστέρα µε αρχικές συνθήκες m0(0) = 0, p0(0) = 0, παίρνουµε



14

τις µονοπολικές (σϕαιρικές) διορθώσεις, δηλαδή τις συναρτήσεις m0(r) και
p0(r) που αποτελούν τις συναρτήσεις διαταραχής στην µάζα και την πίεση
αντίστοιχα. Η διόρθωση δεύτερης τάξης h0(r) της χρονικής συνιστώσας του
µετρικού τανυστή που εµϕανίζεται στην Εξ. (1.34) και αϕορά το εσωτερικό
του αστέρα, µπορεί να υπολογιστεί από την σχέση

h0in = −p0 +
1

3
r2 ω̄2 e−2Φ + h0c, (1.48)

όπου η τιµή της σταθεράς h0c προσδιορίζεται µε την ϐοήθεια της συνθήκης
συνέχειας στην επιϕάνεια του αστέρα ([13], Εξ.(34)), οπότε προκύπτει

h0c = − δM

R − 2M
+

J2

R3 (R − 2M)
+ p0(R)−

1

3
R2 ω̄2(R) e−2Φ(R), (1.49)

όπου δM είναι η αύξηση της ϐαρυτικής µάζας λόγω της σϕαιρικής παρα-
µόρϕωσης. ΄Εξω από τον αστέρα η διόρθωση δεύτερης τάξης h0(r) µπορεί
να υπολογιστεί µε την ϐοήθεια της συνθήκης συνέχειας στην επιϕάνεια του
αστέρα ([13], Εξς.(32)–(33))

h0ext = − δM

r − 2M
+

J2

r3 (r − 2M)
. (1.50)

1.4.3 Τετραπολική παραµόρϕωση

Από τις δεύτερης τάξης ως προς Ω µε l = 2 τετραπολικές εξισώσεις ϑα
πάρουµε την παραµόρϕωση της επιϕάνειας του αστέρα νετρονίων λόγω πε-
ϱιστροϕής. Για την εύρεση των διαϕορικών εξισώσεων που περιγράϕουν τις
τετραπολικές συναρτήσεις h2, k2,m2, ϑα χρησιµοποιήσουµε τις εξισώσεις πε-
δίου του Einstein για l = 2

Rθθ −Rφφ = 8 π (Tθθ − Tφφ) , Grr = 8 πTrr, Grθ = 0. (1.51)

Εισάγοντας την µεταβλητή υ2 = h2 + k2 στις παραπάνω εξισώσεις για λόγους
απλότητας στην αριθµητική ολοκλήρωση, παίρνουµε αντίστοιχα

dυ2
dr

= −ν ′h2 +
r4

6

(
1

r
+
ν ′

2

)
e−ν

[
16π(E + P )ω̄2 + e−λ(

dω̄

dr
)2
]
, (1.52)

dh2
dr

=

[
−ν ′ + 2eλ

ν ′

(
4 π(E + P )− 2m

r3

)]
h2 −

4

r2ν ′
eλυ2 +

r3

6
e−(ν+λ)

(
dω̄

dr

)2(
rν ′

2
− eλ

rν ′

)
+

8 π

3
r3e−νω̄2(E + P )

(
rν ′

2
− eλ

rν ′

)
, (1.53)
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h2 = −eλm2

r
+

8π

3
r4 e−νω̄2 (E + P )− r4

6
e−(ν+λ)

(
dω̄

dr

)2

. (1.54)

Οι δύο πρώτες εξισώσεις είναι συνήθεις συζευγµένες διαϕορικές εξισώσεις,
που έπειτα από πράξεις καταλήγουν στις εξής ([13], Εξς.(42)–(43)),

dυ2
dr

=
1

6

(
1 + r

dΦ

dr

){
r2
[
r

(
dω̄

dr

)2

+ 4 ω̄2

(
4π r E +

dΦ

dr

)]
−2m

[
r2

(
dω̄

dr

)2

+ ω̄2

(
2 + 4 r

dΦ

dr

)]}
e−2Φ

−2
dΦ

dr
h2, (1.55)

dh2
dr

=

[
−2m+ 4π r3 (E + P )

r2 (r − 2m) dΦ
dr

− 2
dΦ

dr

]
h2 −

2

r (r − 2m) dΦ
dr

υ2

+
ω̄2

[
1 + 2r (r − 2m)

(
dΦ
dr

)2] [
r2(4πrE + dΦ

dr
)−m

(
1 + 2r dΦ

dr

)]
e−2Φ

3 (r − 2m) dΦ
dr

+
r2

(
dω̄
dr

)2 [−1 + 2r (r − 2m)
(
dΦ
dr

)2]
e−2Φ

12dΦ
dr

. (1.56)

Με κατάλληλο τρόπο (που ϑα αναϕέρουµε σε επόµενη παράγραϕο), επιλύου-
µε το σύστηµα των Εξν. (1.55), (1.56), παίρνοντας το προϕίλ των τετραπολικών
διορθώσεων για την τετραπολική συνάρτηση του στατικού µοντέλου υ2 και
στην συνέχεια της h2. Η µεταβολή στην ακτίνα λόγω της τετραπολικής πα-
ϱαµόρϕωσης δίνεται από την ([13], Εξ.(58))

δRQD = ξ2(R)P2(µ). (1.57)

Από την Εξ. (1.54), µπορούµε να πάρουµε τώρα και το προϕίλ των διορθώσεων
για την µάζα6 ([2], Εξς.(23a))

m2 = (r − 2m)

[
−h2 −

1

3
r3

(
dj2

dr

)
ω̄2 +

1

6
r4 j2

(
dω̄

dr

)2
]
. (1.58)

Τέλος, η τετραπολική διόρθωση στην πίεση, δίνεται από το αντίστοιχο τετρα-
πολικό µέρος της εξίσωσης υδροστατικής ισορροπίας για l = 2 ([2], Εξς.(23b)),
([15], Εξ.(36))

p2 = −h2 −
1

3
r2 e−2Φ ω̄2. (1.59)

6 ΄Οπως προκύπτει ϐέβαια από τους υπολογισµούς, η τετραπολική διόρθωση της µάζας
m2 είναι αµελητέα. Για τον λόγο αυτό, ϑα παραλείπεται από τον υπολογισµό της συνολικής
µάζας του αστέρα νετρονίων.
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1.4.4 ∆ιορθώσεις τρίτης τάξης στην γωνιακή ταχύτητα
για την περίπτωση της οµοιόµορϕης περιστροϕής

Για να προσδιορίσουµε την συνάρτηση w (Εξ. 1.21), που περιγράϕει τις
διαταραχές τρίτης τάξης του Ω3, χρησιµοποιούµε τις εξισώσεις πεδίου του
Einstein

Gtφ = 8πTtφ (1.60)

Τελικά, καταλήγουµε στις διαταρακτικές διορθώσεις τρίτης τάξης w1(r) και
w3(r), που εµϕανίζονται στην Εξ. (1.37) και ικανοποιούν ένα σύστηµα δύο
διαϕορικών εξισώσεων δεύτερης τάξης ([9], Εξς.(Α29) και (Α41))

1

r4
d

dr

(
r4 j

dw1

dr

)
+

4

r

dj

dr
w1 = D0 −

1

5
D2, (1.61)

1

r4
d

dr

(
r4 j

dw3

dr

)
+

4

r

dj

dr
w3 −

10 j w3

r (r − 2M)
=

1

5
D2, (1.62)

όπου οι συντελεστές D0 και D2 ([9] Εξ.(Α30)) δίνονται από τις σχέσεις

r4D0 = −u d
dr

[
m0

r − 2m
+ h0

]
+

+4r3χ

[
1

j

dj

dr

] [
2m0

r − 2m
+

(
dE

dP
+ 1

)
p0 +

2r3χ2

3 (r − 2m)

]
, (1.63)

r4D2

5
=
u

5

d

dr

[
4k2 −

m2

r − 2m
− h2

]
+

+

(
4r3χ

5

)[
1

j

dj

dr

] [
2m2

r − 2m
+

(
dE

dP
+ 1

)
p2 −

2r3χ2

3 (r − 2m)

]
. (1.64)

Οι ϐοηθητικές µεταβλητές χ και u που εµϕανίζονται σε αυτές τις σχέσεις,
ορίζονται από τις ([9], Εξ.(Α3))7

χ = j ω̄, u = r4 j
dω̄

dr
. (1.65)

Για τον υπολογισµό των διαταρακτικών διορθώσεων w1 και w3, εϕαρµόζουµε
την αριθµητική µέθοδο που παρουσιάζεται στην ([9], Παράρτηµα 3). Εισά-
γοντας τις ϐοηθητικές µεταβλητές χ1 και u1, (σύµϕωνα µε [9], Εξ.(Α31)) που
ορίζονται ως

χ1 = j w1, u1 = r4 j
dw1

dr
, (1.66)

7Σύµϕωνα τις ϐοηθητικές µεταβλητές χ και u η τετραπολική διόρθωση στην µάζα γράϕεται
ως εξής : m2=(r − 2m)

[
−h2 +

8πr5(E+P )χ2

3(r−2m) + u2

6r4

]
.
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και τις ϐοηθητικές µεταβλητές χ3 και u3, (σύµϕωνα µε [9], Εξ.(Α42)) που
ορίζονται ως

χ3 = j w3, u3 = r4 j
dw3

dr
, (1.67)

µετασχηµατίζουµε τις Εξς. (1.61) και (1.62) σε ισοδύναµα συστήµατα αποτε-
λούµενα από διαϕορικές εξισώσεις πρώτης τάξης ([9], Εξ.(Α32)),

dχ1

dr
=
u1
r4

− 4π r2 (E + P )χ1

r − 2m
, (1.68)

du1
dr

=
16π r5 (E + P )χ1

r − 2m
+D1, (1.69)

µε τον όρο οδήγησης D1 να δίνεται από την

D1 = r4D0 −
r4

5
D2, (1.70)

και ([9], Εξ.(Α43))

dχ3

dr
=
u3
r4

− 4π r2 (E + P )χ3

r − 2m
, (1.71)

du3
dr

=
16π r5 (E + P )χ3

r − 2m
+

10r3χ3

r − 2m
+D3, (1.72)

µε τον αντίστοιχο όρο οδήγησης D3 να δίνεται από την

D3 =
r4

5
D2. (1.73)

Το πρώτο σύστηµα των Εξν. (1.68)–(1.69), έχει µερική λύση
(
χP1 , u

P
1

)
που

υπόκειται στις αρχικές συνθήκες

χP1 (r1) = 0, uP1 (r1) = 0. (1.74)

Αντίστοιχα, το δεύτερο σύστηµα των Εξν. (1.71)–(1.72), έχει µερική λύση(
χP3 , u

P
3

)
, που υπόκειται στις αρχικές συνθήκες

χP3 (r1) = 0, uP3 (r1) = 0. (1.75)

Θέτοντας D0 = D2 = 0, παίρνουµε δύο οµογενή συστήµατα: το πρώτο σύ-
στηµα αναϕέρεται στο αντίστοιχο σύστηµα των Εξν. (1.68), (1.69) µε οµογενή
λύση

(
χH1 , u

H
1

)
που υπακούει στις αρχικές συνθήκες ([9], Εξ.(Α34))

χH1 (r1) = 1 +
8 π

5
[Ec + Pc] r

2
1, uH1 (r1) =

16π

5
[Ec + Pc] r

5
1. (1.76)
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Το δεύτερο σύστηµα αναϕέρεται στο αντίστοιχο σύστηµα των Εξν. (1.71)–
(1.72) µε οµογενή λύση

(
χH3 , u

H
3

)
, που υπακούει στις αρχικές συνθή-

κες ([9], Εξ.(Α45))
χH3 (r1) = r21, uH3 (r1) = 2 r51. (1.77)

Οι γενικές λύσεις των δύο συστηµάτων (Εξς. (1.68)–(1.69)) και (Εξς. (1.71)–
(1.72)), για r ≤ R, µπορούν να γραϕτούν ως ([9], Εξς.(Α33) και (Α44))

χ1 = C1 χ
H
1 + χP1 , u1 = C1 u

H
1 + uP1 , (1.78)

χ3 = C3 χ
H
3 + χP3 , u3 = C3 u

H
3 + uP3 . (1.79)

΄Εξω από τον αστέρα (r ≥ R), το σύστηµα των Εξν. (1.68)–(1.69) απλοποιείται
παίρνοντας την µορϕή ([9], Εξ.(Α35))

dχ1

dr
=
u1
r4
, (1.80)

du1
dr

= − u

5

d

dr

(
4k2 −

6 J2

r4

)
. (1.81)

Η λύση του (χ1ext, u1ext) δίνει την λύση για το w1ext έξω από τον αστέρα, που
συµπεριϕέρεται ως ([9], Εξ.(Α36))

w1ext(r) =
2δJ

r3
+O

(
1

r4

)
, (1.82)

όπου δJ είναι η διόρθωση τρίτης τάξης στη στροϕορµή. ∆εδοµένου ότι για r ≥
R και j = 1 έχουµε χ1ext = w1ext, µπορούµε να γράψουµε

χ1ext =
2δJ

r3
+ F (r), (1.83)

όπου η ϐοηθητική συνάρτηση F (r), πρέπει να µηδενίζεται στο άπειρο µε
ταχύτερο ϱυθµό από αυτόν της συνάρτησης r−3. Εποµένως, για r → ∞,
u1 ∼ −6 δJ . Οι εξωτερικές λύσεις για τα u1 και χ1 είναι ([9], Εξς.(Α38), (Α40),
αντίστοιχα)

u1ext = − u

5

(
4 k2 −

6 J2

r4

)
− 6δJ =

84 J3

5 r4
+

24 J3

5M(R)r3

+
24JKQ2

2

5
− 48M(R)JKQ1

2

5 [r (r − 2M(R))]
1
2

− 6δJ, (1.84)

χ1ext =
2δJ

r3
+ F (r), (1.85)
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όπου η ϐοηθητική συνάρτηση F (r) δίνεται από την σχέση ([9], Εξ.(Α39))

F (r) = −12 J3

5r7
− 4 J3

5M r6
+

JK

40M3r4

[
108r4 ln

(
r

r − 2M

)
−288 r3M ln

(
r

r − 2M

)
+ 33 r4 − 240 r3M + 336 r2M2

+256M3r − 96M4 + 192 rM3 ln

(
r

r − 2M

)
+12 r4 ln

(
r

r − 2M

)]
− 33 JK

40M3
. (1.86)

Εξισώνοντας τις λύσεις µέσα και έξω από τον αστέρα στην ϑέση, r = R, παίρ-
νουµε ένα σύστηµα δύο εξισώσεων

C1 χ
H
1 (R) + χP1 (R) = χ1ext(R), C1 u

H
1 (R) + uP1 (R) = u1ext(R), (1.87)

µε αγνώστους τις δύο σταθερές C1, δJ που µπορούν να προσδιοριστούν ως
ϱίζες του συστήµατος. Το αποτέλεσµα για την σταθερά δJ , πρέπει να συµπί-
πτει µε το αποτέλεσµα της Εξ. (3.90), ([9], Παράρτηµα 3a). ΄Εχοντας λοιπόν
υπολογίσει και τη σταθερά C1, µπορούµε να εκϕράσουµε την γενική λύση
του συστήµατος (Εξς. (1.68)–(1.69)) ως

χ1(r) = C1 χ
H
1 (r) + χP1 (r), u1(r) = C1 u

H
1 (r) + uP1 (r). (1.88)

΄Οσον αϕορά το w3 έξω από τον αστέρα (r ≥ R), το σύστηµα των Εξν. (1.71)–
(1.72), παίρνει την µορϕή ([9], Εξ.(Α46))

dχ3

dr
=
u3
r4
, (1.89)

du3
dr

=
10 r3 χ3

r − 2M
+
u

5

d

dr

(
4k2 −

6J2

r4

)
. (1.90)

Η γενική λύση του συστήµατος είναι ένας γραµµικός συνδυασµός της λύ-
σης (χH3ext, uH3ext) του οµογενούς συστήµατος, όπως αυτή µετασχηµατίζεται
ϑέτοντας k2 = J = 0 στην Εξ. (1.90) και της µερικής λύσης (χP3ext, uP3ext), η
οποία µηδενίζεται στο άπειρο µε ϱυθµό ταχύτερο του r−5. Η αποδεκτή λύση
για το οµογενές σύστηµα συµπεριϕέρεται όπως η r−5 όταν το r → ∞. Η
γενική λύση γράϕεται ως ([9], Εξ.(Α47))

χ3ext = D3χ
H
3ext + χP3ext, u3ext = D3u

H
3ext + uP3ext. (1.91)

Εποµένως, η λύση ως προς το w3 ([9], Εξ.(Α48)) γράϕεται

w3ext = D3w
H
3ext + wP3ext, (1.92)
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όπου η οµογενής λύση για το w3 έξω από τον αστέρα δίνεται από την σχέ-
ση ([9], Εξ.(Α49))

wH3ext(r) =

(
7

64 r3M7

)[
−120 r3M2 ln

(
r

r − 2M

)
+150 r4M ln

(
r

r − 2M

)
− 45 r5 ln

(
r

r − 2M

)
+20rM4 + 60 r2M3 − 210 r3M2 + 90r4M + 8M5

]
, (1.93)

και η µερική λύση του w3 έξω από τον αστέρα wP3ext δίνεται από την σχέ-
ση ([9], Εξ.(Α50))

wP3ext(r) =

(
J

480 r7M9

)[
1152 J2M9 + 700 r5J2M4 + 2100 r6J2M3

−7350 r7J2M2 + 3150 r8J2M + 280 r4J2M5 + 1152Kr3M10

+64 J2rM8 − 320 J2r2M7 + 10080KM5r8 + 1088KM8r5

+1664KM9r4 − 23520KM6r7 + 6720KM7r6

+16800KM5r8 ln

(
r

r − 2M

)
− 4200 r7J2M2 ln

(
r

r − 2M

)
+5250 r8J2M ln

(
r

r − 2M

)
− 5040KM4r9 ln

(
r

r − 2M

)
−13440KM6r7 ln

(
r

r − 2M

)
+ 576KM7r6 ln

(
r

r − 2M

)
−960KM8r5 ln

(
r

r − 2M

)
− 384KM9r4 ln

(
r

r − 2M

)
−1575 r9J2 ln

(
r

r − 2M

)]
. (1.94)

Λαµβάνοντας υπόψη ότι η λύση µέσα και έξω από τον αστέρα πρέπει να
παίρνει την ίδια τιµή, για την επιϕάνεια του µη περιστρεϕόµενου αστέρα, r =
R, παίρνουµε ένα σύστηµα δύο εξισώσεων

C3 χ
H
3 (R) + χP3 (R) = D3χ

H
3ext(R) + χP3ext(R), (1.95)

C3 u
H
3 (R) + uP3 (R) = D3u

H
3ext(R) + uP3ext(R), (1.96)

µε αγνώστους τις σταθερές C3 και D3, οι οποίες προσδιορίζονται ως ϱίζες του
συστήµατος. ΄Εχοντας υπολογίσει την σταθερά C3, µπορούµε να εκϕράσουµε
την γενική λύση του συστήµατος των Εξν. (1.71)–(1.72), µε την µορϕή

χ3(r) = C3 χ
H
3 (r) + xP3 (r), u3(r) = C3 u

H
3 (r) + uP3 (r). (1.97)



Κεϕάλαιο 2

Η µέθοδος Complex-Plane
Strategy

2.1 Περιγραϕή της µεθόδου CPS

2.1.1 Γενικά

Σ΄ αυτό το κεϕάλαιο, ϑα περιγράψουµε την µέθοδο CPS, που εϕαρµό-
Ϲουµε για την αριθµητική ολοκλήρωση όλων των διαϕορικών εξισώσεων, που
αναϕέρονται στο Κεϕ. 1. Τα αριθµητικά αποτελέσµατα, που ϑα παράγου-
µε αϕορούν πολυτροπικά µοντέλα µέγιστης µάζας, µε οµοιόµορϕη περι-
στροϕή µε Κεπλεριανή γωνιακή ταχύτητα και για πολυτροπικούς δείκτες
n = 1.0, 1.5, 2.0, 2.5, 2.9. ΄Οπως γνωρίζουµε, καθώς αυξάνει ο πολυτροπικός
δείκτης, τα νετρόνια γίνονται περισσότερο σχετικιστικά, αλλά όχι εξαιρετικά
σχετικιστικά· κάτι το οποίο συµβαίνει για πολυτροπικό δείκτη n = 3. Υπεν-
ϑυµίζουµε, ότι οι φυσικές ποσότητες που εµπλέκονται στους υπολογισµούς
µας, εκϕράζονται σε ϐαρυτικές µονάδες. Μετατρέπονται σε πολυτροπικές µε
ϐάση το γεγονός, ότι στις ϐαρυτικές µονάδες, η σταθερά K

n
2 έχει µονάδες µή-

κους και έτσι αυτή η σταθερά µπορεί να χρησιµοποιηθεί για να ορίζουµε µία
µονάδα µήκους στο σύστηµα ([22], §2, Εξς.(4)–(13)), ([15], Πίνακας 1). Επι-
πλέον στον Πίνακα ∆΄.1, δίνουµε τις τιµές των συντελεστών που µετατρέπουν
τις πλέον σηµαντικές φυσικές ποσότητες από ϐαρυτικές µονάδες σε αυτές του
συστήµατος cgs .

Η καινοτοµία της παρούσας διατριβής είναι ότι η αριθµητική ολοκλή-
ϱωση του συστήµατος των διαϕορικών εξισώσεων που εϕαρµόζουµε γίνεται
στο µιγαδικό επίπεδο. Για τον σκοπό αυτό χρησιµοποιούµε την αριθµητική
µέθοδο "Complex-Plane Strategy" (CPS). ΄Ολες οι φυσικές ποσότητες που
εµπλέκονται στους υπολογισµούς µας είναι µιγαδικοί αριθµοί. Επίσης, ένα
σηµαντικό σηµείο αυτής της µεθόδου είναι ότι οι αριθµητικές ολοκληρώσεις

21
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όλων των διαϕορικών εξισώσεων, που διέπουν το πρόβληµα δεν σταµατούν
λίγο πριν την επιϕάνεια του ακίνητου αστέρα (όπως αυτό συµβαίνει στις ερ-
γασίες των ([13], §3.2), ([15], §5) και ([14], §3.1, §3.3), αλλά προχωρούν και
πέραν αυτής. Με άλλα λόγια, αυτό σηµαίνει ότι η CPS γνωρίζει την παρα-
µόρϕωση που προκαλείται από την περιστροϕή, για ένα αρκετά εκτεταµένο
διάστηµα αρκετά πέραν αυτού που περιβάλλει το αρχικά σϕαιρικό σχήµα του
αδιατάρακτου αστέρα. Συνεπώς, για τον υπολογισµό ενός περιστρεϕόµενου
µοντέλου η CPS δεν προεκβάλλει ποτέ, δηλαδή δεν µπαίνει στην διαδικασία
υπολογισµών σε πίνακες συναρτήσεων πέραν των τελικών τους τιµών που έ-
χουν υπολογιστεί από τέτοιες εκτεταµένες αριθµητικές ολοκληρώσεις. Αυτή
ακριβώς η αποϕυγή οποιασδήποτε παρεκβολής είναι που κρατά το σϕάλµα
στους υπολογισµούς αρκετά µικρό.

Το ϐασικό πακέτο λογισµικού, που χρησιµοποιούµε για την αριθµητική
ολοκλήρωση όλων των διαϕορικών εξισώσεων στο µιγαδικό επίπεδο (µέχρι τις
διορθώσεις τρίτης τάξης), είναι το ATOMFT System των Y. F. Chang and G.
Corliss [35].

Στο τέλος, χρησιµοποιούµε το γνωστό πακέτο λογισµικού Mathematicar,
της WOLFRAM RESEARCH. ΄Ενα κατάλληλα διαµορϕωµένο πρόγραµµα
Mathematicar, διαβάζει το αρχείο αποτελεσµάτων που παράγεται από την
ATOMFT, εκτελεί όλες τις αριθµητικές διαδικασίες που απαιτούνται και στο
τέλος ολοκληρώνει αριθµητικά τις διαϕορικές εξισώσεις που αϕορούν τις δι-
ορθώσεις τρίτης τάξης.

2.1.2 Θεµελιώδεις πτυχές της CPS

Για να επισηµάνουµε ορισµένες ϑεµελιώδεις πτυχές της CPS, εξετάζουµε
πρώτα το µοντέλο του µη περιστρεϕόµενου αστέρα νετρονίων, που υπακούει
στις εξισώσεις OV (1.17), (1.19). Με ϐάση τις πολυτροπικές εξισώσεις (1.2)–
(1.3), επιϕέρουµε µια τροποποίηση στις εξισώσεις OV , οπότε παίρνουµε το
σύστηµα των εξισώσεων

dρ

dr
= − [ρ + (1 + n)P ] (m + 4π r3 P )

r (r − 2m)
dP

dρ

=

−
[
ρ + K (1 + n) ρΓ

] (
m + 4K π r3 ρΓ

)
K Γ r (r − 2m) ρ1/n

, (2.1)

dm

dr
= 4 π r2 (ρ + nP ) = 4 π r2

(
ρ + K nρΓ

)
. (2.2)
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Λόγω της καταστατικής Εξ. (1.2), µπορούµε να υπολογίσουµε την συνάρτηση
dP/dρ ως εξής

dP

dρ
= K ΓρΓ−1 = K Γρ1/n. (2.3)

Το σύστηµα των δύο εξισώσεων (2.1), (2.2) µπορεί να λυθεί αριθµητικά εϕόσον
δώσουµε τις αρχικές συνθήκες στο κέντρο του αστέρα ρ(r = 0) = ρ0 = ρc,
m(r = 0) = m0 = mc = 0. ΄Οσον αϕορά την κεντρική πυκνότητα µάζας
ηρεµίας ρc, αυτή προκύπτει από την κεντρική πυκνότητα µάζας-ενέργειας Ec

(η οποία είναι γνωστή), σύµϕωνα µε την σχέση (1.6)

ρc = ρ(Ec) = Ec − nP (Ec) = Ec − nPc. (2.4)

Σ΄ αυτό το σηµείο, ϑα πρέπει να επισηµάνουµε ότι ένα σηµαντικό µέρος
του προβλήµατος επίλυσης διαϕορικών εξισώσεων είναι η επιβολή οριακών
συνθηκών. Τα σηµεία, στα οποία επιβάλλονται οι οριακές συνθήκες σ΄ έναν
αστέρα είναι το κέντρο και η επιϕάνειά του. Πρόβληµα στο κέντρο του αστέρα
δηµιουργούν οι όροι 1/r, 1/r2 κ.ο.κ. ΄Ενας τρόπος αποϕυγής αυτών των
όρων είναι να ορίσουµε καινούργιες µεταβλητές, εϕόσον είναι δυνατόν, αλλιώς
αποϕεύγουµε το κέντρο του αστέρα (r0 = 0 cm), γιατί π.χ. η Εξ. (2.1) δεν
ορίζεται στο κέντρο του αστέρα. ΄Οπως έχει περιγραϕεί στην ([15], §5.1, στο
τµήµα που αϕορά την Εξ. (122)), για να αποϕύγουµε αυτό το πρόβληµα,
ξεκινάµε την ολοκλήρωση από κάποιο σηµείο, ελάχιστα πέρα από το κέντρο

r1 = r0 +∆1 = ∆1, (2.5)

όπου το πρώτο ϐήµα ∆1, ϐρίσκεται συνήθως στο διάστηµα [10−6 cm, 101 cm].
Στην παρούσα έρευνα, χρησιµοποιούµε την τιµή ∆1 = 10−3 cm. Αϕού εξα-
σϕαλίζουµε το r1 να παίρνει µία πολύ µικρή τιµή, οι αρχικές συνθήκες που
εϕαρµόζονται στο σηµείο έναρξης r1, έχουν ως εξής

ρ(r1) = ρ1 = ρc, m(r1) = m1 = mc = 0. (2.6)

Μια εναλλακτική µέθοδος για να αποϕύγουµε επίσης το συγκεκριµένο πρό-
ϐληµα, είναι η αριθµητική µέθοδος µε αρχική τιµή (dρ/dr)|r=0 = 0· πράγ-
µατι, χρησιµοποιώντας κοντά στο κέντρο του αστέρα την Νευτώνεια προσέγ-
γιση m = (4/3)πEcr

3, µπορούµε να επιβεβαιώσουµε ότι το δεξί µέρος της
Εξ. (2.1) µεταβάλλεται όπως η ακτινική συντεταγµένη r και συνεπώς µηδενί-
Ϲεται στο r0.

Το επόµενο πρόβληµα, αϕορά την επιϕάνεια του αστέρα r = R, εξαιτίας
του γεγονότος ότι ρ(R) = 0 (ϐλέπε [2], §ΙΙc, στο κοµµάτι που αϕορά την
Εξ. (3)). Για να απαλείψουµε αυτό το πρόβληµα, µπορούµε να τερµατίσου-
µε την αριθµητική ολοκλήρωση στο σηµείο rN < R, που είναι το τελευταίο
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σηµείο στο οποίο οι όροι ρN και mN ικανοποιούνται (για περισσότερες λε-
πτοµέρειες επί του ϑέµατος αυτού, ϐλέπε [15], §5.1 και [14], §3.1, §3.3).
Συνεπώς, η ακτίνα του αστέρα είναι R = rN και η ϐαρυτική µάζα είναι ίση
µε την τιµή που παίρνει η συνάρτηση m στο rN , δηλαδή M = m(rN ).

2.1.3 Θεµελίωση της CPS
Η µέθοδος CPS που εϕαρµόζουµε στην παρούσα διατριβή, προσϕέρει

µια εναλλακτική λύση για την αποϕυγή κάποιων ιδιοµορϕιών ή/και απροσ-
διόριστων µορϕών στον πραγµατικό άξονα R, ιδιαίτερα κοντά στα σηµεί-
α r = 0 και r = R. Ως γνωστόν (ϐλέπε Σχ. 2.1), στην ευθεία των πραγµατικών
υπάρχει ένας και µοναδικός δρόµος για να φτάσεις από ένα σηµείο x1 στο
σηµείο x2, όπου x1, x2 ανήκουν στον πραγµατικό άξονα R. Στο επίπεδο των
µιγαδικών, υπάρχουν άπειροι δρόµοι για να φτάσεις από ένα σηµείο z1 στο
σηµείο z2, όπου z1, z2 ανήκουν στο µιγαδικό επίπεδο C. Συνεπώς µας δίνε-
ται η δυνατότητα µιας εναλλακτικής λύσης, που συνίσταται στην εκτέλεση της
αριθµητικής ολοκλήρωσης κατά µήκος ενός ¨δρόµου¨, C (αλλιώς ¨µιγαδικό
µονοπάτι¨· εµείς ϑα χρησιµοποιούµε αυτή την έκϕραση), που ϐρίσκεται στο
µιγαδικό επίπεδο C και είναι παράλληλο στον πραγµατικό άξονα R, απέχον-
τας i δ1 από αυτόν σε ευθεία γραµµή, δηλαδή

C = {r1 = r(re)1 + i r(im)1 = ∆1 + i δ1 −→
rmax = r(re)max + i r(im)max = r(re)max + i δ1}, (2.7)

συνδέοντας τα σηµεία r1 και rmax στο C. Για την ευκολία, υιοθετούµε τις
συντµήσεις

r = r(re) + i r(im) = r̄ + i r̆ (2.8)

για την ¨πραγµατική ακτινική συντεταγµένη¨, r̄ και για την ¨ϕανταστική ακτι-
νική συντεταγµένη¨, r̆ = δ1. Το πραγµατικό µέρος, r̄max του rmax επιλέγεται
να είναι αρκετά µεγάλο, r̄max = 2Rexp ας πούµε, όπου η ¨αναµενόµενη¨ α-
κτίνα του αστέρα Rexp, είναι µία ακατέργαστη προσέγγιση της ακτίνας R.
Για τα πολυτροπικά µοντέλα που µελετάµε και εκτελούµε τους υπολογι-
σµούς µας στην παρούσα ερευνητική προσπάθεια, χρησιµοποιούµε την τι-
µή Rexp = 106 cm. Το φανταστικό µέρος r̆ = δ1, ορίζεται ως µια παράµετρος
του υπό εξέταση προβλήµατος, που παραµένει σταθερή για όλες τις τιµές
της r στο C και παίρνει µικρή τιµή συγκρινόµενη µε την Rexp, δ1 ≪ Rexp,
που συνήθως ϐρίσκεται στο διάστηµα [10−3 cm, 101 cm]. Εµείς στην παρούσα
έρευνα, χρησιµοποιούµε την τιµή δ1 = 0.5 cm. Ως εκ τούτου, το µονοπάτι
της ολοκλήρωσης που προσδιορίζεται από την Εξ. (2.7), δεν διασχίζει την δ1 -
γειτονιά του σηµείου r = R, (δηλαδή το σύνολο όλων των σηµείων r∗ για τα
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Σχήµα 2.1: Το ένα και µοναδικό µονοπάτι από το σηµείο x1 στο x2, στην
ευθεία των πραγµατικών (αριστερό σχήµα). ΄Απειρα µονοπάτια από το σηµείο
z1 στο z2, στο επίπεδο των µιγαδικών (δεξιό σχήµα).

οποία ισχύει |r∗ −R| < δ1), αϕού

|r −R| = |(r̄ −R) + i δ1| > δ1. (2.9)

Από την σκοπιά των ολοκληρώσεων στο µιγαδικό επίπεδο, οι αρχικές συν-
ϑήκες (2.6) για την µιγαδική πυκνότητα µάζας ηρεµίας, ρ και την µιγαδική
µάζα-ενέργεια m, γίνονται

ρ1 = ρ(re)1 + i ρ(im)1 = ρ(re)c + i δρ1, (2.10)

m1 = m(re)1 + im(im)1 = m(re)c + i δm1 = 0 + i δm1. (2.11)

Το φανταστικό µέρος της πυκνότητα µάζας ηρεµίας, δρ1, επιλέγεται να είναι
µικρό συγκρινόµενο µε το πραγµατικό µέρος της κεντρικής πυκνότητας µά-
Ϲας ηρεµίας ρ(re)c, που συνήθως ϐρίσκεται στο διάστηµα

[
10−6ρ(re)c, 10

−2ρ(re)c
]
·

σε ορισµένες περιπτώσεις, το δρ1 µπορεί να τεθεί ακόµα και ίσο µε το µη-
δέν, δεδοµένου ότι τα αριθµητικά πειράµατα που πραγµατοποιήσαµε, µας
δείχνουν ότι η παρουσία ενός µη µηδενικού δρ1, εξασϕαλίζει ταυτόχρονα
σταθεροποίηση και επιτάχυνση της διαδικασίας ολοκλήρωσης στο µιγαδικό
επίπεδο. Το φανταστικό µέρος της µάζας-ενέργειας, δm1, µπορεί να τεθεί
ίσο µε το µηδέν, χωρίς ϐλάβη της γενικότητας, αϕού το πραγµατικό µέ-
ϱος της µάζας-ενέργειας, m(re)c, είναι το ίδιο µηδέν, όπως απαιτείται από
τις Εξς. (2.6), (2.11).

Το πραγµατικό µέρος ρ(re) της ρ γίνεται αρνητικό αµέσως αϕότου περνά
το µονοπάτι της ολοκλήρωσης από το σηµείο

R = R + i δ1. (2.12)

Παρ΄ όλα αυτά, κατά τον υπολογισµό των ποσοτήτων ρΓ και ρ1/n, η µέθοδος
δεν καταρρέει λόγω του συνδρόµου ¨της ανύψωσης ενός αρνητικού πραγµα-
τικού αριθµού σε µια πραγµατική δύναµη¨ (ποσότητα που δεν ορίζεται στο
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Σχήµα 2.2: Το µιγαδικό µονοπάτι για την εκτέλεση της αριθµητικής ολοκλή-
ϱωσης από το σηµείο r1 στο rmax.

R), δεδοµένου ότι δεν υπάρχει ένα τέτοιο σύνδροµο µέσα στο C. Καθώς η
αριθµητική µέθοδος προχωράει την λύση στα διαδοχικά σηµεία κατά µήκος
της C (Εξ. (2.7)), τα αριθµητικά αποτελέσµατα που παράγονται απ΄ αυτήν την
µέθοδο, χρησιµοποιούνται για να κατασκευαστεί ο πίνακας T (δ1)

SOL των N (δ1)
SOL

σειρών,

T (δ1)
SOL =

[{
r̄i, ρ(re)i, ρ(im)i, m(re)i, m(im)i

}
,
{
i, 1, N (δ1)

SOL

}]
. (2.13)

Ακολούθως, χρησιµοποιώντας τυπικές αριθµητικές µεθόδους, κάνουµε πα-
ϱεµβολή στον πίνακα T (δ1)

SOL στις µεταβλητές ρ(re), ρ(im), m(re), m(im) σε όρους
της µεταβλητής r̄. Κατ΄ αυτόν τον τρόπο, από την αριθµητική παρεµβολή,
κατασκευάζουµε µια οικογένεια πραγµατικών συναρτήσεων µιας πραγµατι-
κής µεταβλητής, που µπορούν να χρησιµοποιηούνται στην ϑέση των αρχικά
µιγαδικών συναρτήσεων µιας µιγαδικής µεταβλητής για διάϕορους σκοπούς.
Ο άνω δείκτης ¨(δ1)¨, δίνει έµϕαση στο γεγονός ότι µια δεύτερη διαϕορετι-
κή τιµή της παραµέτρου δ1, οδηγεί σε µια δεύτερη διαϕορετική οικογένεια
συναρτήσεων εκ παρεµβολής. Για µια συγκεκριµένη συνάρτηση, οι αριθµη-
τικές τιµές της που υπολογίζονται στην πρώτη και στην δεύτερη περίπτωση,
αποκλίνουν µεταξύ τους κατά ένα ποσό µικρότερο από το όριο σϕάλµατος
της συγκεκριµένης αριθµητικής µεθόδου που χρησιµοποιείται στις ολοκλη-
ϱώσεις, αποδεικνύοντας ότι δ1 ≪ Rexp και στις δύο περιπτώσεις.

΄Οταν απαιτείται να αναλύσουµε µια συνάρτηση f , που δεν συµπεριλαµ-
ϐάνεται στον Πίνακα T (δ1)

SOL , προχωράµε συστηµατικά στον µετασχηµατισµό
της συναρτησιακής µορϕής της f , χρησιµοποιώντας τις συναρτήσεις από
παρεµβολή που εµπεριέχονται στον T (δ1)

SOL . Για παράδειγµα, για την ανάλυση
της συνάρτησης της πίεσης P , γράϕουµε

P (r̄) = P(re) (r̄) + i P(im) (r̄) . (2.14)
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P(re) (r̄) = Re
[
K

{
ρ(re) (r̄) + i ρ(im) (r̄)

}Γ
]
, (2.15)

P(im) (r̄) = Im
[
K

{
ρ(re) (r̄) + i ρ(im) (r̄)

}Γ
]
. (2.16)

Στο τέλος αυτής της διαδικασίας, στην νέα συναρτησιακή µορϕή της f , εµ-
φανίζονται αποκλειστικά συναρτήσεις από παρεµβολή που ανήκουν στον Πί-
νακα T (δ1)

SOL · στην περίπτωση της P , αυτό επιβεβαιώνεται από τις Εξς. (2.15)–
(2.16).

Στο τέλος της διαδικασίας ολοκλήρωσης, η (απροσδιόριστη ακόµα) ακτίνα
του αστέρα µπορεί να υπολογιστεί ως η ϱίζα, R, της αλγεβρικής εξίσωσης
ρ(re) (r̄) = 0, δηλαδή

R = root
[
ρ(re) (r̄) = 0, r̄

]
, (2.17)

όπου η εµϕάνιση της µεταβλητής r̄ µέσα στις αγκύλες δηλώνει ότι αυτή είναι
ακριβώς η µεταβλητή για να οριστεί µια χαρακτηριστική τιµή, που καλείται
¨ρίζα¨, έτσι ώστε η αλγεβρική εξίσωση ρ(re) (r̄) = 0 να ικανοποιείται. Προϕα-
νώς, η εύρεση αυτής της ϱίζας είναι εϕικτή στα πλαίσια της CPS, αϕού όπως
τονίζεται στην § 2.1.1, αυτή η µέθοδος κατέχει το µοναδικό χαρακτηριστικό
της γνώσης της συνάρτησης ρ(re) (r̄), αρκετά πέραν της ακτίνας του αστέρα
(στην πραγµατικότητα µέχρι 2Rexp).

Η ϐαρυτική µάζα, M , του αστέρα δίνεται από την σχέση

M = m(re) (R) . (2.18)

Για τις αντίστοιχες µιγαδικές ποσότητες της ακτίνα και της µάζας του αστέρα
R και M αντίστοιχα, έχουµε R = R + i δ1 (Εξ. (2.12)) και

M = m(re) (R) + im(im) (R) . (2.19)

Στις Εξς. (2.15)–(2.19), οι εµϕανιζόµενες συναρτήσεις είναι οι αντίστοιχες
συναρτήσεις παρεµβολής που αναϕέραµε παραπάνω. Στην παρούσα έρευνα,
κάθε συνάρτηση της πραγµατικής ακτινικής συντεταγµένης r̄, ϑεωρείται ότι
έχει αναλυθεί µε όρους τις συναρτήσεις, που ανήκουν στην οικογένεια των
συναρτήσεων από παρεµβολή, όπως έχει συζητηθεί παραπάνω.

2.1.4 Συναρτήσεις, φυσικές ποσότητες, αρχικές συνθή-
κες στα πλαίσια της CPS

Κάθε συνάρτηση f που περιλαµβάνεται στην µέθοδο διαταραχής τουHartle,
ερµηνεύεται στα πλαίσια της CPS σαν µια µιγαδική συνάρτηση µε µιγαδική
µεταβλητή r,

f = f (r) = f(re) (r) + i f(im) (r) . (2.20)
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Σχήµα 2.3: Το τµηµατικά γραµµικό µιγαδικό µονοπάτι για την αριθµητική
ολοκλήρωση της διαϕορικής εξίσωσης που διέπει την συνάρτηση f .

Από µαθηµατικής άποψης, ως πεδίο ορισµού της f , µπορούµε να ϑεωρήσου-
µε ολόκληρο το µιγαδικό επίπεδο. Αυτό σηµαίνει ότι για ένα συγκεκριµένο
σηµείο ra ∈ C, η διαϕορική εξίσωση που διέπει την f , µπορεί να ολοκλη-
ϱωθεί αριθµητικά κατά µήκος πάνω σε ένα µιγαδικό µονοπάτι C, συνήθως
προκαθορισµένο πάνω σε ένα τµηµατικά γραµµικό µονοπάτι στο C,

C =


r(1) = r

(1)
(re) + i r

(1)
(im) −→ r(2) = r

(2)
(re) + i r

(2)
(im)

r(2) = r
(2)
(re) + i r

(2)
(im) −→ r(3) = r

(2)
(re) + i r

(3)
(im)

. . . . . . . . .

r(NC−1) = r
(NC−1)
(re) + i r

(NC−1)
(im) −→ r(NC) = r

(NC)
(re) + i r

(NC)
(im) ,

 ,

(2.21)
καθορισµένο από NC κορυϕές r(1), r(2), . . . , r(NC), που ορίζουν (NC − 1) ευ-
ϑύγραµµα τµήµατα. Το µονοπάτι αρχίζει από το σηµείο

r(1) = r1 = r̄1 + i r̆1 = ∆1 + i δ1, (2.22)

και τερµατίζεται στο σηµείο

r(NC) = ra = r̄a + i r̆a. (2.23)

Προϕανώς, το απλούστερο µονοπάτι ολοκλήρωσης είναι η ευθεία γραµµή που
ενώνει τα σηµεία r1 και ra (όπως στην Εξ. (2.7) για τα σηµεία r1 και rmax), υ-
πό τον όρο ότι αυτή η γραµµή δεν διασχίζει καµµιά ιδιοµορϕία (singularity)
της f στο C. Υποθέτοντας ότι η συνάρτηση f υπακούει σε µια πρώτης
τάξης διαϕορική εξίσωση και ότι ένα µιγαδικό µονοπάτι C(1) έχει καθορι-
στεί, αρχίζουµε την αριθµητική ολοκλήρωση µε την αρχική συνθήκη f(r1) =
f(re)1+ i f(im)1. Κατόπιν, η διαδικασία ολοκλήρωσης προωθεί την λύση ϐήµα-
ϐήµα κατά µήκος του C(1), µέχρι το σηµείο ra και έτσι υπολογίζει την τι-
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µή f(ra). Στην πραγµατικότητα, αυτή η τιµή είναι ανεξάρτητη από το συγ-
κεκριµένο µονοπάτι ολοκλήρωσης C(1) που χρησιµοποιείται. Αυτό σηµαίνει
ότι καθορίζοντας ένα δεύτερο µονοπάτι ολοκλήρωσης C(2) που ξεκινά από
το σηµείο r1 και καταλήγει στο ίδιο τελικό σηµείο ra µε το προηγούµενο
µονοπάτι C(1) και ολοκληρώνοντας κατά µήκος πάνω σ΄ αυτό το δεύτερο µο-
νοπάτι, ϐρίσκουµε την ίδια τιµή f(ra) όπως προηγουµένως· τελικά, οι δύο
αριθµητικές τιµές µπορεί να αποκλίνουν µεταξύ τους κατά ένα ποσό µικρό-
τερο από το όριο σϕάλµατος της συγκεκριµένης αριθµητικής µεθόδου που
χρησιµοποιούµε.

Από φυσικής άποψης, όταν ϑεωρήσουµε το πεδίο ορισµού της συνάρτη-
σης f , ως µια ορθογώνια περιοχή µε την ϐάση [∆1, 2Rexp] πάνω στον πραγ-
µατικό άξονα και το ύψος [δ1 − ϵ1, δ1] (µε 0 < ϵ1 < δ1) πάνω στον φανταστικό
άξονα, τότε το πραγµατικό µέρος αυτής της συνάρτησης, f(re) = Re (f), ερ-
µηνεύεται ως η φυσική ποσότητα που αντιπροσωπεύεται από την f . Για
παράδειγµα, ρ(re) = Re (ρ) είναι η πυκνότητα της µάζας ηρεµίας που αντι-
προσωπεύεται από την ρ. Σε περίπτωση µελέτης της συµπεριϕοράς της f σε
µεγάλη απόσταση, η ϐάση επεκτείνεται αρκετά προς τα δεξιά (µέχρι µερικές
τάξεις µεγέθους της Rexp, φερ΄ ειπείν 103Rexp).

Λαµβάνοντας υπόψη την φυσική σηµασία της συνάρτησης f , η αντίστοιχη
αρχική συνθήκη f(r1) παίρνει ως πραγµατικό µέρος την φυσικά καθορισµένη
αρχική συνθήκη f(re)1 = f(re)c. Αν αυτό το αρχικό πραγµατικό µέρος είναι µη
µηδενικό, τότε ένα αντίστοιχο µικρό φανταστικό µέρος f(im)1 ≪ f(re)c µπορεί
να αποδοθεί στην f(r1), όπως αναϕέραµε προηγουµένως στην περίπτωση
της πυκνότητας µάζας ηρεµίας (Εξ. (2.10)). Από την άλλη, αν η φυσική
σηµασία της f απαιτεί ένα αρχικό πραγµατικό µέρος ίσο µε το µηδέν, τότε το
αντίστοιχο φανταστικό µέρος µπορεί να τεθεί ίσο µε το µηδέν χωρίς απώλεια
της γενικότητας, όπως αναϕέραµε προηγουµένως στην περίπτωση της µάζας-
ενέργειας (Εξ. (2.11)).
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Κεϕάλαιο 3

Υπολογισµοί

3.1 Υπολογισµοί µέχρι τις διορθώσεις τρίτης τά-
ξης

3.1.1 Το σύστηµα των διαϕορικών εξισώσεων πρώτης τά-
ξης σύµϕωνα µε την µέθοδο διαταραχής του Hartle

Ο κύριος στόχος της παρούσας έρευνας είναι να λυθεί αριθµητικά στο
µιγαδικό επίπεδο, το σύστηµα των διαϕορικών εξισώσεων πρώτης τάξης, που
προκύπτει στα πλαίσια της µεθόδου διαταραχής του Hartle, η οποία δια-
πραγµατεύεται σχετικιστικά πολυτροπικά µοντέλα αστέρων νετρονίων µε τα-
χείαν οµοιόµορϕη περιστροϕή. Λεπτοµερώς, αυτό το σύστηµα αποτελείται
από τις ακόλουθες διαϕορικές εξισώσεις :
01. Η OV εξίσωση υδροστατικής ισορροπίας (Εξ. 2.1), που είναι µια πρώ-
της τάξης διαϕορική εξίσωση ως προς την πυκνότητα µάζας ηρεµίας ρ και
ικανοποιεί την αρχική συνθήκη (2.10).

02. Η OV εξίσωση µάζας-ενέργειας (Εξ. 2.2), που είναι και αυτή µια
πρώτης τάξης διαϕορική εξίσωση ως προς την µάζα-ενέργεια m, υπό τον όρο
της αρχικής συνθήκης (2.11).

03. Η πρώτης τάξης διαϕορική εξίσωση (Εξ. 1.20), που αϕορά το ϐα-
ϱυτικό δυναµικό Φ και υπακούει στην συνοριακή συνθήκη στην επιϕάνεια
του αστέρα, που γράϕεται µε την µορϕή

ΦR = Φ(R) =
1

2
ln

(
1− 2M

R

)
. (3.1)
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Η διαϕορική εξίσωση για το ϐαρυτικό δυναµικό (1.20), λύνεται αρχίζοντας
την αριθµητική ολοκλήρωση από το σηµείο r1, µε µια αυθαίρετη αρχι-
κή συνθήκη Φ(r1) = Φarb

1 = Φarb
(re)1, που ϐρίσκεται συνήθως στο διάστη-

µα [−100, −10−2]. Στην παρούσα ερευνητική µας προσπάθεια, χρησιµο-
ποιούµε την τιµή Φarb

(re)1 = −0.5. Κατ΄ αυτόν τον τρόπο ϐρίσκουµε µία αυθαί-
ϱετη λύση για το ϐαρυτικό δυναµικό, Φarb, που δεν είναι συνεπής µε την
συνοριακή συνθήκη (3.1). Παρ΄ όλα αυτά, επειδή η Εξ. (1.20) είναι γραµµική
ως προς το Φ, µπορούµε να προσθέσουµε την ποσότητα

[
ΦR − Φarb (R)

]
σ΄

αυτή την αυθαίρετη λύση και έτσι να πάρουµε µία συνεπή λύση

Φ = Φarb +
[
ΦR − Φarb (R)

]
. (3.2)

04–05. Η δεύτερης τάξης διαϕορική εξίσωση συρµού του αδρανειακού συ-
στήµατος Εξ.(1.24), είδαµε (§ 1.4) ότι µετασχηµατίζεται σε ένα σύστηµα δύο
διαϕορικών εξισώσεων πρώτης τάξης ως προς την γωνιακή ταχύτητα, ω̄, σε
σχέση µε ένα τοπικό αδρανειακό σύστηµα, (Εξς. (1.25), (1.26)). Αυτές οι εξι-
σώσεις υπακούουν στις αρχικές συνθήκες ω̄(r1) = ω̄1 = ω̄arb

(re)1 = 1.82342 s−1

(όπως στην [27], §V ) και η(r1) = ηarb1 = 0. Γενικά, η ποσότητα ω̄arb
(re)1, ϐρί-

σκεται στο διάστηµα [100 s−1, 104 s−1]. Αυτή η αυθαίρετη λύση, ω̄arb, παρά-
γει µια αυθαίρετη γωνιακή ταχύτητα, Ωarb, σύµϕωνα µε την σχέση Εξ.(1.32)

Ωarb = ω̄arb (R) +
R
3

(
dω̄arb

dr

)∣∣∣∣
r=R

= ω̄arb (R) +
R
3
ηarb (R) . (3.3)

Με την προϋπόθεση ότι ϑέλουµε να πάρουµε µία συγκεκριµένη γωνιακή
ταχύτητα, Ω, πολλαπλασιάζουµε την Εξ. (3.3), µε τον λόγο Ω/Ωarb και µε
αυτόν τον τρόπο παίρνουµε την επανακανονικοποιηµένη συνεπή λύση

ω̄ =

(
Ω

Ωarb

)
ω̄arb, η =

(
Ω

Ωarb

)
ηarb. (3.4)

Τέλος, υπολογίζουµε την ¨µιγαδική στροϕορµή¨, J , (ϐλέπε σχέση (1.31))

J =
1

6

(
r4 j η

)∣∣
r=R

, (3.5)

και το πραγµατικό του µέρος, J = Re (J ), είναι η στροϕορµή του αστέρα.

06–07. Οι δύο πρώτης τάξης διαϕορικές εξισώσεις, (1.46) και (1.47), για
την συνάρτηση διαταραχής στην µάζα, m0 και την συνάρτηση διαταραχής
στην πίεση, p0 αντίστοιχα, που περιγράϕουν την σϕαιρική παραµόρϕωση
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του αστέρα. Οι αρχικές συνθήκες ([13], Εξς.(29)–(30)), στις οποίες υπακού-
ουν είναι

m0(r1) = 0, p0(r1) = 0. (3.6)

08–09. Οι πρώτης τάξης διαϕορικές εξισώσεις, (1.55) και (1.56), για
τις συναρτήσεις υ2 και h2, αντίστοιχα, που περιγράϕουν την τετραπο-
λική παραµόρϕωση του αστέρα ([2], Εξς.(21a, b)), ([15], Εξς.(50)–(51)).
Η λύση των Εξν. (1.55), (1.56) πρέπει να είναι οµαλή στην αρχή των αξό-
νων ([2], Εξς.(128)–(129)), ([15], Εξ.(52)· εδώ τα σύµβολα K1 και K2, χρησι-
µοποιούνται αντί των K1 και K2, αντίστοιχα), αυτό σηµαίνει ότι στην γειτονιά
του µηδενός (κέντρο του αστέρα), η λύση πρέπει να έχει την µορϕή

h2(r1) = K1 r
2
1, υ2(r1) = K2 r

4
1, (3.7)

όπου K1 και K2 είναι σταθερές, που συνδέονται µεταξύ τους µε την
σχέση ([1], Εξ.(130)· ο παράγοντας 4π ϑα πρέπει να αντικατασταθεί από
το 2π,) ([15], Εξ.(136))

K2 = −2π

3
(Ec + 3Pc)K1 −

2π

3
(Ec + Pc) (jc ω̄c)

2 . (3.8)

Χωρίς περιορισµό της γενικότητας, για λόγους απλότητας, ϑέτουµε την σταθε-
ϱά,K1, ίση µε την µονάδα. Ακολούθως, λύνουµε το σύστηµα (1.55)–(1.56), µε
αρχικές συνθήκες (3.7) και έτσι ϐρίσκουµε µια µερική λύση

(
hP2 , υ

P
2

)
.

Η γενική λύση του συστήµατος, είναι ένας γραµµικός συνδυασµός της
µερικής λύσης

(
hP2 , υ

P
2

)
, που έχουµε ϐρει παραπάνω και µιας οµογενούς

λύσης
(
hH2 , υ

H
2

)
,

h2 = K′ hH2 + hP2 , υ2 = K′ υH2 + υP2 (3.9)

όπου K′ είναι µια σταθερά. Ο εκθέτης, ¨H¨, δηλώνει την οµογενή λύση,
ενώ ο εκθέτης, ¨P¨, δηλώνει την µερική λύση.

10–11. Το σύστηµα των οµογενών διαϕορικών εξισώσεων των αντίστοιχων µε
τις Εξς. (1.55)–(1.56), ([1], Εξς.(142)–(143)), ([15], Εξς.(132)–(133)])

dhH2
dr

=

[
−2m+ 4π r3(E + P )

r2 (r − 2m) dΦ
dr

− 2
dΦ

dr

]
hH2 − 2

r (r − 2m) dΦ
dr

υH2 , (3.10)

dυH2
dr

= −2
dΦ

dr
hH2 , (3.11)
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όπου οι ποσότητες µε εκθέτη, ¨H¨, αϕορούν τις οµογενείς διαϕορικές ε-
ξισώσεις. Αυτές οι εξισώσεις πρέπει να είναι οµαλές στην αρχή των αξό-
νων ([1], Εξς.(128)–(129)), ([15], Εξ.(134)· εδώ χρησιµοποιούµε τα σύµβο-
λα KH

1 και KH
2 στην ϑέση των KH

1 και KH
2 , αντίστοιχα),

hH2 (r1) = KH
1 r

2
1, υH2 (r1) = KH

2 r
4
1, (3.12)

όπου KH
1 και KH

2 είναι σταθερές που συνδέονται µεταξύ τους µε την
σχέση ([1], Εξ.(144)), ([15], Εξ.(135))

KH
2 = −2π

3
(Ec + 3Pc)K

H
1 , (3.13)

όπου για λόγους απλότητας ϑέτουµε την σταθερά, KH
1 , ίση µε την µονάδα.

΄Εξω από τον αστέρα, οι συναρτήσεις h2 και υ2, υπακούουν στους
αναλυτικούς τύπους ([1], Εξς.(139)–(140)), ([15], Εξς.(139)–(140))

hext2 = J 2

(
1

M r3
+

1

r4

)
+K Q2

2 (x) , (3.14)

υext2 = − J 2

r4
+K

[
2MQ1

2 (x)

{r (r − 2M)}1/2

]
, (3.15)

όπου K είναι µια σταθερά και Qm
2 (x) είναι τα δευτέρου είδους συσχετισµένα

πολυώνυµα Legendre (ϐλέπε για παράδειγµα [15], Εξς.(141)–(142))

Q1
2(x) = (x2 − 1)

1
2

[
3x2 − 2

x2 − 1
− 3

2
x ln

(
x+ 1

x− 1

)]
, (3.16)

Q2
2(x) =

3

2
(x2 − 1) ln

(
x+ 1

x− 1

)
− 3x3 − 5x

x2 − 1
, (3.17)

όπου η µεταβλητή, x, ορίζεται ως

x =
r

M
− 1. (3.18)

Συνδυάζοντας τις εσωτερικές λύσεις (3.9) και τις εξωτερικές λύσεις (3.14)–
(3.15) στο όριο, r = R, καταλήγουµε σ΄ ένα γραµµικό σύστηµα δύο αλγε-
ϐρικών εξισώσεων,

K′ hH2 (R)−K Q2
2 (xR) = −hP2 (R) + J 2

(
1

MR3
+

1

R4

)
, (3.19)

K′ υH2 (R)−K

[
2MQ1

2 (xR)

{R (R− 2M)}1/2

]
= − υP2 (R)− J 2

R4
, (3.20)
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(µε xR = [(R/M) − 1]), µε δύο άγνωστες σταθερές K′ και K, οι οποίες
προκύπτουν τελικά, ως ϱίζες αυτού του γραµµικού συστήµατος· η συγκε-
κριµένη αυτή τιµή της K′, ϑα συµβολιστεί παρακάτω µε το K̃′. Συνεπώς,
η ¨µιγαδική τετραπολική ϱοπή¨, Q, δίνεται από την σχέση ([2], Εξ.(26)),
([15], Εξ.(55))

Q =
8KM3

5
+

J 2

M
(3.21)

και το πραγµατικό της µέρος, Q = Re (Q), είναι η τετραπολική ϱοπή του
αστέρα.

Καθώς η αριθµητική µέθοδος προωθεί την λύση του συστήµατος των πρώ-
της τάξης διαϕορικών εξισώσεων (2.1), (2.2), (1.20), (1.25), (1.26), (1.46),
(1.47), (1.56), (1.55), (3.10) και (3.11) σε διαδοχικά σηµεία που ϐρίσκονται
κατά µήκος πάνω στο µονοπάτι που επιλέξαµε C, (Εξ. (2.7)), τα αριθµητικά
αποτελέσµατα αυτής της µεθόδου, χρησιµοποιούνται για να επεκτείνουµε τον
Πίνακα, T (δ1)

SOL (Εξ. (1.17)), µε τις συναρτήσεις

T (δ1)
SOL =

[{
r̄i, . . . ,Φ(re)i, Φ(im)i, ω̄(re)i, ω̄(im)i, η(re)i, η(im)i,

m0(re)i, m0(im)i, p0(re)i, p0(im)i,

h2(re)i, h2(im)i, υ2(re)i, υ2(im)i,

hH2(re)i, h
H
2(im)i, υ

H
2(re)i, υ

H
2(im)i

}
,

{
i, 1, N (δ1)

SOL

}]
(3.22)

Ακολούθως, χρησιµοποιώντας συνήθεις αριθµητικές µεθόδους, κάνουµε πα-
ϱεµβολή, στον αναπτυγµένο Πίνακα, T (δ1)

SOL , τις πραγµατικές µεταβλητές Φ(re),
Φ(im), ω̄(re), ω̄(im), η(re), η(im), m0(re), m0(im), p0(re), p0(im), h2(re), h2(im), υ2(re),
υ2(im), hH2(re), h

H
2(im), υ

H
2(re), υ

H
2(im), σε όρους της πραγµατικής µεταβλητής r̄.

Κατ΄ αυτόν τον τρόπο, κατασκευάζουµε από την αριθµητική παρεµβολή µια
εκτεταµένη οικογένεια πραγµατικών συναρτήσεων, µιας πραγµατικής µετα-
ϐλητής, όπου µπορεί να χρησιµοποιηθεί στον χώρο των αρχικών µιγαδικών
συναρτήσεων µιας µιγαδικής µεταβλητής, για διάϕορους σκοπούς.

3.1.2 Υπολογισµός συνόρου της περιστρεϕόµενης δοµής

Σύµϕωνα µε την µέθοδο διαταραχής του Hartle, για τον µη περιστρε-
φόµενο αστέρα, µια ισόπυκνη επιϕάνεια E = Ea ακτίνας ra, µετατοπίζεται
λόγω της περιστροϕής, σε µια ακτίνα, r, που εκϕράζεται από το διαταρακτι-
κό σχήµα ([2], Εξ.(24α)), ([15], Εξ.(30))

r (ra, µ) = ra + ξ (ra, µ) = ra + ξ0 (ra) + ξ2 (ra)P2 (µ) +O
(
Ω4

)
, (3.23)
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όπου µ = cos (θ). Οι συναρτήσεις, ξ0 και ξ2 έχουν οριστεί από τις σχέ-
σεις (1.40), (1.41).

Η συνάρτηση διαταραχής της πίεσης, p0, είναι αυτή που εµπεριέχεται
στην Εξ. (1.47). Αντίστοιχα, η συνάρτηση διαταραχής της πίεσης, p2, ορίζεται
από το αντίστοιχο τετραπολικό µέρος της εξίσωσης υδροστατικής ισορροπίας
για l = 2 ([2], Εξς.(23b)), ([15], Εξ.(36))

p2 = −h2 −
1

3
r2 e−2Φ ω̄2. (3.24)

Η λύση της Εξ. (3.23), στο σύνορο του αστέρα, δηλαδή πάνω στην επι-
φάνεια µηδενικής πυκνότητας (E(re)a = 0, ra = R, r̄a = R), µας ϐοηθά
να ϐρούµε την ¨µιγαδική ισηµερινή ακτίνα¨, re και την ¨µιγαδική πολική
ακτίνα¨, rp,

re = R+ ξ (R, µe) = R+ ξ0 (R) + ξ2 (R)P2 (µe) , (3.25)

rp = R+ ξ (R, µp) = R+ ξ0 (R) + ξ2 (R)P2 (µp) , (3.26)

όπου
µe = 0, µp = 1. (3.27)

Συνεπώς, τα αντίστοιχα πραγµατικά µέρη

r̄e ≡ r(re)e = Re (re) , r̄p ≡ r(re)p = Re (rp) , (3.28)

είναι η ισηµερινή και η πολική ακτίνα του αστέρα, αντίστοιχα.
Μια αναλλοίωτη παραµετροποίηση µιας επιϕάνειας σταθερής πυκνότη-

τας, µπορεί να επιτευχθεί µε την ενσωµάτωση αυτής της επιϕάνειας σε ένα
τρισδιάστατο επίπεδο χώρο, που περιγράϕεται από τις σϕαιρικές συντεταγµέ-
νες r̂, θ̂, ϕ̂· όπου χωρίς να χάσουµε την γενικότητα, µπορούµε να επιλέξουµε
τις συντεταγµένες θ̂ = θ και ϕ̂ = ϕ. Η ενσωµατωµένη επιϕάνεια πρέπει να
έχει εσωτερική γεωµετρία την ίδια µε αυτήν της αρχικής (για µια λεπτοµερή
συζήτηση σχετικά µε αυτό το ϑέµα, ϐλ. [25], § 5.3.1, ιδιαίτερα Εξς.(36)–(42)).
Κατά συνέπειαν, µε µια ακρίβεια της τάξης Ω2, η επιϕάνεια στον τρισδιά-
στατο επίπεδο χώρο, υπακούει στην σϕαιροειδή µορϕή ([2], Εξ.(25a))

r̂ (µ) = ra + ξ0 (ra) + {ξ2 (ra) + ra [υ2 (ra)− h2 (ra)]}P2 (µ) . (3.29)

Συνεπώς, µπορούµε να γράψουµε για το όριο του αστέρα

r̂e = R+ ξ0 (R) + {ξ2 (R) +R [υ2 (R)− h2 (R)]}P2 (µe) , (3.30)

r̂p = R+ ξ0 (R) + {ξ2 (R) +R [υ2 (R)− h2 (R)]}P2 (µp) . (3.31)
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΄Αρα, τα αντίστοιχα πραγµατικά µέρη

Re ≡ r̂(re)e = Re (r̂e) , Rp ≡ r̂(re)p = Re (r̂p) (3.32)

είναι η ισηµερινή και η πολική ακτίνα του αστέρα, αντίστοιχα, όπως µπορούν
να µετρηθούν στον τρισδιάστατο επίπεδο χώρο.

Στην ϐιβλιογραϕία, συνήθως οι ακτίνες που υπολογίζονται και που πα-
ϱουσιάζονται στους πίνακες, είναι οι ακόλουθες : (i) Η ακτίνα, R, του
µη περιστρεϕόµενου αστέρα (Εξ. (2.17)), (ii)–(iii) η ισηµερινή και η πολι-
κή ακτίνα r̄e και r̄p, αντίστοιχα (Εξ. (3.28)) και (iv)–(v) η ισηµερινή
και η πολική ακτίνα Re και Rp, όπως µετριέται στον τρισδιάστατο επί-
πεδο χώρο (Εξ. (3.32)), που συνήθως καλούνται ισηµερινή περιϕερειακή
ακτίνα (equatorial circumferencial radius)και πολική περιϕερειακή ακτί-
να (polar circumferencial radius),αντίστοιχα (όπως στην [25], § 5.3.1, όπου
η Re συµβολίζεται µε Rcirc· ενώ οι ακτίνες r̄e και r̄p, συµβολίζονται
µε re και rp αντίστοιχα και καλούνται ισηµερινή συντεταγµένη ακτίνα
(equatorial coordinate radius) και πολική συντεταγµένη ακτίνα (polar coor-
dinate radius), αντίστοιχα).

Οι συναρτήσεις, p0 και p2 (αµϕότερες τάξης Ω2), περιγράϕουν την
µεταβολή στην πίεση του στοιχειώδους µετατοπισµένου τµήµατος του ϱευστού
κατά την περιστροϕή, δP · ως προς ένα σύστηµα αναϕοράς, που κινείται µαζί
µε το στοιχειώδες τµήµα ύλης του αστέρα. Η µεταβολή στην πίεση δίνεται από
την σχέση ([2], Εξ.(7a)), ([15], Εξ.(33)])

δP (r, µ) = [E (r) + P (r)] [p0 (r) + p2 (r)P2 (µ)] . (3.33)

Η αντίστοιχη µεταβολή στην πυκνότητα µάζας-ενέργειας του στοιχειώδους
µετατοπισµένου τµήµατος του ϱευστού κατά την περιστροϕή, δE, δίνεται από
την σχέση ([2], Εξ.(7b)), ([15], Εξ.(34)])

δE (r, µ) =

[
δE (r, µ)

δP (r, µ)

]
× δP (r, µ) ≃

(
dE

dP

)
× δP (r, µ)

=

(
dE

dP

)
[E (r) + P (r)] [p0 (r) + p2 (r)P2(µ)] . (3.34)

Σ΄ αυτήν την σχέση, η ποσότητα [δE (r, µ) /δP (r, µ)], που είναι µια συ-
νάρτηση δύο ανεξάρτητων µεταβλητών r και µ, προσεγγίζεται από την
ποσότητα (dE/dP ), που είναι µια συνάρτηση µιας απλής ανεξάρτητης µε-
ταβλητής r (όπως στην Εξ. (1.4)). Η ¨ολική πίεση¨, P tot και η ¨ολική
πυκνότητα µάζας-ενέργειας¨, Etot, δίνονται τελικά από τις σχέσεις

P tot(r, µ) = P (r) + δP (r, µ) , Etot(r, µ) = E (r) + δE (r, µ) . (3.35)
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΄Οταν απαιτείται να επιλυθεί µια συνάρτηση f που δεν εµπεριέχεται στον
ανεπτυγµένο Πίνακα T (δ1)

SOL (Εξ. (3.22)), προχωράµε µε συστηµατικό τρόπο,
να µετασχηµατίσουµε την συναρτησιακή µορϕή της f , χρησιµοποιώντας συ-
ναρτήσεις που προκύπτουν από παρεµβολή, που εµπεριέχονται στον T (δ1)

SOL ,
όπως µε την περίπτωση της πίεσης, P (Εξς. (2.14)–(2.15)). Για παράδειγµα,
για να επιλύσουµε την συνάρτηση P tot, γράϕουµε

P tot (r̄, µ) = P tot
(re) (r̄, µ) + i P tot

(im) (r̄, µ) , (3.36)

P tot
(re) (r̄, µ) = Re [P (r̄) + δP (r̄, µ)] = Re [P (r̄)] + Re [δP (r̄, µ)] , (3.37)

P tot
(im) (r̄, µ) = Im [P (r̄) + δP (r̄, µ)] = Im [P (r̄)] + Im [δP (r̄, µ)] , (3.38)

Re [δP (r̄, µ)] = Re

[
[E (r̄) + P (r̄)] [p0 (r̄) + p2 (r̄)P2 (µ)]

]
, (3.39)

Im [δP (r̄, µ)] = Im

[
[E (r̄) + P (r̄)] [p0 (r̄) + p2 (r̄)P2 (µ)]

]
, (3.40)

E (r̄) = Re [ρ (r̄) + nP (r̄)] + i Im [ρ (r̄) + nP (r̄)]

= Re [ρ (r̄)] + nRe [P (r̄)] + i Im [ρ (r̄)] + i n Im [P (r̄)] , (3.41)

p2 (r̄) = p2(re) (r̄) + i p2(im) (r̄) , (3.42)

p2(re) (r̄) = − Re

[
K′ hH2 (r̄) + hP2 (r̄) +

1

3
(r̄ + i δ1)

2

× exp
[
−2

{
Φ(re) (r̄) + i Φ(im) (r̄)

}] [
ω̄(re) (r̄) + i ω̄(im) (r̄)

]2]
,

(3.43)

p2(im) (r̄) = − Im

[
K′ hH2 (r̄) + hP2 (r̄) +

1

3
(r̄ + i δ1)

2

× exp
[
−2

{
Φ(re) (r̄) + i Φ(im) (r̄)

}] [
ω̄(re) (r̄) + i ω̄(im) (r̄)

]2]
,

(3.44)

και κατ΄ αυτόν τον τρόπο, καταλήγουµε σε µια νέα συναρτησιακή µορϕή της
f , που αποτελείται αποκλειστικά από συναρτήσεις παρεµβολής του Πίνα-
κα T (δ1)

SOL (Εξ. (3.22)).
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3.1.3 ΄Ενας αλγόριθµος για την λεπτή ϱύθµιση του K′

Είναι προϕανές, ότι η Εξ. (3.35) µπορεί να εϕαρµοστεί για άµεσους υπο-
λογισµούς των χαρακτηριστικών ακτίνων που αναϕέρθησαν παραπάνω, υπό
την έννοια ότι οι ποσότητες P tot

(re) και Etot
(re), πρέπει να µηδενίζονται στο σύνορο

του αστέρα. Χαρακτηριστικά, πρέπει να ισχύουν οι ακόλουθες σχέσεις

P tot
(re) (r̄p, µp) = 0, (3.45)

Etot
(re) (r̄p, µp) = 0, (3.46)

P tot
(re) (r̄e, µe) = 0, (3.47)

Etot
(re) (r̄e, µe) = 0. (3.48)

Αυτό σηµαίνει στην συνέχεια, ότι οι σαϕείς τύποι διαταραχής (3.25)–(3.28),
από την µία πλευρά και οι σχέσεις (3.45)–(3.48), από την άλλη πλευρά, πρέ-
πει να δίνουν συµβατά αριθµητικά αποτελέσµατα. Για να πετύχουµε τον
σκοπό αυτό, του συνδυασµού δηλαδή τέτοιων αποτελεσµάτων µε µια αξιό-
λογη ακρίβεια, προτείνουµε να µεταχειριστούµε την ποσότητα K′ (Εξς. (3.9),
(3.19)–(3.20)), σαν µια ελεύθερη παράµετρο που την αποδεχόµαστε ως µια
¨λεπτή ϱύθµιση¨, ϐάσει του αιτήµατος ότι και τα δύο σύνολα των συνθηκών
πρέπει να ικανοποιούνται.

Η ϐασική ιδέα, είναι ότι µπορούµε να διακρίνουµε ορισµένες τιµές της
ποσότητας K′, που προκύπτουν ως ϱίζες κατάλληλων αλγεβρικών εξισώσεων.
Χαρακτηριστικά, η πολική ακτίνα, r̄p, µπορούµε να την ϑεωρήσουµε ως µια
συνάρτηση της K′, σύµϕωνα µε τις Εξς. (1.41), (3.24), (3.26), (3.28ϐ), (3.42)–
(3.44)· ως εκ τούτου, µπορούµε να γράψουµε αυτή την συνάρτηση στην πιο
γενική µορϕή r̄p = r̄p (K′). Η ίδια ιδέα εϕαρµόζεται για την P tot

(re) (r̄p, µp), υπό
την έννοια ότι η ποσότητα K′, περιλαµβάνεται στις Εξς. (3.42)–(3.44). Συνε-
πώς, µπορούµε να γράψουµε την συνάρτηση αυτή σε µια πιο γενική µορϕή
P tot
(re) = P tot

(re) (r̄p, µp,K′). Ακολούθως, ορίζουµε ως K′
(P,p), την χαρακτηριστική

τιµή της K′, που επιτυγχάνεται µε τον συνδυασµό της r̄p (K′) των Εξν. (3.26)–
(3.28ϐ) µε την ϱίζα r̄p της αλγεβρικής εξίσωσης P tot

(re) (r̄p, µp,K′) = 0. Σύµ-
φωνα µε τα προηγούµενα, η ποσότητα K′

(P,p), υπολογίζεται από την σχέση

K′
(P,p) = root

[(
r̄p (K′)− root

[
P tot
(re) (r̄, µp,K′) = 0, r̄

])
= 0, K′

]
, (3.49)

όπου η λέξη "root", εκϕράζει την ϱίζα της εξίσωσης. Επιπλέον, χρησιµο-
ποιώντας µια παρόµοια διαδικασία, µπορούµε επίσης να υπολογίσουµε τις
τιµές

K′
(E,p) = root

[(
r̄p (K′)− root

[
Etot

(re) (r̄, µp,K′) = 0, r̄
])

= 0, K′
]
, (3.50)
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K′
(P,e) = root

[(
r̄e (K′)− root

[
P tot
(re) (r̄, µe,K′) = 0, r̄

])
= 0, K′

]
, (3.51)

K′
(E,e) = root

[(
r̄e (K′)− root

[
Etot

(re) (r̄, µe,K′) = 0, r̄
])

= 0, K′
]
. (3.52)

Τελικά, η λεπτή ϱύθµιση της K′, συνίσταται στον υπολογισµό της µέσης τιµής

K′ =
K′

(P,p) +K′
(E,p) +K′

(P,e) +K′
(E,e)

4
. (3.53)

Τώρα, έχοντας υπολογίσει την ποσότητα K′, µπορούµε να προχωρήσουµε
στις απαραίτητες διορθώσεις των συναρτήσεων P tot

(re) και Etot
(re). Αυτή η ανάγκη,

προκύπτει εξαιτίας του γεγονότος ότι οι ποσότητες P tot
(re) και Etot

(re), µπορεί να
παρουσιάζουν µια απόκλιση από την απαίτηση της σύγκλισης στο µηδέν στο
σύνορο του αστέρα, αϕού η τιµή της K′, µπορεί να είναι ελαϕρώς διαϕορετική
για καθεµία από τις τιµές, που υπολογίζονται από τις Εξς. (3.49)–(3.52). Για
την διαπραγµάτευση αυτού του προβλήµατος, εισάγουµε τις διορθώσεις στην
πίεση και την πυκνότητα

∆P = ∆P0 +∆P2 P2(µ), (3.54)

∆E = ∆E0 +∆E2 P2(µ). (3.55)

Κατόπιν, απαιτούµε από τις ποσότητες ∆P0 και ∆P2, να ικανοποιούν το
γραµµικό σύστηµα των δύο αλγεβρικών εξισώσεων

P tot
(re)

(
r̄p

(
K′

)
, µp, K′

)
+∆P0 +∆P2 P2(µp) = 0, (3.56)

P tot
(re)

(
r̄e
(
K′

)
, µe, K′

)
+∆P0 +∆P2 P2(µe) = 0. (3.57)

Παρόµοια, απαιτούµε από τις ποσότητες ∆E0 και ∆E2, να ικανοποιούν το
γραµµικό σύστηµα των δύο αλγεβρικών εξισώσεων

Etot
(re)

(
r̄p

(
K′

)
, µp, K′

)
+∆E0 +∆E2 P2(µp) = 0, (3.58)

Etot
(re)

(
r̄e
(
K′

)
, µe, K′

)
+∆E0 +∆E2 P2(µe) = 0. (3.59)

Κατά συνέπειαν, οι διορθώσεις ∆P0, ∆P2 και ∆E0, ∆E2, υπολογίζονται ως οι
ϱίζες των γραµµικών συστηµάτων (3.56)–(3.57) και (3.58)–(3.59), αντίστοιχα.
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Επί του ϑέµατος, παρατηρούµε ότι µια ισόπυκνη επιϕάνεια E = Ea α-
κτίνας r = ra για τον µη περιστρεϕόµενο αστέρα και η σϕαιροειδής µορ-
φή (3.23) (για την οποία η ισόπυκνη επιϕάνεια µετατοπίζεται λόγω της πε-
ϱιστροϕής), υπολογίζεται µε την ήδη γνωστή τιµή K′, που χαρακτηρίζεται
µοναδικά από µια συγκεκριµένη τετράδα διορθώσεων ∆P0, ∆P2, ∆E0, ∆E2.
΄Οπως αναλύσαµε παραπάνω, αυτή η τετράδα καθορίζει το σύνορο του αστέρα.

Γενικά, για να υπολογίσουµε τις διορθώσεις ∆P0, ∆P2, ∆E0, ∆E2, για
µια εσωτερική ισόπυκνη επιϕάνεια Ea (µε E(re)a > 0) ακτίνας ra στον µη
περιστρεϕόµενο αστέρα (µε r̄a < R), λύνουµε το γραµµικό σύστηµα (3.56)–
(3.57), αντικαθιστώντας : (i) τα µηδενικά δεξιά µέρη και των δύο εξισώσεων
µε P(re)(r̄a) και (ii) την πολική ακτίνα r̄p

(
K′

)
, του συνόρου, µε την πολική

ακτίνα r̄p
(
ra,K′

)
, της χαρακτηριστικής ισόπυκνης επιϕάνειας. Επιπλέον,

λύνουµε το γραµµικό σύστηµα (3.58)–(3.59), αντικαθιστώντας : (i) τα µηδε-
νικά δεξιά µέρη και των δύο εξισώσεων µε E(re)(r̄a) και (ii) την ισηµερινή
ακτίνα r̄e

(
K′

)
, του συνόρου, µε την ισηµερινή ακτίνα r̄e

(
ra,K′

)
, της χα-

ϱακτηριστικής ισόπυκνης επιϕάνειας. Κατόπιν, µπορούµε να καθορίσουµε
την ¨τελική ολική πίεση¨, PTOT και την ¨τελική ολική πυκνότητα µάζας-
ενέργειας¨, ETOT, όπως

P TOT = P tot +∆P, ETOT = Etot +∆E, (3.60)

αντίστοιχα, µε την ϑεµελιώδη ιδιότητα ότι τα µηδενικά

P TOT
(re) − P(re)(r̄a) = 0, ETOT

(re) − E(re)(r̄a) = 0, (3.61)

εµϕανίζονται σε συµβατά σηµεία µε εκείνα, που υπολογίζονται από το διατα-
ϱακτικό σχήµα (3.23).

3.1.4 Το λογισµικό πακέτο "ATOMFT System"

΄Οπως έχουµε περιγράψει στην § 3.1.1, διαπραγµατευόµαστε την µέθοδο
διαταραχής του Hartle, σαν ένα ¨πρόβληµα αρχικής τιµής¨ στο σύστηµα των
πρώτης τάξης διαϕορικών εξισώσεων (2.1), (2.2), (1.20), (1.25), (1.26), (1.46),
(1.47), (1.56), (1.55), (3.10), και (3.11)· όλες οι συναρτήσεις που περιλαµβά-
νονται σε αυτό το σύστηµα ϑεωρούνται ως µιγαδικές συναρτήσεις της µιγα-
δικής µεταβλητής r. Στην πραγµατικότητα, όπως αναϕέρθηκε στην § 3.1.1,
αϕού έχει λυθεί αριθµητικά αυτό το πρόβληµα αρχικών τιµών χρησιµοποιού-
µε στους επόµενους υπολογισµούς πραγµατικές συναρτήσεις της πραγµατι-
κής µεταβλητής r̄ που εµϕανίζονται στον Πίνακα T (δ1)

SOL (Εξ. (3.22)). Για να
λύσουµε το συγκεκριµένο πρόβληµα αρχικών τιµών εϕαρµόζουµε το λογι-
σµικό πακέτο ATOMFT System, ([35], [36]· και όλες τις αναϕορές µέσα σ΄
αυτό· αυτή η δηµοσίευση είναι στην ουσία ένα περιεκτικό εγχειρίδιο χρήσης
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του ATOMFT ). Το ATOMFT, είναι αρκετά απλό ώστε να χρησιµοποιηθεί από
τους σπουδαστές, αρκετά πρακτικό ώστε να χρησιµοποιηθεί από τους µηχα-
νικούς, και αρκετά ευπροσάρµοστο ώστε να χρησιµοποιηθεί από διάϕορους
ερευνητές ([35], § 1.4). Ο πολύ υψηλής τάξης και ακρίβειας έλεγχος σϕάλ-
µατος που χρησιµοποιείται από το ATOMFT, µας δίνει την δυνατότητα να
λύνουµε προβλήµατα, για τα οποία άλλες µέθοδοι αντιµετωπίζουν δυσκολίες.
Το ATOMFT είναι ένα ισχυρό και ευέλικτο εργαλείο, γραµµένο σε Fortran
77, για τη γρήγορη και ακριβή λύση των συστηµάτων ¨συνήθων διαϕορικών
εξισώσεων¨ (ODEs), που υπολογίζεται µε την ανάπτυξη κάθε συνιστώσας της
λύσης σε µακρές σειρές Taylor [36], [37], [38], [39]. Η φιλοσοϕία της
µεθόδου είναι ϱιζικά διαϕορετική από αυτήν άλλων µεθόδων. Συγκεκριµένα,
για µια ODE, µε λύση την f(t), οι όροι των σειρών για την f(t) επεκτείνον-
ται στο τρέχον σηµείο της λύσης µε ένα αυθαίρετο µέγεθος ϐήµατος, h και
αποθηκεύονται ως µειωµένοι παράγωγοι ([36], § 1),

F (n+ 1) := F (n)
hn

n!
(3.62)

που είναι οι όροι των σειρών Taylor. Το ATOMFT υπολογίζει τους πρώτους
30 όρους των σειρών (και αν απαιτείται, µπορεί ο χρήστης να καθορίσει µεγα-
λύτερο πλήθος όρων). Η κύρια διαϕορά από άλλες µεθόδους είναι ότι µε τις
εκτεταµένες σειρές Taylor είναι δυνατόν να υπολογιστεί η ακτίνα σύγκλισης
και ακολούθως να ϱυθµιστεί το αυθαίρετο µέγεθος ϐήµατος, h, σ΄ ένα ϐέλτιστο
µέγεθος ϐήµατος. Για τον κατάλληλο έλεγχο του τοπικού σϕάλµατος αποκο-
πής, το ϐέλτιστο µέγεθος ϐήµατος καθορίζεται από (α) το µήκος των σειρών,
(ϐ) την ακτίνα σύγκλισης και (γ) το προκαθορισµένο όριο σϕάλµατος. Κατό-
πιν, οι όροι των σειρών για την f(t) ϱυθµίζονται από το αυθαίρετο µέγεθος
ϐήµατος, h, στο πραγµατικό µέγεθος ϐήµατος, hnew, µε τον πολλαπλασιασµό
του F (n+ 1) µε (hnew/h)

n.
Το ATOMFT υποστηρίζει λύση των ODEs, που ορίζονται στο µιγαδικό

επίπεδο ([41]· λεπτοµέρειες για την διαπραγµάτευση τέτοιων προβληµάτων
δίνονται στην [35], § 3.2.4, 3.2.5, 3.7). Σε αυτήν την περίπτωση, ο χρήστης
πρέπει να προσδιορίσει ένα µιγαδικό τµηµατικά γραµµικό µονοπάτι, C, µε
τον καθορισµό των NC κορυϕών του, όπως στην Εξ. (2.21). Η πρώτη κορυ-
φή, είναι το σηµείο εκκίνησης της λύσης. Ο µέγιστος αριθµός κορυϕών που
µπορούµε να καθορίσουµε στο µονοπάτι της ολοκλήρωσης είναι NC = 40· οι
χαρακτηριστικές κορυϕές τοποθετούνται στην µιγαδική σειρά POINTS και ο
αριθµός αυτών των κορυϕών αποθηκεύεται µε την ακέραια µεταβλητή KPTS.
Στην συνέχεια, η λύση ακολουθεί το µονοπάτι ολοκλήρωσης όπως έχει κα-
ϑοριστεί. Για τα πολυτροπικά µοντέλα που επεξεργαζόµαστε στην παρούσα
έρευνα, το µιγαδικό µονοπάτι ολοκλήρωσης είναι ορισµένο από την Εξ. (2.7)
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µε
∆1 = 10−3 cm,

δ1 = 5× 10−1 cm,

r(re)max = 2×Rexp = 2× 106 cm = 20 km.

Το ATOMFT µεταϕράζει ένα αρχείο εισόδου που προετοιµάζεται από τον χρή-
στη, που τυπικά καλείται ODEINP, µέσα στο οποίο γράϕονται οι προς επίλυση
ODEs, µαζί µε τις πληροϕορίες που διευκρινίζουν πώς οι αρχικές συνθήκες
και το µονοπάτι ολοκλήρωσης καθορίζονται. Η διαδικασία µετάϕρασης πα-
ϱάγει ένα πρόγραµµα Fortran, που τυπικά καλείται ATSPGM, το οποίο στην
συνέχεια συντάσσεται, συνδεόµενο µε την ATOMFT runtime ϐιβλιοθήκη και
τρέχει για να λύσει το σύστηµα των ODEs. Το αρχείο ODEINP περιέχει τέσ-
σερα µπλοκ καθένα από τα οποία τελειώνει µε το ¨σύµβολο τερµατισµού του
µπλοκ¨, $, που γράϕεται στις στήλες 2–72. Το πρώτο µπλοκ περιέχει το σύ-
στηµα των ODEs, που πρόκειται να λυθούν, γραµµένο σε µια αρκετά απλή
µορϕή ([36], § 2.2). Σε περίπτωση ανάγκης από το συγκεκριµένο πρόβληµα,
το δεύτερο µπλοκ περιέχει µη εκτελέσιµες δηλώσεις. Το τρίτο µπλοκ µπορεί
να περιέχει τις εκτελέσιµες δηλώσεις που υπαγορεύονται από το υπό εξέταση
πρόβληµα. Το τέταρτο µπλοκ µπορεί να χρησιµοποιηθεί για να εισάγει δη-
λώσεις στο ATSPGM στο τέλος κάθε ϐήµατος ολοκλήρωσης. Τα µπλοκ 2–4 δεν
ελέγχονται συντακτικά από το ATOMFT· έτσι το περιεχόµενό τους µπορεί να
γραϕεί σε Fortran 77 ή σε µια πιο πρόσϕατη έκδοση της Fortran.

΄Οταν το πρώτο µπλοκ του ODEINP περιέχει µιγαδική µεταβλητή υψω-
µένη σε διπλής ακρίβειας πραγµατική δύναµη, το ATOMFT ενηµερώνει τον
χρήστη µε την εκτύπωση ενός κατάλληλου µηνύµατος, αϕού οι προγενέ-
στεροι Fortran 77 µεταγλωτιστές δεν δέχονται µια τέτοια µικτή αριθµητική
πράξη (ϐλέπε, π.χ. [42], § 17.8). Μολονότι δεν υπάρχει τέτοιο πρόβλη-
µα σε µεταγενέστερους Fortran 77 µεταγλωττιστές και σε όλες τις νεώτερες
εκδόσεις Fortran, συνεχίζουµε µε µια σηµαντική απλοποίηση που αϕορά έ-
ναν συστηµατικό µετασχηµατισµό που εϕαρµόζουµε στους ¨ υψωµένους σε
πραγµατική δύναµη¨ όρους ρ1/n και ρΓ (οι οποίοι εµϕανίζονται στο πρόβλη-
µα αρχικών τιµών που επεξεργαζόµαστε, είτε ϱητά είτε σιωπηρά δια µέσου
των συναρτήσεων P και E), ορίζοντας την πυκνότητα µάζας ηρεµίας ρ σε ό-
ϱους µιας ϐοηθητικής συνάρτησης A, έτσι ώστε τα προηγούµενα εκθετικά να
µετασχηµατιστούν σε ¨ανυψωµένα σε ακέραιη δύναµη¨ όρους. Με αυτό το
είδος χαλάρωσης, αποϕεύγουµε την παρέµβαση των εκθετικών και λογαριθ-
µικών συναρτήσεων (ϐλέπε, π.χ. [43], § 28) στην απεικόνιση των εκθετικών
στις σειρές Taylor. Υπενθυµίζουµε ότι τέτοιο πρόβληµα δεν εµϕανίζεται για
n = 1.0. Λεπτοµερώς, για πολυτροπικό δείκτη n = 1.5, δηλαδή, Γ = 5/3,
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παίρνουµε

ρ = A3, P = KA5,
dP

dρ
=

5

3
KA2,

dE

dP
=

3

2
+

3

5KA2
. (3.63)

Συνεπώς, η Εξ. (2.1), παίρνει την µορϕή

dA
dr

= −
(
1 + 5

2
KA2

)
(m+ 4K π r3A5)

5K r (r − 2m) A
. (3.64)

Ακολούθως, για τον πολυτροπικό δείκτη n = 2.0, δηλαδή, Γ = 3/2, παίρνου-
µε

ρ = A2, P = KA3,
dP

dρ
=

3

2
KA, dE

dP
= 2 +

2

3KA
. (3.65)

΄Ετσι, η Εξ. (2.1), παίρνει την µορϕή

dA
dr

= − (1 + 3KA) (m+ 4K π r3A3)

3K r (r − 2m)
. (3.66)

Συνεχίζουµε µε τον πολυτροπικό δείκτη n = 2.5, δηλαδή, Γ = 7/5, οπότε
παίρνουµε

ρ = A5, P = KA7,
dP

dρ
=

7

5
KA2,

dE

dP
=

5

2
+

5

7KA2
. (3.67)

Συνεπώς, η Εξ. (2.1), παίρνει την µορϕή

dA
dr

= −
(
1 + 7

2
KA2

)
(m+ 4K π r3A7)

7K r (r − 2m) A
. (3.68)

Τέλος, για τον πολυτροπικό δείκτη n = 2.9, δηλαδή, Γ = 39/29, παίρνουµε

ρ = A29, P = KA39,
dP

dρ
=

39

29
KA10,

dE

dP
=

29

10
+

29

39KA10
.

(3.69)
Σ΄ αυτή την περίπτωση, η Εξ. (2.1), παίρνει την µορϕή

dA
dr

= − (1 + 3.9KA10) (m+ 4K π r3A39)

39K r (r − 2m) A9
. (3.70)

΄Οταν εκτελείται το ATSPGM γράϕει τα αποτελέσµατα σε µια λογική µονά-
δα, που τυπικά καλείται LIST. Στην πράξη, ο χρήστης εκχωρεί αυτήν την
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µονάδα σε ένα αρχείο του δίσκου µε µια δήλωση OPEN(LIST, . . . ), που γρά-
φεται στο τρίτο µπλοκ του αρχείου ODEINP και έτσι λαµβάνει ένα αρχείο απο-
τελεσµάτων. Στο τέλος κάθε ϐήµατος που γίνεται κατά µήκος του µονοπατιού
ολοκλήρωσης, το ATSPGM γράϕει στο αρχείο αποτελεσµάτων : (1) την τιµή της
ανεξάρτητης µεταβλητής, (2) τις τιµές των εξαρτηµένων µεταβλητών και (3) τις
τιµές ορισµένων σηµαντικών ποσοτήτων που είναι ορισµένες στο πρώτο µπλοκ
του ODEINP ως ¨µηδενικής τάξης παράγωγοι¨ ([35], § 3.2.9), ([36], § 2.2).
Για το πρόβληµά µας, τέτοιες ποσότητες είναι : (i) η συνεπής αρχική συνθήκη
για το ϐαρυτικό δυναµικό (Εξ. (3.2)), Φ1 = Φarb

1 +
[
ΦR − Φarb(R)

]
και (ii) η

αυθαίρετη γωνιακή ταχύτητα (Εξ. (3.3)), Ωarb = ω̄arb (R) + (R/3) ηarb (R),
που απαιτείται για τον υπολογισµό του λόγου Ω/Ωarb, ούτως ώστε να ϐρούµε
την συνεπή επανακανονικοποιηµένη λύση ω̄ (Εξ. (3.4)). Για να υπολογίσου-
µε τις ποσότητες Φ1 και Ωarb, εκτελείται πρώτα το ATSPGM, χρησιµοποιώντας
την αυθαίρετη αρχική συνθήκη Φarb

1 = Φarb
(re)1 = −0.5, για το ϐαρυτικό δυνα-

µικό και την "standard" αρχική συνθήκη ω̄arb
1 = ω̄arb

(re)1 = 1.82342 s−1 (στην
πραγµατικότητα, αυθαίρετη επίσης), όπως εξηγήθηκε στην §3.1.1. Στο τέ-
λος της πρώτης εκτέλεσης του ATSPGM, οι απαιτούµενες ποσότητες Φ1 και
Ωarb εντοπίζονται στο αρχείο αποτελεσµάτων ως εκείνες, που αντιστοιχούν είτε
στο τελευταίο ϐήµα µε ϑετικό ρ(re), είτε στο πρώτο ϐήµα µε αρνητικό ρ(re)·
τέτοιες προσεγγίσεις είναι αρκετά ικανοποιητικές, δεδοµένου ότι τα ϐήµατα
που εκτελούνται από το ATSPGM, στην περιοχή της ακτίνας R, είναι σχετικά
µικρά και έτσι όλες οι συναρτήσεις και οι ποσότητες παρουσιάζουν µικρές
αποκλίσεις µεταξύ τέτοιων διαδοχικών ϐηµάτων. Ακολούθως, χρησιµοποιών-
τας αυτές τις τιµές για Φ1 και Ωarb, συνεχίζουµε µε την δεύτερη (και τελική)
εκτέλεση του προγράµµατός µας.

3.1.5 Η αριθµητική διαδικασία µετά την εξαγωγή των α-
ϱιθµητικών αποτελεσµάτων από το ATOMFT

΄Οπως είπαµε παραπάνω, το ATSPGM παράγει ένα αρχείο αποτελεσµά-
των το οποίο περιέχει την λύση του προβλήµατος αρχικών τιµών που ορί-
Ϲεται από το σύστηµα των ODEs της § 3.1.1. Ακολούθως, ένα πρόγραµ-
µα Mathematicar ϑέτει υπό τον έλεγχό του το αρχείο των αποτελεσµάτων και
εκτελεί τις ακόλουθες εργασίες.

01. ∆ιαβάζει το αρχείο αποτελεσµάτων του ATSPGM, συνθέτει τον εκτε-
ταµένο πίνακα T (δ1)

SOL (Εξ. (3.22)), κατασκευάζει µε αριθµητική παρεµβολή
την εκτεταµένη οικογένεια των πραγµατικών συναρτήσεων της πραγµατικής
µεταβλητής r̄, λύνει το γραµµικό σύστηµα (3.19)–(3.20) και έτσι ϐρίσκει τις
ποσότητες K και K̃′ και υπολογίζει την ποσότητα K′ µε εϕαρµογή του αλ-
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γόριθµου λεπτής ϱύθµισης (§. 3.1.3, Εξς. (3.49)–(3.53)).

02. Υπολογίζει :
(α) Την ακτίνα, R, του µη περιστρεϕόµενου αστέρα από την ϱίζα της αλγεβρι-
κής εξίσωσης ρ(re) (r̄) = 0 (Εξ. (2.17)).
(ϐ) Την ϐαρυτική µάζα του αστέρα (Εξ. (2.18)), M .
(γ) Την ¨µιγαδική ϐαρυονική µάζα¨, MB, λύνοντας αριθµητικά το ολοκλή-
ϱωµα ([9], Εξ.(22)), ([15], Εξς.(14)–(15))

MB = 4π

∫ R

0

ρ

(
1− 2m

r

)− 1
2

r̄2 dr̄, (3.71)

και µετά το πραγµατικό µέρος της MB, δηλαδή, MB = Re (MB), που
είναι η ϐαρυονική µάζα του αστέρα (ονοµάζεται επίσης και µάζα ηρεµίας).
(δ) Την ¨µιγαδική ιδιοµάζα¨, MP, λύνοντας αριθµητικά το ολοκλήρωµα
([15], Εξ.(16))

MP = 4π

∫ R

0

E

(
1− 2m

r

)− 1
2

r̄2 dr̄, (3.72)

και ακολούθως, το πραγµατικό της µέρος, MP = Re (MP), που είναι η ιδιο-
µάζα1 του αστέρα (και εκϕράζει την ενέργεια που αποθηκεύεται στον αστέρα,
χωρίς να προσµετράται η ϐαρυτική δυναµική ενέργεια και η περιστροϕική
κινητική ενέργεια).

03. Υπολογίζει :
(α) Την µιγαδική στροϕορµή (Εξ. (3.5)), J και το πραγµατικό µέρος αυ-
τής J = Re (J ), που είναι η στροϕορµή του αστέρα.
(ϐ) Την ¨µιγαδική ϱοπή αδράνειας¨, I, από την σχέση ([9], Εξ.(25)),

I =
J
Ω
, (3.73)

και το πραγµατικό της µέρος, I = Re (I), που εκϕράζει την ϱοπή αδράνειας
του αστέρα.
(γ) Την ¨µιγαδική περιστροϕική κινητική ενέργεια¨, T , από την σχέση

T =
1

2
I Ω2 =

1

2
J Ω. (3.74)

και το πραγµατικό της µέρος, T = Re (T ), που αποτελεί την περιστροϕική
κινητική ενέργεια του αστέρα.

1Η ιδιοµάζα ορίζεται από την σχέση MP = MB + U , όπου U , είναι η πυκνότητα της
εσωτερικής ενέργειας.
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(δ) Την ¨µιγαδική ϐαρυτική δυναµική ενέργεια¨, W, σύµϕωνα µε την σχέ-
ση ([21], Εξ.(65))

W = MP + T − M, (3.75)

και το πραγµατικό της µέρος, W = Re (W), που είναι η ϐαρυτική δυναµική
ενέργεια του αστέρα. (ε) Την µιγαδική τετραπολική ϱοπή, (Εξ. (3.21)), Q και
το πραγµατικό της µέρος, Q = Re (Q), που εκϕράζει την τετραπολική ϱοπή
του αστέρα.

04. Υπολογίζει τις µεταβολές λόγω της σϕαιρικής παραµόρϕωσης (ϐλέπε,
π.χ., [15], §3.3· τα σύµβολα που χρησιµοποιούνται εκεί είναι δM , δMB,
δMP, αντίστοιχα) :
(α) Στην ¨µιγαδική ϐαρυτική µάζα¨ δMSD ([15], Εξ.(43)), ([13], Εξ.(31)),
σύµϕωνα µε την σχέση

δMSD = m0(R) +
J 2

R3
, (3.76)

και το πραγµατικό της µέρος δMSD

δMSD = Re (δMSD) . (3.77)

(ϐ) Στην ¨µιγαδική ϐαρυονική µάζα¨ δMBSD ([15], Εξ.(48)), ([9], Εξ.(23)),2 λύ-
νοντας αριθµητικά το ολοκλήρωµα

δMBSD = 4π

∫ R

0

(
1− 2m

r

)− 1
2

{[
m0

r − 2m
+

1

3
r2 (ω̄)2 e−2Φ

]
ρ

+

(
dρ

dP

)
(E + P ) p0

}
r̄2 dr̄, (3.78)

και το πραγµατικό της µέρος, δMBSD

δMBSD = Re (δMBSD) . (3.79)

(γ) Στην ¨µιγαδική ιδιοµάζα¨ δMPSD ([15], Εξ. (49)), λύνοντας αριθµητικά

2Ο συντελεστής 1, που συνεισϕέρει πολλαπλασιαστικά στην ποσότητα ϵ0(r), πρέπει να
διαγραϕεί.
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το ολοκλήρωµα

δMPSD = 4π

∫ R

0

(
1− 2m

r

)− 1
2

{[
m0

r − 2m
+

1

3
r2 (ω̄)2 e−2Φ

]
E

+

(
dE

dP

)
(E + P ) p0

}
r̄2 dr̄, (3.80)

και το πραγµατικό της µέρος, δMPSD

δMPSD = Re (δMPSD) . (3.81)

(δ) Στην ¨µιγαδική ακτίνα¨ του αστέρα, δRSD, ([13], Εξ.(36)), ([9], Εξ.(50)),
από την σχέση

δRSD = ξ0(R) = p0
R
M

(R− 2M). (3.82)

Ακολούθως, υπολογίζει το πραγµατικό της µέρος

δRSD = Re (δRSD) . (3.83)

05. Τελικά, ένα πρόγραµµα Mathematicar υπολογίζει τις χαρακτηριστικές
ακτίνες, r̄e και r̄p µε την χρήση των Εξν. (3.25)–(3.28), Re και Rp χρησιµο-
ποιώντας τις Εξς. (3.30)–(3.32) και τις αντίστοιχες εκκεντρότητες ([15], Εξ.(37))

e (r̄p, r̄e) =

(
r̄2e
r̄2p

− 1

) 1
2

, (3.84)

e (Rp, Re) =

(
R2

e

R2
p

− 1

) 1
2

. (3.85)

3.2 Υπολογισµοί διορθώσεων τρίτης τάξης στην
γωνιακή ταχύτητα

Στην (1.4.4), εϕαρµόσαµε µια διαταρακτική προσέγγιση µε όρους τρίτης
τάξης στην γωνιακή ταχύτητα, µε σκοπό να ελέγξουµε αν υϕίστανται ση-
µαντικές διορθώσεις σε ποσότητες όπως η στροϕορµή, η ϱοπή αδράνειας, η
περιστροϕική κινητική ενέργεια, η ϐαρυτική δυναµική ενέργεια και η τα-
χύτητα της µάζας διαϕυγής. Εποµένως, ϑα πρέπει να υπολογίσουµε τις
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συναρτήσεις w1 και w3. Αυτό επιτυγχάνεται µε ένα κατάλληλο πρόγραµ-
µα Mathematicar που αναλαµβάνει να επιλύσει τις διαϕορικές εξισώσεις
τρίτης τάξης.

Αρχικά, το πρόγραµµα υπολογίζει την οµογενή λύση
(
xH1 , u

H
1 , x

H
3 , u

H
3

)
,

του συστήµατος των διαϕορικών εξισώσεων

dxH1
dr

=
uH1
r4

− 4π r2 (E + P ) xH1
r − 2m

, (3.86)

duH1
dr

=
16π r5 (E + P )xH1

r − 2m
, (3.87)

dxH3
dr

=
uH3
r4

− 4π r2 (E + P ) xH3
r − 2m

, (3.88)

duH3
dr

=
16π r5 (E + P )xH3

r − 2m
+

10 r3xH3
r − 2m

, (3.89)

που υπακούει στις αρχικές συνθήκες (1.76)–(1.77). Οι ποσότητες µε εκθέτη,
¨H¨, αϕορούν τις οµογενείς διαϕορικές εξισώσεις.

Ακολούθως, το πρόγραµµα υπολογίζει την µερική λύση
(
xP1 , u

P
1 , x

P
3 , u

P
3

)
(ο εκθέτης ¨P¨ δηλώνει την µερική λύση), του συστήµατος των διαϕορικών
εξισώσεων (1.68)–(1.72), που υπακούει στις αρχικές συνθήκες (1.74)–
(1.75). ΄Ετσι, προκύπτει η γενική λύση του συστήµατος (1.68)–(1.72), ως έ-
νας γραµµικός συνδυασµός της µερικής και της οµογενούς λύσης Εξς. (1.78)–
(1.79), για το εσωτερικό του αστέρα r ≤ R. Οι σταθερές C1 και C3 που
εµϕανίζονται στην γενική λύση Εξς. (1.78)–(1.79), υπολογίζονται εξισώνον-
τας τις λύσεις µέσα και έξω από τον αστέρα στην επιϕάνειά του, r = R, όπως
ακριβώς περιγράϕεται στην § 1.4.4.

Η διόρθωση τρίτης τάξης στην µιγαδική στροϕορµή, δJ , υπολογίζεται
από την σχέση ([9], Εξ.(28))

δJ =
1

6

{
4 r3

dj

dr
ω̄

(
ξ0 −

1

5
ξ2

)
+ r4 j

dw1

dr

+r4 j
dω̄

dr

[
h0 +

m0

r − 2M
+

4 (u2 − h2)

5

− 1

5

(
h2 +

m2

r − 2M

)]}∣∣∣∣
r=R

, (3.90)

οπότε το πραγµατικό της µέρος είναι δJ = Re (δJ ). Συνεπώς, η διόρθωση
τρίτης τάξης στην µιγαδική ϱοπή αδράνειας του αστέρα, δI, υπολογίζεται
από την σχέση ([9], Εξ.(31))

δI =
δJ
Ω
, (3.91)
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µε το πραγµατικό της µέρος να είναι δI = Re (δI). Κατόπιν, υπολογίζεται
η διόρθωση τρίτης τάξης στην µιγαδική περιστροϕική κινητική ενέργεια του
αστέρα, δT , από την σχέση

δT =
1

2
(δI) Ω2 =

1

2
(δJ ) Ω, (3.92)

το δε πραγµατικό της µέρος είναι δT = Re (δT ). Τέλος, υπολογίζεται η
διόρθωση τρίτης τάξης στην µιγαδική ϐαρυτική δυναµική ενέργεια του αστέ-
ϱα, δW, από την σχέση

δW = δMP + δT − δM, (3.93)

και το πραγµατικό της µέρος είναι δW = Re (δW).

3.3 Υπολογισµός του ορίου της µάζας διαϕυγής

Μετά την εύρεση των διαταρακτικών διορθώσεων τρίτης τάξης w1(r) και
w3(r), ϑα αναϕέρουµε µία µέθοδο υπολογισµού του ορίου της µάζας διαϕυ-
γής (mass-shedding limit), (εµείς στη παρούσα διατριβή ϑα την συµβολίζουµε
µε Ωms, χρησιµοποιώντας το ίδιο σύµβολο όπως στην [9]), που είναι η γνωστή
µας Κεπλεριανή γωνιακή ταχύτητα ΩK (ταχύτητα, η οποία οδηγεί τον αστέρα
σε απώλεια της µάζας του από τον ισηµερινό). Η πρώτη προσπάθεια που ανα-
πτύχθηκε πάνω σ΄ αυτό το ϑέµα ήταν στην [23]. Ακολούθησε αργότερα, µια
πιο ολοκληρωµένη προσπάθεια υπολογισµού της ΩK στην [9], πάνω στην
οποία ϐασίζεται και η δικιά µας µέθοδος που ϑα περιγράψουµε παρακάτω.

΄Εστω αστέρας νετρονίων ορισµένης ϐαρυονικής µάζας, που περιστρέϕε-
ται µε δεδοµένη γωνιακή ταχύτητα Ω. Θεωρούµε ένα στοιχειώδες τµήµα
ϱευστού, που ανήκει στον αστέρα και ϐρίσκεται πάνω στην επιϕάνειά του
στον ισηµερινό. Από την διαταραγµένη µετρική του περιστρεϕόµενου µοντέ-
λου (1.21), µπορούµε να υπολογίσουµε ότι αυτό έχει ταχύτητα ([9], Εξ.(15))

Vbound = e
ψ− β

2

[
Ω−

(
ω(r) + w1(r)−

3

2
w3(r)

)]
, (3.94)

όπου οι ψ και β είναι συναρτήσεις των συντεταγµένων (r, θ) και δίνονται
από τις σχέσεις

eβ(r,θ) = eν(r) [1 + 2h(r, θ)] ,

eψ(r,θ) = r2 [1 + 2k(r, θ)] sin2θ. (3.95)

Η ταχύτητα Vbound είναι σε µιγαδική µορϕή, οπότε το πραγµατικό µέρος της
που µας ενδιαϕέρει είναι

Vbound = Re (Vbound) . (3.96)
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Θα πρέπει να διευκρινίσουµε ότι, γενικά, το στοιχειώδες τµήµα ϱευστού δεν
ακολουθεί µια γεωδαισιακή της µετρικής (1.21).

Χρησιµοποιώντας τις γεωδαισιακές εξισώσεις, µπορούµε να υπολογίσουµε
επίσης την ταχύτητα ενός σωµατιδίου, που κινείται σε µια κυκλική τροχιά
ακριβώς έξω από την επιϕάνεια του ισηµερινού και µε φορά περιστροϕής αυτή
που έχει ο περιστρεϕόµενος αστέρας, σύµϕωνα µε την σχέση ([9], Εξ.(17))

Vfree =

(
ω′ + w′

1 − 3
2
w′

3

)
ψ′ e

ψ−β
2 +β′

ψ′ +

[(
ω′ + w′

1 − 3
2
w′

3

)
ψ′ e

ψ−β
2

]2


1/2

. (3.97)

Αυτή η ταχύτητα είναι επίσης σε µιγαδική µορϕή, οπότε το πραγµατικό µέρος
της είναι

Vfree = Re (Vfree) . (3.98)

Για µια τιµή της γωνιακής ταχύτητας Ω1, µικρότερης της Κεπλερια-
νής ΩK (Ω1 < ΩK), οι ταχύτητες Vbound, Vfree που υπολογίζονται στην ι-
σηµερινή ακτίνα του περιστρεϕόµενου αστέρα r̄e, έχουν διαϕορετικές τι-
µές και µάλιστα ισχύει Vbound(r̄e,Ω1) < Vfree(r̄e,Ω1). Αν σταδιακά αυξά-
νουµε την γωνιακή ταχύτητα Ω, οι υπολογιζόµενες ταχύτητες Vbound και
Vfree συγκλίνουν τελικά στην ίδια τιµή. Η τιµή Ωi, για την οποία ισχύ-
ει Vbound(r̄e,Ωi) = Vfree(r̄e,Ωi), είναι το Ϲητούµενο όριο της µάζας διαϕυ-
γής Ωms = Ωi.

Για την εϕαρµογή της παραπάνω µεθόδου που περιγράψαµε για τον υπο-
λογισµό του ορίου της µάζας διαϕυγής, απαιτείται η δηµιουργία µιας ακο-
λουθίας αστρικών µοντέλων µε σταθερή ϐαρυονική µάζα και µεταβαλλόµενη
γωνιακή ταχύτητα Ω. Η διαδικασία, που ακολουθούµε γι΄ αυτό τον σκοπό
αποτελείται από δύο στάδια, που είναι τα εξής :
(1) Για µια δεδοµένη κεντρική πυκνότητα µάζας-ενέργειας Ec, που αντιστοι-
χεί στο µοντέλο µέγιστης µάζας, οµοιόµορϕα περιστρεϕόµενο µε Κεπλεριανή
γωνιακή ταχύτητα, ΩK, ϐρίσκουµε την ρc σύµϕωνα µε την σχέση (2.4), οπότε
επιλύουµε το σύστηµα όλων των διαϕορικών εξισώσεων ODEs του προ-
ϐλήµατός µας, όπως έχουµε περιγράψει στις προηγούµενες παραγράϕους.
΄Ετσι, υπολογίζουµε (ϐλέπε 3.1.5), την ακτίνα του αδιατάρακτου µοντέλου,
οπότε από την σχέση (3.71), ϐρίσκουµε τελικά την ϐαρυονική µάζα του µη
περιστρεϕόµενου αστέρα, MB. Το µοντέλο µας πλέον ταυτοποιείται µε αυτήν
την ϐαρυονική µάζα M̃ =MB. Ακολούθως, ϐρίσκουµε και την απαιτούµενη
ισηµερινή ακτίνα του περιστρεϕόµενου αστέρα r̄e.

Στην παρούσα έρευνα, από την προηγούµενη διαδικασία προέκυψαν τα
ακόλουθα αποτελέσµατα (ϐαρυτικές µονάδες).
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(i) Για το πολυτροπικό µοντέλο µε n = 1.0, Ec = 2.816 × 10−13, ρc =
2.134 × 10−13, M̃ = MB = 2.202 × 105 η ϐαρυονική µάζα του µη πε-
ϱιστρεϕόµενου αστέρα και τέλος η ισηµερινή ακτίνα του περιστρεϕόµενου
αστέρα r̄e = 1.107× 106.
(ii) Για n = 1.5, Ec = 3.631 × 10−13, ρc = 2.962 × 10−13, M̃ = MB =
1.228 × 105 η ϐαρυονική µάζα του µη περιστρεϕόµενου αστέρα και τέλος η
ισηµερινή ακτίνα του περιστρεϕόµενου αστέρα r̄e = 1.045× 106.
(iii) Για n = 2.0, Ec = 3.457 × 10−13, ρc = 3.027 × 10−13, M̃ = MB =
6.778 × 104 η ϐαρυονική µάζα του µη περιστρεϕόµενου αστέρα και τέλος η
ισηµερινή ακτίνα του περιστρεϕόµενου αστέρα r̄e = 1.076× 106.
(iv) Για n = 2.5, Ec = 2.591 × 10−13, ρc = 2.428 × 10−13, M̃ = MB =
2.755 × 104 η ϐαρυονική µάζα του µη περιστρεϕόµενου αστέρα και τέλος η
ισηµερινή ακτίνα του περιστρεϕόµενου αστέρα r̄e = 1.084× 106.
(v) Για n = 2.9, Ec = 8.108 × 10−14, ρc = 8.005 × 10−14, M̃ = MB =
4.406 × 103 η ϐαρυονική µάζα του µη περιστρεϕόµενου αστέρα και τέλος η
ισηµερινή ακτίνα του περιστρεϕόµενου αστέρα r̄e = 1.029× 106.
(2) Για µια ορισµένη τιµή της γωνιακής ταχύτητας Ωi και για διάϕορες τιµές
της Ec, από τις οποίες προκύπτουν οι αντίστοιχες τιµές της ρc, όπως αναϕέρ-
ϑηκε στο πρώτο στάδιο, λύνουµε το σύστηµα των διαϕορικών εξισώσεων, µέχρι
και τις σϕαιρικές διορθώσεις. Συνεπώς, προκύπτει µια οικογένεια µοντέλων
µε αντίστοιχες διορθώσεις στην µιγαδική ϐαρυονική µάζα δMBSD, σύµϕωνα
µε την σχέση (3.79). Εποµένως, από την σχέση

MBSDtot = 4π

∫ R

0

(
1− 2m

r

)− 1
2

{[
1 +

m0

r − 2m
+

1

3
r2 (ω̄)2 e−2Φ

]
ρ

+

(
dρ

dP

)
(E + P ) p0

}
r̄2 dr̄, (3.99)

υπολογίζουµε την ολική µιγαδική ϐαρυονική µάζα, οπότε και το πραγµατικό
της µέρος MBSD

MBSDtot = Re (MBSDtot) , (3.100)

που αποτελεί την αντίστοιχη ολική ϐαρυονική µάζα για κάθε ένα µοντέλο
της οικογένειας. Ανάµεσα σε όλα αυτά τα µοντέλα, επιλέγουµε εκείνο που
έχει ολική ϐαρυονική µάζα MBSDtot = M̃ . Ακολούθως, για το συγκεκρι-
µένο µοντέλο που επιλέξαµε, λύνουµε το σύστηµα όλων των διαϕορικών ε-
ξισώσεων της αστρικής δοµής, µέχρι και τις διορθώσεις τρίτης τάξης στην
γωνιακή ταχύτητα για την περίπτωση της οµοιόµορϕης περιστροϕής, όπως
περιγράψαµε στις § (3.1.5), § (3.2), µε την ϐοήθεια κατάλληλων προ-
γραµµάτων στο ATOMFT και στο Mathematicar. Στην συνέχεια, για το
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συγκεκριµένο µοντέλο γωνιακής ταχύτητας Ωi, υπολογίζουµε τις ταχύτη-
τες Vbound και Vfree, στην ισηµερινή ακτίνα του περιστρεϕόµενου αστέρα r̄e,
από τις σχέσεις (3.94) και (3.97) αντίστοιχα. Αν ισχύει Vbound = Vfree, τότε
η διαδικασία ολοκληρώνεται και έχουµε επιτύχει τον υπολογισµό του ορίου
της µάζας διαϕυγής, που ϑα είναι η γωνιακή ταχύτητα του µοντέλου, δη-
λαδή Ωms = Ωi. Αν όµως ισχύει V bound < V free, τότε επιλέγουµε µια
µεγαλύτερη τιµή της γωνιακής ταχύτητας και επαναλαµβάνουµε το στάδιο
(2) από την αρχή.

Από την παραπάνω διαδικασία προέκυψαν τα παρακάτω αποτελέσµατα
(όλα σε ϐαρυτικές µονάδες).
(i) Για το πολυτροπικό µοντέλο µε n = 1.0, ξεκινήσαµε δίνοντας µια αρχική
τιµή στην γωνιακή ταχύτητα Ωi = 3.×10−7 και καταλήξαµε σταδιακά σε µια
τελική τιµή Ωf = 3.361×10−7, που είναι το όριο της µάζας διαϕυγής, Ωms =
Ωf = 3.361× 10−7, αϕού για την συγκεκριµένη τιµή υπολογίσαµε Vbound =
Vfree = 3.50× 10−1 (ϐλέπε Πνκ. 4.13).
(ii) Για n = 1.5, Ωi = 2.3 × 10−7, Ωf = 3.0 × 10−7, οπότε Ωms = Ωf =
3.0 × 10−7, µε τις ταχύτητες να συγκλίνουν στην τιµή Vbound = Vfree =
3.52× 10−1 (ϐλέπε Πνκ. 4.14).
(iii) Για n = 2.0, Ωi = 1.60 × 10−7, Ωf = 2.07 × 10−7, οπότε Ωms =
Ωf = 2.07× 10−7, µε τις ταχύτητες να συγκλίνουν στην τιµή Vbound = Vfree =
2.40× 10−1 (ϐλέπε Πνκ. 4.15).
(iv) Για n = 2.5, Ωi = 8. × 10−8, Ωf = 1.495 × 10−7, οπότε Ωms = Ωf =
1.495 × 10−7, µε τις ταχύτητες να συγκλίνουν στην τιµή Vbound = Vfree =
1.66× 10−1 (ϐλέπε Πνκ. 4.16).
(v) Για n = 2.9, Ωi = 4.50 × 10−8, Ωf = 6.39 × 10−8, οπότε Ωms =
Ωf = 6.39× 10−8, µε τις ταχύτητες να συγκλίνουν στην τιµή Vbound = Vfree =
6.59× 10−2 (ϐλέπε Πνκ. 4.17).

Αυτή η διαδικασία µπορεί να εϕαρµοστεί και για ταχέως περιστρεϕόµε-
νους αστέρες και για µοντέλα αστέρων πολύ κοντά στην µέγιστη µάζα.
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Κεϕάλαιο 4

Αποτελέσµατα - Συµπεράσµατα

4.1 Αριθµητικά αποτελέσµατα και γραϕικές πα-
ϱαστάσεις

Στην παρούσα ερευνητική διατριβή υπολογίζουµε σχετικιστικά πολυτρο-
πικά µοντέλα µέγιστης µάζας (για λεπτοµέρειες πάνω σε τέτοια µοντέλα, ϐλέ-
πε, π.χ. ([13], § 5.2), ([15], § 6), ([21], § 6), ([22], § 4), ([7], § V ), ([8], § III),
([51], § 2.3, 9.2)). Λεπτοµερώς, για κάθε τιµή του πολυτροπικού δείκτη n, αρ-
χικά υπολογίζουµε το µη περιστρεϕόµενο µοντέλο µέγιστης µάζας, Mmax, µε
αντίστοιχη κεντρική πυκνότητα µάζας ηρεµίας, ρc(Mmax), ή εναλλακτικά,
µε αντίστοιχη κεντρική πυκνότητα µάζας-ενέργειας, Ec(Mmax). Για τα πο-
λυτροπικά µοντέλα που µας ενδιαϕέρουν, οι τιµές της Ec(Mmax) δίνονται
στην ([32], Πίνακας 1), επίσης στην ([22], § 4, Πίνακας 1). Στην παρούσα
έρευνα, πραγµατοποιούµε τους υπολογισµούς µας για ρc(Mmax), µε την
χρησιµοποίηση µιας λίγο πολύ τυποποιηµένης αριθµητικής µεθόδου (ϐλέπε,
π.χ. [13], § 3.7· ϐλέπε επίσης [14], § 5). Ιδιαίτερα, το µοντέλο µέγιστης
µάζας έχει κεντρική πυκνότητα µάζας ηρεµίας ίση µε την ϱίζα της συνάρτη-
σης dM/dρ(re)c, η οποία αντιµετωπίζεται ως η αριθµητική παράγωγος της
συνάρτησης παρεµβολής M(ρ(re)c), που κατασκευάστηκε από έναν µεγάλο
αριθµό µη περιστρεϕόµενων µοντέλων — υπολογίζουµε 28+1 = 257 τέτοιων
µοντέλων µε τις κεντρικές τους πυκνότητες να είναι ισοκατανεµηµένες στο
διάστηµα [1× 1015 g cm−3, 5× 1015 g cm−3]. Μια δυσκολία που προκύπτει
για τα πολυτροπικά µοντέλα του ενδιαϕέροντός µας, έχει να κάνει µε το γε-
γονός ότι αυτή η παράγωγος είναι σχεδόν οριζόντια στην περιοχή της ϱίζας,
συνεπώς ο υπολογισµός της ϱίζας ρ(re)c(Mmax) είναι µια λεπτή διαδικασία
και οι τιµές µας µπορεί να διαϕέρουν ελαϕρώς από αυτές που δίνουν οι άλλοι
συγγραϕείς.

Ακολούθως, υπολογίζουµε το οµοιόµορϕα περιστρεϕόµενο µοντέλο µε

55



56

γωνιακή ταχύτητα ίση µε την Κεπλεριανή γωνιακή ταχύτητα, Ω = ΩK. Επί
του ϑέµατος, αξίζει να αναϕέρουµε ότι η µέθοδος διαταραχής του Hartle, χρη-
σιµοποιεί ως παράµετρο περιστροϕής το ϵ = Ω/Ωmax, όπου

Ωmax =

√
GM

R3
(4.1)

είναι η µέγιστη γωνιακή ταχύτητα (που αποκαλείται επίσης και ως κρίσιµη
γωνιακή ταχύτητα), για την οποία εµϕανίζεται διαϕυγή µάζας από τον ιση-
µερινό. Να προσθέσουµε ότι η Ωmax, περιγράϕει την Νευτώνεια ισορροπία
των φυγόκεντρων δυνάµεων, που αναπτύσσονται κατά την περιστροϕή, µε τις
δυνάµεις ϐαρύτητας που συγκρατούν τον αστέρα. ΄Οµως, αυτό το Νευτώνειο
άνω όριο αντιπροσωπεύει ένα µάλλον υπερεκτιµηµένο όριο για τους αστέρες
νετρονίων. Γι΄ αυτό τον λόγο, εµείς χρησιµοποιούµε την Κεπλεριανή γωνια-
κή ταχύτητα, ΩK, ως άνω όριο. Αν η γωνιακή ταχύτητα του αστέρα γίνει
ελαϕρώς µεγαλύτερη από την ΩK, τότε αρχίζει η διαϕυγή µάζας από τον ι-
σηµερινό του αστέρα νετρονίων. Κατά συνέπειαν, η ΩK είναι το σχετικιστικό
ανάλογο της Ωmax. Πολλές µέθοδοι έχουν εϕαρµοστεί για τον υπολογισµό
της ΩK (για µία γενικότερη συζήτηση πάνω σε σχετικές µεθόδους, ϐλέπε
[13], §3.7· για µία λεπτοµερέστερη περιγραϕή, ϐλέπε [9], §IIA). Στην έρευνά
µας, χρησιµοποιούµε το γνωστό πακέτο RNS µε τις προτεινόµενες παραµέ-
τρους του, όπως, το µέγεθος πλέγµατος (δηλαδή, MDIV×SDIV = 65× 129),
την ακρίβεια (δηλαδή, 10−5) και την ανοχή (δηλαδή, 10−4). Στο τέλος ϐέ-
ϐαια της παρούσας ερευνητικής προσπάθειας, καταϕέραµε να υπολογίσουµε
το όριο της µάζας διαϕυγής, Ωms, που αντιστοιχεί στην Κεπλεριανή γωνιακή
ταχύτητα ΩK, ϐασιζόµενοι στην [9]. Παρατηρούµε ότι τα αποτελέσµατα που
παίρνουµε για την ΩK είναι ικανοποιητικά, συγκρινόµενα µε τα αντίστοιχα
αποτελέσµατα του πακέτου RNS.

Στους Πίνακες 4.1, 4.2, 4.3, 4.4, 4.5 παρουσιάζουµε µερικά ενδεικτικά
αποτελέσµατα για n = 1.0, 1.5, 2.0, 2.5, 2.9, αντίστοιχα. Οι ποσότητες που
εµϕανίζονται σ΄ αυτούς τους πίνακες, είναι εκείνες που ορίζονται και που δη-
λώνονται από τα ίδια σύµβολα στην [15] µε εξαίρεση µερικές ποσότητες που
ορίζονται εδώ (π.χ. ρ(re)c, E(re)c, r̄p, r̄e). Η σύγκριση των αποτελεσµάτων
στους Πίνακες 4.2, 4.4, 4.5 µε τα αντίστοιχα αποτελέσµατα που δίνονται
στους Πίνακες 3, 7, 9 της [15], δείχνει ότι αυτά είναι συµβατά αριθµητικά
αποτελέσµατα. Σηµειώνουµε ότι στην [15]: (i) η περίπτωση n = 1.0, δεν
είναι επαληθεύσιµη, (ii) η περίπτωση n = 2.0, είναι επαληθεύσιµη µε κεν-
τρική πυκνότητα µάζας-ενέργειας αρκετά διαϕορετική από αυτήν που χρησι-
µοποιούµε εδώ, εποµένως τα αποτελέσµατα στην ([15], Πίνακας 5) δεν είναι
συµβατά µε τα αποτελέσµατα στον Πίνακα 4.3, (iii) η περίπτωση n = 2.9, εί-
ναι επαληθεύσιµη µε πολυτροπική σταθερά K = 1.5 × 1013 cgs και κεν-
τρική πυκνότητα µάζας-ενέργειας E(re)c = 5.381 × 1015 g cm−3 αντί των
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τιµών K = 2.6 × 1013 cgs και E(re)c = 1.092 × 1015 g cm−3 που χρησιµο-
ποιούνται εδώ, συνεπώς, οι συγκρίσεις των αποτελεσµάτων στην ([15], Πίνα-
κας 9) µε τα αντίστοιχα αποτελέσµατα στον Πίνακα 4.5, µπορούν να γίνουν
µόνο µε την στήλη που αϕορά τις ¨πολυτροπικές µονάδες¨.

Στον Πίνακα 4.6, δίνονται οι αρχικές τιµές των ρ(re)c, ρ(im)c και του λό-
γου ρ(ιµ)ς/ρ(ϱε)ς, για διάϕορα πολυτροπικά µοντέλα σε ϐαρυτικές µονάδες.
Σηµειώνουµε ότι στην παρούσα έρευνα, εϕαρµόζουµε µια ιδέα που συζητή-
ϑηκε πρώτα στην ([10], Εξ.(3.13) και η συζήτηση που ακολούθησε µετά
από αυτήν την εξίσωση), σύµϕωνα µε την οποία το φανταστικό µέρος µιας
συνάρτησης ϑα µπορούσε να ϱυθµιστεί έτσι ώστε ένας πρόσθετος όρος να ικα-
νοποιείται. Στο πρόβληµά µας, ϱυθµίζουµε το φανταστικό µέρος ρ(im)c, έτσι
ώστε η ακτίνα του µη περιστρεϕόµενου αστέρα να είναι συµβατή µε την αντί-
στοιχη εκτίµηση του πακέτου RNS, (µέσα σε µια ¨ανοχή απόκλισης¨, τ , που
εδώ παίρνουµε να είναι τ = 5× 102 cm).

Στον Πίνακα 4.7, δίνονται οι αρχικές τιµές των Φ(re)1, Φ(im)1 και οι τιµές
των Ωαρβ

(re), Ωαρβ
(im), για διάϕορα πολυτροπικά µοντέλα σε ϐαρυτικές µονάδες.

΄Οπως περιγράψαµε στο τέλος της § 3.1.4, αυτές οι τιµές είναι αποτελέ-
σµατα που προκύπτουν από την πρώτη εκτέλεση του προγράµµατός µας·
ακολούθως, αυτά χρησοµοποιούνται για την δεύτερη (και τελική) εκτέλεση
του προγράµµατος.

Στον Πίνακα 4.8, παρουσιάζονται οι τιµές της σταθεράς K′, που την
υπολογίζουµε µε δύο τρόπους : (α) από την λύση του γραµµικού συστή-
µατος (3.19)–(3.20) (K′ = K̃′) (ϐλέπε § 3.1.1) και (ϐ) από τον αλγόριθµο
λεπτής ϱύθµισης (§ 3.1.3, Εξς. (3.49)–(3.53)), (K′ = K′) (ϐλέπε § 3.1.3), για
διάϕορα πολυτροπικά µοντέλα. Επίσης, στην τρίτη γραµµή του πίνακα πα-
ϱουσιάζονται τα ποσοστά επί τοις χιλίοις της διαϕοράς που εµϕανίζεται στην
τιµή του K′, ανάλογα µε τον τρόπο υπολογισµού της σε κάθε περίπτωση
(δηλαδή K′−K̃′

K̃′ × 1000).
Στους Πίνακες 4.9 και 4.10, δίνονται οι τιµές των διορθώσεων στην πίε-

ση ∆P0, ∆P2 και στην πυκνότητα ∆E0, ∆E2, στο σύνορο του αστέρα, που
υπολογίζονται ως ϱίζες των γραµµικών συστηµάτων (3.56)–(3.57) και (3.58)–
(3.59), αντίστοιχα, για διάϕορα πολυτροπικά µοντέλα, σε ϐαρυτικές µονάδες.
Επίσης, δίνονται οι λόγοι ∆P0/Pc(re), ∆P2/Pc(re), ∆E0/Ec(re) και ∆E2/Ec(re).

Στον Πίνακα 4.11, παρουσιάζονται οι τιµές των ποσοτήτων : (i) (r̄p)1, (r̄e)1
και (r̄p/r̄e)1, που υπολογίζονται από τις Εξς. (3.25)–(3.28) και περιλαµβάνουν
ως τιµή του K′, αυτήν την οποία υπολογίζουµε από τον αλγόριθµο της λεπτής
ϱύθµισης (§ 3.1.3, Εξς. (3.49)–(3.53)), (K′ = K′), (ii) (r̄p/r̄e)2, που υπολο-
γίζονται από τις Εξς. (3.25)–(3.28) και περιλαµβάνουν ως τιµή του K′, αυ-
τήν την οποία υπολογίζουµε ως λύση του γραµµικού συστήµατος (3.19)–
(3.20), (K′ = K̃′) και (iii) (r̄p/r̄e)3, που υπολογίζονται µε ϐάση το πακέτο
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RNS. Επιπλέον, αυτός ο πίνακας παρουσιάζει ποσοστιαίες επί τοις εκατό δια-
φορές (%)13 και (%)23 µεταξύ των αποτελεσµάτων της πρώτης και της τρίτης
περίπτωσης και της δεύτερης και της τρίτης περίπτωσης, αντίστοιχα.

Στον Πίνακα 4.12, έχουµε τα ποσοστά (δJ/J) × 100%, (δI/I) × 100%,
(δT/T ) × 100% και (|δW |/|W |) × 100% της διόρθωσης τρίτης τάξης στην
γωνιακή ταχύτητα, για διάϕορα πολυτροπικά µοντέλα.

Στους Πίνακες 4.13, 4.14, 4.15, 4.16, 4.17, εµϕανίζουµε τα στάδια της
διαδικασίας εύρεσης του ορίου της µάζας διαϕυγής για πολυτροπικά µοντέλα
(όλα τα αποτελέσµατα είναι σε ϐαρυτικές µονάδες), µε (i) n = 1.0, ϐαρυονι-
κή µάζα M̃ = 2.202 × 105 και ισηµερινή ακτίνα του περιστρεϕόµενου αστέ-
ϱα r̄e = 1.107(+06), (ii) n = 1.5, ϐαρυονική µάζα M̃ = 1.228×105 και ισηµε-
ϱινή ακτίνα του περιστρεϕόµενου αστέρα r̄e = 1.045× 106, (iii) n = 2.0, ϐα-
ϱυονική µάζα M̃ = 6.778 × 104 και ισηµερινή ακτίνα του περιστρεϕόµενου
αστέρα r̄e = 1.076× 106, (iv) n = 2.5, ϐαρυονική µάζα M̃ = 2.755× 104 και
ισηµερινή ακτίνα του περιστρεϕόµενου αστέρα r̄e = 1.084× 106 και (v) n =
2.9, ϐαρυονική µάζα M̃ = 4.406 × 103 και ισηµερινή ακτίνα του περιστρε-
φόµενου αστέρα r̄e = 1.029 × 106. Στην πρώτη στήλη έχουµε τις τιµές
της Ω, για κάθε µία περίπτωση που εξετάζουµε και τις αντίστοιχες τελικές
τιµές της ρ(re)c (δεύτερη στήλη)1, οι οποίες αντιστοιχούν σε σταθερή ϐαρυο-
νική µάζα M̃ . Στην τρίτη και τέταρτη στήλη εµϕανίζονται οι προκύπτουσες
τιµές των Vbound και Vfree αντίστοιχα.

Για τα πολυτροπικά µη περιστρεϕόµενα µοντέλα µέγιστης µάζας, στα σχή-
µατα 4.1, 4.2, δίνουµε τις γραϕικές παραστάσεις της πυκνότητας µάζας η-
ϱεµίας, ρ(re), σε συνάρτηση µε την απόσταση από το κέντρο του αστέρα, r, σε
µονάδες cgs, µε n = 1.0, n = 2.9 (Σχ. 4.1) και n = 1.5, n = 2.0, n =
2.9 (Σχ. 4.2). Επίσης, στα σχήµατα 4.3, 4.4, έχουµε τις γραϕικές παραστά-
σεις των συναρτήσεων m(re), Pre, Φ(re), (dE/dP )(re), σε συνάρτηση µε την
απόσταση από το κέντρο του αστέρα, r, σε ϐαρυτικές µονάδες.

Στα σχήµατα 4.5, 4.6, 4.7, 4.8, παρουσιάζονται οι γραϕικές παραστάσεις
των συναρτήσεων m0(re), p0(re), h2(re), υ2(re), m2(re), p2(re), w1(re) και w3(re),
σε συνάρτηση µε την απόσταση από το κέντρο του αστέρα, r, σε ϐαρυτικές
µονάδες, για πολυτροπικό µοντέλο µε n = 1.5, µέγιστης µάζας και οµοιό-
µορϕης περιστροϕής µε Κεπλεριανή γωνιακή ταχύτητα.

Στα σχήµατα 4.9 και 4.10, φαίνονται οι µεσηµβρινές τοµές των πολυ-
τροπικών µοντέλων µε n = 1.0, n = 2.9, και n = 1.5, n = 2.0, n = 2.9, α-
ντίστοιχα, µε µέγιστη µάζα και Κεπλεριανή γωνιακή ταχύτητα. Σε κάθε µία
από αυτές τις γραϕικές παραστάσεις : (α) η συνεχής καµπύλη (κύκλος), ο-
ϱίζει το σύνορο του µη περιστρεϕόµενου αστέρα, (ϐ) η λεπτή διακεκοµένη
καµπύλη (σϕαιροειδές), δείχνει το σύνορο του περιστρεϕόµενου αστέρα που

1το φανταστικό µέρος της πυκνότητας ρ(im)c, το παίρνουµε ίσο µε το 1/100 της ρ(re)c.
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υπολογίζεται από την Εξ. (3.23), όπου ως τιµή της σταθεράς K′, λαµβάνε-
ται αυτή που προκύπτει από την λύση του γραµµικού συστήµατος (3.19)–
(3.20), (K′ = K̃′) και (γ) η παχιά διακεκοµένη καµπύλη (σϕαιροειδές),
παριστάνει το σύνορο του περιστρεϕόµενου αστέρα που υπολογίζεται από
την Εξ. (3.23), όπου ως τιµή της σταθεράς K′, λαµβάνεται αυτή που προ-
κύπτει από τον αλγόριθµο µε την λεπτή ϱύθµιση (§ 3.1.3, Εξς. (3.49)–
(3.53)), (K′ = K′).

Στα σχήµατα (4.11), (4.12) έχουµε τις γραϕικές παραστάσεις των τα-
χυτήτων Vbound και Vfree, που υπολογίζονται για κάθε µία εξεταζόµενη
τιµή της Ω, στην ισηµερινή ακτίνα r̄e, για πολυτροπικά µοντέλα µε n =
1.0, 1.5, 2.0, 2.5, 2.9. Στο σχήµα (4.11) µε (i) n = 1.0, ϐαρυονική µά-
Ϲα M̃ = 2.202× 105 και ισηµερινή ακτίνα του περιστρεϕόµενου αστέρα r̄e =
1.107 × 106 (πάνω σχήµα) και (ii) n = 1.5, ϐαρυονική µάζα M̃ = 1.228 ×
105 και ισηµερινή ακτίνα του περιστρεϕόµενου αστέρα r̄e = 1.045×106 (κάτω
σχήµα).

Στο σχήµα (4.12) µε (i) n = 2.0, ϐαρυονική µάζα M̃ = 6.778 × 104 και
ισηµερινή ακτίνα του περιστρεϕόµενου αστέρα r̄e = 1.076 × 106 (πάνω α-
ϱιστερά σχήµα), (ii) n = 2.5, ϐαρυονική µάζα M̃ = 2.755 × 104 και ιση-
µερινή ακτίνα του περιστρεϕόµενου αστέρα r̄e = 1.084 × 106 (πάνω δεξιά
σχήµα) και (iii) n = 2.9, ϐαρυονική µάζα M̃ = 4.406 × 103 και ισηµερινή
ακτίνα του περιστρεϕόµενου αστέρα r̄e = 1.029× 106 (κάτω σχήµα).

Παρατηρούµε ότι το σηµείο τοµής των γραϕικών παραστάσεων των ταχυ-
τήτων Vbound και Vfree, αντιστοιχεί στο Ϲητούµενο όριο της µάζας διαϕυγής Ωms.
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Πίνακας 4.1: Αριθµητικά αποτελέσµατα για πολυτροπικό µοντέλο µέγιστης
µάζας µε n = 1.0 οµοιόµορϕη περιστροϕή µε Κεπλεριανή γωνιακή ταχύτητα.

ϐαρυτικές µονάδες πολυτροπικές µονάδες cgs µονάδες
Μη περιστρεϕόµενος αστέρας
Πολυτροπική σταθερά, K 1.499(+12) 1.000(+00) 1.000(+05)
Κεντρική πυκνότητα µάζας-ενέργειας, Ec 2.816(−13) 4.220(−01) 3.793(+15)
Κεντρική πυκνότητα µάζας ηρεµίας, ρc 2.134(−13) 3.198(−01) 2.874(+15)
Ακτίνα, R 9.334(+05) 7.625(−01) 9.334(+05
Βαρυτική µάζα, M 2.004(+05) 1.637(−01) 2.699(+33)
Βαρυονική µάζα, MB 2.202(+05) 1.799(−01) 2.965(+33)
Ιδιοµάζα, MP 2.506(+05) 2.047(−01) 3.376(+33)
∆ιορθώσεις από την οµοιόµορϕη περιστροϕή
(µε Κεπλεριανή γωνιακή ταχύτητα)
Κεπλεριανή γωνιακή ταχύτητα, ΩK 3.333(−07) 4.080(−01) 9.992(+03)
Λόγος Κεπλεριανής προς την µέγιστη γωνιακή ταχύτητα, ΩK/Ωmax 6.714(−01) 6.714(−01) 6.714(−01)
Στροϕορµή, J 1.954(+10) 1.304(−02) 7.891(+48)
Ροπή αδράνειας, I 5.864(+16) 3.196(−02) 7.897(+44)
Περιστροϕική κινητική ενέργεια, T 3.257(+03) 2.661(−03) 3.943(+52)
Βαρυτική δυναµική ενέργεια, |W | 5.346(+04) 4.367(−02) 6.472(+53)
Λόγος Περιστροϕικής κινητικής ενέργειας προς Βαρυτική δυναµική ενέργεια, T/|W | 6.092(−02) 6.092(−02) 6.092(−02)
Αύξηση ϐαρυτικής µάζας, δM 1.863(+04) 1.522(−02) 2.509(+32)
Αύξηση ϐαρυονικής µάζας, δMB 2.035(+04) 1.662(−02) 2.740(+32)
Αύξηση ιδιοµάζας, δMP 2.236(+04) 1.826(−02) 3.011(+32)
Αύξηση ακτίνας, δRSD 3.709(+04) 3.030(−02) 3.709(+04)
Τρίτης τάξης διόρθωση στροϕορµής, δJ 6.810(+09) 4.544(−03) 2.749(+48)
Τρίτης τάξης διόρθωση ϱοπής αδράνειας, δI 2.043(+16) 1.114(−02) 2.752(+44)
Τρίτης τάξης διόρθωση περιστροϕικής κινητικής ενέργειας, δT 1.135(+03) 9.271(−04) 1.374(+52)
Τρίτης τάξης διόρθωση ϐαρυτικής δυναµικής ενέργειας, |δW | 4.865(+03) 3.974(−03) 5.889(+52)
Τετραπολική ϱοπή, Q 5.593(+15) 3.049(−03) 1.366(+100)
Ποσότητες διορθωµένες µέχρι την τετραπολική
παραµόρϕωση και την τρίτη τάξη
στη γωνιακή ταχύτητα
Ακτίνα, R + δRSD 9.705(+05) 7.928(−01) 9.705(+05)
Βαρυτική µάζα, M + δM 2.191(+05) 1.789(−01) 2.950(+33)
Βαρυονική µάζα, MB + δMB 2.405(+05) 1.965(−01) 3.239(+33)
Ιδιοµάζα, MP + δMP 2.730(+05) 2.230(−01) 3.677(+33)
Στροϕορµή, J + δJ 2.635(+10) 1.759(−02) 1.064(+49)
Ροπή αδράνειας, I + δI 7.907(+16) 4.310(−02) 1.065(+45)
Περιστροϕική κινητική ενέργεια, T + δT 4.392(+03) 3.588(−03) 5.316(+52)
Βαρυτική δυναµική ενέργεια, |W + δW | 5.833(+04) 4.765(−02) 7.061(+53)
Γεωµετρικά χαρακτηριστικά του
οµοιόµορϕα περιστρεϕόµενου αστέρα
Πολική ακτίνα, r̄p 8.353(+05) 6.824(−01) 8.353(+05)
Ισηµερινή ακτίνα, r̄e 1.038(+06) 8.480(−01) 1.038(+06)
Λόγος πολικής προς ισηµερινή ακτίνα, r̄p/r̄e 8.047(−01) 8.047(−01) 8.047(−01)
Εκκεντρότητα, e(r̄p, r̄e) 7.377(−01) 7.377(−01) 7.377(−01)
Πολική περιϕερειακή ακτίνα, Rp 8.240(+05) 6.731(−01) 8.240(+05)
Ισηµερινή περιϕερειακή ακτίνα, Re 1.044(+06) 8.526(−01) 1.044(+06)
Λόγος πολικής προς ισηµερινή περιϕερειακή ακτίνα, Rp/Re 7.895(−01) 7.895(−01) 7.895(−01)
Εκκεντρότητα, e(Rp, Re) 7.774(−01) 7.774(−01) 7.774(−01)
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Πίνακας 4.2: Αριθµητικά αποτελέσµατα για πολυτροπικό µοντέλο µέγιστης
µάζας µε n = 1.5 οµοιόµορϕη περιστροϕή µε Κεπλεριανή γωνιακή ταχύτητα.

ϐαρυτικές µονάδες πολυτροπικές µονάδες cgs µονάδες
Μη περιστρεϕόµενος αστέρας
Πολυτροπική σταθερά, K 3.389(+07) 1.000(+00) 5.380(+09)
Κεντρική πυκνότητα µάζας-ενέργειας, Ec 3.631(−13) 7.163(−02) 4.890(+15)
Κεντρική πυκνότητα µάζας ηρεµίας, ρc 2.962(−13) 5.843(−02) 3.989(+15)
Ακτίνα, R 8.727(+05) 1.965(+00) 8.727(+05)
Βαρυτική µάζα, M 1.175(+05) 2.645(−01) 1.582(+33)
Βαρυονική µάζα, MB 1.228(+05) 2.765(−01) 1.654(+33)
Ιδιοµάζα, MP 1.363(+05) 3.069(−01) 1.836(+33)
∆ιορθώσεις από την οµοιόµορϕη περιστροϕή
(µε Κεπλεριανή γωνιακή ταχύτητα)
Κεπλεριανή γωνιακή ταχύτητα, ΩK 2.658(−07) 1.180(−01) 7.967(+03)
Λόγος Κεπλεριανής προς την µέγιστη γωνιακή ταχύτητα, ΩK/Ωmax 6.321(−01) 6.321(−01) 6.321(−01)
Στροϕορµή, J 5.482(+09) 2.779(−02) 2.213(+48)
Ροπή αδράνειας, I 2.063(+16) 2.354(−01) 2.778(+44)
Περιστροϕική κινητική ενέργεια, T 7.284(+02) 1.640(−03) 8.817(+51)
Βαρυτική δυναµική ενέργεια, |W | 1.954(+04) 4.400(−02) 2.365(+53)
Λόγος Περιστροϕικής κινητικής ενέργειας προς Βαρυτική δυναµική ενέργεια, T/|W | 3.728(−02) 3.728(−02) 3.728(−02)
Αύξηση ϐαρυτικής µάζας, δM 8.462(+03) 1.905(−02) 1.140(+32)
Αύξηση ϐαρυονικής µάζας, δMB 9.056(+03) 2.039(−02) 1.220(+32)
Αύξηση ιδιοµάζας, δMP 9.759(+03) 2.197(−02) 1.314(+32)
Αύξηση ακτίνας, δRSD 4.899(+04) 1.103(−01) 4.899(+04)
Τρίτης τάξης διόρθωση στροϕορµής, δJ 1.613(+09) 8.178(−03) 6.514(+47)
Τρίτης τάξης διόρθωση ϱοπής αδράνειας, δI 6.070(+15) 6.929(−02) 8.176(+43)
Τρίτης τάξης διόρθωση περιστροϕικής κινητικής ενέργειας, δT 2.144(+02) 4.827(−04) 2.595(+51)
Τρίτης τάξης διόρθωση ϐαρυτικής δυναµικής ενέργειας, |δW | 1.511(+03) 3.403(−03) 1.830(+52)
Τετραπολική ϱοπή, Q 1.629(+15) 1.859(−02) 3.980(+99)
Ποσότητες διορθωµένες µέχρι την τετραπολική
παραµόρϕωση και την τρίτη τάξη
στη γωνιακή ταχύτητα
Ακτίνα, R + δRSD 9.217(+05) 2.075(+00) 9.217(+05)
Βαρυτική µάζα, M + δM 1.260(+05) 2.836(−01) 1.696(+33)
Βαρυονική µάζα, MB + δMB 1.318(+05) 2.969(−01) 1.776(+33)
Ιδιοµάζα, MP + δMP 1.461(+05) 3.289(−01) 1.967(+33)
Στροϕορµή, J + δJ 7.095(+09) 3.597(−02) 2.865(+48)
Ροπή αδράνειας, I + δI 2.670(+16) 3.047(−01) 3.596(+44)
Περιστροϕική κινητική ενέργεια, T + δT 9.428(+02) 2.123(−03) 1.141(+52)
Βαρυτική δυναµική ενέργεια, |W + δW | 2.105(+04) 4.740(−02) 2.548(+53)
Γεωµετρικά χαρακτηριστικά του
οµοιόµορϕα περιστρεϕόµενου αστέρα
Πολική ακτίνα, r̄p 8.025(+05) 1.807(+00) 8.025(+05)
Ισηµερινή ακτίνα, r̄e 9.814(+05) 2.210(+00) 9.814(+05)
Λόγος πολικής προς ισηµερινή ακτίνα, r̄p/r̄e 8.177(−01) 8.177(−01) 8.177(−01)
Εκκεντρότητα, e(r̄p, r̄e) 7.039(−01) 7.039(−01) 7.039(−01)
Πολική περιϕερειακή ακτίνα, Rp 7.994(+05) 1.780(+00) 7.994(+05)
Ισηµερινή περιϕερειακή ακτίνα, Re 9.829(+05) 2.213(+00) 9.829(+05)
Λόγος πολικής προς ισηµερινή περιϕερειακή ακτίνα, Rp/Re 8.133(−01) 8.133(−01) 8.133(−01)
Εκκεντρότητα, e(Rp, Re) 7.153(−01) 7.153(−01) 7.153(−01)
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Πίνακας 4.3: Αριθµητικά αποτελέσµατα για πολυτροπικό µοντέλο µέγιστης
µάζας µε n = 2.0 οµοιόµορϕη περιστροϕή µε Κεπλεριανή γωνιακή ταχύτητα.

ϐαρυτικές µονάδες πολυτροπικές µονάδες cgs µονάδες
Μη περιστρεϕόµενος αστέρας
Πολυτροπική σταθερά, K 1.291(+05) 1.000(+00) 1.000(+12)
Κεντρική πυκνότητα µάζας-ενέργειας, Ec 3.457(−13) 5.765(−03) 4.657(+15)
Κεντρική πυκνότητα µάζας ηρεµίας, ρc 3.027(−13) 5.047(−03) 4.077(+15)
Ακτίνα, R 8.962(+05) 6.941(+00) 8.962(+05)
Βαρυτική µάζα, M 6.662(+04) 5.160(−01) 8.973(+32)
Βαρυονική µάζα, MB 6.778(+04) 5.249(−01) 9.129(+32)
Ιδιοµάζα, MP 7.286(+04) 5.643(−01) 9.813(+32)
∆ιορθώσεις από την οµοιόµορϕη περιστροϕή
(µε Κεπλεριανή γωνιακή ταχύτητα)
Κεπλεριανή γωνιακή ταχύτητα, ΩK 1.844(−07) 2.381(−02) 5.528(+03)
Λόγος Κεπλεριανής προς την µέγιστη γωνιακή ταχύτητα, ΩK/Ωmax 6.061(−01) 6.061(−01) 6.061(−01)
Στροϕορµή, J 1.571(+09) 9.424(−02) 6.344(+47)
Ροπή αδράνειας, I 8.522(+15) 3.958(+00) 1.148(+44)
Περιστροϕική κινητική ενέργεια, T 1.449(+02) 1.122(−03) 1.754(+51)
Βαρυτική δυναµική ενέργεια, |W | 6.384(+03) 4.944(−02) 7.728(+52)
Λόγος Περιστροϕικής κινητικής ενέργειας προς Βαρυτική δυναµική ενέργεια, T/|W | 2.269(−02) 2.269(−02) 2.269(−02)
Αύξηση ϐαρυτικής µάζας, δM 3.520(+03) 2.726(−02) 4.741(+31)
Αύξηση ϐαρυονικής µάζας, δMB 3.663(+03) 2.837(−02) 4.934(+31)
Αύξηση ιδιοµάζας, δMP 3.853(+03) 2.984(−02) 5.189(+31)
Αύξηση ακτίνας, δRSD 6.042(+04) 4.679(−01) 6.042(+04)
Τρίτης τάξης διόρθωση στροϕορµής, δJ 3.651(+08) 2.190(−02) 1.474(+47)
Τρίτης τάξης διόρθωση ϱοπής αδράνειας, δI 1.980(+15) 9.197(−01) 2.667(+43)
Τρίτης τάξης διόρθωση περιστροϕικής κινητικής ενέργειας, δT 3.366(+01) 2.607(−04) 4.075(+50)
Τρίτης τάξης διόρθωση ϐαρυτικής δυναµικής ενέργειας, |δW | 3.666(+02) 2.839(−03) 4.438(+51)
Τετραπολική ϱοπή, Q 5.868(+14) 2.726(−01) 1.434(+99)
Ποσότητες διορθωµένες µέχρι την τετραπολική
παραµόρϕωση και την τρίτη τάξη
στη γωνιακή ταχύτητα
Ακτίνα, R + δRSD 9.566(+05) 7.408(+00) 9.566(+05)
Βαρυτική µάζα, M + δM 7.014(+04) 5.432(−01) 9.447(+32)
Βαρυονική µάζα, MB + δMB 7.145(+04) 5.533(−01) 9.623(+32)
Ιδιοµάζα, MP + δMP 7.672(+04) 5.941(−01) 1.033(+33)
Στροϕορµή, J + δJ 1.936(+09) 1.161(−01) 7.819(+47)
Ροπή αδράνειας, I + δI 1.050(+16) 4.878(+00) 1.414(+44)
Περιστροϕική κινητική ενέργεια, T + δT 1.785(+02) 1.383(−03) 2.161(+51)
Βαρυτική δυναµική ενέργεια, |W + δW | 6.751(+03) 5.228(−02) 8.171(+52)
Γεωµετρικά χαρακτηριστικά του
οµοιόµορϕα περιστρεϕόµενου αστέρα
Πολική ακτίνα, r̄p 8.416(+05) 6.518(+00) 8.416(+05)
Ισηµερινή ακτίνα, r̄e 1.014(+06) 7.854(+00) 1.014(+06)
Λόγος πολικής προς ισηµερινή ακτίνα, r̄p/r̄e 8.299(−01) 8.299(−01) 8.299(−01)
Εκκεντρότητα, e(r̄p, r̄e) 6.723(−01) 6.723(−01) 6.723(−01)
Πολική περιϕερειακή ακτίνα, Rp 8.407(+05) 6.511(+00) 8.407(+05)
Ισηµερινή περιϕερειακή ακτίνα, Re 1.015(+06) 7.857(+00) 1.015(+06)
Λόγος πολικής προς ισηµερινή περιϕερειακή ακτίνα, Rp/Re 8.286(−01) 8.286(−01) 8.286(−01)
Εκκεντρότητα, e(Rp, Re) 6.755(−01) 6.755(−01) 6.755(−01)
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Πίνακας 4.4: Αριθµητικά αποτελέσµατα για πολυτροπικό µοντέλο µέγιστης
µάζας µε n = 2.5 οµοιόµορϕη περιστροϕή µε Κεπλεριανή γωνιακή ταχύτητα.

ϐαρυτικές µονάδες πολυτροπικές µονάδες cgs µονάδες
Μη περιστρεϕόµενος αστέρας
Πολυτροπική σταθερά, K 2.980(+03) 1.000(+00) 1.500(+13)
Κεντρική πυκνότητα µάζας-ενέργειας, Ec 2.591(−13) 1.256(−04) 3.489(+15)
Κεντρική πυκνότητα µάζας ηρεµίας, ρc 2.428(−13) 1.177(−04) 3.270(+15)
Ακτίνα, R 8.998(+05) 4.087(+01) 8.998(+05)
Βαρυτική µάζα, M 2.743(+04) 1.246(+00) 3.694(+32)
Βαρυονική µάζα, MB 2.755(+04) 1.251(+00) 3.710(+32)
Ιδιοµάζα, MP 2.858(+04) 1.298(+00) 3.849(+32)
∆ιορθώσεις από την οµοιόµορϕη περιστροϕή
(µε Κεπλεριανή γωνιακή ταχύτητα)
Κεπλεριανή γωνιακή ταχύτητα, ΩK 1.141(−07) 2.512(−03) 3.420(+03)
Λόγος Κεπλεριανής προς την µέγιστη γωνιακή ταχύτητα, ΩK/Ωmax 5.880(−01) 5.880(−01) 5.880(−01)
Στροϕορµή, J 2.787(+08) 5.751(−01) 1.125(+47)
Ροπή αδράνειας, I 2.443(+15) 2.290(+02) 3.290(+43)
Περιστροϕική κινητική ενέργεια, T 1.590(+01) 7.221(−04) 1.924(+50)
Βαρυτική δυναµική ενέργεια, |W | 1.167(+03) 5.303(−02) 1.413(+52)
Λόγος Περιστροϕικής κινητικής ενέργειας προς Βαρυτική δυναµική ενέργεια, T/|W | 1.362(−02) 1.362(−02) 1.362(−02)
Αύξηση ϐαρυτικής µάζας, δM 1.017(+03) 4.619(−02) 1.369(+31)
Αύξηση ϐαρυονικής µάζας, δMB 1.033(+03) 4.694(−02) 1.392(+31)
Αύξηση ιδιοµάζας, δMP 1.060(+03) 4.814(−02) 1.427(+31)
Αύξηση ακτίνας, δRSD 6.773(+04) 3.077(+00) 6.773(+04)
Τρίτης τάξης διόρθωση στροϕορµής, δJ 5.003(+07) 1.032(−01) 2.020(+46)
Τρίτης τάξης διόρθωση ϱοπής αδράνειας, δI 4.385(+14) 4.110(+01) 5.906(+42)
Τρίτης τάξης διόρθωση περιστροϕικής κινητικής ενέργειας, δT 2.854(+00) 1.296(−04) 3.455(+49)
Τρίτης τάξης διόρθωση ϐαρυτικής δυναµικής ενέργειας, |δW | 4.574(+01) 2.078(−03) 5.537(+50)
Τετραπολική ϱοπή, Q 1.499(+14) 1.405(+01) 3.663(+98)
Ποσότητες διορθωµένες µέχρι την τετραπολική
παραµόρϕωση και την τρίτη τάξη
στη γωνιακή ταχύτητα
Ακτίνα, R + δRSD 9.675(+05) 4.395(+01) 9.675(+05)
Βαρυτική µάζα, M + δM 2.844(+04) 1.292(+00) 3.831(+32)
Βαρυονική µάζα, MB + δMB 2.858(+04) 1.298(+00) 3.849(+32)
Ιδιοµάζα, MP + δMP 2.964(+04) 1.346(+00) 3.992(+32)
Στροϕορµή, J + δJ 3.287(+08) 6.783(−01) 1.327(+47)
Ροπή αδράνειας, I + δI 2.881(+15) 2.701(+02) 3.881(+43)
Περιστροϕική κινητική ενέργεια, T + δT 1.875(+01) 8.518(−04) 2.270(+50)
Βαρυτική δυναµική ενέργεια, |W + δW | 1.213(+03) 5.511(−02) 1.469(+52)
Γεωµετρικά χαρακτηριστικά του
οµοιόµορϕα περιστρεϕόµενου αστέρα
Πολική ακτίνα, r̄p 8.590(+05) 3.902(+01) 8.590(+05)
Ισηµερινή ακτίνα, r̄e 1.022(+06) 4.641(+01) 1.022(+06)
Λόγος πολικής προς ισηµερινή ακτίνα, r̄p/r̄e 8.407(−01) 8.407(−01) 8.407(−01)
Εκκεντρότητα, e(r̄p, r̄e) 6.442(−01) 6.442(−01) 6.442(−01)
Πολική περιϕερειακή ακτίνα, Rp 8.588(+05) 3.901(+01) 8.588(+05)
Ισηµερινή περιϕερειακή ακτίνα, Re 1.022(+06) 4.642(+01) 1.022(+06)
Λόγος πολικής προς ισηµερινή περιϕερειακή ακτίνα, Rp/Re 8.404(−01) 8.404(−01) 8.404(−01)
Εκκεντρότητα, e(Rp, Re) 6.449(−01) 6.449(−01) 6.449(−01)
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Πίνακας 4.5: Αριθµητικά αποτελέσµατα για πολυτροπικό µοντέλο µέγιστης
µάζας µε n = 2.9 οµοιόµορϕη περιστροϕή µε Κεπλεριανή γωνιακή ταχύτητα.

ϐαρυτικές µονάδες πολυτροπικές µονάδες cgs µονάδες
Μη περιστρεϕόµενος αστέρας
Πολυτροπική σταθερά, K 1.449(+02) 1.000(+00) 2.600(+13)
Κεντρική πυκνότητα µάζας-ενέργειας, Ec 8.108(−14) 1.500(−07) 1.092(+15)
Κεντρική πυκνότητα µάζας ηρεµίας, ρc 8.005(−14) 1.481(−07) 1.078(+15)
Ακτίνα, R 8.508(+05) 6.255(+02) 8.508(+05)
Βαρυτική µάζα, M 4.397(+03) 3.233(+00) 5.923(+31)
Βαρυονική µάζα, MB 4.406(+03) 3.239(+00) 5.934(+31)
Ιδιοµάζα, MP 4.438(+03) 3.263(+00) 5.978(+31)
∆ιορθώσεις από την οµοιόµορϕη περιστροϕή
(µε Κεπλεριανή γωνιακή ταχύτητα)
Κεπλεριανή γωνιακή ταχύτητα, ΩK 4.878(−08) 6.635(−05) 1.463(+03)
Λόγος Κεπλεριανής προς την µέγιστη γωνιακή ταχύτητα, ΩK/Ωmax 5.773(−01) 5.773(−01) 5.773(−01)
Στροϕορµή, J 1.271(+07) 6.868(+00) 5.130(+45)
Ροπή αδράνειας, I 2.605(+14) 1.035(+05) 3.508(+42)
Περιστροϕική κινητική ενέργεια, T 3.099(−01) 2.279(−04) 3.752(+48)
Βαρυτική δυναµική ενέργεια, |W | 4.117(+01) 3.027(−02) 4.983(+50)
Λόγος Περιστροϕικής κινητικής ενέργειας προς Βαρυτική δυναµική ενέργεια, T/|W | 7.529(−03) 7.529(−03) 7.529(−03)
Αύξηση ϐαρυτικής µάζας, δM 1.204(+02) 8.855(−02) 1.622(+30)
Αύξηση ϐαρυονικής µάζας, δMB 1.211(+02) 8.902(−02) 1.631(+30)
Αύξηση ιδιοµάζας, δMP 1.217(+02) 8.946(−02) 1.639(+30)
Αύξηση ακτίνας, δRSD 6.831(+04) 5.022(+01) 6.831(+04)
Τρίτης τάξης διόρθωση στροϕορµής, δJ 1.945(+06) 1.051(+00) 7.853(+44)
Τρίτης τάξης διόρθωση ϱοπής αδράνειας, δI 3.987(+13) 1.584(+04) 5.370(+41)
Τρίτης τάξης διόρθωση περιστροϕικής κινητικής ενέργειας, δT 4.744(−02) 3.488(−05) 5.743(+47)
Τρίτης τάξης διόρθωση ϐαρυτικής δυναµικής ενέργειας, |δW | 1.287(+00) 9.464(−04) 1.558(+49)
Τετραπολική ϱοπή, Q 1.926(+13) 7.655(+03) 4.705(+97)
Ποσότητες διορθωµένες µέχρι την τετραπολική
παραµόρϕωση και την τρίτη τάξη
στη γωνιακή ταχύτητα
Ακτίνα, R + δRSD 9.191(+05) 6.757(+02) 9.191(+05)
Βαρυτική µάζα, M + δM 4.518(+03) 3.322(+00) 6.085(+31)
Βαρυονική µάζα, MB + δMB 4.527(+03) 3.328(+00) 6.097(+31)
Ιδιοµάζα, MP + δMP 4.560(+03) 3.353(+00) 6.141(+31)
Στροϕορµή, J + δJ 1.465(+07) 7.919(+00) 5.915(+45)
Ροπή αδράνειας, I + δI 3.003(+14) 1.194(+05) 4.045(+42)
Περιστροϕική κινητική ενέργεια, T + δT 3.574(−01) 2.627(−04) 4.326(+48)
Βαρυτική δυναµική ενέργεια, |W + δW | 4.245(+01) 3.121(−02) 5.139(+50)
Γεωµετρικά χαρακτηριστικά του
οµοιόµορϕα περιστρεϕόµενου αστέρα
Πολική ακτίνα, r̄p 8.192(+05) 6.023(+02) 8.192(+05)
Ισηµερινή ακτίνα, r̄e 9.690(+05) 7.124(+02) 9.690(+05)
Λόγος πολικής προς ισηµερινή ακτίνα, r̄p/r̄e 8.454(−01) 8.454(−01) 8.454(−01)
Εκκεντρότητα, e(r̄p, r̄e) 6.319(−01) 6.319(−01) 6.319(−01)
Πολική περιϕερειακή ακτίνα, Rp 8.192(+05) 6.731(+02) 8.192(+05)
Ισηµερινή περιϕερειακή ακτίνα, Re 9.690(+05) 7.124(+02) 9.690(+05)
Λόγος πολικής προς ισηµερινή περιϕερειακή ακτίνα, Rp/Re 8.453(−01) 8.453(−01) 8.453(−01)
Εκκεντρότητα, e(Rp, Re) 6.320(−01) 6.320(−01) 6.320(−01)
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Πίνακας 4.6: Αριθµητικές τιµές των ρ(re)c, ρ(im)c και ρ(im)c/ρ(re)c, για διάϕορα
πολυτροπικά µοντέλα µέγιστης µάζας, σε ϐαρυτικές µονάδες.

Ποσότητα n = 1.0 n = 1.5 n = 2.0 n = 2.5 n = 2.9
ρc(re) 2.134(−13) 2.962(−13) 3.027(−13) 2.428(−13) 8.005(−14)
ρc(im) 0.000(+00) 2.865(−15) 2.556(−15) 9.980(−16) 8.000(−16)
ρc(im)/ρc(re) 0.000(+00) 9.673(−03) 8.443(−03) 4.111(−03) 9.993(−03)

Πίνακας 4.7: Αριθµητικές τιµές των Φ(re)1, Φ(im)1, Ωarb
(re) και Ωarb

(im), για διάϕορα
πολυτροπικά µοντέλα, σε ϐαρυτικές µονάδες.

Ποσότητα n = 1.0 n = 1.5 n = 2.0 n = 2.5 n = 2.9
Φ(re)1 −7.750(−01) −4.763(−01) −2.737(−01) −1.212(−01) −2.227(−02)
Φ(im)1 +0.000(+00) −2.284(−03) −9.639(−04) −1.833(−04) −7.574(−05)
Ωarb

(re) +1.648(−10) +1.132(−10) +8.721(−11) +7.142(−11) +6.265(−11)
Ωarb

(im) +0.000(+00) +3.306(−15) +1.094(−13) +1.727(−14) +6.315(−15)
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Πίνακας 4.8: Αριθµητικές τιµές του K′, που λαµβάνεται : (α) από την λύση του
γραµµικού συστήµατος (3.19)–(3.20), (K′ = K̃′) και (ϐ) από τον αλγόριθµο
λεπτής ϱύθµισης (§ 3.1.3, Εξς. (3.49)–(3.53)), (K′ = K′) και την επί τοις
χιλίοις διαϕορά αυτών, για διάϕορα πολυτροπικά µοντέλα.

Ποσότητα n = 1.0 n = 1.5 n = 2.0 n = 2.5 n = 2.9

K̃′ −1.− 4.1(−04) −1.− 3.1(−06) −1.− 2.2(−06) −1.− 1.9(−06) −1.− 3.3(−06)

K′ −1.− 9.4(−04) −1.− 6.9(−06) −1.− 5.1(−06) −1.− 4.8(−06) −1.− 1.2(−05)

(K′ − K̃′)× 1000/K̃′ 5.27(−01) 3.75(−03) 2.90(−03) 2.93(−03) 8.38(−03)
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Πίνακας 4.9: Αριθµητικές τιµές των ∆P0, ∆P2, ∆P0/Pc(re), ∆P2/Pc(re), για
διάϕορα πολυτροπικά µοντέλα, σε ϐαρυτικές µονάδες.

Ποσότητα n = 1.0 n = 1.5 n = 2.0 n = 2.5 n = 2.9
∆P0 +8.131(−16) +7.830(−17) −1.109(−17) +3.455(−19) +1.634(−20)
∆P2 −4.182(−16) +1.133(−16) +3.242(−17) +7.303(−19) −1.853(−21)

∆P0/Pc(re) +1.192(−02) +1.756(−03) −5.155(−04) +5.309(−05) +4.623(−05)
∆P2/Pc(re) −6.129(−03) +2.540(−03) +1.507(−03) +1.122(−04) −5.241(−06)

Πίνακας 4.10: Αριθµητικές τιµές των ∆E0, ∆E2, ∆E0/Ec(re), ∆E2/Ec(re), για
διάϕορα πολυτροπικά µοντέλα, σε ϐαρυτικές µονάδες.

Ποσότητα n = 1.0 n = 1.5 n = 2.0 n = 2.5 n = 2.9
∆E0 −1.316(−14) −9.573(−16) +2.518(−15) +8.422(−17) −2.676(−17)
∆E2 −6.618(−15) −7.390(−16) −1.711(−15) +1.614(−16) +5.526(−17)

∆E0/Ec(re) −4.672(−02) −2.637(−03) +7.282(−03) +3.251(−04) −3.301(−04)
∆E2/Ec(re) −2.350(−02) −2.035(−03) −4.948(−03) +6.231(−04) +6.816(−04)
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Πίνακας 4.11: Αριθµητικές τιµές των (r̄p)
α
1 , (r̄e)

α
1 , (r̄p/r̄e)

α
1 , (r̄p/r̄e)

ϐ
2 ,

(r̄p/r̄e)
γ
3 , (%) δ

13 , (%) ε
23 .

Ποσότητα n = 1.0 n = 1.5 n = 2.0 n = 2.5 n = 2.9

(r̄p)1 6.967(+05) 6.749(+05) 7.175(+05) 7.351(+05) 6.999(+05)
(r̄e)1 1.107(+06) 1.045(+06) 1.076(+06) 1.084(+06) 1.029(+06)
(r̄p/r̄e)1 6.291(−01) 6.458(−01) 6.667(−01) 6.784(−01) 6.804(−01)
(r̄p/r̄e)2 8.047(−01) 8.177(−01) 8.299(−01) 8.407(−01) 8.454(−01)
(r̄p/r̄e)3 5.875(−01) 6.188(−01) 6.406(−01) 6.563(−01) 6.625(−01)
(%)13 7.089(+00) 4.373(+00) 4.073(+00) 3.368(+00) 2.696(+00)
(%)23 3.697(+01) 3.216(+01) 2.954(+01) 2.810(+01) 2.760(+01)

α Υπολογίζονται από τις Εξς. (3.25)–(3.28), µε περιεχόµενη τιµή της K′, αυτήν
που λαµβάνεται από τον αλγόριθµο λεπτής ϱύθµισης [§ 3.1.3, Εξς. (3.49)–
(3.53)], (K′ = K′).
ϐ Υπολογίζονται από τις Εξς. (3.25)–(3.28), µε περιεχόµενη τιµή της K′,
αυτήν που λαµβάνεται από την λύση του γραµµικού συστήµατος (3.19)–
(3.20), (K′ = K̃′).
γ Υπολογίζονται από το πακέτο RNS .
δ Μεταξύ των αποτελεσµάτων της πρώτης και της τρίτης περίπτωσης.
ε Μεταξύ των αποτελεσµάτων της δεύτερης και της τρίτης περίπτωσης.

Πίνακας 4.12: Ποσοστό (%) της διόρθωσης τρίτης τάξης στην γωνιακή ταχύ-
τητα για τα µεγέθη J , I, T και |W |, για διάϕορα πολυτροπικά µοντέλα.

Ποσότητα n = 1.0 n = 1.5 n = 2.0 n = 2.5 n = 2.9
(δJ/J)× 100% 34.85 29.42 23.24 17.95 15.30
(δI/I)× 100% 34.84 29.42 23.23 17.95 15.30
(δT/T )× 100% 34.85 29.43 23.23 17.95 15.31
(|δW |/|W |)× 100% 9.10 7.73 5.74 3.92 3.13
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Πίνακας 4.13: Αριθµητικές τιµές των Ω, ρ(re)c, Vbound, Vfree, από την
οικογένεια λύσεων σταθερών ϐαρυονικών µαζών για πολυτροπικό µοντέλο
µε n = 1.0, ϐαρυονική µάζα M̃ = 2.202× 105 και ισηµερινή ακτίνα του περι-
στρεϕόµενου αστέρα r̄e = 1.107×106 (όλες οι τιµές εκϕράζονται σε ϐαρυτικές
µονάδες).

Ω ρ(re)c Vbound Vfree
3.000× 10−7 6.15× 10−14 3.36× 10−1 4.23× 10−1

3.200× 10−7 4.65× 10−14 3.47× 10−1 3.90× 10−1

3.300× 10−7 3.82× 10−14 3.50× 10−1 3.67× 10−1

3.340× 10−7 3.46× 10−14 3.50× 10−1 3.57× 10−1

3.350× 10−7 3.36× 10−14 3.50× 10−1 3.54× 10−1

3.361× 10−7 3.26× 10−14 3.50× 10−1 3.50× 10−1

Πίνακας 4.14: ΄Οπως στον Πνκ. 4.13, αλλά για n = 1.5, ϐαρυονική µάζα M̃ =
1.228× 105 και ισηµερινή ακτίνα του περιστρεϕόµενου αστέρα r̄e = 1.045×
106.

Ω ρ(re)c Vbound Vfree
2.30× 10−7 5.77× 10−13 2.72× 10−1 3.32× 10−1

2.60× 10−7 5.45× 10−13 3.04× 10−1 3.59× 10−1

2.70× 10−7 5.50× 10−13 3.16× 10−1 3.58× 10−1

2.80× 10−7 5.62× 10−13 3.28× 10−1 3.56× 10−1

2.90× 10−7 5.75× 10−13 3.40× 10−1 3.54× 10−1

3.00× 10−7 5.84× 10−13 3.52× 10−1 3.52× 10−1
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Πίνακας 4.15: ΄Οπως στον Πνκ. 4.13, αλλά για n = 2.0, ϐαρυονική µάζα M̃ =
6.778× 104 και ισηµερινή ακτίνα του περιστρεϕόµενου αστέρα r̄e = 1.076×
106.

Ω ρ(re)c Vbound Vfree
1.60× 10−7 5.86× 10−13 1.84× 10−1 2.60× 10−1

1.70× 10−7 6.05× 10−13 1.96× 10−1 2.57× 10−1

1.80× 10−7 6.25× 10−13 2.08× 10−1 2.53× 10−1

1.90× 10−7 6.40× 10−13 2.19× 10−1 2.49× 10−1

2.00× 10−7 6.48× 10−13 2.31× 10−1 2.43× 10−1

2.07× 10−7 6.67× 10−13 2.40× 10−1 2.40× 10−1

Πίνακας 4.16: ΄Οπως στον Πνκ. 4.13, αλλά για n = 2.5, ϐαρυονική µάζα M̃ =
2.755× 104 και ισηµερινή ακτίνα του περιστρεϕόµενου αστέρα r̄e = 1.084×
106.

Ω ρ(re)c Vbound Vfree
0.800× 10−7 6.33× 10−13 8.88× 10−2 1.62× 10−1

1.000× 10−7 7.70× 10−13 1.11× 10−1 1.62× 10−1

1.150× 10−7 8.20× 10−13 1.28× 10−1 1.63× 10−1

1.400× 10−7 9.60× 10−13 1.56× 10−1 1.64× 10−1

1.440× 10−7 1.00× 10−12 1.60× 10−1 1.65× 10−1

1.495× 10−7 1.03× 10−12 1.66× 10−1 1.66× 10−1
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Πίνακας 4.17: ΄Οπως στον Πνκ. 4.13, αλλά για n = 2.9, ϐαρυονική µάζα M̃ =
4.406× 103 και ισηµερινή ακτίνα του περιστρεϕόµενου αστέρα r̄e = 1.029×
106.

Ω ρ(re)c Vbound Vfree
4.50× 10−8 1.65× 10−13 4.65× 10−2 6.59× 10−2

5.00× 10−8 2.00× 10−13 5.16× 10−2 6.58× 10−2

5.20× 10−8 2.50× 10−13 5.37× 10−2 6.48× 10−2

5.60× 10−8 2.80× 10−13 5.78× 10−2 6.47× 10−2

6.10× 10−8 3.10× 10−13 6.29× 10−2 6.53× 10−2

6.39× 10−8 3.22× 10−13 6.59× 10−2 6.59× 10−2
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800 000 1.0´106 1.2´106 1.4´106 1.6´106 1.8´106
r

-2.´10-14

2.´10-14

4.´10-14

6.´10-14

ΡIreM

1.0´106 1.5´106 2.0´106
r

-2.´10-16

2.´10-16

4.´10-16

6.´10-16

8.´10-16

ΡIreM

Σχήµα 4.1: Η πυκνότητα µάζας ηρεµίας ρ(re) συναρτήσει της ακτινικής συν-
τεταγµένης r̄, σε ϐαρυτικές µονάδες, για αδιατάρακτα πολυτροπικά µοντέλα
µέγιστης µάζας, µε n = 1.0 (πάνω σχήµα) και n = 2.9 (κάτω σχήµα).
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1.0´106 1.5´106 2.0´106
r

-2.´10-14

2.´10-14

4.´10-14

6.´10-14

ΡIreM

500 000 1.0´106 1.5´106 2.0´106
r

5.´10-14

1.´10-13

1.5´10-13

2.´10-13

2.5´10-13

3.´10-13

ΡIreM

1.0´106 1.5´106 2.0´106
r

-2.´10-15

2.´10-15

4.´10-15

6.´10-15

8.´10-15

ΡIreM

Σχήµα 4.2: ΄Οπως στο Σχ. 4.1, αλλά για πολυτροπικά µοντέλα µε n = 1.5
(πάνω σχήµα), n = 2.0 (µεσαίο σχήµα) και n = 2.5 (κάτω σχήµα).
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500 000 1.0´106 1.5´106 2.0´106
r

-200 000

-100 000

100 000

mIreM

500 000 1.0´106 1.5´106
r

1.´10-14

2.´10-14

3.´10-14

4.´10-14

PIreM

Σχήµα 4.3: Η µάζα m(re) (πάνω σχήµα) και η πίεση Pre (κάτω σχήµα) συναρ-
τήσει της ακτινικής συντεταγµένης r̄, σε ϐαρυτικές µονάδες, για αδιατάρακτο
πολυτροπικό µοντέλο µέγιστης µάζας, µε n = 1.5.
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500 000 1.0´106 1.5´106 2.0´106
r

-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

FIreM

500 000 1.0´106 1.5´106 2.0´106
r

-100

-50

50

HdE�dPLHreL

Σχήµα 4.4: ΄Οπως στο Σχ. 4.3, αλλά για την Φ(re) (πάνω σχήµα) και
την (dE/dP )(re) (κάτω σχήµα).
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500 000 1.0´106 1.5´106 2.0´106
r

50 000

100 000

150 000

m0 IreM

500 000 1.0´106 1.5´106 2.0´106
r

0.01

0.02

0.03

0.04

p0 IreM

Σχήµα 4.5: ∆ιαταρακτική συνάρτηση m0(re) (πάνω σχήµα) και p0(re) (κάτω
σχήµα) συναρτήσει της ακτινικής συντεταγµένης r̄, σε ϐαρυτικές µονάδες,
για οµοιόµορϕα περιστρεϕόµενο πολυτροπικό µοντέλο µέγιστης µάζας, µε
n = 1.5.
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500 000 1.0´106 1.5´106 2.0´106
r

0.001

0.002

0.003

0.004

0.005

0.006

0.007

h2 JreN

500 000 1.0´106 1.5´106 2.0´106
r

-0.0001

0.0001

0.0002

Υ2 JreN

Σχήµα 4.6: ΄Οπως στο Σχ. 4.5, αλλά για την h2(re) (πάνω σχήµα) και
την υ2(re) (κάτω σχήµα). Η απλή γραµµή αϕορά το εσωτερικό του µη πε-
ϱιστρεϕόµενου αστέρα (r̄ < R), ενώ η έντονη γραµµή αϕορά το διάστηµα
(r̄ > R).
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500 000 1.0´106 1.5´106
r

-4000

-2000

2000

4000

6000

8000

m2 IreM

500 000 1.0´106 1.5´106 2.0´106
r

-0.05

-0.04

-0.03

-0.02

-0.01

p2 IreM

Σχήµα 4.7: ΄Οπως στο Σχ. 4.5, αλλά για την m2(re) (πάνω σχήµα) και
την p2(re) (κάτω σχήµα).
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500 000 1.0´106 1.5´106
r

-2.´10-8

-1.´10-8

1.´10-8

w1 IreM

500 000 1.0´106 1.5´106
r

-1.´10-9

1.´10-9

2.´10-9

3.´10-9

w3 IreM

Σχήµα 4.8: ΄Οπως στο Σχ. 4.5, αλλά για την w1(re) (πάνω σχήµα) και
την w3(re) (κάτω σχήµα).
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-1´106 -500 000 0 500 000 1´106

-500 000

0

500 000

x

z

-1´106 -500 000 0 500 000 1´106

-500 000

0

500 000

x

z

Σχήµα 4.9: Μεσηµβρινές τοµές πολυτροπικών µοντέλων µε µέγιστη µάζα και
Κεπλεριανή γωνιακή ταχύτητα για n = 1.0 (πάνω σχήµα) και n = 2.9 (κάτω
σχήµα). Συνεχής καµπύλη: σύνορο του µη περιστρεϕόµενου µοντέλου. Λε-
πτή διακεκοµµένη καµπύλη: σύνορο του περιστρεϕόµενου µοντέλου που υ-
πολογίστηκε µε την ϐοήθεια της Εξ. (3.23) και εµπεριέχει ως τιµή της K′, αυ-
τήν που παίρνουµε από την λύση του γραµµικού συστήµατος (3.19)–(3.20),
(K′ = K̃′). ΄Εντονη διακεκοµµένη καµπύλη: σύνορο του αντίστοιχου περι-
στρεϕόµενου µοντέλου που υπολογίστηκε µε την ϐοήθεια της Εξ. (3.23) και
εµπεριέχει ως τιµή της K′, αυτήν που παίρνουµε από τον αλγόριθµο λεπτής
ϱύθµισης (§ 3.1.3, Εξς. (3.49)–(3.53)), (K′ = K′).
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500 000
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Σχήµα 4.10: ΄Οπως στο Σχ. 4.9, αλλά για πολυτροπικά µοντέλα µε n = 1.5
(πάνω αριστερά σχήµα), n = 2.0 (πάνω δεξιά σχήµα) και n = 2.5 (κάτω
σχήµα).
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3.05´10-7 3.1´10-7 3.15´10-7 3.2´10-7 3.25´10-7 3.3´10-7 3.35´10-7
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V
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Ω

0.30

0.32

0.34

0.36

V
HreL

Σχήµα 4.11: Οι ταχύτητες, Vbound (έντονη γραµµή) και Vfree (απλή γραµ-
µή) σε συνάρτηση µε την γωνιακή ταχύτητα Ω, για πολυτροπικά µοντέλα µε
(i) n = 1.0, ϐαρυονική µάζα M̃ = 2.202 × 105 και ισηµερινή ακτίνα του
περιστρεϕόµενου αστέρα r̄e = 1.107× 106 (πάνω σχήµα) και (ii) n = 1.5, ϐα-
ϱυονική µάζα M̃ = 1.228 × 105 και ισηµερινή ακτίνα του περιστρεϕόµενου
αστέρα r̄e = 1.045× 106 (κάτω σχήµα). ΄Ολες οι τιµές εκϕράζονται σε ϐαρυτι-
κές µονάδες.
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V
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Σχήµα 4.12: Οι ταχύτητες, Vbound (έντονη γραµµή) και Vfree (απλή γραµ-
µή) σε συνάρτηση µε την γωνιακή ταχύτητα Ω, για πολυτροπικά µοντέλα
µε (i) n = 2.0, ϐαρυονική µάζα M̃ = 6.778 × 104 και ισηµερινή ακτί-
να του περιστρεϕόµενου αστέρα r̄e = 1.076 × 106 (πάνω αριστερά σχήµα),
(ii) n = 2.5, ϐαρυονική µάζα M̃ = 2.755×104 και ισηµερινή ακτίνα του περι-
στρεϕόµενου αστέρα r̄e = 1.084×106 (πάνω δεξιά σχήµα) και (iii) n = 2.9, ϐα-
ϱυονική µάζα M̃ = 4.406 × 103 και ισηµερινή ακτίνα του περιστρεϕόµενου
αστέρα r̄e = 1.029× 106 (κάτω σχήµα). ΄Ολες οι τιµές εκϕράζονται σε ϐαρυτι-
κές µονάδες.
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4.2 Συµπεράσµατα

Στην παρούσα διατριβή, µελετήσαµε τους περιστρεϕόµενους αστέρες νε-
τρονίων στα πλαίσια της ΓΘΣ του Einstein. Επειδή οι εξισώσεις της ΓΘΣ
που περιγράϕουν την δοµή και και την εξέλιξη των αστέρων στον χωροχρόνο
είναι πολύπλοκες και µη γραµµικές, δεν λύνονται αναλυτικά, παρά µόνο α-
ϱιθµητικά. Χρησιµοποιώντας τις εξισώσεις Oppenheimer−V olkov για το µη
περιστρεϕόµενο πολυτροπικό µοντέλο, τις εξισώσεις που προκύπτουν για το
οµοιόµορϕα περιστρεϕόµενο πολυτροπικό µοντέλο σύµϕωνα µε την µέθοδο
διαταραχής του Hartle και τις εξισώσεις που προκύπτουν µε την εϕαρµογή
µιας διαταρακτικής προσέγγισης µε όρους τρίτης τάξης στην γωνιακή ταχύ-
τητα, καταλήξαµε σε ένα σύστηµα διαϕορικών εξισώσεων πρώτης τάξης, που
η λύση τους µας οδήγησε στον υπολογισµό σηµαντικών φυσικών ποσοτήτων
οι οποίες περιγράϕουν τον αστέρα νετρονίων. Με την κατασκευή κατάλληλων
προγραµµάτων πραγµατοποιήσαµε την αριθµητική ολοκλήρωση αυτού του
συστήµατος διαϕορικών εξισώσεων, ϐασιζόµενοι στις εξαιρετικές δυνατότητες
του ATOMFT, όσον αϕορά την επίλυση συστηµάτων διαϕορικών εξισώσεων
στο µιγαδικό επίπεδο και στο Mathematicar. Το κίνητρο για αυτή την προ-
σπάθεια αποτέλεσε η διαπίστωση ότι στην ϐιβλιογραϕία δεν είχε επιχειρηθεί
µέχρι σήµερα η αριθµητική επίλυση αυτού του συστήµατος στο µιγαδικό ε-
πίπεδο, λόγω της πολυπλοκότητας των εξισώσεων αλλά και της αριθµητικής
συµπεριϕοράς τους.

Σ΄ αυτό το σηµείο, πρέπει να δοθεί έµϕαση στο γνωστό «παράδοξο» που
αϕορά την µέθοδο διαταραχής του Hartle, σύµϕωνα µε το οποίο (όπως έχει
διαπιστωθεί από αρκετούς συγγραϕείς (π.χ. [9], ενότητες 4 και 7· επίσης [13],
§5.3), παρότι πρόκειται για µία µέθοδο διαταραχής για την περίπτωση αργής
περιστροϕής, δίνει αποτελέσµατα ικανοποιητικής ακρίβειας ακόµη και όταν
εϕαρµόζεται σε ταχέως περιστρεϕόµενους αστέρες νετρονίων.

Το κεντρικό σηµείο της παρούσας έρευνας συνίσταται στην εϕαρµογή της
µεθόδου CPS. Τα πλεονεκτήµατα που µας δίνει αυτή η µέθοδος είναι πολύ
σηµαντικά όσον αϕορά την διαπραγµάτευση του προβλήµατος που έχουµε
να λύσουµε. Τα κυριότερα εξ αυτών είναι τα ακόλουθα.
1. Λύνουµε το σύστηµα των διαϕορικών εξισώσεων µε ένα κατάλληλο πρό-
γραµµα στο ATOMFT και όχι µία-µία ξεχωριστά, µε αποτέλεσµα να απο-
φεύγουµε αριθµητικές παρεµβολές, που αθροιστικά προξενούν σηµαντικά
σϕάλµατα. Επίσης, αποϕεύγουµε ιδιοµορϕίες ή και απροσδιόριστες µορϕές,
ιδιαίτερα σε αρχικές συνθήκες που επιβάλλονται στο κέντρο του αστέρα ή
στην επιϕάνεια του αδιατάρακτου µοντέλου.
2. Αϕαιρείται ο κρίσιµος περιορισµός του τερµατισµού της λύσης του προβλή-
µατος αρχικών τιµών λίγο πριν από την επιϕάνεια του µη περιστρεϕόµενου
αστέρα, όπως συζητήθηκε στις § 2.1 και 2.2. Αντ΄ αυτού, η αριθµητική ο-
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λοκλήρωση συνεχίζει απρόσκοπτα και πέραν του συνόρου του αδιατάρακτου
µοντέλου, οπότε η ακτίνα υπολογίζεται εύκολα ως η ϱίζα του πραγµατικού
µέρους της συνάρτησης της πυκνότητας. Επίσης, έχουµε την δυνατότητα να
περιγράψουµε την παραµόρϕωση που προκαλείται στην αστρική δοµή λό-
γω της περιστροϕής χωρίς να είµαστε αναγκασµένοι να χρησιµοποιήσουµε
οποιεσδήποτε αριθµητικές προεκβολές που όπως είναι γνωστό, πάσχουν από
σηµαντικά σϕάλµατα.
3. Λαµβάνοντας υπόψη κατάλληλα στους υπολογισµούς µας ένα ορισµένο
αριθµό συνθηκών, συνδυάζοντας την κλασική διαπραγµάτευση του διατα-
ϱακτικού σχήµατος του Hartle (3.23) και τις σχέσεις (3.45)–(3.48), που α-
πορρέουν από την δοµή της CPS, οδηγηθήκαµε τελικά στην διατύπωση του
αλγόριθµου λεπτής ϱύθµισης του K′ (§ 3.1.3, Εξς. (3.49)–(3.53)). Το απο-
τέλεσµα αυτού του αλγόριθµου στην συνέχεια, είναι η σηµαντική ϐελτίωση
όσον αϕορά την ακρίβεια των αριθµητικών αποτελεσµάτων µας σχετικά µε
την γεωµετρία του συνόρου του αστέρα νετρονίων (Πνκ. 4.11).

Τέλος, µε ϐάση αυτά τα αριθµητικά αποτελέσµατα (όσον αϕορά την γεω-
µετρία του αστέρα) που προέκυψαν από τον αλγόριθµο λεπτής ϱύθµισης, η
διαδικασία που αναπτύχθηκε για την κατασκευή µιας ακολουθίας αστρικών
µοντέλων σταθερών ϐαρυονικών µαζών µε οποιαδήποτε γωνιακή ταχύτητα Ω
(µικρότερης πάντα από το όριο της ταχύτητας διαϕυγής), µας επέτρεψε τον
υπολογισµό µε ικανοποιητική ακρίβεια του ορίου της µάζας διαϕυγής Ωms,
για κάθε πολυτροπικό µοντέλο που µελετήσαµε.

Η απλότητα της CPS, καθώς και ο υπολογισµός φυσικών ποσοτήτων µε
ικανοποιητική ακρίβεια, δίνουν το ερέθισµα για µια µελλοντική χρήση της
µεθόδου και σε άλλα σηµαντικά ϑέµατα που αϕορούν τους αστέρες νετρονίων,
όπως η διαϕορική περιστροϕή, το µαγνητικό πεδίο και τα ϐαρυτικά κύµατα.
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Παράρτηµα Α΄

Απόδειξη της εξίσωσης
υδροστατικής ισορροπίας
Εξ. (1.17)

Ξεκινάµε γράϕοντας τις τιµές της µετρικής gµν. Λόγω της σχέσης (1.10)
έχουµε

gtt = −eν , gtt = −e−ν , (Α΄.1)

grr = eλ, grr = e−λ, (Α΄.2)

gθθ = r2, gθθ = r−2, (Α΄.3)

gφφ = r2 sin2θ, gφφ = r−2 sin−2θ. (Α΄.4)

Υπενθυµίζουµε ότι στην § 1.3 είχαµε αποδείξει την σχέση ν = 2Φ. Ακολού-
ϑως, υπολογίζουµε τους τανυστές ενέργειας-ορµής T µν και Tµν = gµαgνβT

µν

σύµϕωνα µε την σχέση (1.11)

T tt = (E + P )ut ut + P gtt = (E + P )e−2Φ − Pe−2Φ = E e−2Φ,

Ttt = E e2Φ, (Α΄.5)

T rr = 0 + P grr = P e−λ,

Trr = P eλ, (Α΄.6)

T θθ = 0 + P gθθ = P r−2,

Tθθ = P r2, (Α΄.7)

Tφφ = 0 + P gφφ = P r−2 sin−2θ,

Tφφ = P r2 sin2θ, (Α΄.8)
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T µν = 0, Tµν = 0 για µ ̸= ν. (Α΄.9)

Οι υπολογισµοί των συντελεστών Christoffel γίνονται µε ϐάση την σχέση

Γλµν =
1

2
gλρ(gρµ,ν + gρν,µ − gµν,ρ) (Α΄.10)

οπότε παίρνουµε τους δεκατρείς µη µηδενικούς συντελεστές

Γttr = Γtrt = Φ,r,

Γrtt = e−λ+2ΦΦ,r,

Γrrr =
1

2
Λ,r,

Γrθθ = −r e−λ,
Γrφφ = −r sin2θe−λ,

Γθrθ = Γθθr =
1

r
Γθφφ = −sinθ cosθ

Γφrφ = Γφφr =
1

r
Γφθφ = Γφφθ = cotθ

Παραγωγίζοντας τον τανυστή ενέργειας-ορµής έχουµε

T µν;ν = (E + P );ν u
µuν + (E + P )

(
uµ;ν u

ν + uµ uν;ν
)
+ P;ν g

µν (Α΄.11)

και χρησιµοποιώντας τον προβολικό τελεστή

pαβ = uαuβ + gαβ, (Α΄.12)

παίρνουµε

pαµ T
µν
;ν = (E + P );ν (uαuµu

µuν + gαµ u
µuν)

+(E + P )(uαuµu
µ
;νu

ν + gαµu
µ
;νu

ν)

+(E + P )(uαuµu
µuν;ν + gαµu

µuν;ν)

+uαuµP;νg
µν + gαµ P;νg

µν =

(E + P );ν [uα(−1)uν + uαu
ν ]

+(E + P )

[
uα

1

2
(uµu

µ);ν u
ν + uα;νu

ν

]
+(E + P )

[
uα(−1)uν;ν + uαu

ν
;ν

]
+ uαu

νP;ν + gναP;ν =

0 + (E + P ) [0 + uα;νu
ν ] + 0 + uαu

ν P;ν + P;α =

(E + P )uα;νu
ν + uαu

νP;ν + P;α. (Α΄.13)
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Στις παραπάνω πράξεις έχουµε λάβει υπόψη τις σχέσεις

uαu
α = −1, uαu

α
;β =

1

2
(uαu

α);β = 0. (Α΄.14)

Σύµϕωνα µε την Εξ.(1.14), η σχέση (Α΄.13) γίνεται

(E + P )uα;νu
ν + uαu

νP;ν + P;α = 0 ⇒ (E + P )uα;νu
ν = −uαuνP;ν − P;α,

(Α΄.15)
που αποτελεί την εξίσωση Euler για την ΓΘΣ. Λόγω της γνωστής τανυστικής
σχέσης

Cα;β = Cα,β − ΓγαβCγ, (Α΄.16)

η σχέση (Α΄.15) γίνεται

(E + P )(uα,νu
ν − Γκανuκu

ν) = −P;α − uαu
νP;ν . (Α΄.17)

Από το άθροισµα uκu
ν, οι µόνοι όροι που δεν µηδενίζονται είναι αυτοί για

τους οποίους έχουµε κ = ν = t, οπότε

(E + P )(uα,tu
t − Γtαtutu

t)− P;α − uαu
tP;t. (Α΄.18)

Για α = r έχουµε

(E + P )(ur,tu
t − Γtrtutu

t) − P;r − uru
tP;t. (Α΄.19)

Οι συνιστώσες της τετραταχύτητας είναι ur = 0, uθ = 0, uφ = 0 (λόγω της
στατικότητας), ενώ λόγω της κανονικοποίησης

−1 = uµu
µ = gµνu

µuν = gttu
tut = −eνutut ⇒ ut = e−ν/2 = e−Φ. (Α΄.20)

Αντικαθιστώντας τον συντελεστή Christoffel και τις συνιστώσες της τετρατα-
χύτητας στην σχέση (Α΄.19) καταλήγουµε

dΦ

dr
= − 1

E + P

dP

dr
. (Α΄.21)

Υπολογίζουµε τώρα τους τανυστές Ricci, σύµϕωνα µε την σχέση

Rαβ = Γµαβ,µ − Γµαµ,β + ΓµαβΓ
ν
νµ − ΓµανΓ

ν
βµ. (Α΄.22)

Από το αµετάβλητο της µετρικής στις στροϕές προκύπτει χωρίς υπολογισµούς
ότι οι µεικτοί όροι Rij είναι µηδενικοί. Επίσης, από το αµετάβλητο κατά
την χρονική αντιστροϕή t → −t (στατική µετρική) προκύπτει ότι οι όροι
Rtj = Rit = 0. Συνεπώς, υπολογίζουµε τους διαγώνιους όρους του Rµν

Rtt = e−λ+2Φ

[
Φ′′ + (Φ′)

2 − 1

2
Φ′Λ′ +

2

r
Φ′
]
, (Α΄.23)
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Rrr = −Φ′′ − (Φ′)2 +
1

2
Φ′Λ′ +

2

r
Λ′, (Α΄.24)

Rθθ = 1 − e−λ − r e−λ
(
Φ′ − 1

2
Λ′
)
, (Α΄.25)

Rφφ = −sin2θ

[
−1 + e−λ + r e−λ

(
Φ′ − 1

2
Λ′
)]

= −sin2θRθθ. (Α΄.26)

Με την ϐοήθεια των όρων του τανυστή Ricci ϐρίσκουµε πλέον το ϐαθµωτό
Ricci R

R = gµνRµν = gttRtt + grrRrr + gθθRθθ + gφφRφφ =

−2 e−λ
[
Φ′′ − 1

2
Φ′Λ′ + (Φ′)2 +

2

r

(
Φ′ − Λ′

2

)
+

1

r2

]
. (Α΄.27)

Από τις εξισώσεις πεδίου του Einstein για την tt συνιστώσα παίρνουµε

Gtt = Rtt −
1

2
gttR = 8 π Ttt ⇒

λ′

r
e−λ − 1

r2
e−λ +

1

r2
= 8 π E ⇒

1 − e−λ +
λ′

r
e−λ = 8 π r2E. (Α΄.28)

Το αριστερό µέλος της τελευταίας σχέσης (Α΄.28) είναι η παράγωγος της πο-
σότητας r(1− e−λ), οπότε έχουµε

d

dr
[r (1 − e−λ)] = 8 π r2E. (Α΄.29)

Ορίζουµε την ποσότητα 1
2
r (1 − e−λ) ίση µε µια ϐοηθητική συνάρτηση, έστω

m

m(r) =
1

2
r (1 − e−λ), (Α΄.30)

οπότε η σχέση (Α΄.29) γίνεται

dm

dr
= 4 π r2E, (Α΄.31)

που σε ολοκληρωτική µορϕή γράϕεται

m(r) =

∫ R

0

4π r2E dr + m(0). (Α΄.32)

Ως γνωστόν, οποιαδήποτε και αν είναι η καµπυλότητα του χώρου µας, σε
αρκετά µικρή απόσταση από την αρχή των συντεταγµένων (r → 0) µπορούµε
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να τον ϑεωρήσουµε οριακά επίπεδο, οπότε η µετρική του εκϕυλίζεται στην
ευκλείδεια µορϕή

ds2 = −dt2 + dr2 + r2 (dθ2 + sin2 θdϕ2) (Α΄.33)

Σύµϕωνα µε την Εξ. (1.10), συµπεραίνουµε ότι eλ → 1, συνεπώς, λόγω της
σχέσης (Α΄.30) ϑα ισχύει m(0) → 0. ΄Αρα, η σχέση (Α΄.32) καταλήγει στην
εξίσωση

M =

∫ R

0

4 π r2E dr + m(0), (Α΄.34)

που µας δίνει την ολική µάζα του ϱευστού σε µονάδες µήκους. ΄Ετσι, η ποσό-
τητα m, που αυθαίρετα ορίσαµε στην (Α΄.30), έχει προϕανή φυσική σηµασία.
Λόγω της σχέσης (Α΄.30) ϐρίσκουµε και την Εξ. (1.18)

eλ =

(
1 − 2m

r

)−1

. (Α΄.35)

Από τις εξισώσεις πεδίου Einstein για την rr συνιστώσα παίρνουµε

Grr = Rrr − 1

2
grrR = 8 π Trr ⇒

2Φ′

r
+

1

r2
− 1

r2
eλ = 8 π P eλ ⇒

2

r
Φ′e−λ = 8 π P +

1

r
(1 − e−λ). (Α΄.36)

Λύνουµε την Εξ. (Α΄.36), ως προς Φ′, λαµβάνοντας υπόψη και την σχέση (Α΄.35)

Φ′ =
r

2

(
1 − 2m

r

)−1 [
8 π P +

1

r2

(
2m

r

)]
⇒

dΦ

dr
=

1

r2
(m + 4 π P r3)

(
1 − 2m

r

)−1

. (Α΄.37)

Αντικαθιστώντας την Εξ. (Α΄.21) στην τελευταία σχέση καταλήγουµε στην Εξ. (1.17).
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Παράρτηµα Β΄

Απόδειξη διαϕορικής εξίσωσης
συρµού από περιστροϕή
αδρανειακού συστήµατος

Για να ϐρούµε τον ϱυθµό περιστροϕής των αδρανειακών συστηµάτων
ω(r, θ), χρησιµοποιούµε µία από τις εξισώσεις πεδίου του Einstein

Rφ
t = 8 π Tφ

t, (Β΄.1)

που την αναπτύσσουµε και στα δύο µέλη, κρατώντας µόνο τον χαµηλότερο
όρο της γωνιακής ταχύτητας Ω (ϑεωρούµε µέχρι πρώτης τάξης όρους). Το
αριστερό µέλος της (Β΄.1) µπορεί να γραϕεί1

(−g)1/2Rφ
t =

[
(−g)1/2gtαΓφαν

]
,ν
. (Β΄.2)

Εδώ, ϑα πρέπει να τονίσουµε ότι όρους Ω3 και πάνω τους απορρίπτουµε.
Επίσης, εϕόσον µελετάµε την περίπτωση της αργής περιστροϕής, ϑα κρατή-
σουµε µόνο όρους ω(r, θ) και όχι ανώτερους. Συνεπώς η µετρική 1.21, µε
την αντικατάσταση του L µε το ω γίνεται

ds2 = −eνdt2 + eλdr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdφ2 − 2r2ω sin2 θdφdt, (Β΄.3)

όπου η ορίζουσα αυτής της µετρικής προκύπτει ύστερα από µερικές απλές
αλγεβρικές πράξεις2, ότι είναι

(−g)1/2 = r2sinθe(ν+λ)/2, (Β΄.4)

1σύµϕωνα µε την σχέση, που αποδεικνύεται στην εργασία των Landau−Lifshitz(1962),
σελ. 348.

2Ο όρος µε το ω2 παραλείπεται.
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ενώ οι συναλλοίωτες και ανταλλοίωτες συνιστώσες της µετρικής είναι

gtt = −eν , gtt = −e−ν , (Β΄.5)

grr = eλ, grr = e−λ, (Β΄.6)

gθθ = r2, gθθ = r−2, (Β΄.7)

gφφ = r2sin2θ, gφφ = r−2sin−2θ, (Β΄.8)

gtφ = −ωr2sin2θ, gtφ = −ωeλ. (Β΄.9)

Οι ανταλλοίωτες συνιστώσες ϐγαίνουν µε την απαίτηση

gµν = gαν = δαµ = {0, α ̸=µ1, α=µ (Β΄.10)

Με αυτή την µετρική (Β΄.3), η σχέση (Β΄.2) γράϕεται ως εξής

(−g)1/2Rφ
t = −1

2

[
(−g)1/2gij(gtφgφφ,j − gttgtφ,j)

]
,i
. (Β΄.11)

Τώρα, µπορούµε να υπολογίσουµε τους όρους3

gφt,r = −2ωrsin2θ − r2sin2θ
∂ω

∂r
,

gφφ,r = 2rsin2θ,

gφφ,θ = 2r2sinθcosθ,

gφt,θ = −2ωr2sinθcosθ − r2sin2θ
∂ω

∂θ
, (Β΄.12)

οπότε οι παρακάτω όροι παίρνουν τις εξής τιµές

gtφgφφ,r − gttgtφ,r = −2ωrsin2θ(e−λ + e−ν)− r2e−ν
∂ω

∂r
sin2θ,

gtφgφφ,θ − gttgtφ,θ = −2ωr2sinθcosθ(e−λ + e−ν)− r2e−ν
∂ω

∂θ
sin2θ, (Β΄.13)

Συνεπώς, η Εξ. (Β΄.11), αν λάβουµε υπόψη τις σχέσεις (Β΄.13) γίνεται

−2r2sinθe(ν+λ)/2)Rφ
t =

[
e−(ν+λ)/2)r4

∂ω

∂r
sin3θ

]
,r
+
[
e(λ−ν)/2)r2

∂ω

∂θ
sin3θ

]
,θ
+0(Ω3).

(Β΄.14)
Επειδή ο αστέρας εκτελεί µόνο περιστροϕική κίνηση για τις συνιστώσες της
τετραταχύτητας ur, uθ ϑα ισχύει

ur = uθ = 0. (Β΄.15)
3Υπενθυµίζουµε ότι κατά την διάρκεια των πράξεων, παραλείπουµε όρους ω2
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Για την συνιστώσα uφ έχουµε

uφ =
dφ

dτ
=
dφ

dt

dt

dτ
= Ωut. (Β΄.16)

Από την συνθήκη κανονικοποίησης της τετραταχύτητας έχουµε

uαuα = −1 ⇒ utut + urur + uφuφ + uθuθ = −1 ⇒
utut + uφuφ = −1 ⇒

gtt(u
t)2 + 2gφtu

tuφ + gφφ(u
φ)2 = −1. (Β΄.17)

Λαµβάνοντας υπόψη την σχέση (Β΄.16), η προηγούµενη σχέση γίνεται ([1],
Εξ. (36), [2], Εξ. (5)).

gtt(u
t)2 + 2Ωgφt(u

t)2 + Ω2gφφ(u
t)2 = −1 ⇒

ut =
[
− (gtt + 2Ωgtφ + Ω2gφφ)

]−1/2
. (Β΄.18)

Για έναν οµοιόµορϕα περιστρεϕόµενο αστέρα νετρονίων όπου η γωνιακή τα-
χύτητα Ω ϑεωρείται σταθερή για όλο το ϱευστό, ο τανυστής ενέργειας-ορµής
της σχέσης (Β΄.1) είναι

Tφ
t = (E + P )utuφ.

Η σχέση utuφ µπορεί να γίνει

utuφ = ut (uφ + uφgφφ)

= ut
(
utgtφ + Ωutgφφ

)
=

(
ut
)2

(gtφ + Ωgφφ) , (Β΄.19)

οπότε η σχέση (Β΄.19) για τον τανυστής ενέργειας-ορµής µε την ϐοήθεια της
σχέσης (Β΄.19) γίνεται

Tφ
t = (E + P )

(
ut
)2

(gtφ + Ωgφφ)

= (E + P ) e−ν (Ω − ω) r2sin2θ + 0
(
Ω3

)
. (Β΄.20)

Λαµβάνοντας τώρα υπόψη τις σχέσεις (Β΄.14), (Β΄.19) και µε την αντικατάστα-
ση της διαϕοράς Ω−ω µε την ποσότητα, που µας ενδιαϕέρει ω̄, (Εξ. 1.23), κα-
ταλήγουµε στην σχέση4 ([1], Εξ. (39))

1

r4
∂

∂r

[
r4e−(ν+λ)/2∂ω̄

∂r

]
+
e(λ− ν)/2

r2sin3θ

∂

∂θ

(
sin3θ

∂ω̄

∂θ

)
−16π (E + P ) e(λ− ν)/2ω̄ = 0.

(Β΄.21)
4Κρατάµε µόνον πρώτης τάξης όρους ως προς την Ω.
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Εδώ, ϑα πρέπει να υπενθυµίσουµε ότι οι µηδενικής τάξης εξισώσεις πεδίου
δίνονται από τις σχέσεις (1.15), (1.19) και (1.17). Ορίζουµε την ποσότητα

j = e−
ν+λ

2 . (Β΄.22)

Η παραπάνω σχέση µετατρέπεται ως εξής

jeλ =
1

j
e−ν . (Β΄.23)

Επειδή οι συναρτήσεις ν, λ είναι συναρτήσεις µόνον του r, παραγωγίζοντας
ως προς r την σχέση (Β΄.22), ϑα έχουµε

dj

dr
= −1

2
e−(ν+λ)/2

(
dν

dr
+
dλ

dr

)
⇒

dj

dr
= −1

2
j

(
dν

dr
+
dλ

dr

)
. (Β΄.24)

Σύµϕωνα µε τις σχέσεις (1.18), (1.19) προκύπτει

e−λ = 1 − 2m

r
⇒ −dλ

dr
e−λ =

2m

r2
− 2dm

rdr
⇒

1

2

dλ

dr
=

(
1

r

dm

dr
− m

r2

)
eλ =

(
4πrE − m

r2

)
eλ.

Αντίστοιχα, µέσω των σχέσεων (1.15), (1.17) παίρνουµε

1

2

dν

dr
=
m + 4πr3P

r2
eλ. (Β΄.25)

Συνδυάζοντας τις σχέσεις (Β΄.23), (Β΄.24), (Β΄.25) και (Β΄.25) έχουµε

dj

dr
= −e

−ν

j
4πr(E + P ). (Β΄.26)

Εποµένως, η Εξ. (Β΄.21) µε την ϐοήθεια των (Β΄.23), (Β΄.26) παίρνει την µορϕή

1

r4
∂

∂r

(
r4j

∂ω̄

∂r

)
+

4

r

dj

dr
ω̄ +

e(λ−ν)/2

r2sin3θ

∂

∂θ

(
sin3θ

∂ω̄

∂θ

)
= 0. (Β΄.27)

΄Ενα ανάπτυγµα του ω̄(r, θ) σε πολυώνυµα Legendre δεν ϑα διαχώριζε την
Εξ. (Β΄.27), γιατί τόσο το gtφ όσο και το ω, µετασχηµατίζονται κάτω από περι-
στροϕή όχι όπως ένα ϐαθµωτό στοιχείο, αλλά ως διανυσµατικό. Για να λύσου-
µε την Εξ.(Β΄.27) µε χωρισµό των µεταβλητών, χρειαζόµαστε να αναπτύξουµε
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πρώτα σε διανυσµατικές σϕαιρικές αρµονικές την ποσότητα ω̄(r, θ). Οι σχε-
τικές γωνιακές συναρτήσεις µπορούν να ϐρεθούν κατευθείαν πως είναι της
µορϕής ([34])

ω̄(r, θ) =
∞∑
l=1

ω̄l(r)
(
− 1

sinθ

dPl
dθ

)
. (Β΄.28)

Η ακτινική συνάρτηση ω̄l ικανοποιεί τότε την Εξ. ([1], Εξ. (43))

1

r4
d

dr

(
r4j(r)

dω̄l
dr

)
+

[
4

r

dj

dr
− e(λ−ν)/2

l(l + 1)− 2

r2

]
ω̄l = 0. (Β΄.29)

Εξετάζουµε τώρα την συµπεριϕορά της λύσης της Εξ. (Β΄.29), όπου για µικρά
r απαιτούµε η γεωµετρία να είναι οµαλή ενώ για µεγάλα r απαιτούµε να
είναι επίπεδη. Συνεπώς, για µικρά r, το j(r) είναι µια οµαλή συµµετρική
συνάρτηση έτσι ώστε η διαϕορική εξίσωση (Β΄.29) δέχεται µια συµπεριϕορά
της µορϕής

ω̄l → Ars+ +Brs−, r → 0 (Β΄.30)

όπου A,B σταθερές και

s± = −3

2
±

[
9

4
+
l(l + 1)− 2

j(0)

]1/2
. (Β΄.31)

Επειδή οι ποσότητες eν , eλ είναι ϑετικές, η συνάρτηση j(r) είναι παντού ϑε-
τική. Εάν η γεωµετρία είναι οµαλή κοντά στην πηγή του ϐαρυτικού πεδίου,
απαιτούµε το rs− → 0. Για µεγάλα r, η συνάρτηση j(r) γίνεται ίση µε την
µονάδα και η ω̄l παίρνει την µορϕή

ω̄l → Cr−l−2 +Drl−1, (Β΄.32)

όπου C,D σταθερές. Η συµπεριϕορά του ω̄ έχει ήδη φτιαχτεί κοντά στην
πηγή. Συνεπώς, ο λόγος των δύο σταθερών στην σχέση (Β΄.32) καθορίζεται
έτσι ώστε καµία να µην εξαϕανίζεται εκτός κι αν το κάνουν και οι δύο. Εάν
ο χώρος είναι επίπεδος για µεγάλα r, το ω πρέπει να ελαττώνεται γρηγο-
ϱότερα από το 1/r3 έτσι ώστε το ω̄(r) = Ω − ω να πλησιάζει το Ω. Κατά
συνέπειαν, από την σχέση (Β΄.32), γίνεται προϕανές, ότι όλες οι σταθερές στο
ανάπτυγµα Legendre του ω̄ εξαϕανίζονται εκτός από την περίπτωση για l = 1.
Εποµένως, το ω̄ είναι συνάρτηση µόνο του r και υπακούει στην διαϕορική
εξίσωση (1.24), ([1], Εξ.(46)).
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Παράρτηµα Γ΄

Πρόγραµµα επίλυσης του
προβλήµατος αρχικών τιµών µε
εϕαρµογή του ATOMFT

Στο παράρτηµα αυτό παραθέτουµε ολόκληρο το πρόγραµµα επίλυσης του
προβλήµατος αρχικών τιµών στο ATOMFT και εκθέτουµε ταυτόχρονα ορισµέ-
νες λεπτοµέρειες όσον αϕορά τους όρους που εµϕανίζονται σ΄ αυτόν προς
καλύτερη κατανόηση του αναγνώστη. Υπενθυµίζουµε ότι όλες οι αναγραϕό-
µενες τιµές στις φυσικές ποσότητες που αναϕέρονται στον κώδικα είναι σε
ϐαρυτικές µονάδες.
01. Ο όρος HF είναι η ϐοηθητική συνάρτηση A που γι΄ αυτήν έχουµε αναϕέ-
ϱει στην § 3.1.4.
02. Η ανεξάρτητη µεταβλητή X, που χρησιµοποιούµε εκϕράζει την απόσταση
από το κέντρο του αστέρα. Για να αποϕύγουµε την εµϕάνιση όρων της µορ-
φής (1/X)µ όπου µ = 1, 2, ..., αντικαθιστούµε την µεταβλητή X µε τον όρο Z

για τον οποίο ισχύει Z = X+ SMALLX, όπου καθορίζουµε ότι SMALLX = 10−3.
Το µονοπάτι της ολοκλήρωσης αρχίζει από το σηµείο r1 = ∆1 + i δ1 πολύ

κοντά στο κέντρο του αστέρα, αϕού π.χ. η Εξ. (2.1) δεν ορίζεται στο σηµεί-
ο r0 = 0. Συνεπώς, το ∆1 αντιστοιχεί στον όρο ZEROR = 10−3, ενώ το δ1
αντιστοιχεί στον όρο ZEROI = 0.5. Για το τελικό σηµείο στο µονοπάτι της
ολοκλήρωσης rmax = r(re)max + i δ1, η ποσότητα r(re)max αντιστοιχεί στον όρο
DSTNCE = 20× 105.
03. Για να αποϕύγουµε την εµϕάνιση όρων dΦ/dr σε παρανοµαστές διαϕό-
ϱων µαθηµατικών παραστάσεων ο όρος DGRPOT = dΦ/dr, αντικαθίσταται µε
τον όρο DGRPOZ για τον οποίο ισχύει DGRPOZ = DGRPOT+ ZERO, όπου καθορί-
Ϲουµε ότι ZERO = 10−8.
04. Ο όρος που αντιστοιχεί στην Κεπλεριανή γωνιακή ταχύτητα ΩK, είναι
ο COMCAP = 2.65761× 10−7.
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05. Ο όρος που αντιστοιχεί στο πραγµατικό µέρος του ϐαρυτικού δυναµι-
κού Φ(re)(r1) είναι ο GRPOIN = −4.76319 × 10−01, ενώ αντίστοιχα του φαν-
ταστικού µέρους Φ(im)(r1) είναι ο GRPIIN = −2.28372× 10−03.
06. Στο πραγµατικό µέρος της γωνιακής ταχύτητας Ωarb

(re) αντιστοιχεί ο όρος
OMARBR = 1.13206 × 10−10, ενώ αντίστοιχα στο φανταστικό µέρος Ωarb

(im) αντι-
στοιχεί ο όρος OMARBI = 3.30648× 10−13.
07. Ο όρος που αντιστοιχεί στο πραγµατικό µέρος της κεντρικής πυκνότητας
µάζας ηρεµίας, ρc(re), είναι ο DENSMR = 2.96185× 10−13, ενώ αντίστοιχα του
φανταστικού µέρους ρc(im) είναι ο DENSMI = 2.865× 10−15.
08. Για τις σταθερές ποσότητες που χρησιµοποιούµε έχουµε

POL = n = 1.5,
GAM = Γ = 5/3,
C = 2.99792458× 1010,
G = 6.6732× 10−8,
OMINCO = ω̄arb

(re)1 = 1.82342,
RKRU = K = 3.38866× 107 (Πολυτροπική σταθερά).

Για τον έλεγχο της ακρίβειας των αποτελεσµάτων του προβλήµατος χρη-
σιµοποιούµε την µεταβλητή ERRLIM (error criterion), στην οποία δίνουµε την
τιµή ERRLIM = 10−28. ΄Οπως έχουµε αναϕέρει στην § 3.1.4, όσον αϕορά
τον αριθµό των κορυϕών στο µιγαδικό µονοπάτι που ακολουθούµε ϑέτουµε
KPTS = 2. Με την µεταβλητή LENSER = 24 ορίζουµε το πλήθος των όρων
των σειρών Taylor. Τέλος, για τον αριθµό των ϐηµάτων ολοκλήρωσης δίνουµε
στην µεταβλητή NSTEPS = 10000.

Ακολουθεί στις επόµενες σελίδες το πρόγραµµα µας στο ATOMFT, για την
επίλυση του προβλήµατος αρχικών τιµών για πολυτροπικό δείκτη n = 1.5.



101

C File CPS15.ato

C CPS15. Illustrates simple ODEINP file

C Y.F. Chang, ATOMFT User Manual, Version 3.11

C Nonrotating neutron star model.

C Uniform rotation.

C Spherical-Quadrupole deformations.

COPTION DOUBLE,COMPLX,LENVAR=128,DUMP=6

DIFF(CDENS,X,0)=HF3

DIFF(CPRES,X,0)=RKRU*HF5

DIFF(HF,X,1)=-TOVA

DIFF(CMASS,X,1)=FOURPI*TOVB

DIFF(GRPOT,X,1)=DGRPOT

DIFF(DOMEGB,X,1)=-OMEGFA+OMEGFB+4.*OMEGFC

DIFF(OMEGB,X,1)=DOMEGB

DIFF(CM0,X,1)=1./3.*SPHM01+1./12.*SPHM02+SPHM03*CP0

DIFF(CP0,X,1)=-CHELP*(CM0*SPHP0A+SPHP0B+SPHP0C)+1./12.*SPHP0D

DIFF(CHU2,X,1)=-2.*CHH2*DGRPOT

DIFF(CHH2,X,1)=-COFACT*(2.*CHU2+CHH2*QUDEFA)

DIFF(CU2,X,1)=1./6.*QUDu2-2.*CH2*DGRPOT

DIFF(CH2,X,1)=COFACT*(QUDh2+1./3.*QUDEFB+1./12.*QUDEFC)

DIFF(GRPCON,X,0)=1./2.*ALOG(1.-2.*CMASS/Z)

DIFF(GRPINI,X,0)=GRPOIN+(GRPCON-GRPOT)

DIFF(OMGARB,X,0)=OMEGB+X/3.*DOMEGB

ZERO=1.D-8

SMALLX=1.D-3

PI=3.141592653589793D0

FOURPI=4.*PI

POL=1.5D0

POLINV=2./3.

GAM=5./3.

RKRU=3.38866D7

GRPOIN=-4.76319D-01

COMCAP=2.65761D-7

COMARB=1.13206D-10

CAPARB=COMCAP/COMARB
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Z=X+SMALLX

ZTO2=Z*Z

ZTO3=Z*ZTO2

XTO2=X*X

XTO3=X*XTO2

HF2=HF*HF

HF3=HF*HF2

HF4=HF2*HF2

HF5=HF2*HF3

DENS=HF3

PRESS=RKRU*HF5

DCPDCD=RKRU*GAM*HF2

TOTDEN=CDENS+POL*PRESS

DPLUSP=TOTDEN+PRESS

XM2CM=X-2.*CMASS

ZM2CM=Z-2.*CMASS

Z2MTO2=ZM2CM*ZM2CM

X2MTO2=XM2CM*XM2CM

CHELP=1./Z2MTO2

ZPZM2M=Z*ZM2CM

XPXM2M=X*XM2CM

DGRPOZ=DGRPOT+ZERO

COFACT=1./(ZPZM2M*DGRPOZ)

DGPTO2=DGRPOT*DGRPOT

TOV10=3.*ZPZM2M*HF2*DCPDCD

TOV20=DPLUSP/TOV10

TOV100=FOURPI*XTO2*PRESS

TOV200=CMASS+X*TOV100

TOVA=TOV20*TOV200

TOVB=XTO2*TOTDEN

DGRPOT=TOV200/ZPZM2M

EXPNI=1.-2.*CMASS/Z

EXPMIF=EXP(-GRPOT)

EPEXPL=DPLUSP/EXPNI

COMRES=CAPARB*OMEGB

DOMRES=CAPARB*DOMEGB

OMEGFA=4.*DOMEGB/Z
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OMEGFB=FOURPI*X*EPEXPL*DOMEGB

OMEGFC=FOURPI*EPEXPL*OMEGB

COMTO2=COMRES*COMRES

DOMTO2=DOMRES*DOMRES

EXPTO2=EXPMIF*EXPMIF

SPH10=FOURPI*XTO2*DPLUSP

SPH20=EXPTO2*COMTO2

SPHM01=2.*SPH10*SPH20*XTO2

SPH30=DOMTO2*EXPTO2

SPHM02=SPH30*XTO2*XPXM2M

SPHM02=SPH300*SPH250

DEDP=POL+1./DCPDCD

SPHM03=SPH10*DEDP

SPHP0A=1.+2.*TOV100

SPHP0B=CP0*SPH10*XM2CM

SPH40=-X+3.*CMASS+X*TOV100

SPHP0C=2./3.*SPH40*XPXM2M*SPH20

SPH50=DOMRES*XTO2*EXPTO2

SPH60=8.*COMRES+X*DOMRES

SPHP0D=SPH50*SPH60

QDHO10=2.*XPXM2M*DGPTO2

QDHO20=QDHO10-SPH10

QUDEFA=2.*CMASS/Z+QDHO20

QUD10=(1.+X*DGRPOT)*EXPTO2

QUD20=FOURPI*X*TOTDEN+DGRPOT

QUD30=4.*COMTO2*QUD20+X*DOMTO2

QUD40=2.*(1.+2.*X*DGRPOT)*COMTO2

QUD50=DOMTO2*XTO2+QUD40

QUD60=-2.*CMASS*QUD50

QUD70=QUD30*XTO2+QUD60

QUDu2=QUD10*QUD70

QUD80=(1.+QDHO10)*X

QUD90=-QUD40/(2.*COMTO2)

QUD100=QUD90*CMASS+QUD20*XTO2

QUDEFB=QUD100*QUD80*SPH20

QUD110=(-1.+QDHO10)*XPXM2M

QUDEFC=QUD110*XTO2*SPH30
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QUDh2=-2.*CU2-CH2*QUDEFA

$

IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z)

REAL*8 MUNIT

COMPLEX*16 GRPOIN,COMARB,CAPARB,POITO2,POITO4

COMPLEX*16 DEN,EXPNIN,EXGPTI,PRESIN

COMPLEX*16 CK1,CK2,CK1H,CK2H,QDK1T,QDK2T

$

C=2.99792458D10

G=6.6732D-8

MUNIT=C**2/G

PUNIT=C**4/G

OMUNIT=C

OMINCO=1.82342D0

COMBAR=OMINCO/OMUNIT

C

RKCGS=5.3802D9

RKRU=RKCGS*MUNIT**GAM/PUNIT

C

DENSMR=2.96185D-13

DENSMI=2.86500D-15

C

GRPRIN=-4.76319D-01 ! <= SECOND RUN/FIRST RUN => -5.D-1

GRPIIN=-2.28372D-03 ! <= SECOND RUN/FIRST RUN => 0.D0

GRPOIN=DCMPLX(GRPRIN,GRPIIN)

C

COMCAP=2.65761D-7

OMARBR=1.13206D-10 ! <= SECOND RUN/FIRST RUN => 1.D-10

OMARBI=3.30648D-13 ! <= SECOND RUN/FIRST RUN => 0.D0

COMARB=DCMPLX(OMARBR,OMARBI)

CAPARB=COMCAP/COMARB

C

NSTEPS=10000

MPRINT=6

LIST=16

ERRLIM=1.D-28

LENSER=24

ZEROR=1.D-3

ZEROI=5.D-1

DSTNCE=20.D5

KPTS=2
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POINTS(1)=DCMPLX(ZEROR,ZEROI)

POINTS(2)=DCMPLX(DSTNCE,ZEROI)

C

OPEN(UNIT=LIST,FILE=’CPS15.TXT’,STATUS=’UNKNOWN’)

POITO2=POINTS(1)*POINTS(1)

POITO4=POITO2*POITO2

DEN=DCMPLX(DENSMR,DENSMI)

PRESIN=1.D0/PUNIT*(RKCGS*(DEN*MUNIT)**GAM)

HF(1)=DEN**(1.D0/3.D0)

CDENS(1)=DEN

CMASS(1)=0.D0

CPRES(1)=PRESIN

GRPOT(1)=GRPOIN

DOMEGB(1)=0.D0

OMEGB(1)=COMBAR

CM0(1)=0.D0

CP0(1)=0.D0

EXPNIN=1.D0-2.D0*CMASS(1)/POINTS(1)

EXGPTI=EXP(-2.D0*GRPOIN)

QDK2T=-(2.D0/3.D0)*PI*EXPNIN*EXGPTI

CARBT2=CAPARB*CAPARB

COMBT2=COMBAR*COMBAR

CARCOM=CARBT2*COMBT2

CK1H=1.D0

CK2H=-(2.D0/3.D0)*PI*CK1H*(DEN+(POL+3.D0)*PRESIN)

CK1=1.D0

QDK1T=-(2.D0/3.D0)*PI*CK1*(DEN+(POL+3.D0)*PRESIN)

CK2=QDK1T+QDK2T*CARCOM*(DEN+(POL+1.D0)*PRESIN)

CHU2(1)=CK2H*POITO4

CHH2(1)=CK1H*POITO2

CU2(1)=CK2*POITO4

CH2(1)=CK1*POITO2

$

$
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Σε αυτό το σηµείο ϑα πρέπει να εξηγήσουµε ότι στο πρώτο µπλοκ του
ODEINP περιέχονται αρκετοί όροι που αντιπροσωπεύουν πολύπλοκες µαθη-
µατικές εκϕράσεις, που δηµιουργούν δυσκολίες στο ATOMFT όσον αϕορά
την ανάλυση σε σειρές Taylor κάθε συνιστώσας της λύσης. Για τον σκοπό αυτό
αναλύουµε αυτούς τους όρους σε επί µέρους απλούστερες µορϕές, διευκο-
λύνοντας σηµαντικά την εκτέλεση του προγράµµατος. Παρακάτω, δίνουµε
αναλυτικά τι αντιπροσωπεύει ο κάθε όρος που εµϕανίζεται στο πρώτο µπλοκ
του ODEINP.

HF = A = ρ1/3

PRESS = P = KA5

DCPDCD = dP
dρ

= ΓKA2

TOTDEN = E = ρ+ nP

DPLUSP = E + P

XM2CM = x − 2m

ZM2CM = z − 2m

Z2MTO2 = (z − 2m)2

X2MTO2 = (x − 2m)2

CHELP = 1
(z − 2m)2

ZPZM2M = z (z − 2m)

XPXM2M = x (x − 2m)

DGRPOT = dΦ
dr

= m + 4πx3P
z (z − 2m)

DGRPOZ = dΦ
dr

+ ZERO

COFACT = 1

z (z − 2m)

(
dΦ

dr
+ ZERO

)
DGPTO2 =

(
dΦ
dr

)2

TOV10 = z (z − 2m)
(
dP
dρ

)
TOV20 = E + P

z (z − 2m)

(
dP

dρ

)
TOV100 = 4πx2P

TOV200 = m + 4πx3P

TOVA =
(E + P )

(
m + 4πx3P

)
z (z − 2m)

(
dP

dρ

)
TOVB = x2E

EXPNI = 1 − 2m/z

EXPMIF = e−Φ

EPEXPL = E + P
1 − 2m/z

COMCAP = Ω = 3.33305× 10−7

COMARB = Ωarb = 1.64822× 10−10

CAPARB = Ω
Ωarb
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OMEGB = ω̄

DOMEGB = dω̄
dr

COMRES = Ω
Ωarb

ω̄ = ϖ

DOMRES = Ω
Ωarb

ω̄
dr

OMEGFA =
4
dω̄

dr
z

OMEGFB = 4πx E + P
1 − 2m/z

dω̄
dr

OMEGFC = 4π E + P
1 − 2m/z

ω̄

COMTO2 = ϖ2

DOMTO2 =
(
dϖ
dr

)2

EXPTO2 = e−2Φ

SPH10 = 4πx2 (E + P )

SPH20 = ϖ2e−2Φ

SPHM01 = 8πx4 (E + P )ϖ2e−2Φ

SPH30 =
(
dϖ
dr

)2
e−2Φ

SPHM02 = x3 (x − 2m)
(
dϖ
dr

)2
e−2Φ

DEDP = n+ 1
dP/dρ

SPHM03 = 4πx2 (E + P )

(
n + 1

dP/dρ

)
SPHP0A = 1 + 8πx2P

SPHP0B = 4πx2p0 (x − 2m) (E + P )

SPH40 = −x + 3m + 4πx3P

SPHP0C = 2
3
x (x − 2m)

(
−x + 3m + 4πx3P

)
ϖ2e−2Φ

SPH50 = x2e−2Φ dϖ
dr

SPH60 = 8ϖ + xdϖ
dr

SPHP0D = x2e−2Φ dϖ
dr

[
8ϖ + xdϖ

dr

]
QDHO10 = 2x (x − 2m)

(
dΦ
dr

)2

QDHO20 = 2x (x − 2m)
(
dΦ
dr

)2
− 4πx2 (E + P )

QUDEFA = 2m
z

+ 2x (x − 2m)
(
dΦ
dr

)2
− 4πx2 (E + P )

QUD10 =
(
1 + xdΦ

dr

)
e−2Φ

QUD20 = 4πxE + dΦ
dr

QUD30 = 4ϖ2
[
4πxE + dΦ

dr

]
+ x (dϖ/dr)2

QUD40 = 2
(
1 + 2xdΦ

dr

)
ϖ2

QUD50 = x2
(
dϖ
dr

)2
+ 2

(
1 + 2xdΦ

dr

)
ϖ2

QUD60 = −2m

[
x2

(
dϖ
dr

)2
+ 2

(
1 + 2xdΦ

dr

)
ϖ2

]
QUD70 = x2

[
4ϖ2

(
4πxE + dΦ

dr

)
+ x

(
dϖ
dr

)2
]
− 2m

[
x2

(
dϖ
dr

)2
+ 2

(
1 + 2xdΦ

dr

)
ϖ2

]
QUDu2 =

(
1 + xdΦ

dr

)
e−2Φ

{
x2

[
4ϖ2

(
4πxE + dΦ

dr

)
+ x

(
dϖ
dr

)2
]
−2m

[
x2

(
dϖ
dr

)2
+ 2

(
1 + 2xdΦ

dr

)
ϖ2

]}
QUD80 = x

[
1 + 2x (x − 2m)

(
dΦ
dr

)2
]

QUD90 = −
(
1 + 2xdΦ

dr

)
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QUD100 = −m
(
1 + 2xdΦ

dr

)
+ x2

(
4πxE + dΦ

dr

)
QUDEFB = ϖ2e−2Φ

[
−m(1 + 2xdΦ

dr
) + x2

(
4πxE + dΦ

dr

)]
x

[
1 + 2x (x − 2m)

(
dΦ
dr

)2
]

QUD110 = x (x − 2m)

[
−1 + 2x (x − 2m)

(
dΦ
dr

)2
]

QUDEFC = x3 (x − 2m)
[
−1 + 2x (x − 2m) (dΦ

dr
)2
]
(dϖ
dr

)2e−2Φ

QUDh2 = −2υ2 − h2

[
2mz + 2x (x − 2m)

(
dΦ
dr

)2
− 4πx2 (E + P )

]

Θα περιγράψουµε τώρα τον τρόπο µε τον οποίο δηµιουργήθηκε σταδιακά
ο όρος TOVA.

ZM2CM = Z − 2. ∗ CMASS = z − 2m
ZPZM2M = Z ∗ ZM2CM = z (z − 2m)

TOV10 = 3. ∗ ZPZM2M ∗ HF2 ∗ DCPDCD = z (z − 2m)
(
dP
dρ

)
TOTDEN = CDENS + POL ∗ PRESS = E = ρ + nP
DPLUSP = TOTDEN + PRESS = E + P = ρ + (n + 1)P

TOV20 = DPLUSP/TOV10 = E + P

z (z − 2m)

(
dP

dρ

)
TOV100 = FOURPI ∗ XTO2 ∗ PRESS = 4πx2P
TOV200 = CMASS + X ∗ TOV100 = m + 4πx3P

TOVA = TOV20 ∗ TOV200 =
(E + P )

(
m + 4πx3P

)
z (z − 2m)

(
dP

dρ

)

Παραθέτουµε τον παρακάτω Πίνακα µε τους όρους DENS = ρ, PRESS =
P , DCPDCD = dP/dρ, TOV10, οι οποίοι αντιστοιχούν σε διαϕορετικές
µαθηµατικές εκϕράσεις λόγω της χρήσης ή όχι της ϐοηθητικής συνάρτη-
σης HF = A, όπως έχουµε περιγράψει στην παράγραϕο (3.1.4).
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Πίνακας Γ΄.1: Μαθηµατικές εκϕράσεις που αντιστοιχούν στους όρους DENS,
PRESS, DCPDCD, TOV10, για διάϕορα πολυτροπικά µοντέλα.

n DENS PRESS DCPDCD TOV10

1.0 ρ P KΓρ KΓρ z(z − 2m)
1.5 A3 KA5 KΓA2 3KΓz(z − 2m)A4

2.0 A2 KA3 KΓA 2KΓz(z − 2m)A2

2.5 A5 KA7 KΓA2 5KΓz(z − 2m)A6

2.9 A29 KA39 KΓA10 29KΓz(z − 2m)A38
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Παράρτηµα ∆΄

Μονάδες που χρησιµοποιούνται
στην διατριβή

Στην µαθηµατική επεξεργασία του προβλήµατός µας (Κεϕ. (3)–(4)), οι
συµπεριλαµβανόµενες φυσικές ποσότητες είναι εκπεϕρασµένες σε ¨βαρυτικές
µονάδες¨ (σε συντοµία `gu΄· ([48], §3.3)), που καλούνται επίσης και ¨γεωµε-
τροποιηµένες µονάδες¨ (ϐλέπε [9], [53]). Σ΄ αυτές τις µονάδες η παγκόσµια
σταθερά της ϐαρύτητας, G και η ταχύτητα του φωτός στο κενό, c, λαµβάνονται
ίσες µε την µονάδα cgu = Ggu = 1· και το ¨µήκος¨ είναι το µοναδικό ¨βασικό¨
µέγεθος µε µονάδα µέτρησης το centimeter (σε συντοµία `cm΄). Οι ϐαρυτικές
µονάδες µιας φυσικής ποσότητας q είναι συνεπώς εκπεϕρασµένες στην µονά-
δα ϐάσης, cm, υψωµένη σε έναν κατάλληλο εκθέτη, γ, δηλαδή [q]gu = cmγ.
Από την άλλη µεριά, το σύστηµα µονάδων ‘centimeter-gram-second units’(σε
συντοµία `cgs΄), που χρησιµοποιείται εκτενώς στην Αστροϕυσική, έχει ως ϐα-
σικές µονάδες το ¨µήκος¨ µε µονάδα µέτρησης το cm, την ¨µάζα¨ µε µονάδα
µέτρησης το gram, (σε συντοµία `g΄) και τον ¨χρόνο¨ µε µονάδα µέτρησης το
second (σε συντοµία `s΄). Οι µονάδες cgs της ποσότητας q είναι συνεπώς εκπε-
φρασµένες ως [q]cgs = cma gb sd. Για παράδειγµα, [c]cgs = cm1 g0 s−1 = cm s−1

και [G]cgs = cm3 g−1 s−2. Χάριν απλότητας, ϑα χρησιµοποιήσουµε παρακάτω
τα σύµβολα c και G για τις cgs µονάδες· συνεπώς ϑα γράϕουµε c αντί του ccgs
και [c] αντί του [c]cgs (παροµοίως και για το G). Αν τα εκθετικά που περιλαµ-
ϐάνονται στις µονάδες της ποσότητας q, που επίσης καλούνται ¨διαστάσεις¨,
είναι όλες µηδέν σ΄ ένα σύστηµα µονάδων, τότε η q, είναι ¨αδιάστατο¨ µέγεθος
σ΄ αυτό το σύστηµα.

Οι ϐαρυτικές µονάδες της q, [q]gu = cmγ, µπορούν να καθοριστούν από
έναν κατάλληλο συνδυασµό των εκθετών α, β, γ, a, b, d, έτσι ώστε

cmγ =
[G]β

[c]α
cma gb sd, (∆΄.1)
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ή ισοδυνάµως
[c]α

[G]β
cmγ = cma gb sd. (∆΄.2)

Αντικαθιστώντας τα [c] και [G], παίρνουµε cmα−3β+γ gβ s2β−α = cma gb sd, οι
οποίες διαχωρίζονται (λόγω της ανεξαρτησίας των τριών µονάδων ϐάσεων), σε
ένα σύστηµα αλγεβρικών εξισώσεων

α− 3β + γ = a,
β = b,

2β − α = d.
(∆΄.3)

Για παράδειγµα, η πυκνότητα ϱ έχει cgs µονάδες [ϱ]cgs = cm−3 g1 s0, δηλα-
δή, a = −3, b = 1, d = 0. Οπότε, β = 1 (από Εξ. (∆΄.3ϐ)), α = 2 (από
β και Εξ. (∆΄.3ς)), γ = −2 (από β, α, και Εξ. (∆΄.3α)) και [ϱ]gu = cm−2·
έτσι ϱ έχει διάσταση [−2] σε ϐαρυτικές µονάδες. Ο συντελεστής µετατρο-
πής της ϱ από ϐαρυτικές µονάδες σε cgs µονάδες είναι cα/Gβ = c2/G· έτσι
ϱcgs = (c2/G) × ϱgu. Αντιστρόϕως, ο συντελεστής µετατροπής της ϱ από cgs
µονάδες σε ϐαρυτικές µονάδες είναι Gβ/cα = G/c2· έτσι ϱgu = (G/c2)× ϱcgs.
Τώρα, παίρνουµε σαν δεύτερο παράδειγµα το ϐαρυτικό δυναµικό Φ, που έ-
χει cgs µονάδες [Φ]cgs = cm2 g0 s−2, δηλαδή, a = 2, b = 0, d = −2. Οπότε,
β = 0, α = 2, γ = 0 και [Φ]gu = cm0· συνεπώς το Φ έχει διάσταση [0] σε
ϐαρυτικές µονάδες (αδιάστατο). Ο συντελεστής µετατροπής του Φ από ϐα-
ϱυτικές µονάδες σε cgs µονάδες είναι cα/Gβ = c2· έτσι Φcgs = c2 × Φgu.
Αντιστρόϕως, ο συντελεστής µετατροπής του Φ από cgs µονάδες σε ϐαρυτικές
µονάδες είναι Gβ/cα = 1/c2· συνεπώς Φgu = (1/c2) × Φcgs. Εργαζόµενοι
ανάλογα, µπορούµε να επιβεβαιώσουµε τις ϐαρυτικές µονάδες και τους συ-
ντελεστές µετατροπής, που δίνονται στον Πίνακα ∆΄.1, για διάϕορες φυσικές
ποσότητες (επί του ϑέµατος ϐλέπε επίσης [13], Πίνακας 1).

Εϕόσον έχουµε υπολογίσει µια φυσική ποσότητα σε ϐαρυτικές µονάδες,
µπορούµε να τις µετατρέψουµε είτε σε cgs µονάδες, είτε σε ¨πολυτροπικές
µονάδες¨ (σε συντοµία `pu΄· [22], § 2, Εξς. (4)–(13)]). Σε πολυτροπικές µονά-
δες όλες οι φυσικές ποσότητες είναι αδιάστατες. Πράγµατι, η πολυτροπική
σταθερά K (για λεπτοµέρειες στα πολύτροπα, ϐλέπε § 1.2), έχει σε cgs µο-
νάδες [K]cgs = cm2+(3/n) g−1/n s−2, όπου n είναι ο πολυτροπικός δείκτης και
σε ϐαρυτικές µονάδες [K]gu = cm2/n, που καθορίζονται από την διαδικασία
που εξηγείται ανωτέρω. Συνεπώς, ο συντελεστής Kn/2

gu έχει ϐαρυτικές µονά-
δες [K

n/2
gu ]gu = cm(2/n)(n/2) = cm· είναι εποµένως µια ϑεµελιώδης κλίµακα

µήκους του φυσικού συστήµατος. ∆ιαιρώντας την qgu µε Kγ(n/2)
gu (αµϕότερες

έχουν µονάδες cmγ ), υπολογίζουµε την αδιάστατη ποσότητα qgu, που εκϕράζει
την ποσότητα q σε πολυτροπικές µονάδες. Τέτοιοι συντελεστές έχουν χρησι-
µοποιηθεί στην § 4.1 (Πίνακες 4.1–4.5) για την µετατροπή διάϕορων φυσικών
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Πίνακας ∆΄.1: Συντελεστές µετατροπής ϐαρυτικών µονάδων σε cgs µονάδες.

Φυσική ποσότητα Βαρυτικές µονάδες Συντελεστής µετατροπής Αριθµητική τιµή

Μήκος cm 1 1.000(+00)
Μάζα cm c2/G 1.347(+28)
Χρόνος cm 1/c 3.336(−11)
Πυκνότητα cm−2 c2/G 1.347(+28)
Πίεση cm−2 c4/G 1.210(+49)
Ενέργεια cm c4/G 1.210(+49)
Βαρυτικό δυναµικό αδιάστατο c2 8.988(+20)
Ταχύτητα αδιάστατο c 2.998(+10)
Γωνιακή ταχύτητα cm−1 c 2.998(+10)
Ορµή cm c3/G 4.038(+38)
Στροϕορµή cm2 c3/G 4.038(+38)
Ροπή αδράνειας cm3 c2/G 1.347(+28)
Τετραπολική ϱοπή cm3 c6/G3 2.443(+84)

ποσοτήτων από ϐαρυτικές µονάδες σε πολυτροπικές µονάδες (επί του ϑέµα-
τος, ϐλέπε επίσης [15], Πίνακας 1).



114

Ευχαριστίες

Ο συντάκτης αναγνωρίζει την χρήση του ATOMFT System.



Βιβλιογραϕία

[1] J. B. Hartle, Astrophys. J. 150, 1005 (1967).

[2] J. B. Hartle and K. S. Thorne, Astrophys. J. 153, 807 (1968).

[3] J. B. Hartle, Astrophys. J. 24, 385 (1973).

[4] J. B. Hartle, Astrophys. J. 196, 653 (1975).

[5] J. B. Hartle, Astrophys. J. 161, 111 (1970).

[6] J. B. Hartle, Astrophys. J. 195, 203 (1975).

[7] J. B. Hartle, Astrophys. J. 198, 467 (1975).

[8] J. B. Hartle and J. L. Friedman Astrophys. J. 196, 653 (1975).

[9] O. Benhar, V. Ferrari, L. Gualtieri, S. Marassi, Phys. Rev. D
72,044028 (2005).

[10] V. S. Geroyannis, Astrophys. J. 327, 273 (1988).

[11] V. S. Geroyannis, Astrophys. J. 350, 355 (1990).

[12] V. S. Geroyannis and P. J. Papasotiriou, Astrophysical Journal Sup-
plement 121, 219 (1999).

[13] P. J. Papasotiriou and V. S. Geroyannis, Int. J. Mod. Phys. C 14, 3
(2003).

[14] P. J. Papasotiriou, V. S. Geroyannis, and S. A. Sanidas, International
Journal of Modern Physics C 18(11), 1735 (2007).

[15] V. S. Geroyannis, A. G. Katelouzos Int. J. Mod. Phys. C 19, 1863
(2008).

[16] E. Berti, F. White, A. Maniopoulou, M. Bruni, Mon. Not. R. Astron. Soc.
358, 923 (2005).

115



116

[17] S. L. Shapiro and A. P. Lightman, Astrophys. J. 207, 263 (1976).

[18] S. Chandrasekhar, Astrophys. J. 140, 417 (1964).

[19] R. F. Tooper, Astrophysical Journal 142, 1541 (1965).

[20] R. F. Tooper, Astrophysical Journal 143, 465 (1966).

[21] Gr. B. Cook, S. L. Shapiro, S. A. Teukolsky, Astrophys. J. 398, 203
(1992).

[22] Gr. B. Cook, S. L. Shapiro, S. A. Teukolsky, Astrophys. J. 422, 227
(1994).

[23] J. L. Friedmann, J. R. Ipser and L. Parker, Astrophys. J. 304, 115
(1986).

[24] G. Baym, C. Pethic and P. Sutherland, Astrophys. J. 170, 299 (1971).

[25] T. Nozawa, N. Stergioulas, E. Gourgoulhon, and Y. Eriguchi, Astron.
Astrophys. Suppl. Ser. 132, 431 (1998).

[26] A. Passamonti, A. Stavridis, and K. Kokkotas,Physical Review D 77,
024029 (2007).

[27] W. D. Arnett and R. L. Bowers,Astrophysical Journal Supplement 33,
415 (1977).

[28] K. D. Kokkotas and J. Ruoff, Astronomy and Astrophysics 366, 565
(2001).

[29] J. M. Bardeen, K. S. Thorne, and D. W. Meltzer, Astrophysical Journal
145, 505 (1966).

[30] D. Gondek, P. Haensel, and J. L. Zdunik, Astronomy and Astrophysics
325, 217 (1997).

[31] G. Chanmugan, Astrophysical Journal 217, 799 (1977).

[32] N. D. Lyford, T. W. Baumgarte, and S. L. Shapiro, Astrophysical Jour-
nal 583, 410 (2003).

[33] N. Stergioulas, T. A. Apostolatos, and J. A. Font, Monthly Notices of
the Royal Astronomica Society 352, 1089 (2004).

[34] T. Regge, J. Wheeler, Physical Review 108, 1063 (1957).



117

[35] Y. F. Chang, ATOMFT User Manual Version 3.11 (1994). Available from
Dr. George Corliss: George.Corliss@Marquette.edu.

[36] Y. F. Chang and G. Corliss, Computers Math. Applic. 28, 209 (1994).

[37] Y. F. Chang, Automatic solution of differential equations. In Constru-
ctive and Computational Methods for Differential Equations, edited by
D. L. Colton and R. P. Gilbert, Springer Lecture Notes in Mathematics
430, 61 (1974).

[38] Y. F. Chang and G. Corliss, J. Inst. Math. Appl. 25, 349 (1980).

[39] Y. F. Chang and G. Corliss, ACM Trans. Math. Soft. 8, 114 (1982).

[40] G. Corliss, READ.ME for ATOMFT Version 3.11 (ATOMFT Com-
piler, version 3.11, Copyright (C) 1979-94, Y. F. Chang.
Version 3.11 completed (6/21/93)), revised 20-JAN-1994 by
George Corliss (1994). Available from Dr. George Corliss:
George.Corliss@Marquette.edu.

[41] G. Corliss, Math. Comp. 35, 1181 (1980).

[42] D. M. Monro, FORTRAN 77 (E. Arnold, London, 1982).

[43] R. V. Churchill, Complex variables and applications (McGraw-Hill, New
York, 1960).

[44] Fr. White, Geometrical and physical aspects of rotating neutron star
models,
(University of Portsmouth, 2005).

[45] N. Stergioulas, Rotating Neutron Stars (RNS) Package, which is availa-
ble at www.gravity.phys.uwm.edu/rns/index.html.

[46] L.S. Finn, Phys. Rev. Lett. 73, 1878 (1994).

[47] M.H. van Kerkwĳk, J. van Paradĳs, E.J. Zuiderwĳk Astron. Astrophys.
303, 497 (1995).

[48] N. K. Glendenning, Compact Stars, Nuclear Physics, Particle Physics,
and General Relativity, Second Edition (Springer-Verlag, New York,
2000).

[49] O. Gron, S. Hervik, Einstein’ s General Theory of Relativity - Springer
(2007).



118

[50] L. Landau, E. Lifshitz, Classical Theory of Fields - (Εκδόσεις: Addison-
Wesley).

[51] S. L. Shapiro and S. A. Teukolsky, Black Holes, White Dwarfs, and
Neutron Stars (J. Wiley, New York, 1983).

[52] B. F. Schutz, ΓΕΝΙΚΗ ΣΧΕΤΙΚΟΤΗΤΑ- (Εκδόσεις: Cambridge University
Press Copyright ©1974).

[53] J. B. Hartle, GRAVITY (An Introduction to Einstein’s General Relativity)-
(Εκδόσεις: Addison-Wesley Copyright ©2003).

[54] S. Wolfram, The Mathematica Book, 5th ed. Wolfram Media, Inc., 2004.



Ευρετήριο

αδιαβατικός δείκτης, 2
ϐαρυονική µάζα, 46
ϐαρυτική δυναµική ενέργεια, 47
ϐαρυτικό δυναµικό, 31
διόρθωση τρίτης τάξης στην ϐαρυτική

δυναµική ενέργεια, 50
διόρθωση τρίτης τάξης στην περιστρο-

φική κινητική ενέργεια, 50
διόρθωση τρίτης τάξης στην ϱοπή α-

δράνειας, 49
διόρθωση τρίτης τάξης στην στροϕορ-

µή, 49
εξς. Oppenheimer-Volkoff, 7
γωνιακή ταχύτητα Kepler , 5
ιδιοµάζα, 46
ισηµερινή περιϕερειακή ακτίνα, 37
ισηµερινή συντεταγµένη ακτίνα, 37
µέθοδος Hartle, 4
ολική πίεση, 37
ολική πυκνότητα µάζας-ενέργειας, 37
περιστροϕική κινητική ενέργεια, 46
πολική περιϕερειακή ακτίνα, 37
πολική συντεταγµένη ακτίνα, 37
πολυτροπική σταθερά, 2
πολυτροπικός δείκτης, 2
πυκνότητα µάζας-ενέργειας, 3
πυκνότητα της µάζας ηρεµίας, 2
ϱοπή αδράνειας, 46
σϕαιρική παραµόρϕωση, 12
σϕαιρική παραµόρϕωση ακτίνας, 48
σϕαιρική παραµόρϕωση ϐαρυονικής

µάζας, 47

σϕαιρική παραµόρϕωση ϐαρυτικής µά-
Ϲας, 47

σϕαιρική παραµόρϕωση ιδιοµάζας, 47
στροϕορµή, 32
τετραπολική διόρθωση ακτίνας, 15
τετραπολική διόρθωση µάζας, 15
τετραπολική διόρθωση πίεσης, 15, 36
τετραπολική παραµόρϕωση, 14
τετραπολική ϱοπή, 35
Complex-Plane Strategy, 21
dragging of the inertial frames, 8

mass-shedding limit, 50

119


