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1. Κανόνες  Feynman 

 

 
(i) Σε κάθε κορυφή του διαγράµµατος αντιστοιχούµε τον όρο :  -ieγµ. 
          Για την 	ερί	τωση του Σχ. 1, ό	ου έχουµε µία κορυφή φωτονίου-  
          ηλεκτρονίου θα έχουµε :  (-ie) γµ(2π)

4
δ(p-p΄-k). 

 

                                                           
                                                                       Σχ. 1 

 

(ii) Σε κάθε εν δυνάµει φωτόνιο ορµής  k  (Σχ. 2), αντιστοιχούµε 

τον όρο :  µν

F µν

-ig
iD (k) =

2
k +iε

 

 

                                                    
                                                       Σχ. 2 

 
(iii) Σε κάθε εν δυνάµει φερµιόνιο ορµής p  (Σχ. 3), αντιστοιχούµε   

          τον όρο :  
i

iS (p) =
F 2 2p-m+iε

p m

p m iε
+/=

/ − +
 

 

                                                     
                                                       Σχ. 3 

 

(iv)     Για τα πραγµατικά σωµάτια : 
 

           
                                                        Σχ. 4 
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                                               Σχ. 5 

 

         Αρχικό ηλεκτρόνιο : u(p,s)     Σχ.4 (α) 

         Τελικό ηλεκτρόνιο :  u(p,s)    Σχ.4 (β) 

         Αρχικό ποζιτρόνιο :  (p,s)υ    Σχ.4 (δ) 

         Τελικό ποζιτρόνιο :  (p,s)υ     Σχ.4 (γ) 

         Αρχικό φωτόνιο :  ε(k,λ)        Σχ. 5(στ) 

         Τελικό φωτόνιο :  *ε (k,λ)       Σχ. 5(ε) 
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             2.  Ελαστική σκέδαση ηλεκτρονίου από εξωτερικό    

                  στατικό πεδίο. 

 

       

                                   

                                                   
                                                   Σχ. 6 

 

    Στο Σχ. 6,  βλέπουµε το διάγραµµα Feynman στην χαµηλότερης τάξης 

προσέγγιση. Το πλάτος Feynman, δίνεται από την σχέση : 

                              
( ) ( ) ( ) ( )o

oM ie u A ue′ ′/= p p -p p        (2-1) 

  Στην προσέγγιση δεύτερης τάξης, η σκέδαση γίνεται µέσω των τεσσάρων 

διαδικασιών, οι οποίες περιγράφονται από τα παρακάτω διαγράµµατα Feynman 

(Σχ. 7).  Στο κάθε διάγραµµα αυτού του σχήµατος, µπορεί να θεωρηθεί σαν µια 

τροποποίηση του διαγράµµατος χαµηλότερης τάξης (Σχ. 6), µε τις αντιστοιχίσεις 

που φαίνονται στο Σχ. 8.  Για παράδειγµα, το διάγραµµα Feynman (α - Σχ. 7) 

προέκυψε, κάνοντας την αντικατάσταση του διαγράµµατος (α – Σχ. 8), στην 

εισερχόµενη γραµµή του ηλεκτρονίου του διαγράµµατος ( Σχ. 6 ), κ.ο.κ. 

  Στο Σχ. 8  φαίνονται και οι τρεις απαιτούµενες αντικαταστάσεις, από τις οποίες 

στο (α) έχουµε το κοµµάτι της αυτοενέργειας του ηλεκτρονίου, στο (β) το 

κοµµάτι της αυτοενέργειας του φωτονίου (vacuum polarization) και στο (γ) το 

κοµµάτι κορυφής, οι µαθηµατικές περιγραφές των οποίων σύµφωνα µε τους 

κανόνες του Feynman είναι αντίστοιχα : 

 

  

ieo
2
 Σ HpL =

HieoL2
H2 πL4  ‡ d

4
 kiDF

µν
 HkL γµ

 iSF Hp−kL γν H2−2L
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                                              Σχ. 7 

 
2

2 40

0 4

( )
( ) ( 1) ( ) ( )

(2 )
F F

ie
ie q Tr d p iS p q iS p

µν µ νγ γ
π

Π = − +∫      (2-3) 

2

2 40

0 4

( )
( , ) ( ) ( ) ( )

(2 )
F F F

ie
e p p d k iS p k iS p k iD k

µ α µ β αβγ γ γ
π

′ ′Λ = − −∫     (2-4) 

 

      Tα πλάτη Feynman για τα διαγράµµατα (α),(b),(c),(d)  του Σχ. 7  είναι 

αντίστοιχα : 

                   
(2) 2

o e F oaM = ie u(p )A (p - p)iS (p)ie Σ(p)u(p)′ ′′ ′′ ′′ ′////         (2-5) 
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                                                   Σχ. 8 

 

 

    
(2) 2

o o F eb
M ie u(p )ie (p )iS (p )A (p - p)u(p)′ ′ ′ ′/= Σ  (2-6) 

(2) 2( ) ( ) ( ) ( ) ( - ) ( )o o e
F

cM ie u p u p iD q ie q A p p u pλ λµ µν
νγ′ ′/= Π                             (2-7) 

(2) 2

o o eµd

µ
M = ie u(p )e Λ p p u(p)A (p - p)( , )′ ′ ′′ ′ ′′ ′ ′′ ′ ′////                                               (2-8) 
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3.  Οµαλοποίηση - Επανακανονικοποίηση 
 

   Θα περίµενε κανείς ότι η χρήση των όρων (2-2),(2-3),(2-4) να βελτιώνει τα 

αποτελέσµατα. Εν τούτοις όµως, τα ολοκληρώµατα που εµφανίζονται σ’αυτούς 

τους όρους αποκλίνουν, τόσο για τις µεγάλες τιµές των k,p   όσο και για τις 

πολύ µικρές τιµές του k . Κατά συνέπεια, τα αποτελέσµατα δεν θα έχουν φυσική 

έννοια. Eξ άλλου είχε γίνει αντιληπτό ότι οι γραµµές στα διαγράµµατα Feynman 

παριστάνουν γυµνά ηλεκτρόνια και όχι πραγµατικά ηλεκτρόνια που 

παρατηρούµε στο εργαστήριο. Τα πραγµατικά ηλεκτρόνια είναι ντυµένα, δηλαδή 

συνέχεια εκπέµπουν και απορροφούν ενδιάµεσα φωτόνια. H άρση αυτού του 

προβλήµατος γίνεται σε δύο βήµατα : 

1) Πρώτα η θεωρία  «οµαλοποιείται», δηλαδή γίνονται επεµβάσεις π.χ. µε 

χρησιµοποίηση µιας παραµέτρου αποκοπής (cut-off) Λ, σύµφωνα µε την 

οποία η υπό ολοκλήρωση ποσότητα πολλαπλασιάζεται µε µια κατάλληλη 

συνάρτηση της Λ, έτσι ώστε να οδηγούν σε σύγκλιση τα διάφορα 

ολοκληρώµατα ώστε να µην υπάρχουν αποκλίσεις σε όλες τις τάξεις 

προσέγγισης. Η αρχική θεωρία επανακτάται, αφήνοντας την συνάρτηση 

αυτή της Λ να τείνει στην µονάδα. Μια άλλη µέθοδος είναι η διαστατική 

οµαλοποίηση(dimensional regularization), µε την οποία οι αποκλίσεις των 

τετραπλών ολοκληρωµάτων παύουν να υφίστανται αν θεωρήσουµε τα 

ολοκληρώµατα πάνω σε χώρους d-διαστάσεων και µετά πάρουµε το όριο 

4d → . 

2) Μετά ακολουθεί  η επανακανονικοποίηση(renormalization), που 

στηρίζεται στην διαφοροποίηση των πραγµατικών σωµατίων. Όλα τα 

άπειρα που εµφανίζονταν στα διαγράµµατα Feynman απορροφώνται σε 

δύο σταθερές, που είναι η διαφορά στην µάζα (∆m) µεταξύ ενός 

πραγµατικού (m) και ενός γυµνού (mo) ηλεκτρονίου και στην  αντίστοιχη 

διαφορά φορτίου µεταξύ ενός πραγµατικού (e) ηλεκτρονίου και ενός 

γυµνού (eο) ηλεκτρονίου. 

 

Α)  ∆ιόρθωση φωτονικού διαδότη (photon propagator) 

 

   Σ’αυτήν την διόρθωση κάνουµε την αντικατάσταση  :  

                 
2

( ) ( ) ( ) ( )
F F o F

k k e k kiD iD i iD
αβ αµ µν νβ→ Π     (3-1) 

όπου Π
µν είναι το ολοκλήρωµα που αναφέρθηκε στην εξ. (2-3). Αυτό µπορεί να 

γραφεί και ως εξής : 
2

2 40 0 0

0 4 2 2 2 2

0 0

[ ( ) ( )]
( )

(2 ) [( ) ][ ]

e Tr p k m p m
ie k d p

p k m i p m i

µ ν
µν γ γ

π ε ε
/− + + +/ /Π =

+ − + − +∫      (3-2) 

  Αυτός ο τανυστής δεύτερης τάξης  Π
µν

 µπορεί να γραφεί µε την γενική µορφή 

(µε χρήση µόνο του k
µ
 τετρα-διανύσµατος): 
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                  2 2( ) ( ) ( )k g k k k B kµν µν µ ν= − Α +Π       
(3-3) 

  Αποδεικνύεται µέσω της διατήρησης των ρευµάτων, ότι οι όροι που είναι 

ανάλογοι της τετρα-ορµής  του φωτονίου µηδενίζονται. Έτσι ο όρος Π
µν

 γίνεται : 

                               2( ) ( )k g kµν µν= − ΑΠ     (3-4) 

 Αν λάβουµε υπόψιν και τον όρο χαµηλότερης τάξης (βλέπε Σχ. 9) τότε η 

αντικατάσταση (3-1) γίνεται : 

            
2

02 2 2 2
( )

ig ig ig ig
ie k

k i k i k i k i

αβ αβ αµ νβµν

ε ε ε ε
− − − −

→ + Π
+ + + +

       (3-5) 

οπότε αν αντικαταστήσουµε και την (3-4) έχουµε : 

 
                                                   Σχ. 9 

 

 

              
2 2

02 2 2

1
1 ( )

ig ig
e k

k i k i k i

αβ αβ

ε ε ε
− −  → − Α + + + 

       (3-6) 

Αυτή η έκφραση (3-6) µπορεί να γραφεί επίσης : 

                 
4

02 2 2 2

0

0( )
( )

ig ig
e

k i k i e k

αβ αβ

ε ε
− −

→ +
+ + + Α

       (3-7) 

 Το δεξί µέλος της σχέσης (3-7) αναπαριστάνει τον διαδότη του πραγµατικού 

φωτονίου και έχει πόλο στο σηµείο:  -
2 2

0
( )e kΑ  και δεδοµένου ότι το φωτόνιο 

έχει µηδενική µάζα ηρεµίας, απαιτούµε : 

                                   
2(0) ( 0) 0A A k= = =          (3-8) 

Έτσι, µπορούµε να γράψουµε : 

                        
2 2 2 2( ) (0) ( )

c
A k k A k k′= + Π         (3-9) 

όπου :  

2

2

2 02

( )
(0) ( 0) |

( ) k

dA k
A A k

d k =
′ ′≡ = =   

και ο 
2( )

c
kΠ  µηδενίζεται γραµµικά ως προς το 

2
k  για  

2
k = 0. Αντικαθιστώντας 

την εξ. (3-9) στην εξ. (3-6) και πολλαπλασιάζοντας µε 
2

0
e , βρίσκουµε : 

     
2 2 2 4 2

0 0 0 02 2 2
1 (0) ( )

c

ig ig ig
e e e e k

k i k i k i

αβ αβ αβ

ε ε ε
− −

′→ − Α + Π  + + +
     (3-10) 

  Ο πολλαπλασιασµός µε τον όρο 
2

0
e  γίνεται, λόγω εφαρµογής των κανόνων 

Feynman στην περίπτωση των κορυφών. Μία σηµαντική παρατήρηση που 

µπορούµε να κάνουµε στην σχέση (3-10), είναι ο πρώτος όρος του δεξιού µέλους 
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που είναι ίσο µε το αριστερό µέλος πολλαπλασιασµένο µε τον όρο :  
2

0
1 (0)e ′− Α , δηλαδή είναι σαν τα σωµάτια που αλληλεπιδρούν διαµέσου του 

διορθωµένου φωτονικού διαδότη να έχουν φορτίο e αντί του eo, όπου : 

                                    [ ]2 2 2

0 0
1 (0)e e e A′= −       (3-11) 

ή πιο ολοκληρωµένα : 

              
1/ 2 2 4

3 0 0 0 0

1
1 (0) 0( )

2
e Z e e e A e

 ′≡ = − +  
        (3-12) 

  Η σχέση αυτή ορίζει τον επανακανονισµό του φορτίου και συνδέει το φορτίο e 

ενός πραγµατικού αλληλεπιδρώντος σωµατίου µε το φορτίο eο του µοντέλου  

του. Για τον υπολογισµό διαφόρων φυσικών µεγεθών , π.χ. της ενεργού διατοµής 

σε µία σκέδαση θα πρέπει να χρησιµοποιούµε το πραγµατικό φορτίο. Στο όριο 

που επανακτούµε την αρχική θεωρία, ο όρος 
2( )

c
kΠ  θα είναι πεπερασµένος , 

ενώ το µέγεθος Ζ3 θα αποκλίνει, πράγµα όµως που δεν έχει καµία συνέπεια στα 

διάφορα προβλεπόµενα φυσικά µεγέθη, αφού συνδέει το µη πραγµατικό, άρα και 

µη παρατηρήσιµο φορτίο  eο , µε το πραγµατικό e . Η φυσική σηµασία αυτού του 

επανακανονισµού έγκειται στο γεγονός ότι η ηλεκτροµαγνητική αλληλεπίδραση 

µεταξύ φορτισµένων σωµατίων συνδέεται άµεσα µε το φορτίο αυτών, συνεπώς 

κάποια αλλαγή στην αλληλεπίδραση θα πρέπει να αντανακλάται στο φορτίο. 

 

 

Β)    ∆ιόρθωση φερµιονικού διαδότη (fermion propagator) 

 

   Στην περίπτωση (α) του Σχ. 8, είχαµε δει την διόρθωση της αυτοενέργειας 

φερµιονίου στον φερµιονικό διαδότη, που δίνεται από την εξ. (2-2). Μετά από 

κάποιες πράξεις µε την βοήθεια των ταυτοτήτων συστολής παίρνουµε : 

           

2

2 40 0

0 4 2 2 2

0

2 2 41
( )

(2 ) ( )

e p k m
ie p d k

k i p k m iπ ε ε
/− −/Σ =

+ − − +∫      (3-13) 

 Σ’αυτό το ολοκλήρωµα βρόχου (loop integral) εµφανίζεται υπεριώδης απόκλιση 

(ultra-violet divergent) στο όριο k →∞ . Επίσης η οµαλοποίηση και η 

επανακανονικοποίηση της εξ. (3-13) οδηγεί σε ολοκληρώµατα που δεν έχουν 

µόνο υπεριώδη απόκλιση αλλά επίσης και υπέρυθρη απόκλιση(infra-red 

divergent), δηλαδή αποκλίνουν στο όριο 0k → .  Εύκολα µπορούµε να 

αφαιρέσουµε  αυτές τις αποκλίσεις, κάνοντας την αντικατάσταση : 

                    
2 2 2 2 2

1 1 1

k i k i k iε λ ε ε
→ −

+ − + − Λ +
      (3-14) 

όπου λ µία πολύ µικρή υπέρυθρη παράµετρος αποκοπής ( 0λ→ ) και Λ µια 

υπεριώδης παράµετρος αποκοπής (Λ→∞ ). 
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                                                  Σχ. 10 
 

  Τελικά ο διορθωµένος διαδότης (Σχ. 10) θα δίνεται από την αντικατάσταση : 

2

0

0 0 0 0

( )
i i i i

ie p
p m i p m i p m i p m iε ε ε ε

→ + Σ
− + − + − + − +/ / / /

     (3-15) 

 Αν λάβουµε υπόψιν την ταυτότητα : 

                          
1 1 1 1 1 1 1

...B B B
A B A A A A A A

= + + +
−

      (3-16) 

η σχέση (3-16) γίνεται : 

                     
4

02

0 0 0

0( )
( )

i i
e

p m i p m e p iε ε
→ +

− + − + Σ +/ /
      (3-17) 

  Το αριστερό µέλος είναι ο διαδότης του µη πραγµατικού φερµιονίου, που έχει 

έναν πόλο στο σηµείο mo. To δεξί µέλος αναπαριστάνει τον διαδότη του 

πραγµατικού φερµιονίου, για τον οποίο απαιτούµε να έχει πόλο στο σηµείο :     

m = mo + δm,  όπου m η µάζα του  πραγµατικού φερµιονίου και mo η µάζα του 

µοντέλου. Η διαφοροποίηση των µαζών οφείλεται στην αλληλεπίδραση µεταξύ 

του φερµιονικού και φωτονικού πεδίου που εµφανίστηκε στην δεύτερης τάξης 

προσέγγιση. Η σχέση αυτή ορίζει τον επανακανονισµό της µάζας.  

  Στην δεύτερης τάξης προσέγγιση, εφαρµόζοντας την διαδικασία όπως στην (Α) 

περίπτωση, θέτουµε  : 

                  ( ) ( ) ( ) ( )
c

p A p m B p m pΣ = + − + − Σ/ /       (3-18) 

µε  ( ) |
p m

A p =/
= Σ  .  Αντικαθιστώντας αυτή την σχέση στο δεξί µέλος της (3-17) 

παίρνουµε :              
2

0m e Aδ = −      (3-19) 

 Η εξ. (3-17) τότε ανάγεται στην  

4

02 2

0 0 0

0( )
( )(1 ) ( ) ( )

c

i i
e

p m i p m e B e p m p iε ε
→ +

− + − + + − Σ +/ / /
   (3-20) 

ή διατηρώντας µόνο όρους  
2

00( )e : 

  
2 2 4

0 0 0

0

[(1 ) ( )] 0( )
c

i i
e B e p e

p m i p m iε ε
→ − − Σ +

− + − +/ /
      (3-21) 

 Εφαρµόζοντας  την ίδια διαδικασία και για το φορτίο παίρνουµε την σχέση :  

                      
2 2 2 2 6

2 0 0 0 0(1 ) 0( )e Z e e e B e= = − +       (3-22) 

 Η διαφοροποίηση του φορτίου έχει επίσης ως αιτία την αλληλεπίδραση του 

φερµιονικού πεδίου µε το φωτονικό. 
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Γ)  Tροποποίηση κορυφής (διόρθωση διαδικασίας δηµιουργίας ζεύγους e
+ 

e
-
 ) 

 

     Θεωρούµε την δεύτερης τάξης τροποποίηση κορυφής, όπως φαίνεται στο    

Σχ. 11. Η αντικατάσταση είναι : 

           
2

0 0 0( , ) [ ( , )]ie i p p ie e p p
µ µ µ µγ γ′ ′→ Γ = + Λ       (3-23) 

όπου ο όρος  Λ
µ
(p΄,p) δόθηκε στην εξ. (2-4), που µπορεί να γραφεί : 

4

4 2

1 1
( , )

(2 )

i d k
p p

k i p k m i p k m i

µ α µ
αγ γ γ

π ε ε ε
−

′Λ =
′ / /+ − − + − − +/ /

∫    (3-24) 

όπου m η πραγµατική µάζα του φερµιονίου. Ο όρος  Λ
µ
(p΄,p) είναι ταυτόχρονα 

µε υπέρυθρη και υπεριώδη απόκλιση. 

 

      
     

                                                            Σχ. 11 

   Kάνουµε τις συντµήσεις : 

                   ,   ,   P k m i q p P q p Pε ′ ′/∆ = / − − + = − / = − // / / /  

οπότε χρησιµοποιώντας την ταυτότητα (3-16), οι διαδότες φερµιονίων στη σχέση 

(3-24) γράφονται : 

                 
1 1 1 1

p k m i p k m i q q

µ µγ γ
ε ε

= =
′ ′/ /− − + − − + + ∆ + ∆/ / / /

 

                         
1 1 1 1 1 1

... ...q q
µγ   ′= − + − +/ /   ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆   

         (3-25) 

 Ορίζουµε τον όρο ( , )
c

p p
µ ′Λ  ως εξής : 

                             ( , ) ( , )
c

p p L p p
µ µ µγ′ ′Λ = + Λ       (3-26) 

όπου L µια βαθµωτή σταθερά. Το κίνητρο για το γράψιµο της ( , )p p
µ ′Λ  µε την 

µορφή της (3-26) είναι γιατί στο όριο Λ→∞ , η QED αποκαθίσταται, το L 

αποκλίνει, αλλά ο όρος ( , )
c

p p
µ ′Λ  παραµένει  καλά  καθορισµένος  και  

πεπερασµένος. Αντικαθιστώντας την (3-26) στην εξ. (3-23) βρίσκουµε : 

          
2 2

0 0 0 0( , ) [ (1 ) ( , )]
c

ie i p p ie e L e p p
µ µ µ µγ γ′ ′→ Γ = + + Λ       (3-27) 
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Ορίζουµε µια σταθερά Ζ1 επανακανονικοποίησης του φορτίου : 

                            
2 50

0 0 0

1

(1 ) 0( )
e

e e e L e
Z

= = + +       (3-28) 

οπότε η (3-27) γράφεται : 

         
2 5

0 ( , ) [ ( , )] 0( )
c

ie i p p ie e p p e
µ µ µ µγ γ′ ′→ Γ = + Λ +      (3-29) 

  Λαµβάνοντας υπόψιν και τις προηγούµενες σχέσεις επανακανονισµού του 

φορτίου εξάγουµε ότι η συνολική σχέση µεταξύ πραγµατικού και µη φορτίου θα 

είναι :                   0 3 2 1/e e Z Z Z=     (3-30) 

Η σχέση (3-30) αποδεικνύεται ότι είναι ισοδύναµη µε την σχέση :                     

                                                0 3e e Z=      (3-31) 

Παρατηρούµε ότι ο επανακανονισµός του φορτίου εξαρτάται µόνο από τις 

διορθώσεις του φωτονικού διαδότη. 
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4. Υπολογισµός διορθωµένης ενεργού διατοµής στην ελαστική 

σκέδαση ηλεκτρονίου από εξωτερικό στατικό πεδίο. 

 

 Είχε αναφερθεί στην §2, εξ. (2-1) το πλάτος Feynman στην χαµηλότερης 

τάξης προσέγγιση. Η ενεργός διατοµή θα δίνεται από την σχέση : 
2 2

(0) 2 2

0

| | | ( ) ( ) ( ) |
2 2

s e r

d m m
M u A u

d

σ
π π

      ′ /= =     Ω     
p q p      (4-1) 

όπου  ′=q p - p , και  | | | |′ =p p  . 

  Για παράδειγµα, θεωρούµε την σκέδαση ηλεκτρονίων από πεδίο Coulomb ενός 

βαρέως  πυρήνα, που αντιµετωπίζεται  ως σηµειακό φορτίο (Mott scattering). 

Στην  βαθµίδα Coulomb το δυναµικό έχει την µορφή : 

                                     ( ) ,0,0,0
4 | |

a

e

Ze
A x

π
 

=  
 x

       (4-2) 

όπου στον χώρο των ορµών γίνεται : 

                                         
2

( ) ,0,0,0
| |

a

e

Ze
A

 
=  
 

q
q

        (4-3) 

 Αντικαθιστούµε την (4-3) στην (4-1) και αθροίζοντας και υπολογίζοντας τους 

µέσους όρους πάνω στα spins των ηλεκτρονίων βρίσκουµε την µη πολωµένη 

ενεργό διατοµή : 
2

0 2

4
,0

2 2

0 0 2 2

4 4
(4-4)

(2 ) 1
| ( ) ( ) |

| | 2

( ) 2( )
{( ) ( ) } ( )       

2 | | | |

s r

r s

d maZ
u u

d

aZ aZ
Tr p m p m E m

σ
γ

γ γ

  ′= = Ω 

′ ′= + + = + +/ /

∑ p p

p.p

q

q q

 

  Εισάγοντας την γωνία σκέδασης θ, έχουµε : 

          
2 2 2 2 2| | cos ,   | | | | 4 | | sin ( / 2),  | |  Eθ θ υ′ ′= = = =p.p p q p - p p p  

οπότε  η (4-4) καταλήγει στην σχέση : 

          

2

2 2

2 4 4

0

( )
[1 sin ( / 2)]

4 sin ( / 2)

d aZ

d E

σ
υ θ

υ θ
  = − Ω 

      (4-5) 

 Η σχέση (4-5) µας δίνει το πλάτος σκέδασης σχετικιστικών ηλεκτρονίων από 

ένα πεδίο Coulomb. Στο µη σχετικιστικό όριο, αυτή η σχέση ανάγεται στον 

γνωστό τύπο σκέδασης του Rutherford : 

                                  

2

2 4 4

( )

4 sin ( / 2)

d

d m

σ α
υ θ

Ζ
=

Ω
        (4-6) 
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  Στην προσέγγιση δεύτερης τάξης είχαµε τα 4 διαγράµµατα Feynman 

(Σχ.7). Μετά την επανακανονικοποίηση µόνο τα διαγράµµατα (c) και (d) του 

(Σχ.7) δίνουν συνεισφορές, οπότε το πλάτος Feynman θα είναι : 
2 2

2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ( )] ( )

( )[ ( , )] ( ) ( )

e c e

c e

M ieu u A ieu u e q A q

ieu e p p u A

µ µ
µ µ

µ
µ

γ γ′ ′= + − Π +

′ ′+ Λ

p p q p p

p p q
        (4-7) 

  Ξεκινάµε τον υπολογισµό του όρου  e
2
Πc(k

2
). Κάνουµε διαστατική 

οµαλοποίηση της εξ. (3-2) που αφορά τον βρόχο αυτοενέργειας του φωτονίου, 

οπότε παίρνουµε : 
2 4

2

4 2 2 2 2

[ ( ) ( )]
( )

(2 ) [( ) ][ ]

D

De Tr p k m p m
ie k d p

p k m i p m i

µ ν
µν κ γ γ

π ε ε

− /− + + +/ /Π =
+ − + − +∫     (4-8) 

όπου κ είναι ένας παράγοντας κλίµακας µάζας. 

Υπολογίζουµε το ίχνος µε τη βοήθεια των παρακάτω σχέσεων ίχνους : 

   (I)

2     (ΙΙ)

( 2)   (ΙΙΙ)

( 4) 4

( ) ( )

( ) ( )[ ]     (ΙV)

( ... ) 0

g g D

g

DI

D

D g

r f D g

r f D g g g g g g

r

µν
µν

µ ν ν µ µν

λ
λ

α λ α
λ

α β λ α β αβ
λ

α β αβ

α β γ δ αβ γδ αγ βδ αδ βγ

α β µ ν

γ γ γ γ

γ γ

γ γ γ γ

γ γ γ γ γ γ

γ γ

γ γ γ γ

γ γ γ γ

=

+ =

 =
 

= − − 
 = − + 

 Τ =
 
Τ = − + 
 Τ = 

 

όπου D οι διαστάσεις, Ι ο f(D)× f(D) µοναδιαίος πίνακας και οι γ-πίνακες είναι 

f(D)× f(D) πίνακες [π.χ.  f(D = 4) = 4]. 

Θέτουµε: ( , ) [ ( ) ( )]N p k Tr p k m p m
µν µ νγ γ/= + + +/ /  οπότε:        

2( , ) ( ){( ) ( ) [ ( )] }N p k f D p k p p k p m p p k g
µν µ µ ν ν ν µ µν= + + + + − +  

                                                                                                                           (4-9) 

Χρησιµοποιώντας τον τύπο :    

1

2

0

1

[ ( ) ]

dz

ab b a b z
=

+ −∫   

και µε την παραµετροποίηση Feynman η εξ. (4-8) γράφεται : 
12 4

2

4 2 2 2 2

0

( , )
( )

(2 ) [ ( 2 ) ]

D

De N p k
ie k dz d p

p m k pk z i

µν
µν κ

π ε

−−
Π =

− + + +∫ ∫     (4-10) 

 Αν εισάγουµε την νέα µεταβλητή :  q p kz= +    (4-11) 

η εξ. (4-10) γίνεται : 
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12 4

2

4 2 2 2 2

0

( , )
( )

(2 ) [ (1 ) ]

D

De N q kz k
ie k dz d q

q m z k z i

µν
µν κ

π ε

−− −
Π =

− + − +∫ ∫      (4-12) 

όπου : 
2 2 2

2
(4-13)

( , ) ( ){[2 ] [ (1 )]

[ 2 (1 )( )] ...}                  

N q kz k f D q q q g m k z z g

z z k k k g

µν µ ν µν µν

µ ν µν

− = − + − − +

+ − − − +
 

όπου οι τελείες δείχνουν ότι οι γραµµικοί όροι στο q έχουν παραλειφθεί, 

δεδοµένου ότι  αυτοί οι  όροι  εξαφανίζονται   στην ολοκλήρωση (Β).  

   Κάνοντας µία παρένθεση, αναφέρουµε τα απαιτούµενα ολοκληρώµατα D-

διαστάσεων : 

/ 2

2 / 2

1
( )

1 12( 1)
( ) ( )

D D n

n n D

n D

d k i
k s i n s

π
ε −

Γ −
= −

− + Γ∫      (Α) 

2
0

( )

D

n

k
d k

k s i

µ

ε
=

− +∫         (B) 

/ 2 1

2 / 2 1

1
( 1)

2( 1)
( ) 2 ( )

D D n

n n D

n D
k k g

d k i
k s i n s

µ ν µν

π
ε

+
− −

Γ − −
= −

− + Γ∫         (Γ)   

2

/ 2 1

2 / 2 1

1
( 1)

2( 1)
( ) 2 ( )

D D n

n n D

n D
k D

d k i
k s i n s

π
ε

+
− −

Γ − −
= −

− + Γ∫        (∆) 

  Από τις εξ. (4-12),(4-13) βρίσκουµε : 

        

12 4 3
2

4
10

( ) ( ) ( , )
(2 )

D

i

i

e
ie k f D dz I k z

µν µνκ
π

−

=

−
Π = ∑∫         (4-14) 

Με την βοήθεια των ολοκληρωµάτων (Α),(Β),(Γ),(∆) έχουµε : 

                      

2

1 2 2 2 2

/ 2

2 2 1 / 2
(4-15)

[2 ]
( , )

[ (1 ) ]

1
(1 )

12 (1 )        
[ (1 ) ] 2

D

D

D

q q q g
I k z d q

q k z z m i

ig D

D
k z z m

µ ν µν
µν

µν

ε

π
−

−
= =

+ − − +

Γ −
= −

− −

∫
 

2 2

2 2 2 2 2

1
( , ) [ (1 )]

[ (1 ) ]

D
I k z m k z z g d q

q k z z m i

µν µν

ε
= − − =

+ − − +∫  
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/ 2

2 2

12 2 2 / 2

1
(2 )

2[ (1 )] ( , )
[ (1 ) ]

D

D

i D

m k z z g I k z
k z z m

µν µν
π

−

Γ −
= − − = −

− −
     (4-16) 

2

3 2 2 2 2

1
( , ) [ 2 (1 )( )]

[ (1 ) ]

D
I k z z z k k k g d q

q k z z m i

µν µ ν µν

ε
= − − − =

+ − − +∫  

/ 2

2

2 2 2 / 2

1
(2 )

22 (1 )( )
[ (1 ) ]

D

D

i D

z z k k k g
k z z m

µ ν µν
π

−

Γ −
= − − −

− −
           (4-17) 

Αντικαθιστώντας τις σχέσεις (4-15),(4-16),(4-17) στην σχέση (4-14) παίρνουµε : 

                                 
2 2( ) ( ) ( )k k k k g k

µν µ ν µνΠ = − Π      (4-18) 

όπου : 

4
1

2

3 4 / 2 2 2 2 / 2

0

1
( ) (2 )

(1 )2( )
2 [ (1 ) ]

D

D D

f D D
z z

k dz
k z z m

κ

π

−

− −

Γ − −
Π =

− −∫        (4-19) 

  Τελικά θέτουµε: 4D n= −   και παίρνουµε το όριο 0n → . Αναπτύσσοντας 

την συνάρτηση  (4 ) 4 (4) ...f n nf ′− = − +   και χρησιµοποιώντας τις σχέσεις : 

                    
/ 2 1 n 2

1 ln ...    ,   Γ( ) ...
2 2

n
x n x

n
γ− = − + = − +  

η εξ. (4-19) γίνεται : 

                       

2

2

1 2 2

2 2

0

(4-20)

1 2 (4)
( ) ln

12 2

1 (1 )
(1 )ln         

2

f
k

n

k z z m
dzz z

γ π
π

π κ

′ Π = − − − − 
 

 − −
− −  

 
∫

 

Συγκρίνοντας την εξ. (4-18) µε τις εξ. (3-3) και (3-9) παίρνουµε : 

                                   
2 2( ) (0) ( )

c
k A k′Π = +Π        (4-21) 

και αφού  (0) 0
c

Π =  οι δύο τελευταίες εξισώσεις µας οδηγούν : 

1 2

2 2 2 2

2

0

2 (1 )
( ) [ ( ) (0)] (1 ) ln 1

c

k z z
e k e k dzz z

m

α
π

 −
Π = Π −Π = − − − 

 
∫   (4-21) 

   Επανερχόµαστε τώρα στην εξ. (4-7), όπου στον δεύτερο όρο του αθροίσµατος 

(έχουµε τον  
2 2( )

c
e qΠ , που σύµφωνα µε την εξ. (4-21) ισούται : 

      

1 2

2 2

2

0

2 (1 )
( ) (1 )ln 1

c

q z z
e q dzz z

m

α
π

 −
Π = − − − 

 
∫       (4-22) 

Για  
2 2

q m<<   ο λογάριθµος στην (4-22) αναπτύσσεται, οπότε παίρνουµε : 
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2

2 2

2
( ) ...

15
c

q
e q

m

α
π
 

Π = + 
 

      (4-23) 

  Στην εξ. (4-7) βλέπουµε ότι ο πρώτος όρος είναι το πλάτος χαµηλότερης τάξης, 

ενώ ο δεύτερος και τρίτος όρος είναι οι διορθωτικοί όροι ακτινοβολίας ( Πc είναι 

ο υπέρυθρος πεπερασµένος όρος και ο υπέρυθρος αποκλίνων όρος  
c

µΛ ). Για τον 

υπολογισµό του τρίτου όρου οµαλοποιούµε την εξ. (3-24) για το ( , )p p
µ ′Λ , 

κάνοντας την αντικατάσταση (3-14), οπότε έχουµε : 

                 

2 4
2

4 2 2

2 2 2 2
(4-24)

 ( )
( , )

(2 )

( ) ( )
{ }      
[( ) ][( ) ]

ie d k f k
e p p

k i

p k m p k m

p k m i p k m i

µ

α µ
α

π λ ε

γ γ γ
ε ε

−
′Λ = ×

− +

′ / /− + − +/ /×
′ − − + − − +

∫
 
                                                          

όπου :     

2 2

2 2
( )f k

k i

λ
ε

− Λ
=

−Λ +
     (4-25) 

 Ενδιαφερόµαστε για την υπέρυθρη απόκλιση όταν  0k →  και όχι για την 

υπεριώδη απόκλιση ( k →∞ ), οπότε µπορούµε να παραλείψουµε τον 

παράγοντα αποκοπής  ( )f k .  Οµοίως, απορρίπτουµε τους όρους που είναι 

γραµµικοί σε  k  και  k
2
  στον αριθµητή και παρανοµαστή µέσα στο άγκιστρο της 

εξ. (4-24). Χρησιµοποιώντας την εξ.  Dirac και την  
2 2 2

p p m′= =  η εξ. (4-24) 

απλοποιείται, συνεπώς έχουµε : 

             

2
2

4
( ) ( , ) ( ) ( ) ( )

(2 )

ie
e u p p u u u

µ µγ
π
−

′ ′ ′Λ = ×p p p p  

                           

4

2 2
(4-26)

( )
...            

( )( )

d k p p

k i p k pkλ ε
′ 

× + ′− + 
∫  

όπου οι τελείες δείχνουν τους όρους που είναι πεπερασµένοι στο όριο 0λ→  

και εποµένως τους παραµελούµε. Υπολογίζουµε το ολοκλήρωµα στην εξ. (4-26) 

µε τη βοήθεια της ταυτότητας : 

                 
2 2

2 2 2 2

1 1
( )P i k

k i k
πδ λ

λ ε λ
= − − =

− + −
 

 
0 0

2 2
(4-27)

1
[ ( ) ( )]       

2

i
P k k

k
λ λ

λ

π
δ ω δ ω

λ ω
= − − + +

−
 

όπου  
2 2 1/ 2( )λω λ= + k .  Εκτελώντας την  

0
k  ολοκλήρωση στην  (4-26) και 

παραλείποντας την υπέρυθρη πεπερασµένη συνεισφορά από  το  κύριο  µέρος 

της  εξ. (4-27) βρίσκουµε : 

 
2 2( ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( , ) ...e u p p u e u u A p p

µ µγ′ ′ ′ ′Λ = +p p p p     (4-28) 
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όπου :   

3

3

1 ( )
( , )

2(2 ) ( )( )

d p p
A p p

p k pkλπ ω
′−

′ =
′∫

k
      (4-29) 

Στην εξίσωση (4-7) απαιτούµε ότι το επανακανονικοποιηµένο µέρος της 

εξίσωσης (4-28) που δίνεται από την εξ. (3-26) να είναι : 

   
2 2( ) ( , ) ( ) ( )[ ( , ) ] ( )ce u p p u e u p p L u

µ µ µγ′ ′ ′ ′Λ = Λ −p p p p      (4-30) 

Ισχύει όµως ότι :   ( ) ( , ) ( ) ( ) ( )u P P u Lu u
µ µγΛ =P P P P    (4-31) 

οπότε λόγω της (3-26) παίρνουµε ότι για ένα ελεύθερο σωµατίδιο 4-ορµής Ρ 

ισχύει :   ( ) ( , ) ( ) 0cu P P u
µΛ =P P      (4-32) 

 Από τις εξ. (3-26),(4-32) και (4-28) παίρνουµε : 

    
2 2 2( ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( , ) ...e u p p u e Lu u e u u A p p

µ µ µγ γΛ = = +p p p p p p   

και µια παρόµοια εξίσωση µε αντικατάσταση του p από το p΄, όπου : 

                              ( , ) ... ( , ) ...L A p p A p p′ ′= + = +      (4-33) 

Συνδυάζοντας τις εξ. (4-28),(4-33) καταλήγουµε : 
2

2

2
3

2

3
(4-34)

( ) ( , ) ( )

1 1
( ) ( ){ ( , ) ( , ) ( , )} ...

2 2

1
( ) ( ) ...      

4(2 )

c
e u p p u

e u u A p p A p p A p p

d p p
e u u

p k pk

µ

µ

µ

λ

γ

γ
π ω

′ ′Λ =

′ ′ ′ ′= − − + =

 ′  ′= − +  ′   
∫

k

p p

p p

p p

 

 Αντικαθιστώντας την εξ. (4-34) στην (4-7) βρίσκουµε το πλάτος Feynman : 

          

2
2 3

3
1 ...

4(2 )
o

e d p p
M M

p k pkλπ ω

 ′  
= + − +  ′   

∫
k

        (4-35) 

όπου Μο το πλάτος της χαµηλότερης τάξης. Εποµένως η ενεργός διατοµή είναι : 

    

2
3

2
1 ...

2(2 )o

d d a d p p

d d p k pkλ

σ σ
π ω

 ′     = + − +      ′Ω Ω       
∫

k
   (4-36) 

όπου 

2

4

e
a

π
=   και 

o

d

d

σ 
 Ω 

  η ενεργός διατοµή χαµηλότερης τάξης. 

 

 

 

 

 

 

 



 21

5. Σκέδαση ηλεκτρονίου-ηλεκτρονίου 

 
 

     
                                                      Σχ.  12 

 

 

    Τα αµετάβλητα πλάτη των διαγραµµάτων (Σχ. 12) είναι : 

1 1 1 1 2 2 2 2 2

1 1

( , )( ) ( , ) ( , )( ) ( , )
( )

a

ig
M u p s ie u p s u p s ie u p s

p p i

µν
µ νγ γ

ε

−
′ ′ ′ ′= − −

′ − +
         

                                                                                                                           (5-1) 

2 2 1 1 1 1 2 2 2

2 1

( , )( ) ( , ) ( , )( ) ( , )
( )

ig
M u p s ie u p s u p s ie u p s

p p i

µν
β µ νγ γ

ε

−
′ ′ ′ ′= − − −

′ − +
 

                                                                                                                    (5-2) 

οπότε :   aM M M β= +     (5-3) 

Τώρα πρέπει να υπολογίσουµε την παράσταση : 

                        
2 2 2| | | | | | 2Rea aM M M M Mβ β

∗= + +      (5-4) 

Υποθέτουµε ότι, δεν ανιχνεύουµε τα τελικά spin των ηλεκτρονίων και η δέσµη 

των ηλεκτρονίων είναι µη πολωµένη. Έτσι έχουµε : 
4

2 2

1 1 1 1 2 2 2 2

,

1 1 1 1 2 2 2 2 2 2

1 1

1
| | | | ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

4 4

1
( , ) ( , ) ( , ) ( , )

[( ) ]

i f i f

a a

s s s s

e
M M u p s u p s u p s u p s

u p s u p s u p s u p s
p p

µ µ

ν ν

γ γ

γ γ

′ ′ ′ ′= = ×

′ ′ ′ ′× =
′ −

∑∑ ∑
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i f

4

1 1 1 1 1 1 1 1

s ,s

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 1

4

1 1 2 2

2 2

1 1

e
u(p ,s ) u(p ,s )u(p ,s ) u(p ,s )

4

1
u(p ,s ) u(p ,s )u(p ,s ) u(p ,s )

[(p p ) ]

e p m p m p m p m 1
Tr Tr     (5 - 5)

4 2m 2m 2m 2m [(p p ) ]

ν µ

ν µ

ν µ ν µ

′ ′ ′ ′= γ γ ×

′ ′ ′ ′× γ γ =
′ −

′ ′+ + + +   / / / /γ γ γ γ    ′ −   

∑

                          

 

 

1 1 1 1 2 2 2 2Re[ ( , ) ( , ) ( , ) ( , )u p s u p s u p s u p sµ µγ γ′ ′ ′ ′× ×  

1 1 2 2 2 2 1 1

4

1 1 2 2

2 2

1 1 2 1

( , ) ( , ) ( , ) ( , )]

1

4 ( ) ( ) 2 2 2 2

u p s u p s u p s u p s

e p m p m p m p m
Tr

p p p p m m m m

ν ν

ν µ ν µ

γ γ

γ γ γ γ

′ ′ ′ ′× =

′ ′+ + + + / / / /= −  ′ ′− −  

           

                                                                                                                           (5-7) 

 Απαλείψαµε το Re  από την τελευταία σχέση γιατί είναι µια πραγµατική 

παράσταση. Τα ίχνη στις σχέσεις (5-5),(5-7) τα υπολογίζουµε ως εξής : 

Με βάση τις γνωστές σχέσεις από άλγεβρα Dirac: 

Για περιττό αριθµό γ-πινάκων ισχύει : 2 11 2( ... ) 0Tr ναα αγ γ γ + =  (i), 

( ) 4Tr g
µ ν µνγ γ =  (ii), ( ) 4( )Tr g g g g g g

µ ν ρ σ µν ρσ µρ νσ µσ νργ γ γ γ = − +  (iii) 

4µ
µγ γ =  (iv), { , } 2g

µ ν µ ν ν µ µνγ γ γ γ γ γ= + =  (v), 2ν µ ν
µγ γ γ γ= −   (vi), 

4g
λ ν µ λν

µγ γ γ γ =   (vii),  2λ ν ρ µ ρ ν λ
µγ γ γ γ γ γ γ γ= −     (viii) 

Άρα έχουµε : 

1 1 1 1

2

1 1 1 1 1

2

1 1

2

1 1

[ ( ) ( )] [ ( ) ( )]

( ) ( ) ( ) ( )

( ) 0 0 4

( ) 4

Tr p m p m Tr p m p m

Tr p p Tr mp p Tr mp Tr m

Tr g g p p g m

g g Tr p p g m

ρ σ
ν µ ν ρ µ σ

ρ σ ρ σ
ν µ ρ σ ν µ ρ σ ν µ σ ν µ

κ ρ λ σ
κν λµ ρ σ µν

κ ρ λ σ
κν λµ ρ σ µν

γ γ γ γ γ γ

γ γ γ γ γ γ γ γ γ γ γ γ

γ γ γ γ

γ γ γ γ

′ ′+ + = + + =/ /
′ ′+ + + =

′ + + + =

′ + =
2

1 1

2

1 1 1 1 1 1

2

1 1 1 1 1 1
 (5-8a)

4 ( ) 4

4( )

4( . )       

g g g g g g g g p p g m

p p g p p p p g m

g m p p p p g p p

κρ λσ κλ ρσ κσ ρλ
κν λµ ρ σ µν

σ
ν µ µν σ µ ν µν

µν µ ν ν µ µν

′− + + =

′ ′ ′− + + =

′ ′ ′+ + −

 

Οµοίως :    
2 2

[ ( ) ( )]Tr p m p mν µγ γ′ + + =/ /  
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2

1 1 1 1 1 1
 (5-8b)4( . )       g m p p p p g p pµν µ ν ν µ µν

′ ′ ′+ + −  

1 1 1 1 1
( ) ( )p m p m p p mp

ρ σ ρ
ν µ ν ν µ ν ρ σ ν µ ν ργ γ γ γ γ γ γ γ γ γ γ γ′ ′ ′+ + = + +/ /  

2 2

1 1 1 1 1
2 4 ( ) 2mp m p p m p p m

σ
ν µ ν σ ν µ ν µ µ µ µγ γ γ γ γ γ γ γ γ′ ′+ + = − + + −/ /      (5-9) 

1 1 2 2

2

1 1 1 1 2 2

1 1 2 1 2 2 1 1 2

2

2 2

1 2 1 2

( ) ( ) ( ) ( )

[( 2 4 ( ) 2 )( ) ( )]

[ 2 (4 . 2 )( ) 4 ( )( )( )

2 ( 2 4 )( )]

32 . . 1

Tr p m p m p m p m

Tr p p m p p m p m p m

Tr p p p mp p m m p m p p p m

m p m p m

p p p p

ν µ ν µ

µ µ µ µ µ

γ γ γ γ

γ γ γ

′ ′ + + + + =/ / / / 
′ ′ ′− + + − + + =/ / / /
′ ′ ′ ′ ′− − + + + + + −/ / / / / / /

′− + + =/ /
′ ′− + 2 2 2 4

1 1 1 1 2 2 2 26 . 16 ( ).( ) 16 . 32m p p m p p p p m p p m′ ′ ′ ′+ + + + −
                                                                                                                         (5-10) 

Παίρνοντας την σχέση που µας δίνει την ενεργό διατοµή ως προς σύστηµα 

κέντρου µάζας ( '  Moller s formula/ )  : 

                
2 4

2

1
| | (2 )

2 2 2 / 16 (2 )

d p
M m

d p E E

σ
π

=
Ω Ε Ε

       (5-11) 

Λαµβάνοντας  υπόψιν :  
2

4

e
a

π
= ,    

2 2 2 2

1 1
( ) 2 (1 cos ) 4 sin ( / 2)p p p pθ θ′ − = − − = − ,   

2 2 2 2

2 1
( ) 2 (1 cos ) 4 cos / 2p p p pθ θ′ − = − + = −  

και αντικαθιστώντας τις σχέσεις (5-8a), (5-8b) και (5-10), η ενεργός διατοµή στο 

όριο  Ε >> m  είναι : 
2 4 4

2 4 2 2 4

1 cos ( / 2) 2 1 sin ( / 2)

8 sin ( / 2) sin ( / 2).cos ( / 2) cos ( / 2)

d a

d E

σ θ θ
θ θ θ θ

 + +
= + + Ω  

 (5-12) 

Ο πρώτος όρος της σχέσης (5-12) προέρχεται από το 
2| |

a
M  , ο δεύτερος από το  

Re
a

M M β
∗
  και ο τρίτος από το 

2| |M β .  
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                6.   ∆ιαδικασία παραγωγής µιονίων :  
+    e e µ µ+ − −→  

                                                   
 

                                            
                                                          Σχ. 13 

 

 

     Η αντίδραση αυτή είναι η πιο απλή διαδικασία της QED, αλλά µια από τις πιο 

σπουδαίες στην Φυσική υψηλών ενεργειών. Στους υπολογισµούς µας θα 

περιοριστούµε στην διατήρηση της µάζας των µιονίων, αφού η µάζα των 

ηλεκτρονίων θεωρείται αµελητέα λόγω του γεγονότος ότι   
1

200

em

mµ

�  . 

  Χρησιµοποιώντας τους κανόνες Feynman στο διάγραµµα (Σχ. 13) έχουµε : 

2
( )( ) ( ) ( )( ) ( )s s r r

ig
iM p ie u p u k ie k

q

µνµ νυ γ γ υ′ ′ 
′ ′= − − − 

 
      (6-1) 

Αν ρυθµίσουµε ελαφρά την σχέση (6-1) και αφήσουµε  τους δείκτες των spin να 

υπονοούνται θα έχουµε : 

                          

2

2
( ) ( ) ( ) ( )

ie
iM p u p u k k

q

µ
µυ γ γ υ′ ′=       (6-2) 

  Για να υπολογίσουµε την διαφορική ενεργό διατοµή, χρειαζόµαστε µια 

έκφραση για το 
2| |M .  Αλλά ως γνωστόν :        ( )u u

µ µυγ γ υ∗ =  

Οπότε η σχέση (6-2) γίνεται : 
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4
2

4
| | [ ( ) ( ) ( ) ( )][ ( ) ( ) ( ) ( )]

e
M p u p u p p u k k k u k

q

µ ν
µ νυ γ γ υ γ υ υ γ′ ′ ′ ′=     (6-3) 

  Στα περισσότερα πειράµατα, οι δέσµες ηλεκτρονίων και ποζιτρονίων είναι µη 

πολωµένες, έτσι η µέτρηση της ενεργού διατοµής βασίζεται στην µέση τιµή των 

spins s και s΄ των ηλεκτρονίων και των ποζιτρονίων. Οι ανιχνευτές µιονίων δεν 

αντιλαµβάνονται την πόλωση, έτσι η µετρήσιµη ενεργός διατοµή είναι ένα 

άθροισµα πάνω στα spins r και r΄ των µιονίων. Συνεπώς θα υπολογίσουµε την 

έκφραση :    
21 1

| ( , , ) |
2 2s s r r

M s s r r
′ ′

′ ′→∑ ∑∑∑  

Λόγω των σχέσεων :   ( ) ( )s s

s

u p u p p m= +/∑ ,  ( ) ( )s s

s

p p p mυ υ = −/∑  

θα έχουµε : 

,

( ) ( ) ( ) ( ) [( ) ( ) ]s s s s

s s

p u p u p p Tr p m p m
µ ν µ νυ γ γ υ γ γ′ ′

′

′ ′ ′= − +/ /∑     (6-4) 

,

( ) ( ) ( ) ( ) [( ) ( ) ]r r r r

r r

u k k k u k Tr k m k mµ ν µ νγ υ υ γ γ γ′ ′

′

′ ′ ′/ /= + −∑          (6-5) 

  Άρα µε την βοήθεια των σχέσεων (6-3),(6-4),(6-5) βρίσκουµε : 
4

2

4

1
| | [( ) ( ) ] [( ) ( ) ]

4 4
e e

spins

e
M Tr p m p m Tr k m k m

q

µ ν
µ µ µ νγ γ γ γ′ ′/ /= − + + −/ /∑  

                                                                                                                           (6-6) 

Κάνουµε τώρα τους υπολογισµούς των ιχνών στην (6-6) : 

[( ) ( ) ] [( ) ( ) ]e e e eTr p m p m Tr p m p mµ ν ρ µ σ ν
ρ σγ γ γ γ γ γ′ ′− + = − + =/ /  

2
[( ) ( ) ( ) ( )]e e eTr p p p m p m m

ρ µ σ ν ρ µ ν µ σ ν µ ν
ρ σ ρ σγ γ γ γ γ γ γ γ γ γ γ γ′ ′+ − − =  

24( ) 0 0 4 eg g g g g g p p g mρµ σν ρσ µν ρν µσ µν
ρ ρ′− + + + − =  

24( )ep p g p p p p g m
µ ν µν σ ν µ µν

σ′ ′ ′− + − =  

24[ ( . )]ep p p p g p p m
µ ν ν µ µν′ ′ ′+ − +         (6-7) 

Με όµοιο τρόπο βρίσκουµε : 
2[( ) ( ) ] 4[ ( . )]Tr k m k m k k k k g k k m

νµ µ µ ν µ ν µ µν µγ γ′ ′ ′ ′/ /+ − = + − +        (6-8) 

Από τις σχέσεις (6-6),(6-7),(6-8) και λαµβάνοντας την προσέγγιση  0em � , 

παίρνουµε : 

           

4
2

4

2

1
| | 16[ ( . )]

4 4

[ ( . )]

spins

e
M p p p p g p p

q

k k k k g k k m
ν

µ ν ν µ µν

µ ν µ µν µ

′ ′ ′= + − ×

′ ′ ′× + − + =

∑
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4
2

4

2 2

4
[ ( . )( . )

( . )( . ) ( . )( . ) ( . )( . ) 4( . )( . ) 4( . ) ]

e
p p k k p p k k p p k k m p p k k p p k k

q

p p k k m p p k k p p k k p p k k p p m

ν ν

µ ν µ ν ν µ ν µ
µ ν µ µ µ ν µ

µ µ

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ − + + + −

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′− + − − + +

και λόγω των σχέσεων :     4,     .g g a b a bµν µ
µν µ= =  ,  θα πάρουµε : 

4
2 2

4

4
2

4
(6 9)

1 4
| | [2( . )( . ) 2( . )( . ) 2( . ) ]

4

8
[( . )( . ) ( . )( . ) ( . )]          

spins

e
M p k p k p k p k p p m

q

e
p k p k p k p k m p p

q

µ

µ −

′ ′ ′ ′ ′= + + =

′ ′ ′ ′ ′+ +

∑
 

 
                

                           
                                                       Σχ.  14 

 

Ως προς σύστηµα συντεταγµένων κέντρου µάζας (CM), σύµφωνα µε το Σχ. 14 

έχουµε : 

2 2
| | E mµ= −k  ,   ˆ. | | cosz θ=k k  ,  

2 2 2( ) 4q p p E′+ =  ,  
2. 2p p E′ =  , 

2. . | | cosp k p k E E θ′ ′= = − k  , 
2. . | | cosp k p k E E θ′ ′= = + k  

    Κατά συνέπεια η σχέση (6-9) γίνεται : 
4

2 2 2 2 2 2 2

4

2 2

4 2

2 2
(6 10)

1 8
| | [ ( | | cos ) ( | | cos ) 2 ]

4 16

(1 ) (1 )cos         

spins

e
M E E E E m E

E

m m
e

E E

µ

µ µ

θ θ

θ −

= − + + + =

 
= + + − 

 

∑ k k

 

  Τώρα εφαρµόζουµε την σχέση που δίνει την ενεργό διατοµή για την τελική 

κατάσταση δύο σωµατιδίων : 

21
1 22

1 | |
| ( , , ) |

2 2 | | (2 ) 4
A B

CM A B A B CM

d
M p p p p

d E E E

σ
υ υ π

  = → Ω − 

p
  (6-11) 
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 Για το πρόβληµά µας έχουµε :  | | 2 ,  / 2A B A B CME E Eυ υ− = = =  ,  οπότε 

λόγω των σχέσεων (6-10) και (6-11)  παίρνουµε : 

 

2

2 2

2 2 2 2

4 2

2 2 22

2

2
2 2

2
2

3 2 2

2 2 22
2

2 2 2 2
(6-12)

1 | | 1
| |

16 42

(1 ) (1 )cos
2 16

1 .

(1 ) (1 )cos
2

1 (1 ) (1 )cos         
4

spinsCM CMCM

CM CM

CM

CM

d
M

d EE

E m m m
e

E EE E

m

m mE

E EE

m m m

E E E E

µ µ µ

µ

µ µ

µ µ µ

σ
π

θ
π

α
θ

α
θ

  = = Ω 

−  
+ + − = 

 

Ε −  
+ + − = 

 

 
− + + − 

 

∑
k

 

  Ολοκληρώνοντας πάνω στο sind d dθ θ φΩ =  ,  βρίσκουµε την ολική διατοµή: 

2 2 222
2

2 2 2 2

0 0

1 [(1 ) (1 )(1 sin )]sin
4 CM

m m m
d d

E E E E

π π
µ µ µ

ολ

α
σ θ θ θ ϕ= − + + − − =∫ ∫  

2 22
2

2 2 2

0

2 22
3

2 2 2

0 0

2 22

2 2 2

2 22

2 2 2
 (6-13)

2
1 [2 (1 )sin ]sin

4

1 2sin (1 )sin
2

4
1 4 (1 )

2 3

4 1
1 1            

3 2

CM

CM

CM

CM

m m
d

E E E

m m
d d

E E E

m m

E E E

m m

E E E

π
µ µ

π π
µ µ

µ µ

µ µ

πα
θ θ θ

πα
θ θ θ θ

πα

πα

− − − =

 
− − − = 

 

 
− − − = 

 

 
− +  

 

∫

∫ ∫
 

  Στο όριο των υψηλών ενεργειών ( E mµ>> ), οι σχέσεις (6-12) και (6-13) 

γίνονται : 

                       

2
2

2
(1 cos )

4 CM

d a

d E

σ
θ→ +

Ω
      (6-14) 
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2

2

4 3
1 ...

3 8CM

ma

E E

µ
ολ

π
σ

  
→ − −  

  
       (6-15) 
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              7.     Σκέδαση ηλεκτρονίου - ποζιτρονίου 
 

 

      
                                                               Σχ.  15 

 

      

     Στο Σχ. 15 έχουµε την αντίδραση σκέδασης ηλεκτρονίου-ποζιτρονίου, 

παρατηρούµενη ως προς σύστηµα αναφοράς κέντρου µάζας ( CM ). 

Σηµειώνουµε ότι τον z άξονα τον πήραµε συµβατικά κατά µήκος της αρχικής 

διεύθυνσης του ηλεκτρονίου, έτσι η γωνία σκέδασης θ είναι η ίδια µε την    

συνηθισµένη  πολική  γωνία   στις σφαιρικές  συντεταγµένες. 

  Τα διαγράµµατα Feynman γι’αυτή την διαδικασία (Bhahba scattering) 

φαίνονται στο Σχ. 16. Το εικονικό φωτόνιο είναι χρονοειδές, δηλ. η ορµή του 

έχει την ιδιότητα  
2 0q > . Για να βρούµε την ενεργό διατοµή χρησιµοποιούµε 

τον τύπο του Moller/ , οπότε ο S πίνακας στοιχείων στην περίπτωσή µας θα 

είναι: 

1 1 1 1

2 2
1 1 1 1

2 2

1 1

1 1 1 1 4 4

1 1 1 12

1 1

(7-1)

( )( ) ( ) ( )( ) ( )1
[

( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( )
](2 ) ( )       

( )

fi

p p q q

u p i u p q i qe m
S i

V p pE E E E

u p i q q i u p
i p q p q

p q

µ
µ

µ
µ

γ υ γ υ

γ υ υ γ
π δ

′ ′

′ ′− −
= + −

′−

′ ′− −
′ ′− + − −

+
 Ο πρώτος όρος αντιπροσωπεύει την άµεση σκέδαση ηλεκτρονίου-ποζιτρονίου. 

Ο δεύτερος όρος αντιπροσωπεύει την εκµηδένιση. Σηµειώνουµε, ότι το πλάτος 

είναι αντισυµµετρικό αυτή τη φορά.  H διαφορική ενεργός διατοµή για την 

σκέδαση µη πολωµένων ηλεκτρονίων-ποζιτρονίων είναι : 

                        

2 3 3

1 1

3 3

| |

(2 ) (2 )

fi

inc

S V Vd p Vd q
d

VT J
σ

π π
′

= =∫  
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1 1 1 1

4 4 3 3

2 41 1

1 1 1 12

1 2

| | ( )
(2 ) | |

fi

p p q q

e m d p d q
M p q p q

E E E E
δ

π υ υ ′ ′

′
′ ′+ − −

−∫ � �     (7-2) 

Tώρα µπορούµε να προσδιορίσουµε τον αµετάβλητο πίνακα στοιχείων : 

1 1 1 1 1 1 1 12

4

1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
| |

( )
fi

u p u p q q q q u p u p
M

p p

µ ν
µ νγ υ γ υ υ γ υ γ′ ′ ′ ′

= −
′−

 

1 1 1 1 1 1 1 1

2 2

1 1 1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

u p u p q q u p q q u p

p p p q

µ ν
µ νγ υ γ υ γ υ υ γ′ ′ ′ ′

− −
′− +

 

1 1 1 1 1 1 1 1

2 2

1 1 1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

u p q q u p q q u p u p

p q p p

µ ν
µ νγ υ υ γ υ γ υ γ′ ′ ′ ′−

− +
′+ −

 

1 1 1 1 1 1 1 1

4

1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

u p q q u p u p q q u p

p q

µ ν
µ νγ υ υ γ γ υ υ γ′ ′ ′ ′

+
+

    (7-3) 

  Χρειαζόµαστε τον υπολογισµό των δύο πρώτων όρων, αφού οι υπόλοιποι δύο 

όροι βρίσκονται µετά µε την αντικατάσταση  
1 1

p q′ ↔ − . Παίρνοντας τους 

µέσους όρους πάνω στις αρχικές καταστάσεις των spins και αθροίζοντας πάνω 

στις τελικές καταστάσεις των spins, κάνουµε τους υπολογισµούς : 

 

1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

, , ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
p q p q

a ab b c cd d e ef f g gh h

s s s s

u p u p q q q q u p u p
µ ν

µ ν
γ υ γ υ υ γ υ γ

′ ′

′ ′ ′ ′∑

1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2

ab cd ef gh

ha bg fc de

p m p m q m q m

m m m m

µ ν

µ ν
γ γ γ γ

′ ′+ + − + − +       / / /=        
       

 

1 1 1 1

2 2 2 2

p m p m q m q m
Tr Tr

m m m m

ν µ

µ ν
γ γ γ γ

′ ′+ + − + − +   / / /=    
   

      (7-4) 

 

1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

, , ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
p q p q

a ab b c cd d e ef f g gh h

s s s s

u p u p q q u p q q u p
µ ν

µ ν
γ υ γ υ γ υ υ γ

′ ′

′ ′ ′ ′∑

1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2

ab ef cd gh

ha be fc dg

p m p m q m q m

m m m m

ν µ

µ ν
γ γ γ γ

′ ′+ + − + − +       / / /=        
       

 

1 1 1 1

2 2 2 2

p m p m q m q m
Tr

m m m m

µ ν

µ ν
γ γ γ γ

′ ′+ + − + − + / / /=  
 

        (7-5) 

 

    Ως προς σύστηµα κέντρου µάζας (CM) και  παραµελώντας τους όρους µε m
2
 , 

έχουµε :     
1 1 1 1

p p q q
E E E E E′ ′= = = =  ,   

1 2 1 2
| | | | ,     | | 2  υ υ β υ υ β= = − =
� � � �

, 

2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1. . 4 cos ( / 2),    (p ) 2 . 4 sin ( / 2)p q p q E p p p Eθ θ′ ′ ′ ′= = − − = −�  
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                                                          Σχ.  16 

 

    

           
2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1. . 4 ,      . . 4 sin ( / 2)p q p q E p p q q E θ′ ′ ′ ′= = = =                                     

                                        
2 2

1 1 1 1( ) 2 . 4p q p q E+ =�  

όπου Ε  είναι η ενέργεια κέντρου µάζας του κάθε ηλεκτρονίου και ποζιτρονίου 

και β η ταχύτητά τους. 

Οπότε τα ίχνη γίνονται : 

 

         1 1 1 1

2 2 2 2

p m p m q m q m
Tr Tr

m m m m

µ ν
µ νγ γ γ γ

′ ′+ + − + − +   / / / / =      
 

          

4

4

1 1 1 1 1 14

2
[ . . . . ] 8 [1 cos ( / 2)]

E
p q p q p q p q

m m
θ ′ ′ ′ ′+ = + 

 
     (7-6) 

 

1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

q m p m p m q m q m
Tr Tr

m m m m m

µ ν
µ νγ γ γ γ

′ ′ ′− + + + − + − +   / / / / / =      
 

4

4 4

1 1 1 1 1 1 1 14

4 2 2

2
[ . . . . ] 8 [sin ( / 2) cos ( / 2)]

1 cos 1 cos
8

2 2

E
q p p q q q p p

m m

E

m

θ θ

θ θ

 ′ ′ ′ ′+ = + 
 

 − +     = +      
      

       

4

28 [1 cos ]
E

m
θ = + 

 
                       (7-7) 
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1 1 1 1

2 2 2 2

p m p m q m q m
Tr

m m m m

µ ν
µ νγ γ γ γ

′ ′+ + − + − + / / / /
  

 

1 1 1 12

4

42
. . 8 cos ( / 2)

E
p q p q

m m
θ ′ ′= − = −  

 
      (7-8) 

 

      Κατά συνέπειαν, η διαφορική ενεργός διατοµή και ο αµετάβλητος πίνακας 

στοιχείων είναι : 
4 4 3 3

2 41 1

1 1 1 12 4
| | ( )

8(2 )
fi

e m d p d q
d M p q p q

E
σ δ

π β
′

′ ′= + − −∫       (7-9) 

4 4 2

2

4 4 2

1 1 cos ( / 2) 2cos ( / 2) 1 cos
| |

2 sin ( / 2) sin ( / 2) 2
fi

M
m

θ θ θ
θ θ

 + +
= − + 

 
       (7-10) 

   Στο ακραίο σχετιστικό όριο έχουµε : 
2 4 4 2

2 4 2

1 cos ( / 2) 2cos ( / 2) 1 cos

8 sin ( / 2) sin ( / 2) 2

d a

d E

σ θ θ θ
θ θ

 + +
= − + Ω  

     (7-11) 
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8. Υπολογισµός πλάτους σκέδασης σε µεγαλύτερες τάξεις 
 

Αναφέρουµε εν συντοµία : 

      1) 

       

      
2 2( )

ig

p D p

µν= −
+

      (8-1) 

 Αναπτύσσουµε την D(p
2
) :  

2 2 4

1 2
( ) ...D p p d p d= + +  

 Παίρνοντας το όριο 
2 0p → , έχουµε :  

         
2

32 2
0

1
(1 )p

ig ig
D Z

p d p

µν µν

µν
→

− −
′ = =

+
  (8-2) ,   όπου  

1

3
(1 )Z d

−= +  . 

 

   2) 

         

        
( )

i

p m p
=

− −Σ/
    (8-3) ,  όπου : 

           
{ }

2

4 2 2 2

( )
( )

(2 ) {( ) }

Tr k p mdk
p ie

k p m k

λ

λγ γ

π

+ +/Σ = −
+ −∫      (8-4) 

Ο πίνακας Σ(p) µπορεί να εκφραστεί : 
2 2 2 2 2

1 2 5 3 4 5 5
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )p A p I A p A p p A p p A p p pµ ν µνγ γ σΣ = + + + + =/ /  

2 2

1 3
( ) ( )A p A p p= + /    (8-5)      (οι υπόλοιποι όροι είναι µηδενικοί). 

Αναπτύσσοντας γύρω από το 
R

p m=/ ,  όπου mR  είναι η επανακανονικοποιηµένη 

µάζα  ( )
R

m m mδ= + , βρίσκουµε : 

                                 ( ) ( ) ...
R

p A B p mΣ = + − +/       (8-6) 

όπου για 
R

p m=/  έχουµε :  
( )

( ),   
p

A p B
p

∂Σ
= Σ =

∂/
 

ενώ στο όριο 
R

p m→/   έχουµε : 

2
( )

( )(1 ) ( )
F

R R

i i
S p Z

p m B p m
′ → =

− + −/ /
     (8-7)     

µε  
2

1

1
Z

B
=

+
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     3) 

                       (8-8) 

όπου  Γµ = γµ . 

 

                 (8-9) 

όπου  
1( , ) ( , )p p e p pµ µ µγ′ ′Γ = + Γ  . 

  Αλλά για p p′ = ,  
2 2

R
p m=   έχουµε :  

1 2( , )p p e Cµ µγ′Γ =  ,  

2( , ) (1 )p p e Cµ µγΓ = +    οπότε   
1

1
( , )p p Zµ µγ

−Γ =    µε  
1 2

1

1
Z

e C
=

+
. 

(8-10) 

                           

2

1 2 2
1

8

e
Z Z

π ε
= = −  ,   

2

3 2
1

6

e

π ε
Ζ = −  

 

   Αναφέρουµε τώρα, τα πλάτη για κάθε περίπτωση (Σχ. 17) για την σκέδαση 

ηλεκτρονίου-ποζιτρονίου : 

    
1 1 2 2 1 1 2 2

( , )( ) ( , ) ( ) ( , )( ) ( , )
F

M u p s ie p s iD q u p s ie p s
ν µν µ

α γ υ γ υ′ ′ ′ ′= − − = 

           
1 1 2 2 1 1 2 22

( , )( ) ( , )( ) ( , )( ) ( , )
ig

u p s ie p s u p s ie p s
q i

µνν µγ υ γ υ
ε

−
′ ′ ′ ′= − −

+
   (8-11) 

1

1 1 2 2 1 1 2 2
( , )[ ( , )] ( , ) ( ) ( , )( ) ( , )

F
M u p s ie p p p s iD q u p s ie p s

µν µ

β µ υ γ υ′ ′ ′ ′ ′= − Γ − = 

4

1 1 4

1 2

2 2 1 1 2 22 2
(8 12)

( , )[ ( ) ( )
(2 )

( ) ] ( , ) ( ) ( , ) ( , )       

d k i i
u p s ie ie

p k m i p k m i

ig ig
ie p s ie u p s p s

k i q i

ρ ν

ρσ µνσ µ

γ γ
π ε ε

γ υ γ υ
ε ε

−

′ ′= − − ×
′ ′/ /+ − + − + − +/ /

− −
′ ′× − −

+ +

∫
 

1 1 2 2 1 1

2 2

( , )( ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( , )

( ) ( , )

F F
M u p s ie p s iD q i k iD q u p s

ie p s

ν νρ ρσ σµ

γ

µ

γ υ

γ υ

′ ′ ′ ′= − Π ×

× − =
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                                                      Σχ.  17 
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1 1 2 2 2

4

4

2 2 1 12
(8-13)

( , )( ) ( , )

( ) ( )
(2 )

( , )( ) ( , )         

ig
u p s ie p s

q i

d k i i
Tr ie ie

k m i k q m i

ig
p s ie u p s

q i

νρν

σ ρ

µσ µ

γ υ
ε

γ γ
π ε ε

υ γ
ε

−
′ ′ ′ ′= − ×

+

 
− − − × / /− + + − +/ 
−

× −
+

∫  

         
1 1 1 1 2 2

1 1 2 2

( , ) ( ) ( )( ) ( , ) ( )

( , )( ) ( , )

F F
M u p s iS p i p ie p s iD q

u p s ie p s

ν µν

δ

µ

γ υ

γ υ

′ ′ ′ ′ ′ ′= Σ − ×

× − =
 

   

4

1 1 4 2

1

2 2 1 1 2 22

1

(8-14)

( , ) ( ) ( )
(2 )

( , )( ) ( , )( ) ( , )       

igd k i
u p s ie ie

p k m i k i

igi
p s ie u p s ie p s

p m i q i

ρσρ σ

µν ν µ

γ γ
π ε ε

υ γ γ υ
ε ε

− 
′ ′= − − − × ′ /− − + +/ 

−
′ ′× − −

′ − + +/

∫
 

 

    Υπολογίζουµε τώρα το πλάτος σκέδασης ηλεκτρονίου-ποζιτρονίου µε όλες τις 

διορθώσεις εν γένει 2
ης 
τάξης. Θα έχουµε : 

      
      Μπορούµε να απαλείψουµε τα διαγράµµατα µε τις προσθήκες αυτοενέργειας 

στις εξωτερικές γραµµές, πολλαπλασιάζοντας όµως τα υπόλοιπα διαγράµµατα µε 

2
Z  για κάθε εξωτερική γραµµή, δηλαδή πολλαπλασιάζοντας µε  

( )
4

2

2 2
( )Z Z=  και αντικαθιστώντας την µάζα µε την επανακανονικοποιηµένη 

( )
R

m m→ ,  οπότε παίρνουµε : 
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     Αλλά προσεγγιστικά για την αυτοενέργεια του φωτονίου ισχύει : 

                             
οπότε αντικαθιστώντας στην προηγούµενη σχέση παίρνουµε για το πλάτος 

σκέδασης ηλεκτρονίου-ποζιτρονίου µε τον επανακανονικοποιηµένο διαδότη 

φωτονίου : 

             
και επειδή : 

                     

και τελικά, εφόσον 
1 2

Z Z=  το πλάτος γίνεται : 

                              
  όπου : 
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    Αλλά το φυσικό φορτίο του ηλεκτρονίου, όπως µετρείται είναι το 

επανακανονικοποιηµένο φορτίο 
R

e , για το οποίο :  
R 3 o

 e Z e= . Συνεπώς 

έχουµε : 

          

2

R 1 1 o 1 2 2 2 2 2

1 1 o 1 2 2 2

2 2

R

1 1 1 2 2 2 1 1 1 2 2 22 2

( , )[ ( , )] ( , )
[1 ( )]

( , )[ ( , )] ( , ) =

= ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )    
[1 ( )]

                 

o

ig
iM e u p s ie p p p s

q q

u p s ie p p p s

ige e
u p s p p p s u p s p p p s

q q

µνν
ολ

µ

µν ν µ

υ

υ

υ υ

−
′ ′ ′ ′ ′ ′≈ − − Γ ×

−Π

× − Γ

−
′ ′ ′ ′ ′ ′Γ Γ

−Π

�

�

(8-15)                                                                               

   Αλλά για 
2 2

q m− >>  ισχύει : 

            

1 2

2

2 2

0

2
( ) (1 )ln

(1 )

a m
q x x dx

m q x xπ
 −

Π = − ≈ − − 
∫�  

             [ ]
1 2 2

2 2

0

2
(1 ) ln ln (1 ) 0

a q m
x x x x dx

m qπ
   − 

≈ − + − +    
    

∫ , 

           

1

0

1 1 1
(1 )

2 3 6
x x dx− = − =∫   ,       

1

2

0

1
ln

( 1)

n
x xdx

n
= −

+∫  , 

         

1 1

2

0 0

1

2

0

(1 )[ln ln(1 )] ( ) ln

1 1 5
( )ln 2( 1)

4 9 18

x x x x dx x x xdx

y y ydy

− + − = − +

 + − = − − = −  

∫ ∫

∫
(y=1-x)(y=1-x)(y=1-x)(y=1-x)

 

Τελικά :     

2 2

2

2 2

5
( ) ln 0( )

3 3

a q q
q

m mπ
 − 

Π = − +  
  

�     (8-16) 
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     Αλλά ως γνωστόν ισχύει : 

                         

2 2

2

2 2

2

2

1
( )  ,  ( )

1 ( ) 137

( )

1 ln
3

eff eff

eff

a
a q a q a

q

a
a q m

a q

Amπ

= = ≈
−Π

− =
 

− − 
 

�

�
 

όπου  
5

exp
3

A
 =  
 

. 

  Συνεπώς η σχέση (8-15) γίνεται : 
2

R

ολ 1 1 1 2 2 2 1 1 1 2 2 22

4
 iM ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

eff
i a e g

u p s p p p s u p s p p p s
q

µν ν µπ
υ υ

−
′ ′ ′ ′ ′ ′≈ Γ Γ

                                                                                                                         (8-17) 

όπου:   

2 2

1 2
( , ) ( ) ( ),  ,  [ , ],

2 2

{ , } 2 ,    

i q i
p p F q F q q p p

m

g i g

µν
µ µ µν µ νν

µ ν µ ν ν µ µν µν µν µ ν

σ
γ σ γ γ

γ γ γ γ γ γ σ γ γ

′ ′Γ = + = − =

= + = = −
  

Οι συναρτήσεις 
1 2
,F F  ονοµάζονται  form factors. Για την χαµηλότερη τάξη 

ισχύει :  
1 2

1,  0F F= = . Στο όριο 
2 0q →  αποδεικνύεται ότι : 

        

2

2 2

1 22

3
( ) ln ,  ( )

3 8 2

a q m a
F q F q

mπ µ π
 

≈ − = 
 

,   όπου µ η µάζα φωτονίου. 

  Κατά συνέπεια η σχέση (8-17) γίνεται : 

 
2 2 2

R

ολ 2 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2
(8-18)

4 3 3
iM ln ln

3 8 2 2 3 8

( , ) ( , ) ( , ) ( , )                            
2 2

{ }{

}

eff
i a e q m i q a q m

q m m m

ig q a
u p s p s u p s p s

m

µν
ν ν

ν

µν
µν µ

π α σ α
γ γ

π µ π π µ

σ
υ υ

π

− ′ ′   
≈ − + −   

   

′ ′ ′ ′+

    

    Στην απλή περίπτωση που 
1 2

1,  0F F= =  και ακολουθώντας την ίδια 

διαδικασία όπως µ’αυτήν που αναφέρθηκε στις σελίδες 24,25 θα έχουµε : 
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i

2

ολ R 1 1 2 2 1 1 2 22

2 2 4

R2

ολ 1 1 2 2 2 2 1 14

2 2 1 1 1 1 2 2

s ,

(8-19)

1
iM 4 ( , ) ( , ) ( , ) ( , )         

4
|M |  = ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , )               

ef

ef

f

f

f

s

a e u p s p s u p s p s
q

a e
u p s p s p s u p s

q

p s u p s u p s p s

ν
ν

ν µ

ν µ

π γ υ γ υ

π
γ υ υ γ

υ γ γ υ

′ ′ ′ ′≈

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ×

×

∑  

2 2 4

R2

ολ 1 2 1 24

4
|M |  = ( ) ( ) ( ) ( )   

eff
a e

Tr p m p m Tr p m p m
q

ν µ
ν µ

π
γ γ γ γ′ ′ − − − − / / / /    

Αλλά :  
2

1 2 1 2 1 2 2 1
( ) ( ) 4[ ( . )]Tr p m p m p p p p g p p mν µ µνν µ µ νγ γ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ − − = + − +/ /   

       
2

1 2 1 2 1 2 2 1
( ) ( ) 4[ ( . )]Tr p m p m p p p p g p p m

ν µ µ νν µ µνγ γ− − = + − + / /   

οπότε : 

               

2 2 4

R2 2

ολ 1 2 1 2 2 14

2

1 2 1 2 2 1

2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 2 1 1 2 1 2

2

1 2 1 2 1 2 2 1

64
|M |  = [ ( . )]

           [ ( . )]

. ( . )

. ( . ) 2(

eff
a e

p p p p g p p m
q

p p p p g p p m

p p p p p p p p p p p p m p p p p

p p p p p p p p m p

µνν µ µ ν

ν µ µ ν µν

ν µ µ ν ν µ

ν µ ν µ µ ν

µ ν

µ ν

π
′ ′ ′ ′ ′ ′+ − + ×

× + − + =

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ − + + +

′ ′ ′ ′+ − + − 2

1 2 2 1

2 2

2 1 2 1

2

1 1 2 2 1 2 2 1 1 2 1 2 1 2

2 2

1 2 1 2
(8-20)

. )( . )

4( . )( . )

2{( . )( . ) ( . )( . ) ( . )( . ) ( . )

[( . ) ( . ) 2 ]}                                 

p p p m

p p m p p m

p p p p p p p p p p p p p p

m p p p p m

+ +

′ ′+ + + =

′ ′ ′ ′ ′ ′= + + − +

′ ′ + +

 

 

 Αλλά ως προς σύστηµα συντεταγµένων (CM) και στο όριο των υψηλών 

ενεργειών έχουµε : 
2 2 2 2 2 2

1 2 1 2
. 2 ,    . 2  p p E p E p p E p E′ ′ ′ ′= + ≈ = + ≈ για E E m′= �  

2 2 2

1 2
| | | |,    ( ) 4E E q p p E′ ′≈ = ≈ = + =p p ,  

2 2

1 1 2 2

2 2 4 2

( . )( . ) ( )( )

( | | | | cos )( | | | | cos ) (1 cos )

p p p p E E

E E Eθ θ θ

′ ′ ′ ′= − − =

′ ′= − − ≈ −
2

1 1 2 2

1 1 2

p .p p .pp .p p .pp .p p .pp .p p .p

p . p p . pp . p p . pp . p p . pp . p p . p
 

2 2 4 2

1 2 2 1
( . )( . ) ( )( ) (1 cos )p p p p E E E θ′ ′ ′ ′= − − ≈ +

1 2 2 1
p .p p .pp .p p .pp .p p .pp .p p .p  

  Άρα η σχέση (8-20) γράφεται : 

                         
2 2 2 4 2

ολ R
|M |  32 (1 cos )

eff
a eπ θ≈ +         (8-21) 

οπότε η ενεργός διατοµή σύµφωνα µε την σχέση που αναφέρθηκε στην σελίδα 

26, θα είναι : 
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2 2

2 2 4 2

R2 3

CM

2 4 2

R2
(8-22)

dσ
32 (1 cos )

dΩ 32

1
            (1 cos )              

8

ef

ef

f

CM

f

E m
a e

E

a e
E

π θ
π

θ

−  ≈ + = 
 

= +

 

  

      

 

 


