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Α) Αντίστροφη και µονοτονία 

Πρόταση: Αν µία συνάρτηση f : A → � είναι γνησίως µονότονη, τότε αντιστρέφεται 

και η αντίστροφή της συνάρτηση 1
f : f (A)
− → � είναι επίσης γνησίως µονότονη µε το 

ίδιο µάλιστα είδος µονοτονίας. 

Απόδειξη: 

Έστω f  γνησίως αύξουσα στο Α. (Όµοια εργαζόµαστε αν είναι γνησίως φθίνουσα) 

Τότε για 
1 2 1 2 1 2

x , x A µε x x  θα είναι f(x ) f(x ).∈ < <   

Συνεπακόλουθα για 
1 2 1 2

x x  θα είναι f(x ) f(x )≠ ≠
 
οπότε η f  είναι“1-1” και ως εκ 

τούτου  αντιστρέψιµη. 

Τώρα θα αποδείξουµε ότι: 1 1

1 2 1 2 1 2
y , y f (A) µε y y f (y ) f (y )  (*)− −∀ ∈ < ⇒ <  

Έστω τώρα η σχέση (*) δεν ισχύει. Τότε θα ισχύει η άρνησή της, που είναι: 
1 1

1 2 1 2 1 2
y , y f (A) µε y y f (y ) f (y )  − −∃ ∈ < ⇒ ≥  

Έτσι, και αφού f γνησίως αύξουσα στο Α, από την 1 1

1 2
f (y ) f (y )− −≥

1 1

1 2 1 2
f (f (y )) f (f (y )), δηλαδή: y y ,  άρα άτοπο− −⇒ ≥ ≥ . 

Εποµένως σχέση (*)  ισχύει και ως εκ τούτου η 1
f  είναι γνησίως αύξουσα στο Α−  

 

B) Σχετικά µε τις γραφικές παραστάσεις δύο αντίστροφων συναρτήσεων 

Πρόταση 1:Αν µία συνάρτηση f : A → �  αντιστρέφεται , τότε οι γραφικές 

παραστάσεις 1

1

f f
C  της f και C  της f−

−
είναι συµµετρικές ως προς την ευθεία y x=  

(διχοτόµο της 1
ης

 και της 3
ης

 γωνίας των αξόνων) 

 

Απόδειξη: 

Έστω µία συνάρτηση f : A → �  αντιστρέφεται. Έχουµε: 

( ) ( ) ( ) ( ) 1

1

f f
M α,β C β f α α f β Μ ' β,α C −

−∈ ⇔ = ⇔ = ⇔ ∈  

Και επειδή τα σηµεία Μ(α,β) και ( )Μ ' β,α είναι συµµετρικά ως προς τη ευθεία y=x, 

συνάγεται ότι οι γραµµές  1

1

f f
C  της f και C  της f−

−
 είναι συµµετρικές ως προς την 

ευθεία y=x. 

 

Πρόταση 2: Αν µία συνάρτηση f : A → �  αντιστρέφεται και οι γραφικές 

παραστάσεις 1

1

f f
C  της f και C  της f−

−
έχουν ένα µοναδικό κοινό σηµείο, αυτό ανήκει 

στην ευθεία y=x 

  Χρήσιµες επισηµάνσεις στις αντίστροφες συναρτήσεις                
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Απόδειξη: 

Έστω ότι οι 
f

C 1f
και C − έχουν ένα µοναδικό κοινό σηµείο , το Μ(α,β). Τότε: 

( )
( )

( ) ( )
( )

( )
( )

1

1

1

f f

1

ff

α,β C β,α Cα f ββ f α

α,β C α f β β,α Cβ f (α)

−

−

−

−

 ∈  ∈ = =   
⇒ ⇒ ⇒   

∈ = ∈=    
 

Άρα το σηµείο ( )M ' α,β είναι επίσης κοινό των 
f

C 1f
και C − . Έτσι, από την υπόθεση 

έχουµε: ( ) ( )α,β β,α= και συνεπώς α=β. Εποµένως το κοινό σηµείο ανήκει στην 

ευθεία y=x. 

Πρόταση 3: Αν µία συνάρτηση f : A → �  αντιστρέφεται τότε οι εξισώσεις 

( ) ( )1
f x x και f x x

−= = είναι ισοδύναµες. 

Απόδειξη: 

� Έστω 
0

x A∈ για το οποίο ισχύει ( )0 0f x x= , 

           Τότε θα είναι και ( )( ) ( ) ( )1 1 1

0 0 0 0f f x f x x f x
− − −= ⇒ = . 

� Έστω τώρα 
0

x f (A)∈ για το οποίο ισχύει ( )1

0 0f x x
− = , 

           Τότε θα είναι και ( )( ) ( ) ( )1

0 0 0 0f f x f x x f x− = ⇒ = . 

 

Πρόταση 4: Αν µία συνάρτηση f : A → �  αντιστρέφεται και είναι γνησίως αύξουσα 

τότε τα κοινά σηµεία  των 
f

C 1f
και C −  (αν υπάρχουν)  ανήκουν στην ευθεία y=x. 

( ∆ηλαδή  οι εξισώσεις ( ) ( ) ( )1
f x x και f x f x

−= = είναι ισοδύναµες). 

Απόδειξη: 

� Έστω  
0

x A∈ για το οποίο ισχύει ( )0 0f x x= , 

           Τότε θα είναι και ( )( ) ( ) ( )1 1 1

0 0 0 0f f x f x x f x
− − −= ⇒ = . 

           Τελικά είναι   ( ) ( )1

0 0f x f x
− =  

� Έστω τώρα 
0

x Α f (A)∈ ∩ για το οποίο ισχύει ( )1

0 0f x f (x )
− = (**). Θα 

δείξουµε ότι είναι και ( )0 0f x x= . Πράγµατι, έστω ότι : ( )0 0f x x> . 

Tότε αφού η f είναι γνησίως αύξουσα, έχουµε: 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1 1

0 0 0 0 0 0 0 0f x x , λόγω της (**) f x x f f x f x x f x .Άτοπο− −> ⇒ > ⇒ > ⇒ >

Όµοια φτάνουµε σε άτοπο αν υποθέσουµε ότι ( )0 0f x x< . 

Άρα ( )0 0f x x=  και το σηµείο µε τετµηµένη 
0

x ανήκει στην ευθεία y=x. 

 

Σηµείωση. Η παραπάνω πρόταση δεν ισχύει αν η συνάρτηση f είναι γνησίως 

φθίνουσα. 


