
 

Γιατί στο σύνολο �  των µιγαδικών

Ποια είναι τα σηµεία προσοχής

 

 

ΜΕΡΟΣ Α: Θα αποδείξουµε

                    διατεταγµένο σώµα

 

Ορισµοί: Σώµα ονοµάζεται

Α εφοδιασµένο µε δύο εσωτερικές

α+β=β

(α+β)+γ= α

α+0= 0+α

α+(-α)= 0

α.(

Ένα σώµα Α λέµε ότι είναι

του Β που να ικανοποιούνται

i. Κλειστότητα 

 ( α,β Β α β Β∀ ∈ ⇒ + ∈ ∈

ii. Τριχοτοµία   

( α Α ισχύει ακριβώς∀ ∈ ∈ ∈

 

Θεώρηµα: Aν Α είναι διατεταγµένο

• Αν α Α και∈ ≠ ⇒ ∈

• 1 Β∈  

Απόδειξη: •Αφού Α διατεταγµένο

                     Αν α Β α∈ ⇒ ∈ ∈

                     Αν α Β α− ∈ ⇒ − − ∈ ∈

των µιγαδικών αριθµών δεν µπορεί να οριστεί διάταξη

προσοχής σχετικά; 

 Άρθρο των Μαύρου Γιάννη , Οικονόµου

Καθηγητών του 1
ου

 ΓΕΛ

αποδείξουµε στο άρθρο αυτό ότι το σύνολο �  δεν είναι

διατεταγµένο σώµα. 

ονοµάζεται µία αλγεβρική δοµή η οποία αποτελείται από

δύο εσωτερικές πράξεις  +  και i  για τις οποίες ισχύουν

β=β+α α.β= β.α 

γ= α+(β+γ) (α.β).γ= α.(β.γ) 

+0= 0+α= α α.1= 1.α=α 

α)= 0 
α.

1

α
= 1, α 0≠  

α.(β+γ)= α.β+α.γ 

είναι διατεταγµένο αν και µόνο αν υπάρχει γνήσιο

ικανοποιούνται οι παρακάτω ιδιότητες (αξιώµατα). 

β Β α β Β και α.β Β∀ ∈ ⇒ + ∈ ∈ ) 

ισχύει ακριβώς µία από τις σχέσεις: ή α Β ή -α Β ή α∀ ∈ ∈ ∈

είναι διατεταγµένο σώµα ισχύoυν  
2α Α και α 0  α Β∈ ≠ ⇒ ∈  

διατεταγµένο σώµα και α 0≠  θα είναι ήα Β ή -α Β∈ ∈

2α Β α.α Β. Άρα α Β∈ ⇒ ∈ ∈  

( ) ( ) 2
α Β α . α Β. Άρα α Β− ∈ ⇒ − − ∈ ∈  
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οριστεί διάταξη; 

Οικονόµου Γιάννη 

ΓΕΛ Πετρούπολης 

δεν είναι  

αποτελείται από ένα σύνολο 

οποίες ισχύουν: 

 

 

 

γνήσιο υποσύνολό 

α Β ή α=0)  

α Β ή -α Β∈ ∈  
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• Αφού Α σώµα και 1 0≠ , τότε 21 Β∈  δηλαδή 1 Β∈  

Θεώρηµα: To σώµα ( ), ,.+� όχι διατεταγµένο 

Απόδειξη: Αν �  ήταν διατεταγµένο, θα έπρεπε να υπήρχε ένα υποσύνολο Γ⊂�  που 

θα ίσχυαν τα αξιώµατα κλειστότητας και τριχοτοµίας. Αφού  i=(0, 1) και Ο(0, 0)
2 2 2i 0,  θα είναι [i Γ i.i i -1 Γ ] ή [-i Γ ( i).( i) i -1 Γ ] άρα i Γ⇒ ≠ ∈ ⇒ = = ∈ ∈ ⇒ − − = = ∈ ∈

δηλαδή 1 Γ− ∈ . Όµως 1 Γ∈ άρα 1 Γ− ∉ , κατάληξη σε άτοπο. 

Συνεπώς το σύνολο �  δεν είναι διατεταγµένο σώµα. 

 

 

ΜΕΡΟΣ Β: Σηµεία προσοχής-επισηµάνσεις 

 

Αφού λοιπόν το σώµα �  δε διατηρεί τη διάταξη του γνωστού µας σώµατος �

των πραγµατικών αριθµών, είναι χωρίς νόηµα στο �  οι έννοιες «θετικός 

µιγαδικός-αρνητικός αριθµός και 
1 2 1 2

z z  όπου z , z< ∈< ∈< ∈< ∈�» 

Άρα λοιπόν για α,β∈� : α βi α 0 και β=0++ ∈ ⇔ ≥�  

                                        *α βi α 0 και β=0++ ∈ ⇔ >�   

                                        α βi α 0 και β=0−+ ∈ ⇔ ≤�  

                                        *α βi α 0 και β=0−+ ∈ ⇔ <�
 

Επίσης για α,β,κ,λ  είναι: α+β.i<κ+λ.i α κ και β λ 0∈ ⇔ < = =�  

 

Προσοχή όχι  (α-κ)+(β-λ).i < 0 ,όπου α-κ <0 και β-λ=0⇔ α <κ  αλλά β=λ 

 

 

Παραδείγµατα: 

 

1) ∆ίνεται ο µιγαδικός αριθµός ( ) ( )2z 3 α β α β 1 i,  µε α,β= − − + + − ∈� . Να 

βρεθούν οι α, β έτσι ώστε z 0>  

Λύση: Eίναι (α+β-1=0 και 3- 2α β 0− > )

2

2

(β 1 α 1 α,  3-α (1 α) 0)

(β 1 α,  α α 2 0)

(β 1 α,  -1<α<2)

(β 1 α,  α=0 ή α=1) (α=0 & β=1) ή (α=1 & β=0)

⇒ = − = − − − >

⇒ = − − − <

⇒ = −

⇒ = − ⇒  
 

2) Να βρεθούν οι εικόνες των µιγαδικών που επαληθεύουν ταυτόχρονα τις 

ανισώσεις: 2z 2z 3 0 και 2z+3 0+ − ≥ ≤  

Λύση: Θέτω z x yi,  x,y= + ∈�  και 
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2z 2z 3 0+ − ≥ ⇔

( ) ( )

( )

2 2

2 2

2 2

2

2

x y 2x 3 2y x 1 i 0

x y 2x 3 0 και 2y x 1 0

x y 2x 3 0 και y=0 ή x= 1

αν x= 1, y 4 αδύνατο

αν y=0, x 2x 3 0 x ( , 3] [1, )

⇔ − + − + + ≥

⇔ − + − ≥ + =

⇔ − + − ≥ −

− ≤ −

− − ≥ ⇒ ∈ −∞ − ∪ +∞

 

( )2z 3 0 2x 3 2yi 0

µε y=0 και 2x 3 0

3
y=0 και x -  δηλαδή

2

3
x (- , - ]

2

+ ≤ ⇔ + + ≤

+ ≤ ⇔

≤

∈ ∞

 

 

Συναληθεύοντας έχουµε: y 0 και x (- ,-3], δηλαδή z=x+0i, µε x (- ,-3]= ∈ ∞ ∈ ∞  

 

Προσοχή, στις ανισώσεις στο �  δεν επιτρέπεται να µεταφέρουµε όρους 

από το ένα µέρος στο άλλο, γιατί έτσι δεν προκύπτουν ισοδύναµες 

ανισώσεις, εκτός και αν οι όροι που µεταφέρουµε είναι πραγµατικοί 

αριθµοί 

 
 

 

Παράδειγµα 3: Οι ανισώσεις 
2 2z 4z 5 0 (1) και z 5 4z (2) , µε z  δεν είναι ισοδύναµες− + < + < ∈�  

 

Λύση: Πράγµατι έχουµε από (1) 

( ) ( )2 2 2 2

2 2

2

2

x y 4x 5 2xy 4y i o x y 4x 5 0 και 2xy 4y 0

x y 4x 5 0 και (y=0 ή x=2)

για y=0, έχουµε  x 4x 5 0 αδύνατη αφού ∆<0 και

x 2,  y 1 y ( , 1) (1, ) δηλαδή z=2+yi, όπου y ( , 1) (1, )

− − + + − < ⇔ − − + < − =

⇔ − − + < ⇔

− + <

= > ⇔ ∈ −∞ − ∪ +∞ ∈ −∞ − ∪ +∞

Ενώ από την (2) έχουµε 

( )2 2

2 2 2

x y 5 2xyi 4x 4yi,

άρα (2xy=0 και 4y=0 και x y 5 4x) (y 0 και x 4x 5 0,αδύνατη)

− + + < +

− + < ⇔ = − + <
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Προσοχή(!) στις αποδείξεις ανισοτήτων µιγαδικών που είναι όµως σε 

µέτρα, άρα ανισώσεις πραγµατικών, όπου χρησιµοποιούµε τη µέθοδο των 

διαδοχικών ισοδυναµιών. Αν διαγράψουµε παράγοντες από το ένα και το 

άλλο µέρος, το άθροισµα αυτών σε κάθε µέλος να είναι πραγµατικός έτσι 

ώστε από ανίσωση πραγµατικών να µεταφερόµαστε σε ισοδύναµη 

ανίσωση πραγµατικών, γιατί αλλιώς αν διαγράψουµε µιγαδικό 

παράγοντα από τα δύο µέλη τότε δηµιουργούµε ανίσωση µιγαδικών που 

δεν έχει νόηµα. 

 

Παράδειγµα 4: 

Αν z, w  µε z 1 αλλά και w 1,  να δείξετε ότι z w 1 zw∈ < < − < −�  

Λύση: Πράγµατι έχουµε: 

( )( ) ( )( )
2 2

z w 1 zw z w 1 zw z w z w 1 zw 1 zw

zz zw

− < − ⇔ − < − ⇔ − − < − − ⇔

− wz− ww 1 zw+ < − zw− ( ) ( )

( )( )

( )( )2 2

zzww zw zw 2Re zw  

και µπορούµε (*) να το διαγράψουµε zz ww 1 zzww 1 zz 1 ww 0

1 z w 1 0  που ισχύει.

+ ⇔ − + = − ∈

+ < + ⇔ − − < ⇔

− − <

�

(*) Το λάθος θα γινόταν αν κάναµε διαγραφή µόνο του zw−−−−  και τότε θα 

είχαµε (((( )))) (((( ))))zz wz ww 1 zw zzww− + < − +− + < − +− + < − +− + < − +  , µιγαδικός<µιγαδικού που δεν 

έχει νόηµα. 


