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Bασικό θέμα 1   (Μέγιστη και ελάχιστη απόσταση σημείου από κύκλο)  

 

Δίνεται η εξίσωση του κύκλου 2 2 2 2(C) : x y Ax By Γ 0,Α Β 4Γ 0         

Να βρείτε τα σημεία του κύκλου τα οποία απέχουν μέγιστη-ελάχιστη απόσταση από: 

i. Την αρχή των αξόνων Ο(0,0) 

ii. Το σημείο Δ(α,β) 

και να βρείτε κάθε φορά την απόσταση αυτή. 
 

Λύση: 

Αρχικά θα δείξουμε ότι τα σημεία 

του κύκλου που απέχουν τη 

μέγιστη και ελάχιστη απόσταση 

από την αρχή των αξόνων είναι τα 

σημεία Β και Α αντίστοιχα όπως 

φαίνεται στο σχήμα. Θα δείξουμε 

ότι για τυχαίο σημείο Μ του 

κύκλου ισχύει 

(ΟΑ) (ΟΜ) (ΟΒ)   

Εφαρμόζοντας την τριγωνική 

ανισότητα στο τρίγωνο ΜΟΚ, 

(ΟΚ) (ΚΜ) (ΟΜ) (ΟΚ)

(ΚΜ) (ΟΚ) ρ (ΟΜ)

(ΟΚ) ρ (ΟΑ) (ΟΜ) (ΟΒ)

   

   

     
 

 

 Για να βρούμε τα σημεία Α, Β πρέπει αρχικά να βρούμε τη διακεντρική ευθεία ΑΒ 

Εύρεση της ευθείας ΑΒ 

Είναι της μορφής y=λx, όπου λ= 0

0

y 0

x 0




για ΑΒ y 'y  και Κ(

0 0x , y ) το κέντρο του 

κύκλου άρα η εξίσωση της ΑΒ είναι (ε): 0

0

y
y x

x
  

Εύρεση των σημείων Α και Β 

Λύνουμε το σύστημα των εξισώσεων 

2 2 2

0 0

0

0

(x x ) (y y ) ρ

y
y x

x

    
 
 

 
 

του κύκλου και της 

ευθείας. Οι λύσεις μας δίνουν τις συντεταγμένες των σημείων Α και Β. 

 

Η μέγιστη και η ελάχιστη απόσταση 

 

2 2

min 0 0(OM) (OA) (OK) ρ x y ρ       
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2 2

max 0 0(OM) (OB) (OK) ρ x y ρ       

 Με ανάλογο τρόπο εργαζόμαστε όταν το σημείο δεν είναι το Ο(0,0) αλλά το Δ(α, β) 

                                                                        

Εύρεση της ευθείας ΑΒ 

Είναι της μορφής 
0 0y y λ(x x )   , 

όπου λ= 0

0

y β

x α




 για ΑΒ όχι παράλληλη 

στον άξονα y ' y  και 
0 0K(x , y ) το κέντρο 

του κύκλου, άρα η εξίσωση της ΑΒ
είναι: 

(ε):
0

0 0

0

y β
y y (x x )

x α


  


 

 

 
 

 

Eύρεση των σημείων Α και Β 

 

Λύνουμε το σύστημα των εξισώσεων 
2 2 2

0 0

0
0 0

0

(x x ) (y y ) ρ

y β
y y (x x )

x α

    
 
 

   
 

 

Οι λύσεις μας δίνουν τις συντεταγμένες των σημείων Α και Β. 

 

Η μέγιστη και ελάχιστη απόσταση 

 

2 2

min 0 0(ΛΜ) (ΛΑ) (ΛΚ) ρ (x α) (y β) ρ         

 

2 2

max 0 0(ΛΜ) (ΛB) (ΛΚ) ρ (x α) (y β) ρ         

      

  Παράδειγμα 1
ο
 : 

Δίνεται ο κύκλος  
2 2C: (x 2) (y 2) 2     και Μ τυχαίο σημείο του κύκλου. Αν Ο 

είναι η αρχή των αξόνων τότε: 

i. Nα δείξετε ότι: 2 (OM) 3 2   

ii. Για ποια σημεία Μ του κύκλου έχουμε  α) (OM) 2  , β) (OM) 3 2  

iii. Βρείτε τα σημεία του κύκλου που απέχουν μέγιστη και ελάχιστη απόσταση 

από το σημείο Α(4, 0) και ύστερα κάθε φορά την απόσταση αυτή 
 

Λύση                                                       
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Bασικό θέμα 2   (Ελάχιστη απόσταση σημείου από ευθεία)  

 

Δίνεται η εξίσωση της ευθείας (ε) : Αx By Γ 0, Α Β 0      και αναζητούμε ποιο 

σημείο της ευθείας απέχει ελάχιστη απόσταση από: 

i. Την αρχή των αξόνων Ο(0,0) 

ii. Από το σημείο Δ(α,β) 

και να βρείτε κάθε φορά την απόσταση αυτή. 
 

Λύση: 

 

 

Η απόσταση που είναι ελάχιστη 

είναι εξ ορισμού η (ΟΕ) (ΟΜ) 

Όμοια ισχύει και για τηναπόσταση 

(ΛΖ) 

Για να βρούμε το σημείο Ε πρέπει 

αρχικά να βρούμε την ευθεία ΟΕ 

 

Εύρεση της ευθείας ΟΕ 

Επειδή οι ευθείες ΟΕ και ε είναι κάθετες έχουμε, ΟΕ ε ΟΕ

ε

1
λ .λ 1 λ ,άρα

λ
      

ΟΕ

ε

1
ΟΕ : y λ .x y x

λ
     

Εύρεση συντεταγμένων του σημείου Ε 

Επιλύουμε το σύστημα των εξισώσεων της ευθείας (ε) και ΟΕ, δηλαδή 

E E

ε

Ax By Γ 0

E(x , y )1
y .x

λ

   
 

 
 

 
 

 

Εύρεση της ελάχιστης απόστασης 

2 2 2 2

Α.0 Β.0 Γ Γ
(OE) d(O,ε)

Α Β Α Β

 
  

 
 

 

Όταν αναζητούμε σημείο της ευθείας (ε) που απέχει την ελάχιστη απόσταση από το 

γνωστό σημείο Λ(x0, y0), τα βήματα είναι τα ίδια. 
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Εύρεση εξίσωση ευθείας ΛΖ 

Έχουμε ΑΖ ε ΑΖ

ε

1
λ .λ 1 λ

λ
     οπότε ΛΖ: 

0 ΛΖ 0 0 0

ε

1
y y λ .(x x ) y y (x x )

λ
         

Εύρεση του σημείου Ζ 

Λύνουμε το σύστημα 

Z Z

0 0

ε

Ax By Γ 0

Z(x , y )1
y y (x x )

λ

   
 

 
   

 
 

 

Εύρεση της ελάχιστης απόστασης 

 1oς τρόπος:    2 2

0 Z 0 Z(ΛΖ) (x x ) (y y )    ,με υπολογισμό του Ζ 

 2
ος

 τρόπος:      
0 0

2 2

Α.x B.y Γ
(ΛΖ) d(Λ,ε)

Α Β

 
 


,χωρίς τον υπολογισμό του Ζ 

    

  Παράδειγμα 2
ο
 : 

Η πορεία ενός πλοίου που κινείται ευθύγραμμα διαγράφει σε ορθοκανονικό σύστημα 

συντεταγμένων, τροχιά με εξίσωση (σε χιλιόμετρα)   (ε): 3x-4y-10=0 

i. Πόσο κοντά θα περάσει το πλοίο από το σημείο Ο; Σε ποιο σημείο της 

τροχιάς το πλοίο βρίσκεται πλησιέστερα στο λιμάνι με συντεταγμένες Ο(0,0); 

ii. Αν βρισκόμαστε στη βραχονησίδα Β(4,-
3

4
), να δείξετε ότι το πλοίο απέχει 

τουλάχιστον 1km 

iii. Αν Μένα τυχαίο σημείο της τροχιάς του πλοίου, να βρείτε το σημείο Μ όταν 

(ΑΜ)=1km 

 

Λύση                                                       
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Bασικό θέμα 3 (Δύο κύκλοι και τα σημεία τους που απέχουν μέγιστη-ελάχιστη απόσταση )  

 

Δίνονται οι εξισώσεις δύο κύκλων 2 2 2

1 1 1 1C : (x x ) (y y ) ρ     και 
2 2 2

2 2 2 2C : (x x ) (y y ) ρ    , που δεν έχουν κοινά σημεία και είναι εξωτερικοί. 

Βρείτε τα σημεία των κύκλων που απέχουν μέγιστη και ελάχιστη απόσταση μεταξύ 

τους και την απόσταση αυτή. 
 

Λύση: 

Για να βρούμε τα σημεία του κύκλου 

(Κ1,ρ1) που απέχουν από το σημείο Κ2 

ελάχιστη και μέγιστη απόσταση, πρέπει 

να φέρουμε τη διακεντρική Κ1Κ2, όπως 

δείξαμε στο Βας.Θέμα 1. 

Στο Κ1ΕΖΚ2 έχουμε: 

1 1 2 2

1 1 2 2

(ΕΖ) (Κ Ε) (Κ Κ ) (Κ Ζ)

ρ (Κ Κ ) ρ (ΑΔ)μέγιστο

   

  
 

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

(Κ Κ ) (Κ Ε) (ΕΖ) (ΖΚ )

(Κ Κ ) (Κ Ε) (ΖΚ ) (ΕΖ)

(Κ Κ ) ρ ρ (ΕΖ) (ΓΔ) (ΕΖ)

   

   

    

 

 

 

 

Εύρεση της εξίσωσης της διακέντρου 

 

Έχουμε 
1 2

2 1
Κ Κ 1 2

2 1

y y
λ , x x

x x


 


 

Άρα η εξίσωση της διακέντρου είναι:  2 1
1 1

2 1

y y
y y (x x )

x x


  


 

 

Εύρεση των σημείων Α και Β 

 

Λύνουμε το σύστημα 
2 2 2

1 1 1

α α β β2 1
1 1

2 1

(x x ) (y y ) ρ

A(x , y ) _ και _ Β(x , y )y y
y y (x x )

x x

    
 

 
    

 

Αντίστοιχα βρίσκουμε και τα σημεία Γ και Δ 

 

Εύρεση μέγιστης και ελάχιστης απόστασης των σημείων του κύκλου 

 

 

 1oς τρόπος:    2 2

α δ α δ(ΑΔ) (x x ) (y y )     
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 2
ος

 τρόπος:      (ΑΔ)=(Κ1Κ2)+ρ1+ρ2, η οποία έχει το πλεονέκτημα ότι μας 

υπολογίζει τη μέγιστη απόσταση χωρίς να γνωρίζουμε τα σημεία Α,Β,Γ,Δ 

 

Όμοια για την ελάχιστη απόσταση  (ΒΓ)= 2 2

β γ β γ(x x ) (y y )    ή από τη σχέση 

(ΒΓ)=(Κ1Κ2)-ρ1-ρ2 

 

       Παράδειγμα 3
ο
 : 

Δίνονται οι εξισώσεις δύο κύκλων 2 2

1C : (x 2) (y 4) 1     και 
2 2

2C : x y 4x 8y 19 0      

i. Να βρείτε τα κέντρα και τις ακτίνες των δύο κύκλων. 

ii. Να βρείτε τη σχετική τους θέση. 

iii. Βρείτε την εξίσωση της διακέντρου. 

iv. Βρείτε ποια σημεία των κύκλων απέχουν τη μέγιστη και ποια την ελάχιστη 

απόσταση και να υπολογίσετε τις αποστάσεις αυτές. 

 

Λύση                                                       
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Bασικό θέμα 4 (απόσταση ευθείας από κύκλο)  

 

Έστω η εξίσωση του κύκλου 2 2 2C: (x α) (y β) ρ     και η εξίσωση της ευθείας  

(ε) : Ax+By+Γ=0 η οποία και δεν τον τέμνει. Να βρείτε τη μεγαλύτερη και τη 

μικρότερη απόσταση της ευθείας από τον κύκλο.  
 

Λύση: 

 

 

Τα σημεία που ζητάμε είναι τα σημεία 

επαφής εφαπτομένης παράλληλης προς 

την (ε), έτσι ώστε ολόκληρος ο κύκλος να 

είναι προς το ίδιο μέρος της ευθείας αυτής, 

αφού ξέρουμε ότι απόσταση ευθείας από 

σημείο είναι το ίδιο με την απόσταση της 

παράλληλης προς την ευθεία που 

φέρνουμε από το σημείο αυτό. 

 

 
Εύρεση της κάθετης από το το Κ προς την (ε) 

Είναι 
ε

Α
λ

Β
  . Άρα 

ΚΖ

Β
λ

Α
  και  ΚΖε :

Β
y β (x α)

Α
    

 

Εύρεση των σημείων Δ και Ε 

Λύνουμε το σύστημα του κύκλου και της ευθείας ΚΖε  

 

Εύρεση μέγιστης και ελάχιστης απόστασης του κύκλου από την ευθεία 

 

(ΔΖ)= d(K, ε)-ρ= 
2 2

Αα Ββ Γ
ρ

Α Β

 



 είναι η ελάχιστη απόσταση 

 

(ΕΖ)= d(K, ε)+ρ=
2 2

Αα Ββ Γ
ρ

Α Β

 



 είναι η μέγιστη απόσταση 

 

       Παράδειγμα 4
ο
 : 

Να βρεθεί η ευθεία (η) που είναι κάθετη στον κύκλο C: x
2
+(y-3)

2
= 9 και την ευθεία  

(ε): 6x+8y+1= 0 

 

Λύση   
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Bασικό θέμα 5 (χορδή-διάμετρος)  

 

Έστω η εξίσωση του κύκλου 2 2 2C: (x α) (y β) ρ     και οι πραγματικοί αριθμοί 

x1,x2,y1,y2 τέτοιοι ώστε: 
2 2 2 2 2

1 1 2 2(x α) (y β) (x α) (y β) ρ         

Να αποδείξετε ότι: 
2 2 2

1 2 1 20 (x x ) (y y ) 4ρ      

 

Λύση: 

Από τη σχέση 2 2

1 1(x α) (y β)    ρ
2
   συμπεραίνουμε ότι το Α(x1,y1) είναι σημείο 

του κύκλου. Όμοια και το σημείο Β(x2,y2).Άρα η ζητούμενη σχέση γίνεται: 

2 2 2

1 2 1 20 (x x ) (y y ) 4ρ     2 2

1 2 1 2(x x ) (y y ) 2ρ 0 (ΑΒ) δ        , όπου 

δ η διάμετρος του κύκλου. 

Πότε ισχύει η ισότητα; 

 (AB)=0 Α Β   δηλαδή όταν  1 2 1 2x x , y y   

 (ΑΒ)=2ρ, όταν τα σημεία Α, Β είναι αντιδιαμετρικά τουτα κύκλου, δηλαδή Α, 

Ο, Β είναι συνευθειακά, όπου Ο το μέσον του ΑΒ είναι και το κέντρο του 

κύκλου 

 

      

  Παράδειγμα 5
ο
 : 

Δίνονται τα μη μηδενικά και μη παράλληλα διανύσματα α και β και η εξίσωση 

2 2C: x y 2 α x 4 β y 4α.β 0      

1. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση C παριστάνει κύκλο με ακτίνα ρ= α 2β του 

οποίου να βρείτε το κέντρο. 

2. Αν ο κύκλος C διέρχεται από την αρχή των αξόνων και εφάπτεται της ευθείας 

(ε): y x 2 α 4 β    στο σημείο  Α( 2 α ,4 β ) να αποδείξετε ότι: 

i. α β  

ii. α 2 β  

iii. Το κέντρο του κύκλου είναι Κ(-2, 2) με ακτίνα ρ 2 2 , αν επί πλέον 

ισχύει ότι 
1

α ( α , 3)
2

   

 

Λύση                                                       

 

 


