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ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ Γ’ ΛΥΚΕΙΟΥ  

ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗ 

Κυρτότητα-Ασύµπτωτες-Θεωρήµατα D’Hospital-Μελέτη συνάρτησης 

 

Θέµα 1 

 

 Η g είναι µια συνάρτηση δύο φορές παραγωγίσιµη στο R για την οποία ισχύει: 

    ,1)x(g)x(g2 23 ≥− για κάθε x∈R.  

    Να δείξετε ότι : 

   α) Η g΄(x) = 0 έχει 2 ρίζες στο (-1,1).      β) g΄(-1) = g΄(0) = g΄(1)   

 γ) Η g έχει 4 πιθανά σηµεία καµπής στο (-1,1)  . 

 

Απάντηση: 
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Θέµα 2 

 

 Η παραγωγίσιµη συνάρτηση f  ικανοποιεί τη σχέση:    ,1x)x(fe )x(f +=+  

 για κάθε x∈R. 

α) Να δείξετε ότι η f είναι γνησίως αύξουσα 

β) Να µελετηθεί ως προς τα κοίλα  

γ) Αν f(0) = 0, να δείξετε ότι: ,
2

x
)x(f)x('xf <<  για κάθε x > 0.

 
  

Απάντηση: 
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Θέµα 3 

 

  ∆ίνεται η παραγωγίσιµη στο R συνάρτηση f για την οποία ισχύει f ΄(x) + f(x) = 1,  

 για κάθε x∈R και f(0)=e+1 . 

α) Να βρείτε το όριο 
∞+→ y

lim (
2 x

lim
→

f(xy))      

β) Να δείξετε ότι η f  είναι κυρτή στο R . 

 

Απάντηση: 
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Θέµα 4 

Σε καθεµία από τις παρακάτω ερωτήσεις να σηµειώσετε τη σωστή απάντηση, 

αιτιολογώντας την επιλογή σας. 

 

1. Η συνάρτηση 
1

f (x)
x

=  είναι κυρτή στο *R . 

 

2. Αν µια συνάρτηση f είναι κυρτή ( κοίλη ) σ’ένα διάστηµα ∆, τότε η εφαπτόµενη 

της γραφικής παράστασης της f σε κάθε σηµείο του ∆ βρίσκεται «κάτω»  

( αντίστοιχα «πάνω» ) από την γραφική παράσταση, µε εξαίρεση το σηµείο επαφής.  

 

3. Αν µια συνάρτηση f είναι κυρτή ( κοίλη ) σ’ένα διάστηµα ∆ και ox  είναι ένα  

σηµείο του ∆, τότε για κάθε x ∆∈  ισχύει η ανισότητα:  

o o o of (x) xf (x ) f (x ) x f (x )′ ′− > −  ( )o o o o f (x) xf (x ) f (x ) x f (x ) ′ ′− < − . 

 

4. Αν f (x) 2ηµx 3′′ = +  για κάθε x R∈ , τότε η συνάρτηση f είναι κυρτή. 

 

5. Αν µια συνάρτηση f είναι δυο φορές παραγωγίσιµη στο διάστηµα ∆ και είναι κυρτή   

( κοίλη ) στο διάστηµα ∆, τότε f (x) 0′′ ≥  ( )f (x) 0′′ ≤ , για κάθε x ∆∈ .  

 

  

Απάντηση: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Θέµα 5  
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Η συνάρτηση f : R R→  είναι τρεις φορές παραγωγίσιµη, f (0) f (0) 0′ ′′= =  και 

f (x) 0′′′ >  για κάθε x R∈ . 

Να δείξετε ότι: 

(i) Η f είναι κοίλη στο ( ,0]−∞  και κυρτή [0, )+∞ . 

(ii) Η f είναι γνησίως αύξουσα στο R . 

 

 

Απάντηση: 

 

 

 

 

 

 

 

 

Θέµα 6 

 

Αποδείξτε ότι η γραφ. παράσταση της συνάρτησης  f  για την οποία ισχύει   

 ( ) { }2Rxά,1x2)x(f2x
4 −∈θεκγια+≥− , έχει µία τουλάχιστον κατακόρυφη    

  ασύµπτωτη.     

 

 

Απάντηση: 

 

 

 

 

 

 

 

 



1
ο
 ΓΕΛ ΠΕΤΡΟΥΠΟΛΗΣ 

 

 

Μαύρος Γιάννης      Σελίδα 6 από 17 

Μαθηµατικός 

Θέµα 7 

 

Η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [α,β]  και δύο φορές παραγωγίσιµη στο (α,β) . 

Αν υπάρχει γ (α,β)∈  ώστε f (γ) 0=  και η f στρέφει τα κοίλα κάτω στο [α,β] , να 

δείξετε ότι: 
f (α) f (β)

0
γ α β γ

+ <
− −

. 

  

 

Απάντηση: 
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Θέµα 8 

 

(i) Η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο διάστηµα ∆ και στρέφει τα κοίλα προς 

τα πάνω.  

Να δείξετε ότι για κάθε 1 2x , x ∆∈  µε 1 2x x≠ ισχύει: 1 2
1 2

x x
f (x ) f (x ) 2f

2

+ + >  
 

. 

(ii) Να δείξετε  ότι για κάθε 
*α R∈  και ν N, ν 2∈ ≥  ισχύει: 

( ) ( )ν ν
α α νe 2 e 2 2 3−+ + + > ⋅ . 

(iii) Να δείξετε ότι 
100 200 150

100 200 2 150+ > ⋅ . 

 

 

Απάντηση: 
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Θέµα 9 

 

∆ίνονται οι συναρτήσεις f (x) ln x=  και g(x) x ln x= . Να δείξετε ότι: 

(i) Η f στρέφει τα κοίλα κάτω και η g στρέφει τα κοίλα πάνω στο (0, )+∞ . 

(ii) Η fC , gC  έχουν κοινή εφαπτοµένη στο κοινό τους σηµείο. 

(iii) Για κάθε x (0, )∈ +∞  ισχύει: ln x x 1 x ln x≤ − ≤ . 

 

Απάντηση: 
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Θέµα 10 

 

 (i) Η συνάρτηση f είναι τρεις φορές παραγωγίσιµη στο διάστηµα ∆ και για το 

εσωτερικό σηµείο ox ∆∈  ισχύουν of (x ) 0′′ =  και (3)

of (x ) 0< . Να δείξετε ότι το ox  

είναι θέση σηµείου καµπής της f . 

(ii) ∆ίνεται η συνάρτηση f : R R→  τρεις φορές παραγωγίσιµη και περιττή. Αν για 

κάθε x R∈  ισχύει: 2 2f (x) x f (x) x ηµx′′ ′+ = − . 

Να δείξετε  ότι η fC  έχει σηµείο καµπής το Ο(0,0) . 

 

Απάντηση: 
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Θέµα 11 

 

 Η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο R , δύο φορές παραγωγίσιµη στο { }3−�  

και ισχύουν: 

(i) f (0) 5= , f (4) 6= . 

(ii) f (2) 0′ = , f (4) 0′ = , f (3) 4′ = . 

(iii) f (x) 0′′ > , αν x ( ,3)∈ −∞  και f (x) 0′′ <  αν x (3, )∈ +∞ . 

(iv) 
x
lim f (x)
→−∞

= +∞  και 
x
lim f (x)
→+∞

= −∞ . 

α) Να βρείτε τα τοπικά ακρότατα και τα σηµεία καµπής της f. 

β) Να κάνετε µία πρόχειρη γραφική παράσταση της f. 

 

Απάντηση: 
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Θέµα 12 

 

 (i) Η συνάρτηση f : R R→  είναι παραγωγίσιµη µε συνεχή παράγωγο. Να δείξετε 

ότι:  
h 0

f (x 2h) f (x 3h)
lim f (x)

5h→

+ − −
′= . 

(ii) Να βρείτε την παράγωγο της συνάρτησης: συνxg(x) x= . 

(iii) Να υπολογίσετε το όριο: 
συν (π 2h) συν (π 3h)

h 0

(π 2h) (π 3h)
lim

h

+ −

→

+ − −
. 

 

 

Απάντηση: 

 

 

 

 

 

 

 

 

Θέµα 13 

 

Να βρεθούν οι *α,β R∈  αν το σηµείο M(α,β)  βρίσκεται στην γραφική παράσταση 

της συνάρτησης xf (x) ln x=  και 
αx

βxx 0

e συναx
lim 2

e συνβx→

−
=

−
. 

 

Απάντηση: 
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Θέµα 14  

Σε καθεµία από τις παρακάτω ερωτήσεις να σηµειώσετε τη σωστή απάντηση, 

αιτιολογώντας την επιλογή σας. 

 

1. Το όριο 
3 2 2 3

3 2 2 3x ψ

x xψ x ψ ψ
lim

x x ψ 5xψ 3ψ→

− − +

+ − +
 είναι ίσο µε 

Α. 
1

2
       Β. 1       Γ. 

3

2
        ∆. 

5

2
         Ε. 6 . 

 

2. Το όριο 
2

x ψ

(x ψ)
lim

1 συν(x ψ)→

−
− −

 είναι ίσο µε 

Α. 2−        Β. 1−        Γ. 0         ∆. 1         Ε. 2 . 

 

3. Το όριο 
x 0

2x εφ3x
lim

ηµ7x→

−
 είναι ίσο µε 

Α. 
1

7
−        Β. 0        Γ. 

1

7
        ∆. 1         Ε. 7 . 

 

4. Το όριο 
2 2α x

εφ(x α)
lim

4x 4α→

−

−
 είναι ίσο µε 

Α. 8x        Β. 16x        Γ. 0         ∆. 
1

8x
         Ε. 

1

16x
. 

 

5. Το όριο 
π

x
2

1
lim εφx

συν5x+

→

 − 
 

 είναι ίσο µε 

Α. 1       Β. 2        Γ. e         ∆. +∞          Ε. −∞ . 

 

6. Το όριο 
x 0

π πx
lim εφ

x 2→

 ⋅ 
 

 είναι ίσο µε 

Α. 
π

2
       Β. 

2π

2
       Γ.

2
e         ∆. 

4π          Ε. +∞ . 

 

7. Το όριο 
x 0

x(συνx 1)
lim

ηµx x→

−
−

 είναι ίσο µε 

Α. 2−        Β. 1−        Γ. 1        ∆. 2          Ε. 3 . 

 

 

Απάντηση: 
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Θέµα 15 

 

∆ίνονται οι συναρτήσεις 
2

9x 1
f (x)

x 1

+
=

+
 και 2g(x) (α 1)lnx βx x 5= − − − − . 

Να βρεθούν οι α,β R∈  ώστε η εφαπτοµένη της 
gC  στο σηµείο ( )Α 2,g(2)  να είναι 

παράλληλη στην πλάγια ασύµπτωτη της 
f

C  και η g να παρουσιάζει καµπή στο 

σηµείο 
o

x 1= . 

 

Απάντηση: 
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Θέµα 16 

 

∆ίνεται η συνάρτηση 
3 2

2

x 4x 3
f (x) αx β

x 2

− +
= + −

−
. 

(i) Να βρεθούν οι α,β R∈  ώστε 
x
lim f (x) 0
→+∞

= . 

(ii) Για τις τιµές των α, β που βρήκατε στο ερώτηµα (i) να βρείτε όλες τις ασύµπτωτες 

της 
f

C . 

 

Απάντηση: 
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Θέµα 17 

 

 Η γραφική παράσταση της συνάρτησης f έχει ασύµπτωτη στο +∞  την ευθεία 

ε : 5x ψ 1 0− + = . Να βρείτε το όριο 

2 3 2 4 2

x 2 3

x f (x) 5x x x x 1
L lim

2
xf (x) 4x x ηµ

x

→+∞

− − − + +
=

− +
. 

Απάντηση: 
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Θέµα 18 

 

Αν η γραφική παράσταση της συνάρτησης 
4

3

αx
f (x)

(βx γ)
=

+
 , β 0≠  έχει πλάγια 

ασύµπτωτη την ευθεία ε :ψ 2x 6= + , να δείξετε ότι 
4

3

2x
f (x)

(x 1)
=

−
. 

Απάντηση: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Θέµα 19 

 (i) Να βρείτε την συνάρτηση *f : R R→  τέτοια ώστε f (1) 1= , f ( 1) 2− =  και για 

κάθε *x R∈  ισχύει 
1

f (x)
x

′ = . 

(ii) Να κάνετε την γραφική παράσταση της συνάρτησης f . 

 

 

Απάντηση: 
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Θέµα 20 

 

 ∆ίνεται η συνάρτηση ( )x 2f (x) e x 15= − . 

(i) Να µελετήσετε την f ως προς την µονοτονία και τα ακρότατα τα κοίλα και τα 

σηµεία καµπής. 

(ii) Να βρείτε τις ασύµπτωτες της 
f

C . 

(iii) Να κάνετε µια πρόχειρη γραφική παράσταση της συνάρτησης f . 

 

Απάντηση: 

 


