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                              ΣΥΝΕΧΕΙΑ  ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ
  -Μία  συνάρτηση 
[image: image1.wmf]f

 είναι συνεχής στο σημείο 
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,του πεδίου ορισμού της, όταν ισχύει ότι :  
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  - Μία συνάρτηση 
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 είναι συνεχής στο διάστημα Δ, όταν η 
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, είναι συνεχής σε κάθε σημείο 
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, του διαστήματος Δ

      Βασικές συνεχείς συναρτήσεις
  - Κάθε  πολυώνυμο             
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  - Κάθε ρητή συνάρτηση       
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  - Οι τριγωνομετρικές συναρτήσεις   
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  - Οι συναρτήσεις                   
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    Πράξεις με συνεχείς συναρτήσεις

  - Αν οι συναρτήσεις 
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 και 
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 είναι συνεχείς στο 
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   είναι συνεχείς στο 
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  - Αν η συνάρτηση 
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 είναι συνεχής στο 
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 και η συνάρτηση 
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 είναι συνεχής στο 
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     Θεωρήματα συνέχειας σε κλειστό διάστημα
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 Αν η συνάρτηση 
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 είναι ορισμένη στο 
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             i) η
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Τότε υπάρχει ένα τουλάχιστον  
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 τέτοιο ώστε : 
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ή αλλιώς : η εξίσωση 
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 έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο 
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 Αν η συνάρτηση 
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 είναι ορισμένη στο 
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             i) η
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 συνεχής στο 
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             ii)  
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Τότε για κάθε αριθμό η ανάμεσα στο 
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 Αν η συνάρτηση 
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 είναι ορισμένη και συνεχής στο 
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, τότε η 
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 παίρνει στο 
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 μία μέγιστη τιμή Μ και μία ελάχιστη τιμή m.
Δηλαδή : υπάρχουν  
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 Αν η συνάρτηση 
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, είναι συνεχής στο 
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           i) η 
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 είναι γνησίως αύξουσα στο 
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, τότε το σύνολο τιμών της 
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 , είναι το διάστημα 
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           ii) η 
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 είναι γνησίως φθίνουσα στο 
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, τότε το σύνολο τιμών της 
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 , είναι το διάστημα 
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  Περίπτωση 1η
  Όταν ζητείται να μελετηθεί η συνέχεια μίας συνάρτησης σε ένα συγκεκριμένο σημείο 
[image: image77.wmf]0
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.

    - Τότε εφαρμόζουμε τον ορισμό της συνέχειας και συγκρίνουμε  τα   
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Παράδειγμα
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 Αν  
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   - Έχουμε ότι :  
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Οπότε  το 
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 Επίσης είναι 
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Επειδή 
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 η συνάρτηση είναι συνεχής στο 
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  Περίπτωση 2η
  Όταν ζητείται να μελετηθεί η συνέχεια μίας συνάρτησης ( σε διάστημα)

     - Τότε εντοπίζουμε πρώτα τα πιθανά σημεία ασυνέχειας της συνάρτησης  
Μετά μελετούμε την συνέχεια αυτής, στα υπόλοιπα σημεία, με την βοήθεια των πράξεων και των βασικών συναρτήσεων  

Κατόπιν μελετούμε την συνέχεια της συνάρτησης, στα πιθανά σημεία ασυνέχειας, με την βοήθεια του ορισμού

  Παράδειγμα
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 Αν  
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   - Πιθανά σημεία ασυνέχειας της 
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, είναι το σημείο 
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, στο οποίο αλλάζει ο τύπος της συνάρτησης
  Στο διάστημα 
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 η 
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 είναι συνεχής , ως πηλίκο δύο συνεχών βασικών συναρτήσεων
  Στο διάστημα 
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είναι συνεχής, ως βασική συνεχής συνάρτηση
  Στο σημείο 
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Επειδή είναι 
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,  υπάρχει το 
[image: image112.wmf](

)

0

lim

x

f

c

®

 και είναι 
[image: image113.wmf](

)

0

lim1

x

f

c

®

=


Επίσης είναι  
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Άρα είναι και 
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, οπότε η 
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, είναι συνεχής και στο 
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 Τελικά, η 
[image: image118.wmf]f

 είναι συνεχής σε όλο το R
  Περίπτωση 3η
  -Ασκήσεις, στις οποίες απαιτείται η εφαρμογή του θεωρήματος Bolzano
Χωρίζονται συνήθως, σε δύο κατηγορίες : 
  Τις θεωρητικές και τις ασκήσεις που αναφέρονται ή που μπορούν να αναχθούν στην λύση εξίσωσης
Και στις δύο περιπτώσεις εφαρμόζουμε το θεώρημα Bolzano, για μία κατάλληλη συνάρτηση, που συνήθως προκύπτει αν στην ζητούμενη ισότητα, τα πάμε όλα στο πρώτο μέλος και θεωρήσουμε αυτό , ως τον τύπο της συνάρτησης
Αναγνωρίζεται η αναγκαιότητα εφαρμογής του θεωρήματος Bolzano, από το γεγονός ότι ζητείται να αποδειχθεί ότι : « υπάρχει τουλάχιστον ένα 
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, τέτοιο ώστε…..»

Παράδειγμα

 Αν οι συναρτήσεις 
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και 
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 είναι ορισμένες και συνεχείς στο διάστημα 
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   - Θεωρώ τη συνάρτηση 
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         Η  Φ είναι συνεχής στο  
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 ως διαφορά συνεχών συναρτήσεων
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Οπότε είναι   
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Άρα από το θεώρημα του Bolzano, υπάρχει ένα τουλάχιστον 
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  Παρατήρηση

 Ειδικότερα στην λύση εξίσωσης, είναι δυνατόν να συναντήσουμε τις εξής περιπτώσεις

   α)  Να δειχθεί ότι μία εξίσωση έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο διάστημα 
[image: image134.wmf](
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         - Εφαρμόζουμε το θεώρημα Bolzano, χωρίς ιδιαίτερες δυσκολίες.

        Παράδειγμα

Να δειχτεί ότι η εξίσωση 
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 έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο διάστημα 
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   - Θεωρώ τη συνάρτηση 
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Η 
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είναι συνεχής στο 
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Οπότε η εξίσωση 
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,   έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο 
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   β)  Να δειχτεί ότι μία εξίσωση έχει κ τουλάχιστον ρίζες στο διάστημα 
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    - Αφού χωρίσουμε το διάστημα 
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 σε κ κατάλληλα υποδιαστήματα, εφαρμόζουμε το θεώρημα του Bolzano, σε καθένα ξεχωριστά
    Παράδειγμα

Να δειχτεί ότι η εξίσωση 
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 έχει δύο τουλάχιστον ρίζες στο διάστημα  
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   - Θεωρώ τη συνάρτηση 
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Η 
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είναι συνεχής στο 
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Άρα, 
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Επίσης, η
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είναι συνεχής στο 
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Άρα  είναι 
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Τελικά, η εξίσωση 
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, έχει δύο τουλάχιστον ρίζες στο διάστημα 
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 αφού τα δύο υποδιαστήματα 
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  γ) Να δειχτεί ότι μία εξίσωση, έχει το πολύ μία ρίζα στο διάστημα 
[image: image169.wmf](
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     - Το πρόβλημα αυτό αντιμετωπίζεται με δύο, συνήθως, τρόπους

         i) Με άτοπο απαγωγή, υποθέτοντας ότι η εξίσωση έχει δύο ρίζες στο διάστημα 
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        ii) Εξετάζοντας την μονοτονία της συνάρτησης , στο διάστημα 
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Σχετικά, ισχύει το έξης θεώρημα ( η χρήση του οποίου, όμως, απαιτεί απόδειξη)

 « Αν μία συνάρτηση 
[image: image172.wmf]f

, είναι συνεχής και γνησίως μονότονη στο διάστημα 
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, τότε η αντίστοιχη εξίσωση 
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  Παράδειγμα

 Να δειχτεί ότι η εξίσωση 
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  - Θεωρώ τη συνάρτηση 
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   Η
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είναι συνεχής στο 
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Έστω 
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, αφού οι συναρτήσεις 
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Άρα είναι και 
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 . Οπότε η  
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, είναι γνησίως αύξουσα στο διάστημα 
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Άρα η  αντίστοιχη εξίσωση 
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, έχει μία το πολύ ρίζα στο διάστημα 
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 δ) Να δειχτεί ότι μία εξίσωση έχει το πολύ κ ρίζες στο διάστημα  
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    - Αντιμετωπίζεται, όπως η παραπάνω περίπτωση : 

 είτε υποθέτοντας ότι η εξίσωση έχει κ+1 ρίζες στο διάστημα 
[image: image194.wmf](
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 είτε μελετώντας την μονοτονία της συνάρτησης, σε κ υποδιαστήματα του 
[image: image195.wmf](
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 ε) Να δειχτεί ότι μία εξίσωση, έχει ακριβώς μία ρίζα στο διάστημα 
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   - Η περίπτωση αυτή, είναι συνδυασμός των περιπτώσεων α και γ

Αποδεικνύουμε, δηλαδή, ότι η εξίσωση έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο 
[image: image197.wmf](
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 και μετά ότι έχει το πολύ μία ρίζα σε αυτό.
Σε μερικές περιπτώσεις, είναι δυνατόν, να αποδειχτεί και ως εξής : 

Αποδεικνύουμε ότι η εξίσωση έχει το πολύ μία ρίζα στο 
[image: image198.wmf](
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και μετά βρίσκουμε μία ρίζα της εξίσωσης στο 
[image: image199.wmf](

)

,

ab

, η οποία συνήθως είναι προφανής

   Παράδειγμα

Να δειχτεί ότι η εξίσωση 
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, έχει μία ακριβώς ρίζα στο 
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   - Θεωρώ τη συνάρτηση  
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Έστω 
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  με 
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, τότε  είναι 
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xx

ee

<

, αφού η συνάρτηση 
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είναι γνησίως αύξουσα

Επίσης είναι  
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Άρα θα είναι και  
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Οπότε η συνάρτηση 
[image: image209.wmf]f

, είναι γνησίως αύξουσα στο 
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  άρα η αντίστοιχη εξίσωση  
[image: image211.wmf](
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, έχει μία το πολύ ρίζα στο 
[image: image212.wmf]f


Επίσης η 
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, είναι συνεχής στο 
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 ως διαφορά συνεχών
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[image: image216.wmf](
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Άρα είναι 
[image: image217.wmf](
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, οπότε από το θεώρημα του Bolzano, η εξίσωση 
[image: image218.wmf](
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 έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο 
[image: image219.wmf]1
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Τελικά, η εξίσωση 
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 έχει ακριβώς μία ρίζα στο 
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στ) Να δειχτεί ότι μία εξίσωση έχει κ ακριβώς ρίζες στο διάστημα 
[image: image222.wmf](

)

,

ab

,με 
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     - Η περίπτωση αυτή, αντιμετωπίζεται όπως ακριβώς και η προηγούμενη, διασπώντας όμως το διάστημα 
[image: image224.wmf](
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, σε κ υποδιαστήματα και εφαρμόζοντας τα προηγούμενα σε κάθε ένα από αυτά.
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