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                      Έλεγχος υποθέσεων και διαστήματα εμπιστοσύνης 
 
    Όπως γνωρίζουμε από προηγούμενα κεφάλαια, στόχος των περισσότερων 
στατιστικών αναλύσεων, είναι η έγκυρη γενίκευση των συμπερασμάτων, 
που προέρχονται από δείγματα ενός πληθυσμού, για ολόκληρο τον 
πληθυσμό. 
   Αν , για παράδειγμα, κατά την εξέταση ενός δείγματος από έναν 
πληθυσμό, βρέθηκε ότι ο μέσος όρος  του δείγματος είναι 15 , το 

ερώτημα που τίθεται είναι κατά πόσο είναι έγκυρο να υποθέσουμε ότι και ο 
μέσος όρος  μ, όλου του πληθυσμού είναι και αυτός  μ=15 ;  
    Στην περίπτωση που υποθέσουμε, ότι ο δειγματικός μέσος όρος είναι και 
μέσος όρος του πληθυσμού  ( δηλαδή :    ) , λέμε ότι κάνουμε μία 

εκτίμηση του μέσου όρου του πληθυσμού. Τα ίδια ισχύουν, προφανώς, και 
για τις άλλες στατιστικές παραμέτρους  ( διακύμανση , τυπική απόκλιση 
κ.λ.π. ) 
    Είναι επίσης προφανές ότι κάθε φορά που έχουμε ένα δείγμα μεγέθους ν 
από τον πληθυσμό , έχουμε και μία νέα εκτίμηση της τιμής της παραμέτρου 
του πληθυσμού. 
    Οι εκτιμήσεις των διαφόρων παραμέτρων χωρίζονται, συνήθως, σε δύο 
κατηγορίες :  
        α) Την εκτίμηση σημείου, στην οποία εκτιμούμε την παράμετρο, με μία 
συγκεκριμένη τιμή 
        β) Την εκτίμηση διαστήματος, στην οποία εκτιμούμε την παράμετρο , 
με  ένα διάστημα, μέσα στο οποίο βρίσκεται η τιμή της παραμέτρου. 
Για  παράδειγμα, αν μία απόσταση βρεθεί ίση με 5,28 χιλιόμετρα , τότε 
έχουμε μία εκτίμηση σημείου. Αν όμως βρεθεί ίση με 5,28 03,0  χιλιόμετρα, 

δηλαδή από 5,25 έως 5,31 χιλιόμετρα,  τότε έχουμε μία εκτίμηση 
διαστήματος 
 
       Έλεγχος του μέσου ενός πληθυσμού 
  Συνήθως , μετά από κάθε δειγματοληψία , υπολογίζουμε τον δειγματικό 
μέσο   . Ο μέσος μ , του πληθυσμού, είναι άγνωστος και δεν γνωρίζουμε αν 

το   ή αν κάποιο διάστημα με κέντρο το   , περιέχει και το μ. (εκτίμηση 

σημείου ή διαστήματος ) 
    Αυτό που γίνεται στην πράξη, είναι να υπολογίζουμε την πιθανότητα να 
σφάλλουμε ( ή να μη σφάλλουμε ) αν εκτιμήσουμε τον μέσο μ , με τον 
δειγματικό μέσο   ή   με ένα  διάστημα με κέντρο το   
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   Σύμφωνα με το Κεντρικό Οριακό Θεώρημα , η δειγματική κατανομή του 
μέσου , για μεγάλα τυχαία δείγματα, ακολουθεί κατά προσέγγιση την 
κανονική κατανομή .  
Έτσι μπορούμε να ισχυριστούμε  με πιθανότητα 1-α , πως ο δειγματικός  
μέσος    διαφέρει από τον μέσο μ , του πληθυσμού, το πολύ κατά 

2

az   

τυπικά σφάλματα του μέσου 
  Από τα προηγούμενα, είναι γνωστό ότι η δειγματική κατανομή του μέσου ( 

για μεγάλα δείγματα ) είναι κανονική με    και 


s
sx    οπότε 

βρίσκουμε ότι ο   διαφέρει το πολύ κατά 


s
z a 

2

 

Συνεπώς , αφού    είναι το σφάλμα που κάνουμε όταν εκτιμούμε τον 

μέσο μ , με τον   , τότε υπάρχει πιθανότητα 1-α να σφάλλουμε είτε 

υποτιμώντας είτε υπερτιμώντας τον μέσο μ , το πολύ κατά  Ε = 


s
z a 

2

  όταν 

30  
   Το Ε το ονομάζουμε μέγιστο σφάλμα εκτίμησης 
 Όταν έχουμε λάβει υπόψη τα δεδομένα και μπορούμε να εκτιμήσουμε τον 
μέσο μ , συνηθίζεται ο όρος εμπιστοσύνη , αντί του όρου πιθανότητα 1-α 
Οι τιμές  

2

az  ονομάζονται κρίσιμες τιμές και υπολογίζονται από τους πίνακες 

κατανομής της κανονικής καμπύλης 
Η πιθανότητα ( ή εμπιστοσύνη ) 1-α εκφράζεται σαν ποσοστό επί τοις εκατό 
και ονομάζεται επίπεδο εμπιστοσύνης  
Το επίπεδο εμπιστοσύνης, δηλώνει πόσο συχνά, θα βρίσκουμε ένα διάστημα 
που περιέχει την πραγματική τιμή του μέσου μ , του πληθυσμού. Το 
διάστημα αυτό ονομάζεται διάστημα εμπιστοσύνης  
Τελικά τα διαστήματα εμπιστοσύνης για τον μέσο μ του πληθυσμού , είναι : 

      α)  



s

z a 
2

     για δειγματοληψία από άπειρο πληθυσμό  ή με                                                                                                                        

επανατοποθέτηση   

      β) 
1

2










s
z a    για δειγματοληψία από πεπερασμένο 

πληθυσμό μεγέθους Ν , χωρίς επανατοποθέτηση 
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Παρατήρηση 
 
Οι πιο συνηθισμένες τιμές για το επίπεδο εμπιστοσύνης  %1   και την 

κρίσιμη τιμή 
2

az  , είναι οι εξής :  

             
 %1   90% 95% 98% 99% 

2

az  1,645 1,96 2.33 2,58 

 
 
Παράδειγμα 
Υποθέτουμε, ότι θέλουμε να εκτιμήσουμε τον μέσο όρο του χρόνου που 
περιμένουν οι πελάτες , ενός πολυκαταστήματος , στην “ουρά” του ταμείου 
, για να πληρώσουν 
  Για αυτό κάνουμε μία δειγματοληπτική έρευνα και παρατηρήσαμε ότι σε 
121 πελάτες, ο μέσος  40,13  λεπτά και η τυπική απόκλιση  50,1s  λεπτά 

Έτσι έχουμε τα εξής στοιχεία :  
    ν=121    40,13      50,1s  

άρα για 95% επίπεδο εμπιστοσύνης έχουμε ότι :  

   27,040,13
121

50,1
96,140,13   λεπτά 

Δηλαδή : 67,1313,1327,040,1327,040,13    

 
   Παρατηρήσεις 

1) Για να εξηγήσουμε ,καλύτερα, την έννοια του διαστήματος 
εμπιστοσύνης, στο παραπάνω παράδειγμα υποθέτουμε ότι κάνουμε 
100 όμοια πειράματα.  Κάθε υποθετικό πείραμα περιέχει τον ίδιο 
αριθμό παρατηρήσεων , με διαφορετικές τιμές για το   και το s . 

Όταν βρούμε τα διαστήματα εμπιστοσύνης , για όλα τα πειράματα, 
περίπου το 95% των διαστημάτων θα περιέχει τον πραγματικό μέσο 
μ. 

2) Η κρίσιμη τιμή  
2

az  μεγαλώνει, όσο μεγαλώνει το επίπεδο 

εμπιστοσύνης και έτσι γίνεται πιο πλατύ το διάστημα εμπιστοσύνης . 
Μπορούμε να αποφύγουμε το πρόβλημα αυτό , μεταξύ ακρίβειας και 
αξιοπιστίας με την επιλογή δειγμάτων μεγαλύτερου μεγέθους  ν. Έτσι 
θα έχουμε πιό στενό διάστημα εμπιστοσύνης και αύξηση της 
ακρίβειας της εκτίμησης .  
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3) Στο παραπάνω παράδειγμα, η τυπική απόκλιση s, που 
χρησιμοποιήσαμε, είναι η δειγματική απόκλιση  xs  ( αφού η s είναι 

άγνωστη ) παρόλο που ο τύπος περιέχει την s. 
 Η αντικατάσταση αυτή , γίνεται συχνά , όταν είναι άγνωστη η s και είναι 
αποδεκτή όταν το μέγεθος του δείγματος είναι  30  
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                                 Προβλήματα 

1) Ένας σπουδαστής του τμήματος μας ,  μελέτησε τους μισθούς των 
αποφοίτων της σχολής του και σε σύνολο 169 αποφοίτων, βρήκε ότι 

1508  ευρώ και s = 24,8 ευρώ 

α) Να βρεθεί το διάστημα εμπιστοσύνης, με 99% επίπεδο εμπιστοσύνης 
β) Να βρεθεί το διάστημα εμπιστοσύνης, με 90% επίπεδο εμπιστοσύνης 
γ) Τι μπορούμε να πούμε για το πλάτος και την αξιοπιστία των 
παραπάνω εκτιμήσεων ; 
 

2)  Θέλουμε να εκτιμήσουμε τον μέσο όρο του βάρους των τελάρων 
δοσμένου μεγέθους , που είναι γεμάτα ψάρια. Επιλέγουμε 70 τελάρα και 
βρίσκουμε ότι 20  κιλά και s = 9 κιλά Να βρεθεί το διάστημα 

εμπιστοσύνης σε επίπεδο 95% 
 
3) Ένας ψυχολόγος βρήκε ότι ο χρόνος αντίδρασης σε εξωτερικούς 
ερεθισμούς έχει τυπική απόκλιση 0,05 sec Πόσο μεγάλο πρέπει να είναι το 
δείγμα των μετρήσεων του, για να είναι : α) 95%  και β) 99% βέβαιος ότι το 
σφάλμα στην εκτίμηση του μέσου χρόνου αντίδρασης , δεν υπερβαίνει τα 
0,01 sec ; 
 
4) Τα παιδιά των νηπιαγωγείων έχουν ύψη , τα οποία κατανέμονται κατά 
προσέγγιση  κανονικά , με μέσο 39 ίντσες και τυπική απόκλιση 2 ίντσες. 
Ένα τυχαίο δείγμα μεγέθους 25 έχει ληφθεί και υπολογίστηκε ο   

     α) Ποιά είναι η πιθανότητα να βρίσκεται η τιμή αυτή μεταξύ 38,5 και 40 
ιντσών ; 
     β) Ποιά είναι τα όρια του διαστήματος, μέσα στο οποίο θα βρίσκεται το 
κεντρικό 90% των δειγματικών μέσων της δειγματικής κατανομής  από 
δείγματα μεγέθους 100 ; 
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                         Έλεγχος υποθέσεων  
  Στη διαδικασία λήψης αποφάσεων, κάνουμε συχνά “υποθέσεις “ για τις 
παραμέτρους ενός πληθυσμού . 
Π.χ. Ο μέσος δείκτης νοημοσύνης του πληθυσμού είναι 100. Ένας 
ερευνητής υποστηρίζει, ότι τα παιδιά που μεγαλώνουν σε ιδρύματα, 
παρουσιάζουν διανοητική καθυστέρηση . Ο Στατιστικός για να ελέγξει την 
υπόθεση αυτή, παίρνει ένα δείγμα παιδιών και κάνει τον έλεγχο της 
υπόθεσης, χρησιμοποιώντας , το κατάλληλο στατιστικό κριτήριο ελέγχου. 
Μία τέτοια υπόθεση , που μπορεί να είναι ή να μην είναι αληθής , 
ονομάζεται στατιστική υπόθεση. 
 Η πιό συνηθισμένη στατιστική υπόθεση , είναι η λεγόμενη  μηδενική 
υπόθεση , η οποία συμβολίζεται με  0 και συνίσταται στο να υποθέσουμε 

ότι η εμφανιζόμενη διαφορά μεταξύ του δειγματικού μέσου   και του 

αντίστοιχου μέσου μ του πληθυσμού, είναι στατιστικά ασήμαντη και 
οφείλεται στα τυχαία σφάλματα της δειγματοληψίας 
Άλλη διατύπωση της μηδενικής υπόθεσης , είναι η εξής : Υποθέτουμε ότι ο 
άγνωστος μέσος του πληθυσμού μ, είναι ίσος με μία υποθετική τιμή   0  

 Η μηδενική υπόθεση διατυπώνεται ως εξής : 00 :    

Σε κάθε μηδενική υπόθεση, θέτουμε συγχρόνως και μία άλλη υπόθεση , η 
οποία ονομάζεται εναλλακτική υπόθεση και συμβολίζεται με το  1 . Για 

αυτήν , υποθέτουμε ότι ο μέσος μ , του πληθυσμού έχει διαφορετική τιμή 
από την υποθετική τιμή  0  

 Η εναλλακτική υπόθεση διατυπώνεται ως εξής : 01 :    

Για να οδηγηθούμε σε συμπέρασμα, εφαρμόζουμε το κατάλληλο κριτήριο 
ελέγχου, το οποίο δέχεται ή απορρίπτει την υπόθεση 0  . Αν το κριτήριο 

απορρίψει την 0  , τότε δεχόμαστε την εναλλακτική υπόθεση  1  

Η αποδοχή ή η απόρριψη της υπόθεσης 0  , γίνεται πάντα με μία ορισμένη 

πιθανότητα να διαπράξουμε σφάλμα. 
Τα πιο συνηθισμένα σφάλματα τα οποία διαπράττονται, είναι τα εξής δύο : 
  α) Σφάλμα τύπου Ι. Αν η υπόθεση 0 , είναι αληθής και το κριτήριο 

ελέγχου την απορρίψει, τότε διαπράττουμε σφάλμα τύπου Ι 
Η πιθανότητα να διαπράξουμε σφάλμα τύπου Ι , ονομάζεται επίπεδο 
σημαντικότητας και συμβολίζεται με το γράμμα α 
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   β) Σφάλμα τύπου ΙΙ . Αν η υπόθεση  0  είναι λανθασμένη και το 

κριτήριο ελέγχου την δεχτεί ως αληθή ,τότε διαπράττουμε σφάλμα τύπου ΙΙ 
 Στην πράξη εκείνο που έχει σημασία είναι ότι , το εφαρμοζόμενο κριτήριο 
ελέγχου, πρέπει να ελαχιστοποιεί την πιθανότητα εμφάνισης σφάλματος και 
των δύο τύπων 
Συνήθως , προσπαθούμε να αποφύγουμε σφάλματα τύπου Ι.  
Για να το πετύχουμε αυτό, προκαθορίζουμε την πιθανότητα να διαπράξουμε 
σφάλμα τύπου Ι, σε ένα ορισμένο επίπεδο σημαντικότητας , που συνήθως 
είναι το α = 0,05 (ή 5%)  ή α = 0,01 (ή 1%) 
Αν π.χ. προκαθορίσουμε το α = 0,05 και απορρίψουμε την υπόθεση , τότε σε 
100 όμοιες περιπτώσεις, μόνο σε 5 , είναι δυνατόν να έχουμε κάνει λάθος 
  Πρέπει να τονιστεί, ότι ο έλεγχος των υποθέσεων, δεν οδηγεί στην 
απόδειξη της υπόθεσης , αλλά συμπεραίνει αν στηρίζεται η υπόθεση από τα 
διαθέσιμα δεδομένα. Για αυτό όταν επαληθεύεται  η μηδενική υπόθεση , δεν 
λέμε ότι αυτή είναι αληθινή , αλλά ότι αυτή μπορεί να είναι αληθινή. 
 
        Διαδικασία ελέγχου του μέσου 
 
Έστω ότι θέλουμε να ελέγξουμε την υπόθεση, ότι ο μέσος μ ενός 
πληθυσμού έχει μία συγκεκριμένη τιμή 0 . 

 Από τον ελεγχόμενο πληθυσμό παίρνουμε τυχαίο δείγμα μεγέθους ν και 
υπολογίζουμε τον δειγματικό μέσο   .  

Η διαδικασία ελέγχου ακολουθεί τα εξής  βήματα : 
   1) Θέτουμε την μηδενική υπόθεση  0  και την εναλλακτική υπόθεση  1  , 

δηλαδή     00 :      και    01 :    

   2) Καθορίζουμε το επίπεδο σημαντικότητας  α .  (π.χ. α =0,01 ή α =0,05)  
   3) Εφαρμόζουμε το κατάλληλο στατιστικό κριτήριο ελέγχου, από το οποίο 
προκύπτει μία συγκεκριμένη τιμή .  
      Το πιό συνηθισμένο κριτήριο ελέγχου είναι το κριτήριο Ζ , για το οποίο 

είναι : 





s
z 0
   για δείγμα μεγέθους  30  

4) Με βάση το επίπεδο σημαντικότητας, βρίσκουμε τις κριτικές τιμές 
της τυποποιημένης μεταβλητής Ζ , πάνω στην τυποποιημένη 
κανονική καμπύλη και καθορίζουμε τις περιοχές αποδοχής  και 
απόρριψης της υπόθεσης  0  
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Στο σχήμα , οι γραμμοσκιασμένες περιοχές, είναι περιοχές απόρριψης 
της 0 , ενώ η μεσαία περιοχή , είναι περιοχή αποδοχής της 0  

 
5) Συγκρίνουμε την τιμή της Ζ που βρέθηκε από το κριτήριο ελέγχου, με 

τις κριτικές τιμές   
2

az   και 
2

1 az 
 

     Αν  
2

azz     ή 
2

1
azz


   τότε απορρίπτουμε την 0  

       Αν   
2

1
2

aa zzz


         τότε αποδεχόμαστε την 0  

Αν κατά την προηγούμενη διαδικασία απορρίψουμε την 0  , τότε 

αποδεχόμαστε την 1  

  Το κριτήριο ελέγχου, με το οποίο έγινε ο έλεγχος της υπόθεσης   

00 :    έναντι της εναλλακτικής υπόθεσης  01 :    ονομάζεται  

δίπλευρο κριτήριο ελέγχου  ( ή αμφίπλευρο )  
  Πολλές φορές ενδιαφερόμαστε, αν ο μέσος είναι μικρότερος ή 
μεγαλύτερος  από μία συγκεκριμένη τιμή 0 . 

  Στις περιπτώσεις αυτές οι ελεγχόμενες υποθέσεις είναι :  
             00 :      και    01 :         (1) 

             00 :      και    01 :         (2) 

 Ο έλεγχος αυτών των υποθέσεων ονομάζεται μονόπλευρος έλεγχος και 
διακρίνεται σε :  
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         Μονόπλευρος προς τα κάτω   (περίπτωση 1) 
         Μονόπλευρος προς τα πάνω   (περίπτωση 2)  

Στην περίπτωση 1,  αν   azs
z 






 0   η υπόθεση 0   απορρίπτεται 

Στην περίπτωση 2  , αν   azs
z 


 1

0




,  η υπόθεση  0   απορρίπτεται 

 
Ο παρακάτω πίνακας περιέχει τα επίπεδα σημαντικότητας α , και τις 
κριτικές τιμές Ζ , για τους δίπλευρους και μονόπλευρους ελέγχους 
υποθέσεων :  
             
Επίπεδο 
σημαντικότητας α 

0,10 0,05 0,01 

Κριτικές τιμές Ζ για 
δίπλευρο έλεγχο 

-1,645  
+1,645 

-1,960  
+1,960 

-2,580    
+2,580 

Κριτικές τιμές Ζ για 
μονόπλευρο έλεγχο 

-1,280   
+1,280 

-1,645   
+1,645 

-2,330   
+2,330 

 
 
 
    
  Παράδειγμα  
 
Υποθέτουμε ότι το μέσο οικογενειακό εισόδημα τον χρόνο Τ , ήταν 20 
χιλιάδες ευρώ και η τυπική απόκλιση 6 χιλιάδες ευρώ . Θέλουμε να 
ελέγξουμε το μέσο οικογενειακό εισόδημα τον επόμενο χρόνο Τ+1. 
   Παίρνουμε τυχαίο δείγμα 100 οικογενειών και βρίσκουμε το μέσο 
εισόδημα , έστω 21 χιλιάδες ευρώ και υποθέτουμε ότι η τυπική απόκλιση  6 
χιλιάδες ευρώ , δεν έχει αλλάξει. 
  Επίπεδο σημαντικότητας α = 0,05 
  Έχουμε : μ = 20 , s = 6  , ν =100 , 21  

  Έστω : 20:0     και 20:1    

    Δηλαδή, υποθέσαμε ότι η διαφορά 21-20=1 είναι σφάλμα δειγματοληψίας 
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Οι κριτικές τιμές για δίπλευρο έλεγχο, είναι  : 96,1
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Άρα, αφού η τιμή του κριτηρίου είναι 1,67<1,96 και βρίσκεται στην περιοχή 
αποδοχής της υπόθεσης  0  , πρέπει η υπόθεση  0   να γίνει αποδεκτή . 

Δηλαδή και τον επόμενο χρόνο Τ+1 , το μέσο οικογενειακό εισόδημα θα 
είναι 20 χιλιάδες ευρώ , με πιθανότητα σφάλματος 5% 
 
  Αν τώρα θέσουμε την υπόθεση : 20:0     και  20:1     τότε  
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προς τα πάνω έλεγχο είναι : 645,1az   

Επειδή  azz  645,167,1   η υπόθεση  20:0    απορρίπτεται και γίνεται 

δεκτή η υπόθεση  20:1   . 

Δηλαδή το εισόδημα θα αυξηθεί !!! 
Επειδή η τιμή του κριτηρίου 1,67 , είναι πολύ κοντά στην κριτική τιμή , η 
απόρριψη της 0  πρέπει να γίνει με επιφύλαξη.   

Συνιστάται , νέα δειγματοληψία   


