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ΕΠΙΤΡΟΠΗ ∆ΙΑΓΩΝΙΣΜΩΝ 

68ος ΠΑΝΕΛΛΗΝΙΟΣ ΜΑΘΗΤΙΚΟΣ ∆ΙΑΓΩΝΙΣΜΟΣ 
ΣΤΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ 

“Ο ΘΑΛΗΣ” 
ΣΑΒΒΑΤΟ, 24 ΝΟΕΜΒΡΙΟΥ 2007 

 

B΄ τάξη Γυμνασίου 
      Πρόβλημα 1. 
      Να υπολογίσετε την τιμή της αριθμητικής παράστασης 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
213 12 2007200 :8 12 100 200 : 8 2 762 1 1 1⎡ ⎤Α = + ⋅ + + + ⋅ − + − + −⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ . 

       
      Πρόβλημα 2. 
      Οι μαθητές ενός Γυμνασίου μπορούν να παραταχθούν σε εξάδες, σε οκτάδες και σε 
δεκάδες, χωρίς να περισσεύει κανείς. Τα πλήθη  των μαθητών των τάξεων Α΄, Β΄ και  Γ΄ 
είναι αριθμοί ανάλογοι προς τους αριθμούς 5, 4 και 3, αντίστοιχα. Αν το πλήθος των 
μαθητών του Γυμνασίου είναι αριθμός μεγαλύτερος του 300 και μικρότερος του 400, να 
βρεθεί το πλήθος των μαθητών κάθε τάξης. 
 
      Πρόβλημα 3.  
      Ένας έμπορος αγόρασε 200 κιλά φράουλες με τιμή αγοράς 3 ευρώ το κιλό. Κατά τη 
μεταφορά είχε απώλεια 10% στα κιλά που αγόρασε. Πόσο πρέπει να πουλήσει το κιλό 
τις φράουλες ώστε να έχει κέρδος 20% επί της τιμής της αγοράς; 
 
 
      Πρόβλημα 4. 
      Στο τραπέζιο ΑΒΓΔ του διπλανού σχήματος η μεγάλη 
βάση ΒΓ είναι διπλάσια της μικρής βάσης ΑΔ. Αν το 
εμβαδόν του τραπεζίου είναι 2300cm  και το σημείο Κ 
είναι το συμμετρικό του Α ως προς την ευθεία ΒΓ 
(δηλαδή η ΒΓ είναι μεσοκάθετος της ΑΚ), να 
υπολογίσετε: 
(α) το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΔ  και 
(β) το εμβαδόν του τετραπλεύρου ΑΒΚΓ. 
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Γ΄ τάξη Γυμνασίου 
        Πρόβλημα 1  
        Να υπολογίσετε την τιμή των παραστάσεων: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )8 2 2 42 : 4 4 : 2 , B 3 3 4 2 3 .x y x y y x⎡ ⎤Α = − − − + − − = − − − − − − − +⎡ ⎤⎣ ⎦⎣ ⎦
        Για ποιες τιμές του x  αληθεύει η ανίσωση: Α > Β . 
       Πρόβλημα 2  
       Στο παρακάτω σχήμα το τρίγωνο 
ΑΒΓ  είναι ισοσκελές με ΑΒ = ΑΓ και  

ˆ 40ΒΑΓ = . Η ευθεία ε  είναι παράλληλη  
προς την πλευρά ΒΓ και η ευθεία δ   
είναι μεσοκάθετη της πλευράς ΑΓ.      
     (α)  Να υπολογίσετε τη γωνία ˆ xΖΓ ,     
     (β)  Να αποδείξετε ότι ΚΑ = ΑΖ. 
 
      Πρόβλημα 3 
      (α) Να αποδείξετε ότι, αν ένας φυσικός αριθμός είναι τετράγωνο φυσικού αριθμού, 
τότε το τελευταίο του ψηφίο ανήκει στο σύνολο { }0,1, 4,5,6,9Σ = . 
      (β) Να βρεθεί πενταψήφιος φυσικός αριθμός της μορφής A aaabb= , όπου  ,a b  
ψηφία με 0a ≠ , ο οποίος είναι τετράγωνο φυσικού αριθμού, περιττός και διαιρείται με 
το 9. 
 
      Πρόβλημα 4 
      Στο διπλανό σχήμα δίνεται 
ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ = ΑΓ 
και ˆ 30ΒΑΓ = . Η ΑΔ είναι παράλληλη 
προς τη ΒΓ και η ΓΔ είναι κάθετη προς 
την ΟΓ. 
(α)  Να υπολογίσετε το εμβαδόν του 
κυκλικού τομέα ΟΑΕΓ  συναρτήσει    
της πλευράς ΒΓ = α  του τριγώνου 
ΑΒΓ. 
 (β) Να υπολογίσετε το εμβαδόν του 
τριγώνου ΑΒΓ συναρτήσει της  πλευράς ΒΓ = α . 
 (γ)  Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΑΓΔ είναι ισοσκελές. 

ΚΑΛΗ ΕΠΙΤΥΧΙΑ 
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Α΄ τάξη Λυκείου 
       Πρόβλημα 1  
      Δύο παιδιά συζητούν για αλγεβρικά προβλήματα. 
Ο Γιάννης λέει στη Μαρία: Έχω σκεφτεί δύο ακέραιους αριθμούς x  και y  που είναι 
τέτοιοι ώστε, αν μειώσω τον x  κατά 50 και αυξήσω τον y  κατά  40, τότε το γινόμενό τους 
δεν μεταβάλλεται. 
Η Μαρία ρωτάει το Γιάννη: Αν αυξήσεις τον αριθμό x  κατά 100 και μειώσεις τον αριθμό 
y  κατά 20, τότε πάλι το γινόμενό τους δεν μεταβάλλεται; 
Ο Γιάννης απαντάει: Πράγματι, αυτό ισχύει. 
Η Μαρία καταλήγει: Τότε γνωρίζω τους αριθμούς που σκέφθηκες. 
Έχει δίκιο η Μαρία; Εσείς μπορείτε να βρείτε τους αριθμούς που σκέφθηκε ο Γιάννης; 
    
      Πρόβλημα 2 

Αν , ,α β γ ∈R με ( )( )( ) 0α β β γ γ α− − − ≠  τότε να υπολογίσετε την τιμή της 

παράστασης: 
( 1)( 1) ( 1)( 1) ( 1)( 1)

( )( ) ( )( ) ( )( )
α α β β γ γ
α β α γ β α β γ γ α γ β

− + − + − +
Α = + +

− − − − − − . 

     
      Πρόβλημα 3  
      Θεωρούμε ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ = ΑΓ και ˆ 45Α = . Φέρουμε ευθεία ε  
κάθετη προς την ΑΓ στο Α η οποία τέμνει την προέκταση της ΓΒ στο Ε. Πάνω στην 
ευθεία ε  παίρνουμε  σημείο Δ τέτοιο ώστε ΑΔ = ΑΓ με το σημείο Α  να βρίσκεται 
μεταξύ των Ε και Δ. Να υπολογίσετε συναρτήσει της πλευράς βΑΓ = : 
      (α) το εμβαδόν  του τετραπλεύρου ΑΒΓΔ, 
      (β) το μήκος του ευθύγραμμου τμήματος ΑΕ. 
  
      Πρόβλημα 4 
      Να βρεθούν οι θετικοί ακέραιοι αριθμοί x, y  που ικανοποιούν τη σχέση: 

6 3 2 3 4 2x +2x y +3x + y +3y - 40 = 0  
 

ΚΑΛΗ ΕΠΙΤΥΧΙΑ 
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Β΄ τάξη Λυκείου 
      Πρόβλημα 1  
      Να βρεθούν οι πραγματικοί αριθμοί ,x y  που ικανοποιούν τη σχέση: 

6 4 3 2 2 2 4x + x - 2x - 2x y - 2y +2y +2 = 0 . 
 
      Πρόβλημα 2 
      Να βρεθούν όλες οι δυνατές τιμές των θετικών μονοψήφιων ακεραίων αριθμών 

, ,κ λ μ , για τους οποίους η δευτεροβάθμια εξίσωση 2 0x xκ λ μ+ + =  έχει δύο ακέραιες 
ίσες λύσεις.  
 
      Πρόβλημα 3  
     Δίνεται ορθογώνιο και ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ  και ημιευθεία //xΑ ΒΓ (η xΑ  
βρίσκεται στο ίδιο ημιεπίπεδο με το σημείο Γ ως προς την ευθεία ΑΒ). Στην ημιευθεία 

xΑ  θεωρούμε τα σημεία Δ  και Ε  έτσι, ώστε το τετράπλευρο ΒΓΔΕ   να είναι ρόμβος (το 
σημείο Ε  βρίσκεται ανάμεσα στο Α  και στο Δ ). Στο σημείο Δ  θεωρούμε την κάθετη 
ευθεία στη ΔΓ  που τέμνει  την προέκταση της πλευράς  ΒΑ  στο Ζ . 
(α) Να αποδειχθεί ότι το τρίγωνο ΔΕΖ  είναι ισόπλευρο. 
(β) Να αποδειχθεί ότι το Ε  είναι έγκεντρο του τριγώνου ΑΓΖ . 
 
      Πρόβλημα  4. 

 Αν *, , ∈x y z , να λυθεί το σύστημα: 
2 2

2 2

2 2

3 2 70
7 4 256
5 6 52 .

x y yz xz
y z zx xy
z x xy yz

+ =

+ =

+ =
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Γ΄ τάξη Λυκείου 
      Πρόβλημα 1  
      Έστω ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ = ΑΓ και  ˆ 30Α = . Στα σημεία Α και Γ 
θεωρούμε τις εφαπτόμενες του περιγεγραμμένου κύκλου του τριγώνου ΑΒΓ που 
τέμνονται στο Δ. 
      (α) Να αποδείξετε ότι τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΑΓΔ είναι όμοια. 
      (β) Να υπολογίσετε το εμβαδόν του τετραπλεύρου ΑΒΓΔ συναρτήσει της πλευράς  
 ΒΓ = α του τριγώνου ΑΒΓ. 
     
       Πρόβλημα 2 
      (α) Να προσδιοριστούν οι παράμετροι ,λ μ ∈  έτσι ώστε ο αριθμός  2 να είναι 
ρίζα των εξισώσεων: 

                         ( )3 24 2 0 και 4 2 0x x x xλ μ μ λ− + − = − − − = . 
       (β)  Για τις τιμές των ,λ μ  που βρήκατε στο ερώτημα (α), να λύσετε την εξίσωση 

( )3

2

4 2 17 .
4 2 8

x x
x x

λ μ
μ λ

− + −
=

− − −  

      Πρόβλημα 3  
      Αν για τη συνάρτηση :f →  ισχύει: 

( ) ( )( ) ( ) ( )f f x f y f f x y− = − ,  για κάθε ,x y∈ , 

τότε να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f  είναι περιττή. 
 
      Πρόβλημα 4 
      Για κάθε τρεις μη μηδενικούς πραγματικούς αριθμούς , καιa b c , που είναι 
διαφορετικοί μεταξύ τους ανά δύο, να αποδείξετε ότι: 

2 2 2a+b b+c c+ a+ + 2
a - b b - c c - a

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ≥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. 

   
ΚΑΛΗ ΕΠΙΤΥΧΙΑ 

 



 
ΕΝΔΕΙΚΤΙΚΕΣ  ΛΥΣΕΙΣ ΘΕΜΑΤΩΝ 

 68ου ΘΑΛΗΣ  
24 Νοεμβρίου 2007 

 
 Β΄ ΓΥΜΝΑΣΙΟΥ 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
213 12 2007200 :8 12 100 200 : 8 2 762 1 1 1⎡ ⎤Α = + ⋅ + + + ⋅ − + − + −⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦1.  

    

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2

2

25 1200 200 :10 762 1 1 1

1225 20 762 1
1225 782 1 2007.

= + + + ⋅ − + + −⎡ ⎤⎣ ⎦

= + + ⋅ −

= + ⋅ =

 

 
2.  Αν ω  είναι ο αριθμός των μαθητών του Γυμνασίου, τότε ο ω  είναι 
κοινό  πολλαπλάσιο των αριθμών 6, 8 και 10. Επειδή [ ]6,8,10 120ΕΚΠ = , 

έπεται ότι { }120, 240,360, 480,...ω∈  και αφού 300 400ω< < , θα είναι 
360.ω =  

Αν , ,x y z  είναι ο αριθμός των μαθητών της Α΄, Β΄ και Γ΄ τάξης, αντίστοιχα, 
τότε θα έχουμε 

                            και 360
5 4 3
x y z x y zλ= = = + + = . 

Άρα είναι  

                              
5 , 4 , 3

και 5 4 3 360 12 360 30.
x y zλ λ λ

λ λ λ λ λ
= = =

+ + = ⇔ = ⇔ =
 

Άρα είναι: 5 30 150, 4 30 120, 3 30 90.x y z= ⋅ = = ⋅ = = ⋅ =  
 
3.  Ο έμπορος πλήρωσε για την αγορά 200 3 600⋅ =  ευρώ. 

Η απώλεια του σε κιλά ήταν 10200 20
100
⋅ =  κιλά, οπότε του έμειναν 

                                                  200−20=180 κιλά.  
Για να έχει κέρδος 20% επί της τιμής αγοράς πρέπει  να εισπράξει         

                                              20600 600 720
100

+ ⋅ =  ευρώ. 

     Άρα πρέπει να πουλήσει το κιλό 720 :180 4=  ευρώ. 
 
4. (α) Αν x = ΒΓ , y = ΑΔ  και υΑΕ = , τότε 2x y=  και  

         ( ) ( ) 223 2 200
2 3

x y
y y y cm

υ
υ υ υ

+ Ε
= Ε = ΑΒΓΔ ⇔ ⋅ = Ε⇔ ⋅ = ⇔ ⋅ = . 

Άρα έχουμε 

( ) 2 21 1 200 100
2 2

y cm cmυΕ ΑΒΔ = ⋅ = ⋅ = . 

 (β)   ( ) ( ) ( ) 212 2 2 2 2 200 400 .
2

y y cmυ υΑΒΚΓ = ΑΒΓ = ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ = ⋅ =                                   



 2 

        Διαφορετικά   
        Το τετράπλευρο ΑΒΚΓ έχει καθέτους διαγώνιους, οπότε έχει εμβαδόν 

( ) ( ) 21 1 2 2 2 2 200 400 .
2 2

y y cmυ υΑΒΚΓ = ⋅ΒΓ ⋅ΑΚ = ⋅ ⋅ = ⋅ = ⋅ =  

 
 



 3 

Γ΄  ΓΥΜΝΑΣΙΟΥ 
 
    
 1.               ( ) ( ) ( ) ( )8 2 2 4 8 2 2 42 : 4 4 : 2 2 : 4 4 : 2⎡ ⎤ ⎡ ⎤Α = − − − + − − = − +⎣ ⎦⎣ ⎦               

                    
( ) ( )

( )

28 2 2 4 8 4 2 4

4 2 4

2 : 2 4 : 2 2 : 2 4 : 2

2 4 : 2 32 :16 2.

⎡ ⎤= − + = − +⎢ ⎥⎣ ⎦

= − + = − = −
   

                      

( ) ( ) ( ) ( )
( )

B 3 3 4 2 3

3 3 12 2 3
3 15 2 3 15.

x y x y y x

x y xy x yx y
x y xy x xy y x

= − − − − − − − +⎡ ⎤⎣ ⎦
= − + − + − − − −

= − − + − + + + = +

  

                      2 15 17 17.x x xΑ > Β⇔ − > + ⇔ − > ⇔ < −  
 
2.  (α) ˆ ˆxΖΓ = ΑΖΓ  (ως εντός εναλλάξ στις παράλληλες ΒΓ και ε ). 
Επειδή η δ  είναι μεσοκάθετη της ΑΓ το τρίγωνο ΑΓΖ είναι ισοσκελές με 

ˆˆΖΓΑ = ΖΑΓ . Όμως, από την παραλληλία των ευθειών ε  και ΒΓ προκύπτει 
ότι ˆ ˆΖΑΓ = Γ . Από το ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ με ˆ 40Α = προκύπτει ότι 

                         
ˆ180 180 40ˆ ˆ 70

2 2
−Α −

Β = Γ = = = . 

      Άρα έχουμε  
ˆˆ ˆ 70ΖΓΑ = ΖΑΓ = Γ = , 

οπότε θα είναι 
ˆ 180 2 70 40

ˆ 40 .x

ΑΖΓ = − ⋅ =

⇒ ΖΑ =
 

(β)  Επειδή η δ  είναι μεσοκάθετη της ΑΓ, το τρίγωνο ΚΑΓ είναι ισοσκελές  
με ΚΑ = ΚΓ, οπότε η ΚΕ είναι η διχοτόμος της γωνίας ΑΚΓ. Άρα έχουμε 
                                                    ˆ ˆAKZ =ΓΚΖ . 
Επειδή είναι ε ΒΓ  θα έχουμε  
                                                    ˆ ˆAZΚ =ΓΚΖ , 
οπότε θα είναι και  
                                                    ˆ ˆAKZ =ΑΖΚ , 
οπότε το τρίγωνο ΚΑΖ είναι ισοσκελές με ΚΑ = AΖ . 
 
3. (α) Από τον κανόνα πολλαπλασιασμού δύο φυσικών αριθμών έπεται ότι 
το τελευταίο ψηφίο του γινομένου τους είναι το τελευταίο ψηφίο του 
γινομένου των ψηφίων των μονάδων τους. Θεωρώντας τα τετράγωνα των 
μονοψήφιων φυσικών αριθμών διαπιστώνουμε ότι αυτά λήγουν σε 0, 1, 4, 
5, 6, 9, οπότε το τελευταίο ψηφίο κάθε τετραγώνου φυσικού αριθμού ανήκει 
στο σύνολο { }0,1, 4,5,6,9Σ = . 

(β) Σύμφωνα με το πρώτο ερώτημα θα πρέπει { }0,1, 4,5,6,9b∈ και αφού ο 

αριθμός είναι περιττός πρέπει { }1,5,9b∈ . 
     Επειδή ο Α διαιρείται με το 9 πρέπει να ισχύει ότι:                    
                         3 2 πολλαπλάσιο του 9a b+ = .                       (1) 
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• Για 1b =  λαμβάνουμε 3 2 .9a πολ+ = , αδύνατο. 
• Για 5b =  λαμβάνουμε 3 10 .9,a πολ+ = αδύνατο. 
• Για 9b =  λαμβάνουμε 3 18 .9,a πολ+ = οπότε προκύπτει ότι 

{ }3,6,9a∈ . Άρα είναι 33399Α = ή 66699Α =  ή 99999Α = . 
 
4.  (α) Παρατηρούμε ότι ˆ ˆ2 60ΒΟΓ = Α = , οπότε το τρίγωνο ΟΒΓ είναι 

ισόπλευρο και ισχύει ότι R α= ΒΓ = . Επιπλέον 180 30ˆ ˆ 75
2
−

Β = Γ = = .     

      Άρα είναι ˆ 2 75 150ΑΟΓ = ⋅ = , οπότε θα έχουμε 

( )
2

2
.

150 5
360 12έEκ τομ α

παπαΟΑΕΓ = ⋅ = . 

(β) Επειδή είναι ˆ ˆ 75ΔΑΓ = Γ =  (εντός εναλλάξ στις παράλληλες ΑΔ και ΒΓ  
με τέμνουσα την ΑΓ) και ˆ ˆˆ ˆ90 90 75ΑΓΔ = −ΟΓΑ = −ΟΑΓ = ΔΑΓ = , τα 
τρίγωνα ΑΒΓ και ΔΑΓ είναι όμοια. 
(γ)  Επειδή είναι ΟΑ ⊥ ΑΔ  και ΑΔ ΒΓ  θα είναι και ΟΑ ⊥ ΒΓ , οπότε η 
ΟΑ περνάει από το μέσο Μ της πλευράς ΒΓ. Από το τρίγωνο ΟΜΓ έχουμε 

2 2
2 2 2 2 2 2 3 3 .

2 4 2
α α αα ⎛ ⎞ΟΜ = ΟΓ −ΜΓ ⇔ΟΜ = − ⇔ ΟΜ = ⇔ΟΜ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

      Άρα είναι 31
2

α
⎛ ⎞

ΑΜ = ΑΟ+ΟΜ = +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 και 

( )
( )2 2 31 3

2 2 4

ααα α
+⎛ ⎞

ΑΒΓ = ⋅ ⋅ + =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

 
   . 
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Α΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 
      
1. Σύμφωνα με τη συζήτηση που είχε ο Γιάννης με τη Μαρία, αν ,x y  είναι 
οι αριθμοί, τότε θα ισχύουν: 

( )( )
( )( )

50 40 40 50 2000 100
.

20 100 2000 20100 20

xy x y x y x
x y yxy x y

= − +⎧ ⎫ − = =⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎪ ⎪⇔ ⇔⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬− + = == + − ⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎪ ⎪⎩ ⎭
 

 
2.  Το ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο των παρανομαστών είναι 

( )( )( ) 0α β β γ γ α− − − ≠ , 
οπότε  έχουμε 

 
2 2 2( )( 1) ( )( 1) ( )( 1)

( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( )
β γ α γ α β α β γ

α β β γ γ α α β β γ γ α α β β γ γ α
− − − − − −

Α= + + =
− − − − − − − − − − − −

 

2 2 2( ) ( ) ( ) ( )
( )( )( )

β γ α γ α β α β γ β γ γ α α β
α β β γ γ α

− + − + − + − + − + −
= − =

− − −
 

2 2 2( ) ( ) ( )
( )( )( )

β γ α βγ β γ α β γ
α β β γ γ α

− + − − −
= − =

− − −
 

2( )( ( ))
( )( )( )

β γ α βγ α β γ
α β β γ γ α
− + − +

= − =
− − −

( )( ) 1
( )( )
α β α γ
α β γ α
− −

= − =
− −

. 
 
3.  

 
 
(α)  Το τρίγωνο ΑΓΔ είναι ορθογώνιο και ισοσκελές, οπότε ˆ 45ΑΓΔ = . 
Άρα είναι ˆˆ 45ΑΓΔ = = ΒΑΓ , οπότε ΑΒ ΓΔ , αφού τεμνόμενες από την 
ΑΓ σχηματίζουν δύο εντός εναλλάξ γωνίες ίσες. Άρα το τετράπλευρο 
ΑΒΓΔ είναι τραπέζιο με βάσεις ΑΒ = β, 2 2 2β β βΓΔ = + =  και ύψος 

2
2 2

βΓΔ
ΑΖ = = . Άρα έχει εμβαδόν 

( )
( )2 2 22 2 .

2 2 4

ββ β β ++
ΑΒΓΔ = ⋅ =  

Α

Β ΓΕ 

Δ

45  β
Ζ
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(β)  Επειδή είναι ΑΒ ΓΔ  τα  τρίγωνα ΕΑΒ και ΕΔΓ είναι όμοια, οπότε, αν 
xΕΑ = , θα  έχουμε: 

( )

( )

2 2 1
2

2 1 .
2 1

x x x x x x

x

β β β
β β

β β

ΕΔ +
= ⇔ = ⇔ = + ⇔ − = ⇔

ΑΒ ΔΓ

= = +
−

 

 
4. Η δεδομένη σχέση γράφεται διαδοχικά: 
 

6 3 2 4 3 22 3 3 40x x y y x y+ + + + =  

( ) ( )23 2 3 23 2 42x y x y+ + + + =  
 

( ) ( )3 2 3 21 2 42x y x y+ + ⋅ + + = . 

Οι αριθμοί  όμως  3 2 1x y+ +  και 3 2 2x y+ + , είναι θετικοί ακέραιοι με 
3 2 1x y+ + < 3 2 2x y+ +  και γινόμενο 

                          42 1 41 2 21 3 14 6 7= ⋅ = ⋅ = ⋅ = ⋅ . 
Επομένως θα πρέπει: 

3 2 1 1x y+ + =  και 3 2 2 42 (1)x y+ + =  
3 2 1 2x y+ + =  και 3 2 2 21 (2)x y+ + =  
3 2 1 3x y+ + =  και 3 2 2 14 (3)x y+ + =  
3 2 1 6x y+ + =  και 3 2 2 7 (4)x y+ + =  

Προφανώς οι σχέσεις (1), (2), (3)  είναι αδύνατες και από τη σχέση (4) , 
έχουμε: 
                       3 2 5x y+ =  που αληθεύει για 1x =  και 2y = . 
Διαφορετικά, θα μπορούσαμε να θεωρήσουμε το τριώνυμο 

2 3 23 40 0, όπου x yω ω ω+ − = = + , 
η οποία, αφού , 0x y >  έχει τη μοναδική λύση 3 2 5x y+ = , που αληθεύει 
μόνο για  1x =  και 2y = . 
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Β΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 
 

1. Ισοδύναμα από την δεδομένη ισότητα, έχουμε: 
6 3 4 2 2 4 4 22 1 2 2 1 0− + + − + + − + =x x x x y y y y

( ) ( ) ( )2 2 23 2 2 21 1 0x x y y⇔ − + − + − =  

( )3 2 2 21 0 και 0 και 1 0x x y y⇔ − = − = − = . 
( ) ( )1 και 1 ή 1 και 1x y x y⇔ = = = = −  

 
2. Για να έχει η εξίσωση διπλή λύση, πρέπει η διακρίνουσά της  να είναι 
μηδέν. 

0Δ = 2 4 0λ κμ⇔ − = ⇔ 2 4λ κμ= . 

Στη περίπτωση αυτή η διπλή λύση είναι: 1 2
-
2

x x λ
κ

= =  

Ο αριθμός 4κμ  είναι άρτιος. Άρα και ο 2λ  είναι άρτιος, οπότε ο λ  είναι 
άρτιος. 
Οι δυνατές τιμές που μπορεί να πάρει ο λ  (δεδομένου ότι είναι μονοψήφιος 
θετικός ακέραιος) είναι: 2λ =  ή 4λ =  ή 6λ =  ή 8λ = . 
 
Αν 2λ =  τότε: 4 4κμ= ⇔ 1κμ = , οπότε οι δυνατές τιμές  για τα κ  και μ  
είναι 

1κ =  και 1μ = . 
Αν 4λ =  τότε: 16 4κμ= ⇔ 4κμ = , οπότε οι δυνατές τιμές  για τα κ  και μ  
είναι 

( 1κ =  και 4μ = ) ή ( 4κ =  και 1μ = ) ή ( 2κ =  και 2μ = ). 
Αν 6λ =  τότε: 36 4κμ= ⇔ 9κμ = , οπότε οι δυνατές τιμές  για τα κ  και 
μ  είναι 

( 1κ =  και 9μ = ) ή ( 9κ =  και 1μ = ) ή ( 3κ =  και 3μ = ). 
Αν 8λ =  τότε: 64 4κμ= ⇔ 16κμ = , οπότε οι δυνατές τιμές  για τα κ  και 
μ  είναι 

( 2κ =  και 8μ = ) ή ( 8κ =  και 2μ = ) ή ( 4κ =  και 4μ = ). 
Άρα οι δυνατές τιμές για τη διατεταγμένη τριάδα ( , , )κ λ μ  είναι: 

(1, 2,1) , (1,4,4) , (2,4,2) , (1,6,9) , (3,6,3) , (2,8,8) , (4,8,4) . 
Οι άλλες περιπτώσεις απορρίπτονται, διότι δεν δίνουν ακέραια λύση. 
Οι εξισώσεις που προκύπτουν, με την αντίστοιχη διπλή λύση είναι: 

2 2 1 0x x+ + =  με διπλή λύση 1 2 1x x= = − , 
2 4 4 0x x+ + =  με διπλή λύση 1 2 2x x= = − , 
2 6 9 0x x+ + =  με διπλή λύση 1 2 3x x= = − . 

 
 
3. (α) Εφόσον το ΒΓΔΕ  είναι ρόμβος, θα ισχύουν οι ισότητες: 

                                ΒΓ = ΓΔ = ΔΕ = ΒΕ                                    (1) 
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Θεωρούμε ΑΛ  και ΕΚ  κάθετες στη ΒΓ .  
Τότε ΑΛ = ΕΚ  (διότι ΑΛΚΕ  είναι ορθογώνιο παραλληλόγραμμο). 

Η ΑΛ  είναι διάμεσος στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ , οπότε 
2
ΒΓ

ΑΛ = . 

Άρα 
(1)

2 2
ΒΓ ΒΕ

ΑΛ = ΕΚ = = . Δηλαδή  στο ορθογώνιο τρίγωνο ΒΕΚ , 

έχουμε: 

2
ΒΕ

ΕΚ =  οπότε 1
ˆ 30oΒ = . 

Από το ρόμβο ΒΓΔΕ  έχουμε 1 1
ˆˆ 30oΒ = Δ =  και επειδή ˆ 90oΓΔΖ =  έχουμε 

τελικά ότι: 
                                                      2

ˆ 60oΔ =                                           (2) 

Το τετράπλευρο ΑΓΔΖ  είναι εγγράψιμο (διότι ˆ ˆ 90oΑ = Δ = ) και η ΑΔ  
είναι διχοτόμος  της γωνίας ˆΓΑΖ . Άρα το Δ  είναι μέσο του τόξου ΓΖ , 
οπότε  

                                           
(1)

ΔΓ = ΔΖ = ΔΕ                                     (3) 
Από τις σχέσεις (2)  και (3)  συμπεραίνουμε ότι το τρίγωνο ΔΕΖ  είναι 
ισόπλευρο. 
 
(β) Προφανώς η ΑΕ  είναι διχοτόμος της γωνίας ˆΓΑΖ . Αρκεί να 
αποδείξουμε ότι η ΖΕ  είναι διχοτόμος της  γωνίας ˆΓΖΑ . 
Εφόσον το τρίγωνο ΔΕΖ  είναι ισόπλευρο, θα ισχύει ΕΖ = ΕΒ  και επειδή 

2
ˆ 15oΒ = , θα ισχύει: 

                                                      2
ˆ 15oΖ =                                          (4) 
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Από το εγγράψιμο τετράπλευρο ΑΓΔΖ  έχουμε   1
ˆˆ 30oΑΖΓ = Δ = , οπότε θα 

είναι 1
ˆ 15oΖ = . 

 
     
4.   Για 0xyz ≠  το σύστημα είναι ισοδύναμο με το  

3 2 7 4 5 670, 256, 52xy yz yz zx zx xy
z x x y y z

+ = + = + = , 

το οποίο, αν θέσουμε   

, ,xy yz zxu v w
z x y
= = =  

γίνεται  

                          
3 2 70 (1)
7 4 256 (2) .
5 6 52 (3)

u v
v w
w u

+ =⎧ ⎫
⎪ ⎪+ =⎨ ⎬
⎪ ⎪+ =⎩ ⎭

 

      Με πρόσθεση κατά μέλη των τριών εξισώσεων λαμβάνουμε 
( )9 378u v w+ + = ⇔ .                     

                                                 42u v w+ + =  .                              (4) 
      Λόγω της (4) η εξίσωση (2) γίνεται  

                           
( )7 4 42 256

4 3 88. (5)
v u v

u v
+ − − =

⇔ − + =
 

      Από τις (1) και (5) λαμβάνουμε 2, 32u v= = , οπότε από την (4) 
προκύπτει ότι 8w = . Άρα έχουμε το σύστημα 

                           2, 32, 8= = =
xy yz zx
z x y

                       (6) 

από το οποίο με πολλαπλασιασμό κατά μέλη των τριών  εξισώσεων έχουμε 
                                                  2 8 32xyz = ⋅ ⋅ .                               (7) 
      Από τις (6) και (7) λαμβάνουμε 

2 2

2 2

2 2

32 2 8 32 16 4
8 2 8 32 64 8
2 2 8 32 256 16

x x x
y y y
z z z

⎧ ⎫ ⎧ ⎫= ⋅ ⋅ = = ±⎧ ⎫
⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪= ⋅ ⋅ ⇔ = ⇔ = ±⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪= ⋅ ⋅ = = ±⎩ ⎭⎩ ⎭ ⎩ ⎭

, 

οπότε προκύπτουν συνολικά 8 τριάδες που είναι λύσεις του συστήματος: 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
, , 4,8,16 ή 4, 8, 16 ή 4,8, 16 ή 4, 8,16

ή 4, 8, 16 ή 4,8,16 ή 4, 8,16 ή 4,8, 16 .

x y z = − − − − − −

− − − − − −
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Γ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 
 
  1.  

 
(α)    Τα  τρίγωνα ΑΒΓ και ΔΑΓ είναι ισοσκελή ΄(ΔΑ = ΔΓ, ως 
εφαπτόμενες από το Δ στον περιγεγραμμένο κύκλο) και έχουν ˆΓ̂ = ΓΑΔ , ως 
εντός εναλλάξ. Άρα είναι όμοια. 
 (β)   Παρατηρούμε ότι ˆ ˆ2 60ΒΟΓ = Α = , οπότε το τρίγωνο ΟΒΓ είναι 
ισόπλευρο και ισχύει ότι R α= ΒΓ = . 
      Έστω  η ΑΟ τέμνει τη ΒΓ στο σημείο Μ. Επειδή είναι  ΟΑ = ΟΒ και 
ΑΒ = ΑΓ η ΟΑ είναι η μεσοκάθετη της ΒΓ. Άρα είναι ΑΔ ΒΓ  και το 
τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι τραπέζιο. 

      Επιπλέον από το τρίγωνο ΑΜΓ έχουμε  31
2

α
⎛ ⎞

ΑΜ = +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 και 

                           
2 2

2 3 2 3
2 4

α αα α
⎛ ⎞

ΑΓ = + + ⇔ ΑΓ = +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

     Επειδή τα ισοσκελή τρίγωνα ΑΒΓ και ΔΑΓ είναι όμοια ( ˆΓ̂ = ΓΑΔ ), θα 
έχουμε 

( )
2

2 3 .αΑΔ ΑΓ ΑΓ
= ⇔ ΑΔ = ⇔ ΑΔ = +

ΑΓ ΒΓ ΒΓ
 

     Άρα είναι  

( )
( ) ( ) ( )22 3 2 3 9 5 3

2 2 4

α α α α+ + + +
ΑΒΓΔ = ⋅ =  

 
  2.  (α) Για να είναι το 2 κοινή ρίζα των δύο εξισώσεων πρέπει και αρκεί: 

( ) 28 2 4 2 0
.

34 4 2 2 0
λλ μ
μμ λ
=⎧ − + − = ⎫ ⎧ ⎫

⇔⎨ ⎬ ⎨ ⎬=− ⋅ − − = ⎩ ⎭⎩ ⎭
 

       (β) Για λ=2 και μ=3  η δεδομένη εξίσωση γίνεται: 
3

2

2 7 2 17
3 4 4 8

x x
x x
− −

=
− −

. 

      Όμως έχουμε τις παραγοντοποιήσεις  

Α

Β 

Ο 

  Δ 

ΓΜ 



 11 

( )( )3 22 7 2 2 2 4 1x x x x x− − = − + +  

( )( )23 4 4 2 3 2x x x x− − = − + . 
οπότε η εξίσωση είναι ισοδύναμη με την εξίσωση 

22 4 1 17
3 2 8

x x
x
+ +

=
+

,  22,
3

x ⎧ ⎫∈ − −⎨ ⎬
⎩ ⎭

. 

2 216 19 26 0, 2,
3

13 22 ή , 2,
16 3

13 .
16

x x x

x x x

x

⎧ ⎫⇔ − − = ∈ − −⎨ ⎬
⎩ ⎭

⎧ ⎫⇔ = = − ∈ − −⎨ ⎬
⎩ ⎭

⇔ = −

 

   
3.  Για  0x y= =  από τη δοσμένη συναρτησιακή σχέση (1) έχουμε: 

( ) ( )(0) (0) (0) 0f f f f f− = −  
                                 ⇔ ( )(0) (0)f f f=                       (2) 

Από τη δοσμένη συναρτησιακή σχέση (1) θέτοντας  όπου y  το ( )f x  
έχουμε: 

                ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )f f x f f x f f x f x− = −             (3) 
Αν τώρα στη (3)  θέσουμε 0x =  έχουμε: 

( )( ) ( )(0) (0) (0) (0)f f f f f f f− = −  

και  σε συνδυασμό με την (2)  καταλήγουμε ( )(0) (0) 0f f f= = . 
Θέτοντας στην (1)  όπου 0x = , έχουμε: 

( ) ( )(0) ( ) (0)f f f y f f y− = −  και δεδομένου ότι ( )(0) (0) 0f f f= = ,  
καταλήγουμε στη σχέση  
                                                ( )( )f f y y− = − .                              (4) 
 
Θέτοντας στην (1)  όπου  y  το x  έχουμε: 

( ) ( )( ) ( ) ( )f f x f x f f x x− = − ⇔ ( )(0) ( )f f f x x= − ⇔  
                                 ( )( )f f x x=                              (5) 

Αντικαθιστώντας  στην (4)  όπου y  το ( )f x , έχουμε:  
                                         ( )( )( ) ( )f f f x f x− = −   
και σε συνδυασμό με την (5) , καταλήγουμε  στη σχέση 

( ) ( )f x f x− = − , για κάθε x∈ , 
δηλαδή η f  είναι περιττή. 
 

4. Αν θέσουμε a bx
a b
+

=
−

, τότε λαμβάνουμε  

                                            1
1

a x
b x

+
=

−
                                      (1) 
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(είναι 1x ≠ , αφού 0b ≠ ). Ομοίως, αν θέσουμε ,b c c ay z
b c c a
+ +

= =
− −

, τότε 

λαμβάνουμε 

                                          1
1

b y
c y

+
=

−
                                         (2) 

                                     και  1
1

c z
a z

+
=

−
 .                                       (3) 

Από τις (1), (2)  και (3) με πολλαπλασιασμό κατά μέλη λαμβάνουμε 

                       ( )( )( )
( )( )( )

1 1 1
1 1.

1 1 1
x y z abc xy yz zx
x y z bca
+ + +

= = ⇒ + + = −
− − −

 

Όμως έχουμε                             

           

( ) ( )2 2 2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 2

0 2 2

2 0
2.

x y z x y z xy yz zx x y z

x y z
x y z

≤ + + = + + + + + = + + −

⇒ + + − ≥

⇒ + + ≥
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69ος ΠΑΝΕΛΛΗΝΙΟΣ ΜΑΘΗΤΙΚΟΣ ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΟΣ 

ΣΤΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ 
“Ο ΘΑΛΗΣ” 

ΣΑΒΒΑΤΟ, 1 ΝΟΕΜΒΡΙΟΥ 2008 
 

ΕΝΔΕΙΚΤΙΚΕΣ ΛΥΣΕΙΣ 
 

B΄ ΓΥΜΝΑΣΙΟΥ 
 
1. Να υπολογίσετε την τιμή της παράστασης: 

2 2 3 24 25 2008 : 4 (3 5 ) 249 10Α = ⋅ + + − ⋅ − 4  
 
      Λύση 

     ( ) ( )22 2 3 2 4

2

4 25 2008 : 4 (3 5 ) 249 10 4 25 502 27 25 249 10

100 502 2 249 10000 10000 502 498 10000 1000

Α = ⋅ + + − ⋅ − = ⋅ + + − ⋅ −

= + + ⋅ − = + + − =

4

 

                           
2.   Στο διπλανό σχήμα η ευθεία A  είναι παράλληλη προς την πλευρά ΒΓ του τριγώνου  y
ΑΒΓ και διχοτόμος της γωνίας ˆΓAx .  
     Δίνεται ακόμη ότι 
             και  ΑΒ = ΑΔ. ˆΒAΓ=62
      (α) Να βρείτε τις γωνίες  του τρι-   Β̂ και Γ̂

A

            γώνου ΑΒΓ.                                               
      (β)  Να εξηγήσετε γιατί η ΒΔ είναι διχοτό-  
             μος της γωνίας . ˆΑΒΓ
  
 

 
                                                                                                     Σχήμα 1 
      Λύση 
      (α) Επειδή η είναι διχοτόμος της γωνίας ΓyΑ ˆ x  θα είναι ˆ ˆ xΓΑΔ = ΔΑ

0

. Όμως είναι 
, οπότε καθεμία από τις γωνίες 0 0 0ˆ ˆ ˆ180 180 62 118xΓΑΔ+ΔΑ = −ΒΑΓ = − = ˆ ˆκαι xΓΑ  

είναι . 
Δ ΔΑ

ΓΑΔ =

59
      Επειδή είναι  έχουμε τις ισότητες γωνιών  yΑ ΒΓ

  και  Γ = . 0ˆˆ 59xΒ = ΔΑ = 0ˆˆ 59
      (β) Επειδή είναι ΑΒ = ΑΔ. έπεται ότι το τρίγωνο ΑΒΔ είναι ισοσκελές με 
                                                     ˆˆΑΒΔ = ΑΔΒ .                                                 (1) 
      Λόγω της παραλληλίας των ευθειών ΒΓ και Αy έχουμε ότι   
                                                                   ˆ ˆΑΔΒ = ΔΒΓ  (εντός εναλλάξ γωνίες)            (2) 
      Από τις (1) και (2) έπεται ότι:   
                                                                   ˆ ˆΑΒΔ = ΔΒΓ , 
οπότε η ΒΔ είναι διχοτόμος της γωνίας . ˆΑΒΓ
 



 2 

 

 3.  Αν για το θετικό ακέραιο αριθμό α  ισχύει: 21 42 21
5 4α
< < , να βρεθεί η τιμή της παράστα  

     σης   
                                                5(4 ) 3( 4) 1919α α αΑ = + + + − +  .  
       
      Λύση 
      Έχουμε: 

21 42 21 42 42 42 8 1
5 4 10 8

α
α α

< < ⇔ < < ⇔ < < 0 , 

οπότε θα είναι 9α = , αφού α  θετικός ακέραιος. Άρα είναι: 
9 5(4 9) 3(9 4) 1919 9 5 13 3 5 1919 2008Α = + + + − + = + ⋅ + ⋅ + = . 

 
4.  Ένα  Γυμνάσιο συμμετέχει στην παρέλαση για την επέτειο  μιας  Εθνικής  Εορτής  με  το   
     60%  του αριθμού των αγοριών και το  80%  του αριθμού των  κοριτσιών του. Τα αγόρια   
     που συμμετέχουν, αν παραταχθούν σε τριάδες,  τότε δεν περισσεύει κανείς, ενώ, αν παρα-  
     ταχθούν σε  πεντάδες  ή  επτάδες,  τότε και στις δύο περιπτώσεις  περισσεύουν από τρεις.     
     Όλα τα αγόρια του Γυμνασίου  είναι  περισσότερα από 100 και λιγότερα από 200. Αν  το   
     80% των κοριτσιών είναι αριθμός διπλάσιος από τον αριθμό που αντιστοιχεί στο 60% του   
     αριθμού των αγοριών, να βρείτε το συνολικό αριθμό των κοριτσιών και  αγοριών  του   
     Γυμνασίου. 
 
      Λύση 
      Αν είναι  ο αριθμός των αγοριών που συμμετέχουν στην παρέλαση, τότε ο  είναι 
πολλαπλάσιο του 3 και επιπλέον έχουμε 

1Α 1Α

1 1

1 1

.5 3 3 .5

.7 3 3 .7
πολ πολ
πολ πολ

Α = + Α − =⎧ ⎫ ⎧
⇒⎨ ⎬ ⎨Α = + Α − =⎩ ⎭ ⎩

⎫
⎬
⎭

, 

οπότε ο αριθμός  είναι κοινό πολλαπλάσιο των αριθμών 5 και 7. Τότε ο αριθμός 
 θα είναι πολλαπλάσιο του ΕΚΠ(5,7)=35, δηλαδή θα είναι ένας από του αριθμούς  

1 3Α −

1 3Α −
                                                           35, 70, 105, 140,..., 
      Επομένως ο αριθμός  θα είναι κάποιος από τους αριθμούς 1Α
                                                            38, 73, 108, 143,.... 
      Αν Α είναι ο αριθμός των αγοριών του Γυμνασίου, τότε  από την υπόθεση είναι             

1
60 60 60100 200 100 100 60 120

100 100 100
< Α < ⇒ ⋅ < ⋅Α < ⋅ ⇒ < Α < , 

οπότε οι αποδεκτές τιμές για τον αριθμό 1Α  είναι οι 73 και 108. Επειδή ο αριθμός  είναι 
και πολλαπλάσιο του 3, έπεται ότι , οπότε ο αριθμός των αγοριών του Γυμνασίου 
είναι: 

1Α

1 108Α =

                                                             100108 180.
60

Α = ⋅ =  

    Από την υπόθεση έχουμε ότι τα κορίτσια που συμμετείχαν στην παρέλαση ήταν 
, οπότε ο αριθμός Κ των κοριτσιών του Γυμνασίου είναι: 2 108 216⋅ =

                                                              100216 270
80

Κ = ⋅ = . 

      Άρα συνολικά το Γυμνάσιο έχει 180+270=450 μαθητές και μαθήτριες. 
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Γ΄ ΓΥΜΝΑΣΙΟΥ 

1. Δίνονται οι παραστάσεις: 
4

4 4 22 2

02005

3 2 3 ( 2) ( 1)2A , B
5 21 ( 1)

x
x

⎛ ⎞− ⋅ − +⎜ ⎟ ⎡ ⎤− + −⎝ ⎠ ⎣ ⎦= = +
⎡ ⎤− −⎣ ⎦

 

 Αν είναι , να προσδιορίσετε την τιμή του A B= x .                                       
 

Λύση 

Επειδή   έχουμε  ( ) ( )20091 1 1 1 2− − = − − = ≠ 0 1( )
020091 1⎡ ⎤− −⎣ ⎦ = , οπότε: 

4
4 4

4
4 4

0 42005

3 2 3
32A 2
21 ( 1)

x
3 x x

⎛ ⎞− ⋅ − +⎜ ⎟
⎝ ⎠= = ⋅ −
⎡ ⎤− −⎣ ⎦

+ = . 

Επίσης έχουμε 

( )
2 22 2( 2) ( 1) 4 1

B 5
5 2 5 2 2

x x x⎡ ⎤− + − +⎣ ⎦= + = + = + . 

Επομένως έχουμε 

 5 2 10 10.
2
xx x x xΑ = Β⇔ = + ⇔ = + ⇔ =  

 
2. Το σημείο ( 2, 4 1)λ λΑ − + − ), όπου λ θετικός ακέραιος, βρίσκεται στο πρώτο τεταρτημό-

ριο ενός συστήματος ορθογωνίων  αξόνων Ox . Να βρεθούν: y
      (α) ο θετικός ακέραιος λ,  
      (β) το μήκος του ευθυγράμμου τμήματος ΟΑ, 
      (γ) το εμβαδόν του τετραπλεύρου ΟΒΑΓ , όπου Β, Γ είναι τα ίχνη των  καθέτων από το   
            σημείο Α προς τους θετικούς ημιάξονες Ox και  Oy, αντίστοιχα. 
 
      Λύση 
      (α)  Σύμφωνα με τις υποθέσεις πρέπει να συναληθεύουν οι ανισότητες:  

12 0 και 4 1 0 2 και
4

λ λ λ λ− + > − > ⇔ < > , 

από τις οποίες, αφού ο λ  είναι θετικός ακέραιος, έπεται ότι 1λ = . 
      (β)  Για 1λ =  είναι , οπότε  (1,3Α )

2 21 3 10ΟΑ = + = . 
      (γ)  

( ) 1 3 3Ε ΟΑΒΓ = ⋅ =  
 
3. Στο παρακάτω σχήμα δίνονται ορθογώνιο ΑΒΓΔ  με πλευρές , 2α αΑΒ = ΑΔ =  και τέσ-  
     σερα ημικύκλια εξωτερικά του ορθογωνίου. Ο εξωτερικός κύκλος έχει κέντρο το σημείο   
     τομής Ο των διαγωνίων του ορθογωνίου. Να υπολογιστεί συναρτήσει του α  το εμβαδόν   
     του γραμμοσκιασμένου χωρίου.                                                                         
   
      Λύση 
      Από το σχήμα διαπιστώνουμε ότι: 
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      Ο μεγάλος κύκλος έχει ακτίνα 3
2
α , τα μικρά ημικύκλια έχουν ακτίνα 

2
α  και τα μεγάλα 

ημικύκλια έχουν ακτίνα α . 
      Το εμβαδόν του γραμμοσκιασμένου χωρίου προκύπτει από το εμβαδόν του μεγάλου κύ-

κλου 
2 23 9

2 4
α παπ ⎛ ⎞ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
, αν αφαιρέσουμε το εμβαδόν του ορθογωνίου ΑΒΓΔ  που είναι , 

τα εμβαδά των δύο μικρών ημικυκλίων 

22α

422
12

22 πααπ =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅  και τα εμβαδά των δύο μεγάλων 

ημικυκλίων    

 
                                                                      Σχήμα 2 

22

2
12 παπα =⋅ . Άρα το ζητούμενο εμβαδόν είναι:  

2 2
2 29 2

4 4
πα πα πα αΕ = − − − ( )

2 2
24 8 2

4
πα α π α−

= = − . 

4.   Αν ισχύει 
245 2 900

6

ν ν

ν

⋅
= , όπου ν θετικός ακέραιος, να βρεθεί η τιμή της παράστασης  

1 22003 ( 1) ( 1) 4 ( 1)ν ν ν+ +Α = ⋅ − − − + ⋅ − . 
Λύση 
Έχουμε  

( )

2
2 2 2

2 2 2

45 .2 45 4 45 4900 900 30 2 3 5
6 6 6

30 2 3 5 30 30 30 1,

νν ν ν ν
ν

ν ν

ν ν ν −

⋅ ⋅⎛ ⎞= ⇔ ⇔ = ⇔ = ⋅ ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

⇔ = ⋅ ⋅ ⇔ = ⇔ =

. 

από την οποία προκύπτει ότι 2 0 2ν ν− = ⇔ = , αφού για κάθε άλλη τιμή του 2ν −  η τι-
μή της δύναμης  230ν −  δεν μπορεί να είναι 1. 
Άρα έχουμε: 

( )2 2 1 2 22003 ( 1) ( 1) 4( 1) 2003 1 1 4 1 2003 1 4 2008.+ +Α = ⋅ − − − + − = ⋅ − − + ⋅ = + + = . 
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Α΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 
 

1. Αν στο 1
8

 ενός αριθμού x  προσθέσουμε το 1
4

 του αριθμού αυτού προκύπτει αριθμός μι-

κρότερος κατά 1255 του αριθμού x . Να βρεθεί ο αριθμός x . 
 
      Λύση 
      Σύμφωνα με την υπόθεση θα έχουμε την εξίσωση  

5 1255 81255 1255 1255 2008.
8 4 8 4 8 5
x x x x xx x x ⋅
+ + = ⇔ − − = ⇔ = ⇔ = =  

 
2. Να προσδιορίσετε τους ακέραιους ,x y  και που είναι τέτοιοι ώστε: z

0 x y z≤ ≤ ≤ , 
 . 44xyz xy yz zx x y z+ + + + + + =
 
      Λύση 
      Η τελευταία εξίσωση γράφεται:  

44
1 45

xyz xy yz zx x y z
xyz xy yz zx x y z

+ + + + + + =
⇔ + + + + + + + =

 

( )
( 1) ( 1) ( 1) ( 1) 45

1 ( 1) 45
xy z x z y z z

xy x y z
⇔ + + + + + + + =

⇔ + + + + =
 

                                             ( )( )( )1 1 1 45.x y z⇔ + + + =                                     (1) 
      Επειδή οι , ,x y z  είναι μη αρνητικοί ακέραιοι και x y z≤ ≤ , έπεται ότι: 
                                                            1 1 1 1x y z≤ + ≤ + ≤ + .                                         (2) 
      Από τις (1) και (2) και αφού 4  προκύπτουν οι περιπτώσεις 5 1 3 3 5= ⋅ ⋅ ⋅

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) (

( 1, 1, 1) 1,3,15 ή 1,5,9 ή 3,3,5 ή 1,1, 45

, , 0, 2, 14 ή 0, 4, 8 ή 2, 2, 4 ή 0,0, 44 .

x y z

x y z

+ + + =

⇔ = )
 

 
 
3. Να βρεθούν οι γωνίες των ισοσκελών τριγώνων που έχουν τη παρακάτω ιδιότητα:  
      “υπάρχει ευθύγραμμο τμήμα που συνδέει μία κορυφή με την απέναντι πλευρά ώστε να   
       δημιουργούνται μέσα στο ισοσκελές τρίγωνο, δύο ισοσκελή τρίγωνα”. 
       (Να εξετάσετε όλες τις δυνατές περιπτώσεις) 

 
Λύση 

      Έστω ισοσκελές τρίγωνο  ( ). ΑΒΓ ΑΒ = ΑΓ
      1η περίπτωση. 
      Θεωρούμε σημείο  στη πλευρά  ώστε τα τρίγωνα Δ ΒΓ ΑΔΒ  και ΑΔΓ  να είναι ισοσκε-
λή. Διακρίνουμε τις υποπεριπτώσεις: 

• Αν είναι  και  τότε ισχύουν οι ισότητες των γωνιών (σχ. 3) : ˆ ˆΒΑΔ = Β ˆ ˆΓΑΔ = ΓΔΑ

1
ˆ ˆ ˆ x̂Α = Β = Γ =    και 2 1

ˆ ˆ ˆ2xΑ = Δ = , (ως εξωτερική γωνία του τριγώνου ΑΒΔ, οπότε 

από τη σχέση  καταλήγουμε στην εξίσωση:                     ˆ ˆ ˆ 180Α+Β+Γ =
oo 36x̂180x̂5 =⇔= . 

            Στη περίπτωση αυτή είναι  και . ˆ 108oΑ = ˆ ˆ 36oΒ = Γ =
 



 6 

• Στην περίπτωση που είναι πάλιν ισοσκελή τα τρίγωνα ΑΔΒ  και ΑΔΓ  με ίσες γωνίες 
 και , τότε προκύπτουν οι ίδιες γωνίες για το τρίγωνο ΑΒΓ. ˆ ˆΒΑΔ = ΒΔΑ ˆ ˆΓΑΔ = Γ

 
Στην περίπτωση που είναι πάλιν ισοσκελή τα τρίγωνα ΑΔΒ  και ΑΓΔ  με ίσες γωνίες 

 και , τότε  προκύπτουν οι γωνίες , οπότε 
το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ορθογώνιο ισοσκελές. Πράγματι, από τις ισότητες  και 

 έπεται ότι: 

ˆ ˆΒΑΔ = ΒΔΑ ˆ ˆΓΑΔ = ΓΔΑ 0ˆ ˆ ˆ90 και 45Α = Β = Γ =
ˆB̂ BA= Δ

ˆΓ̂ = ΔΑΓ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆB 180 90 ,ο ο+ Γ = Α⇒ −Α = Α⇒ Α =  οπότε θα είναι . ˆ ˆB 4 ο= Γ = 5
 

 
 Σχήμα 3α Σχήμα 3β 
 
      2η περίπτωση. 
      Θεωρούμε σημείο  στη πλευρά Δ ΑΓ  ώστε τα τρί-
γωνα  και  να είναι ισοσκελή και διακρίνουμε 
τις υποπεριπτώσεις: 

ΑΔΒ ΑΓΔ

 
• Αν  και , τότε  (σχ. 4) ισχύουν  ˆˆΑΒΔ = Α ˆ ˆΒΔΓ = Γ

            οι ισότητες των γωνιών:  
                  1 2

ˆ ˆ ˆ x̂Α = Β = Β =     

                   και 1
ˆ ˆ ˆ2xΔ = Γ = , 

αφού η γωνία  είναι εξωτερική στο τρίγωνο ΔΑΒ, 1Δ̂
οπότε  
           2 2

ˆ ˆ ˆ ˆˆ 2 .x x x+Β = Β = Γ = ⇒Β =  

      Από τη σχέση καταλήγουμε στην ε-
ξίσωση:        

0ˆ ˆ ˆ 180Α+Β+Γ =

                           .                Σχήμα 4 oˆ ˆ5 180 36x x= ⇔ = o

 Στη περίπτωση αυτή είναι:                                                                                              
                         και .                                                oˆ 36Α = oˆ ˆ 72Β = Γ =
 
 

• Αν ˆˆ xΑΒΔ = Α =  και ˆ ˆ yΒΔΓ = ΓΒΔ = , τότε  
θα έχουμε  και 2y = 3 2x yx π+ = .οπότε 
λαμβάνουμε τελικά τις γωνίες 

                   3ˆ ˆ,
7 7
π π

Β = Γ =Α̂ = . 

 
 
 

           Σχήμα 5 
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4.  Αν οι πραγματικοί αριθμοί  , καιx y z
2

 ικανοποιούν τις ισότητες 
 2 2 2 2 2, ,x y z y z x z x y− = − = − = , 
     να αποδείξετε ότι: 
     (α)  3 3 3 3x y z xyz+ + = . 
     (β)   Ένας τουλάχιστον από τους , ,x y z ισούται με 0. 
       
      Λύση 
      (α) Με πρόσθεση κατά μέλη των τριών δεδομένων ισοτήτων λαμβάνουμε:  
 ( )2 2 2 2 2 2x y z x y z x y z+ + − + + = + + ⇒  
                                                      0x y z+ + = ,                                               (1) 
από την οποία προκύπτει άμεσα το ερώτημα (α), αφού τότε είναι ( )z x y= − +  και 

( )
( )

( )

33 3 3 3 3

3 3 3 3 3

3 3 .

x y z x y x y

x y x y xy x y

xy z xyz

+ + = + + − +⎡ ⎤⎣ ⎦
= + − − − +

= − − =

 

  
      (β) Από την ισότητα  προκύπτει ότι 0x y z+ + = z x y= − − , οπότε η ισότητα 2 2x y z− =  
γίνεται  

( )
( )

22 22

2 1 0 0ή 2 1

x y x y y xy y

y y x y y x

− = + ⇔ − = +

.⇔ ⋅ + + = ⇔ = = − −
 

• Για  λαμβάνουμε 0y = 0x z z+ = ⇔ = −x , οπότε η δεύτερη και η τρίτη των δεδομέ-
νων σχέσεων γίνονται: 

 2 0ή 1x x x x= ⇔ = = , 
οπότε έχουμε τις τριάδες  
                                           
 ( ) ( ) ( ), , 0,0,0 ή 1,0, 1x y z = − . 

• Για  από την (1) λαμβάνουμε   2y x= − −1
 1z x y x= − − = + , 
οπότε με αντικατάσταση των  στις αρχικές σχέσεις προκύπτει η εξίσωση  ,y z
 ( )1 0 0 ή 1x x x x+ = ⇔ = = − . 
      Έτσι λαμβάνουμε και τις τριάδες  
                                                        ( ) ( ) ( ), , 0, 1,1 ή 1,1,0x y z = − − . 
      Από την εύρεση όλων των δυνατών τριάδων προέκυψε ότι σε κάθε περίπτωση ένας του-
λάχιστον από τους , ,x y z  ισούται με 0.     
 
      2ος τρόπος για το (β) 
      Οι δεδομένες ισότητες  2 2 2 2 2, , 2x y z y z x z x y− = − = − =   με πολλαπλασιασμό επί 2y , 

 και 2z 2x , αντίστοιχα, γίνονται  
( ) ( ) ( )2 2 2 3 2 2 2 3 2 2 2, , 3x z y y y x z z z y x x− = − = − =  , 

 από τις οποίες με πρόσθεση κατά μέλη λαμβάνουμε:  
3 3 3 0x y z+ + = . 

      Λόγω του (α) λαμβάνουμε  , δηλαδή ένας τουλάχιστον από τους 0xyz = , ,x y z  ισούται 
με 0. 
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Β΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 

1. Δεκαπέντε θετικοί ακέραιοι αριθμοί, με ψηφία περισσότερα από 2, έχουν το τελευταίο δι-
ψήφιο τμήμα τους τον αριθμό 15. Να αποδείξετε ότι το άθροισμα τους είναι πολλαπλάσιο 
του 25. 
    
      Λύση 
      Κάθε θετικός ακέραιος που τελειώνει σε 15 είναι της μορφής: 15x100 + , όπου x  μη αρ-
νητικός ακέραιος. 
Άρα το άθροισμα των δεκαπέντε θετικών ακεραίων θα είναι: 

=++++++= )15x100()15x100()15x100(S 1521  1 2 15100( ) 15 15x x x+ + + + ⋅ =  
           [ ]1 2 15 1 2 1525 4( ) 25 9 25 4( ) 9x x x x x x= ⋅ + + + + ⋅ = ⋅ + + + + , 
δηλαδή είναι πολλαπλάσιο του 25. 
 
      Παρατήρηση 
      Η “κεντρική ιδέα” της άσκησης είναι ότι: ο θετικός ακέραιος που το τελευταίο διψήφιο 
τμήμα του είναι “αβ ”,  έχει τη μορφή αβ+x100 . 
Με όμοιο τρόπο καταλήγουμε στο συμπέρασμα ότι: ο θετικός ακέραιος που το τελευταίο 
τριψήφιο τμήμα του είναι “αβγ ”,  έχει τη μορφή αβγ+x1000 . 
 
3.   Δίνεται τραπέζιο ΑΒΓΔ με  και . Φέρουμε το ύψος ΑΕ και από το Ε 
κάθετη προς την διαγώνιο ΒΔ που την τέμνει στο σημείο Ζ. Να προσδιορίσετε  το μέτρο της 
γωνίας . 

ΑΔ ΒΓ ˆˆ 90Γ = Δ =

ˆΑΖΓ
 
      Λύση (1ος τρόπος)      
      Επειδή είναι το τετράπλευρο ΑΕΓΔ είναι ορθογώνιο, οπότε οι διαγώ-
νιοι του είναι ίσες και διχοτομούνται, δηλαδή το σημείο Κ είναι μέσον των ΑΓ και ΕΔ και  

ˆˆ ˆ 90ΑΕΓ = Γ = Δ =

                                                       ΑΓ = ΕΔ .                                                 (1) 

 
                                                                                 Σχήμα 6 
 
Επειδή είναι ΕΖ  το τρίγωνο ΕΖΔ είναι ορθογώνιο και η ΖΚ είναι η διάμεσος αυτού 
προς την υποτείνουσα. Άρα είναι  

⊥ ΒΔ

                                                        
2
ΕΔ

ΖΚ = .                                                  (2) 
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      Από τις (1) και (2) έπεται ότι 
2
ΑΓ

ΖΚ = , δηλαδή η διάμεσος του τριγώνου ΑΖΓ προς την 

πλευρά ΑΓ ισούται με το μισό της πλευράς ΑΓ. Επομένως είναι . ˆ 90ΑΖΓ =
 

 
                                                                        Σχήμα 7 
 
      2ος Τρόπος 
      Το τετράπλευρο  είναι ορθογώνιο παραλληλόγραμμο, οπότε θα είναι εγγεγραμμέ-
νο σε κύκλο με κέντρο το σημείο τομής των διαγωνίων του . 

ΑΔΓΕ
O

      Εφόσον , το τετράπλευρο ˆˆ 90oΕΖΔ = ΕΑΔ = ΕΖΑΔ  είναι εγγράψιμο και κατά συνέπεια 
τα σημεία  είναι ομοκυκλικά. Άρα (διότι βαίνει στη διάμετρο ). , , , ,Α Δ Γ Ε Ζ ˆ 90oΑΖΓ = ΑΓ
 
3.  Βρείτε τις τριάδες θετικών ακέραιων ( ), ,x y z  με  x y z≥ ≥  που ικανοποιούν τις εξισώ-
σεις: 
 ( ) ( ) ( )2 2 2 2x y z y z x z x y− + − + − = , 
 300x y z+ + = . 
      Λύση 
      Έχουμε 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )( )( )

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2

2 2

2 2

2

2

2 2

2.

x y z y z x z x y x y x z y z y x z x z y

x y y x x z y z z x z y

xy x y z x y x y z x y

x y xy z x y z x y xy zx zy z

x y y z x z

− + − + − = ⇔ − + − + − =

⇔ − − − + − =

⇔ − − − + + − =

⎡ ⎤⇔ − − + + = ⇔ − − − + =⎣ ⎦
⇔ − − − =

 

      Από την τελευταία εξίσωση προκύπτει ότι οι ακέραιοι , ,x y y z x z− − −  είναι διάφοροι 
από το 0. Επιπλέον, από την υπόθεση x y z≥ ≥  έπεται ότι  

0 και 0x y x z y z− ≥ − ≥ − >   
και αφού 
                                                          ( ) ( )x y y z x z− + − = − , 
έπεται ότι οι δυνατές τιμές για τις διαφορές , ,x y y z x z− − −  είναι: 

1, 1, 2x y y z x z− = − = − = . 
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      Επειδή η τρίτη εξίσωση προκύπτει με πρόσθεση κατά μέλη της  πρώτης και της δεύτε-
ρης, κάθε λύση του συστήματος της πρώτης και δεύτερης εξίσωσης είναι και λύση της τρίτης 
εξίσωσης, οπότε από το προηγούμενο σύστημα λαμβάνουμε: 
                                             1, 1 1, 1,x y y z x y z y− = − = ⇔ = + = −
όπου y θετικός ακέραιος. Έτσι έχουν προκύψει οι τριάδες θετικών ακέραιων 
 ( ) ( ), , 1, , 1 ,x y z k k k= + −  όπου θετικός ακέραιος. k
      Από την εξίσωση 300x y z+ + =  λαμβάνουμε:  
  ( 1) ( 1) 300 3 300 100,k k k k k+ + + − = ⇔ = ⇔ =
οπότε η ζητούμενη τριάδα είναι μόνον η  

( ) ( ), , 101, 100, 99x y z = . 
 
4. Δίνεται ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ . Θεωρούμε  τυχόν σημείο Μ  εκτός του ΑΒ και  τέτοιο  
      ώστε η κάθετη από το Μ  προς την ευθεία  ΑΒ να την τέμνει σε  εσωτερικό σημείο του  
      ευθύγραμμου  τμήματος ΑΒ. Φέρουμε ευθύγραμμα τμήματα  ΑΓ και  ΒΔ  τέτοια  ώστε   
                          , καιΑΓ ⊥ ΑΜ ΑΓ = ΑΜ καιΒΔ ⊥ ΜΒ  ΒΔ = ΜΒ , 
      και επιπλέον τα σημεία  Γ,  Μ  και Δ να βρίσκονται  στο ίδιο  ημιεπίπεδο ως  προς  την   
      ευθεία ΑΒ. Να  αποδείξετε ότι το μέσον Κ του ευθύγραμμου τμήματος ΓΔ είναι σταθε-   
      ρό σημείο, δηλαδή  είναι ανεξάρτητο από τη θέση του σημείου Μ. 
 
      Λύση 
      Από τα σημεία Γ, Μ και Δ φέρουμε καθέτους ΓΕ, ΜΗ και ΔΖ προς την ευθεία ΑΒ. Τότε 
οι οξείες γωνίες  και  έχουν πλευρές κάθετες, οπότε είναι ίσες. Για τον ίδιο λόγο 
είναι ίσες και οι γωνίες 

ˆΜΑΗ ˆΑΓΕ
ˆΜΒΗ  και . Έτσι από την υπόθεση ˆΒΔΖ ΑΓ = ΑΜ προκύπτει ότι τα 

ορθογώνια τρίγωνα ΑΗΜ , ΓΕΑ είναι ίσα, οπότε θα έχουμε:  
                                                     ΓΕ = ΑΗ                                                       (1) 
                                                    ΕΑ = ΜΗ .                                                     (2) 

 

 
  Σχήμα 8 

    
      Ομοίως από την υπόθεση  και ΒΔ = ΜΒ ΒΔ ⊥ΜΒ  προκύπτει ότι τα ορθογώνια τρίγωνα 
ΜΗΒ, ΒΖΔ είναι ίσα, οπότε θα έχουμε:  
                                                ΔΖ = ΗΒ                                                       (3) 
                                                ΒΖ =ΜΗ .                                                     (4) 
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      Έστω ότι η κάθετη από το μέσον Κ της ΓΔ τέμνει την ευθεία ΑΒ στο σημείο Ο. Τότε η 
ΚΟ θα είναι η διάμεσος του τραπεζίου ΓΕΖΔ, οπότε θα ισχύει:  

                                                              
2

ΓΕ + ΔΖ
ΟΚ = .                                               (5) 

      Λόγω των (1) και (3) η σχέση (5) γίνεται 

                                               
2 2

ΓΕ + ΔΖ ΑΗ +ΗΒ ΑΒ
ΟΚ = = =

2
.                                (6) 

      Επιπλέον, το μέσον Ο της ΕΖ είναι και μέσον της ΑΒ, αφού από τις σχέσεις (2) και (4) 
προκύπτει ότι ΕΑ = ΒΖ, οπότε θα έχουμε  
                                                  Ο .                                (7) Α = ΟΕ−ΑΕ = ΟΖ−ΒΖ = ΟΒ
      Επομένως το σημείο Κ βρίσκεται πάνω στη μεσοκάθετη του ευθύγραμμου τμήματος ΑΒ 
σε απόσταση από το μέσον Ο ίση προς το μισό του ΑΒ. Άρα είναι σταθερό σημείο, δηλαδή 
είναι ανεξάρτητο από τη θέση του σημείου Μ. 
 
      2ος τρόπος 
      Θεωρούμε την ευθεία ΑΒ ως άξονα των πραγματικών αριθμών στο μιγαδικό επίπεδο και 
το μέσον του ευθύγραμμου τμήματος ΑΒ ως την αρχή των αξόνων. Έστω ότι το σημείο Μ 
είναι η εικόνα του μιγαδικού αριθμού , το σημείο Β είναι η εικόνα του πραγματικού αριθ-
μού οπότε το σημείο Α θα είναι η εικόνα του πραγματικού αριθμού 

z
a , a− . Τότε στο διάνυ-

σμα  αντιστοιχίζεται ο μιγαδικός αριθμός ΑΜ z a+ και επειδή είναι ,ΑΓ ⊥ ΑΜ    

έπεται ότι , οπότε στο διάνυσμα 

ΑΓ = ΑΜ

( ),ΑΜ ΑΓ = 90 ΑΓ  αντιστοιχίζεται ο μιγαδικός αριθμός 

. Επομένως στο διάνυσμα , άρα και στο σημείο Γ, αντιστοιχίζεται ο 

μιγαδικός αριθμός  . 
(i z a+ ) ΟΓ = ΟΑ+ΑΓ

( )a i z a− + +
 

 
 

Σχήμα 9 

      Με το ίδιο σκεπτικό, αλλά με την παρατήρηση ότι ( ), 90ΒΜ ΒΔ = − , καταλήγουμε ότι 

στο σημείο Δ αντιστοιχίζεται ο μιγαδικός αριθμός  ( )a i z a− − . 
      Επομένως το μέσον Κ του ευθύγραμμου τμήματος ΓΔ είναι εικόνα του μιγαδικού αριθ-
μού  

 ( ) ( )
2

a i z a a i z a
ai

− + + + − −
= , 

οπότε το σημείο Κ είναι σταθερό, δηλαδή ανεξάρτητο του μιγαδικού αριθμού , άρα ανε-
ξάρτητο από τη θέση του σημείο Μ. 

z
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Γ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 
      1.  Αν οι θετικοί ακέραιοι καια β  έχουν 120 κοινούς θετικούς διαιρέτες, να προσδιορί-
σετε το πλήθος των κοινών θετικών διαιρετών των αριθμών  
 4 5 και 3 4α β αΑ = + Β = + β . 
      Λύση 
      Θα αποδείξουμε ότι τα σύνολα των θετικών ακέραιων κοινών διαιρετών των αριθμών 

,α β  και των αριθμών  Α και Β ταυτίζονται.  
      Έστω ότι ο θετικός ακέραιος δ είναι κοινός διαιρέτης των αριθμών ,α β . Τότε από τις 
σχέσεις καιδ α δ β  λαμβάνουμε ότι ο δ διαιρεί και κάθε γραμμικό συνδυασμό τους , οπό-
τε 

(4 5 ) και (3 4 )δ α β δ α β+ = Α + = Β , 
δηλαδή ο δ  είναι κοινός διαιρέτης των Α και Β. 
      Αντίστροφα, έστω ότι ο θετικός ακέραιος δ  είναι κοινός διαιρέτης των ακεραίων Α και 
Β. Τότε από τις υποθέσεις 4 5 και 3 4δ α β δ αΑ = + Β = + β  έπεται ότι δ α βΑ−Β = + , 
oπότε προκύπτει ότι: 

5( )δ αΑ−Β −Α =   και   4( )δ βΑ− Α−Β = ,  
οπότε ο δ είναι κοινός διαιρέτης και των αριθμών α και β.  
      Επομένως και οι αριθμοί Α και Β έχουν 120 κοινούς θετικούς ακέραιους διαιρέτες. 
 
      2.  Να προσδιορίσετε το πλήθος και το άθροισμα των άρτιων θετικών ακέραιων που βρί-
σκονται μεταξύ των αριθμών   και 2 1n nΑ = − + 2B n n 1= + + , όπου  θετικός ακέραιος. n
 
      Λύση 
      Έχουμε   Α = n(n - 1) + 1 και  Β= n(n + 1) + 1, οπότε και οι δύο αριθμοί είναι περιττοί, 
αφού τα γινόμενα διαδοχικών ακέραιων n(n - 1) και n(n + 1) είναι άρτιοι ακέραιοι. Επιπλέον, 
είναι Β – Α = 2n>0, οπότε Α < Β. Έστω  Α + 1, Α + 3, …, Α + (2κ - 1), όπου κ θετικός ακέ-
ραιος, οι άρτιοι ακέραιοι που βρίσκονται μεταξύ των περιττών Α και Β. Τότε πρέπει  

Α+(2κ-1) = Β – 1, 
δηλαδή  

Β - Α = 2κ ⇔ 2n = 2κ⇔ κ = n. 
      Επομένως μεταξύ των αριθμών Α και Β βρίσκονται n άρτιοι ακέραιοι, οι οποίοι είναι οι                            

Α + 1, Α + 3, …, Α + (2n - 1), 
ενώ το άθροισμά τους είναι 

Σ = nA + [1 + 3 +…+ (2n - 1)] = ( )3 2 31 2 1
2
n n

n n n n n
+ − ⋅

− + + = + . 

 
3.  Να προσδιορίσετε τις τριάδες ακέραιων ( ), ,x y z  με x y z≥ ≥  που ικανοποιούν  την 
     εξίσωση: 
 ( ) ( ) ( ) 6.xy x y yz y z zx z x− + − + − =  
      Ποιες από τις τριάδες  αυτές έχουν άθροισμα τετραγώνων ελάχιστο; 
 
      Λύση 
      Το πρώτο μέλος της δεδομένης εξίσωσης γράφεται:                        
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( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
( )[ ]
( ) ( )

2 2 2 2 2

2 2 2

2

( ) ( )

( ) .

2xy x y yz y z zx z x x y xy y z yz z x zx

xy x y x y z x y z

x y xy z xz yz

x y x y z z y z

x y y z x z

− + − + − = − + − + −

= − + − − −

⎡ ⎤= − + − −⎣ ⎦
= − − − −

= − − −

 

      Άρα η δεδομένη εξίσωση γίνεται: 
( )( )( ) 6x y y z x z− − − = . 

      Από την τελευταία μορφή προκύπτει ότι οι ακέραιοι , ,x y y z x z− − −  είναι διάφοροι από 
το 0. Επιπλέον από την υπόθεση x y z≥ ≥  έπεται ότι 0 και 0x y x z y z− ≥ − ≥ − > , και α-
φού οι θετικοί διαιρέτες του 6 είναι οι 1, 2, 3, 6, έπεται ότι οι δυνατές τιμές για τις διαφορές 

, ,x y y z x z− − − , είναι: 
                                                                              (1) 1, 2 , 3x y y z x z− = − = − =
                                        ή                                     (2) 2, 1, 3x y y z x z− = − = − =
                                         ή                                     (3) 1, 1, 6x y y z x z− = − = − =

 
      Επειδή η τρίτη εξίσωση προκύπτει με πρόσθεση κατά μέλη της  πρώτης και της δεύτε-
ρης, η περίπτωση (3) δεν είναι αποδεκτή. Τα συστήματα (1) και (2) είναι αποδεκτά , αφού  
κάθε λύση του συστήματος της πρώτης και δεύτερης εξίσωσης είναι και λύση της τρίτης εξί-
σωσης, οπότε: 

• Από το σύστημα (1) λαμβάνουμε: 
1, 2 1, 2,− = − = ⇔ = + = −x y y z x y z y  

            όπου y θετικός ακέραιος. Έτσι έχουν προκύψει οι τριάδες θετικών ακέραιων 
 ( ) ( ), , 1, , 2 ,x y z k k k= + −  όπου θετικός ακέραιος. k

• Από το σύστημα (2) λαμβάνουμε τελικά: 
( ) (, , 2, , 1 ,x y z k k k= + − )  όπου θετικός ακέραιος. k

      Στην πρώτη περίπτωση οι τριάδες ( ) ( ), , 1, , 2 ,x y z k k k k= + − ∈ , έχουν άθροισμα 
τετραγώνων 

( ) ( )2 22 21 2 3S k k k k k= + + + − = − +2 5 , 

που είναι τριώνυμο ως προς   και έχει ελάχιστο για k 1
3

k = ∉ . Λόγω της μονοτονίας 

της συνάρτησης  εξετάζουμε τις τιμές της στους γειτονικούς ακέραι-

ους του 

( ) 23 2S k k k= − +5
1
3

 και έχουμε  και ( )0S = 5 ( )1S 6= , οπότε η ελάχιστη τιμή του  λαμβάνεται 

για κ=0 από την τριάδα ( )

S

( ), , 1,0, 2 .x y z = −   

       Στην δεύτερη περίπτωση οι τριάδες ( ) ( ), , 2, , 1 ,x y z k k k k= + − ∈ , έχουν άθροισμα 
τετραγώνων 

( ) ( )2 22 22 1 3S k k k k k= + + + − = + +2 5 , 

που είναι τριώνυμο ως προς   και έχει ελάχιστο για k 1
3

k = − ∉ . Λόγω της μονοτονίας 

της συνάρτησης  εξετάζουμε τις τιμές της στους γειτονικούς ακέραι-( ) 23 2S k k k= + +5
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ους του 1
3

 και έχουμε  και ( )0S = 5 ( )1S 6− = , οπότε η ελάχιστη τιμή του  λαμβάνεται 

για κ=0 από την τριάδα ( )

S

( ), , 2,0, 1 .x y z = −  
      Επομένως η ελάχιστη τιμή του αθροίσματος των τετραγώνων των μελών των τριάδων 
που ικανοποιούν την δεδομένη εξίσωση είναι 5 και λαμβάνεται από τις τριάδες  

( ) ( ), , 1,0, 2x y z = −  και ( ) ( ), , 2,0, 1 .x y z = −  
 
4.  Δίνεται ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ . Θεωρούμε τυχόν σημείο Μ εκτός του ΑΒ και τέτοιο    
     ώστε η κάθετη από το αυτό προς την ευθεία ΑΒ να την τέμνει σε εσωτερικό σημείο του   
     ευθύγραμμου τμήματος ΑΒ. Φέρουμε  ευθύγραμμα  τμήματα ΑΓ και  ΒΔ τέτοια  ώστε  
                                ,  και 2ΑΓ ⊥ ΑΜ ΑΓ = ⋅ΑΜ ΒΔ ⊥ΜΒ και 2ΒΔ = ⋅ΜΒ  
     και επιπλέον τα σημεία  Μ, Γ και Δ να  βρίσκονται στο ίδιο ημιεπίπεδο ως προς την ευ-  
     θεία ΑΒ. Να αποδείξετε ότι το μέσον Κ του ευθύγραμμου τμήματος ΓΔ είναι σταθερό   
     σημείο, δηλαδή είναι ανεξάρτητο από τη θέση του σημείου Μ. 
 
      Λύση 
      Από τα σημεία Γ, Μ και Δ φέρουμε καθέτους ΓΕ, ΜΗ και ΔΖ προς την ευθεία ΑΒ. Τότε 
οι οξείες γωνίες  και  έχουν πλευρές κάθετες, οπότε είναι ίσες. Για τον ίδιο λόγο 
είναι ίσες και οι γωνίες 

ˆΜΑΗ ˆΑΓΕ
ˆΜΒΗ  και . Έτσι τα ορθογώνια τρίγωνα ΑΗΜ , ΓΕΑ είναι ό-

μοια, οπότε θα έχουμε:  
ˆΒΔΖ

2ΓΕ ΑΕ ΑΓ
= = =

ΑΗ ΜΗ ΑΜ
, 

οπότε προκύπτουν οι ισότητες:                                                       
                                                     2ΓΕ = ⋅ΑΗ                                                    (1) 
                                                    2ΕΑ = ⋅ΜΗ .                                                 (2) 

       

 
        
                                                                   Σχήμα 10 
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      Ομοίως τα ορθογώνια τρίγωνα ΜΗΒ, ΒΖΔ είναι όμοια, οπότε ομοίως θα έχουμε:  
                                              2ΔΖ = ⋅ΗΒ                                                      (3) 
                                              2ΒΖ = ⋅ΜΗ .                                                   (4) 
       Έστω ότι η κάθετη από το μέσον Κ της ΓΔ τέμνει την ευθεία ΑΒ στο σημείο Ο. Τότε η 
ΚΟ θα είναι η διάμεσος του τραπεζίου ΓΕΖΔ, οπότε θα ισχύει:  
 

                                                              
2

ΓΕ + ΔΖ
ΟΚ = .                                               (5) 

 
      Λόγω των (1) και (3) η σχέση (5) γίνεται 
 

                                        2 2 2
2 2 2

ΓΕ + ΔΖ ⋅ΑΗ + ⋅ΗΒ ⋅ΑΒ
ΟΚ = = = = ΑΒ .                  (6) 

 
      Επιπλέον, το μέσον Ο της ΕΖ είναι και μέσον της ΑΒ, αφού από τις σχέσεις (2) και (4) 
προκύπτει ότι ΕΑ = ΒΖ, οπότε θα έχουμε  
 
                                                  Ο .                               (7) Α = ΟΕ−ΑΕ = ΟΖ−ΒΖ = ΟΒ
 
      Επομένως το σημείο Κ βρίσκεται πάνω στη μεσοκάθετη του ευθύγραμμου τμήματος ΑΒ 
σε απόσταση από το μέσον Ο ίση προς το ΑΒ. Άρα είναι σταθερό σημείο, δηλαδή είναι ανε-
ξάρτητο από τη θέση του σημείου Μ. 
 
Παρατήρηση 
Το πρόβλημα αυτό μπορεί να λυθεί με χρήση της γεωμετρικής αναπαράστασης των μιγαδι-
κών αριθμών. 
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ΕΝΔΕΙΚΤΙΚΕΣ ΛΥΣΕΙΣ 

 
B΄ ΓΥΜΝΑΣΙΟΥ 

 
ΘΕΜΑ 1ο  

 Αν 14 2
5

a = −  και 3 55
2 2

b − −
= + −

−
, να υπολογίσετε την τιμή παράστασης:  

2009 1A
5

a b b
a

= − −: . 

Λύση. 
Είναι  

1 4 11 20 11 94 2
5 1 5 5 5 5

a = − = − = − =  και 3 5 3 5 85 5 5 5 4 1
2 2 2 2 2

b − −
= + − = − − = − = − =

−
, 

οπότε η παράσταση Α γίνεται: 
2009 20091 9 1 9 1 9 1 76 31A 1 1 1 1 1 1 .95 5 5 9 5 9 45 455

5

a b b
a

= − − = − − = − − = − − = − =
⋅

: : :  

 
ΘΕΜΑ 2ο   
΄Έστω α θετικός ακέραιος τον οποίο διαιρούμε με 4. 
(i)  Ποιες είναι οι δυνατές μορφές του παραπάνω θετικού ακέραιου α; 
(ii) Ποιες είναι οι δυνατές τιμές που μπορεί να πάρει ο αριθμός α , αν είναι περιττός  
      μεγαλύτερος από 39 και μικρότερος από 50, και διαιρούμενος με το 4 δίνει  
      υπόλοιπο 1. 
 
Λύση 

(i) Οι δυνατές μορφές του ακέραιου αριθμού α είναι οι εξής:  
            α = 4ρ, όπου ρ θετικός ακέραιος, ή α = 4ρ + 1 ή α = 4ρ + 2 ή α = 4ρ + 3   
            όπου ρ μη αρνητικός ακέραιος.  
(ii) Σύμφωνα με την υπόθεση είναι α = 4ρ + 1, οπότε έχουμε: 

                   39 4ρ 1 50 38 4ρ 49 9,5 ρ 12,25< + < ⇔ < < ⇔ < <  
 Επομένως, αφού ο ρ  είναι μη αρνητικός ακέραιος, έπεται ότι  ρ = 10  ή  
 ρ = 11 ή ρ = 12  και α = 41 ή α = 45 ή α=49. 
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ΘΕΜΑ   3ο   
Δίνεται  ένα τρίγωνο ABΓ  του οποίου οι γωνίες Β̂  και Γ̂  έχουν άθροισμα 0140  και 
είναι ανάλογες με τους αριθμούς 1 και 6, αντίστοιχα. 
α) Να βρεθούν οι γωνίες του τριγώνου. 
β) Να υπολογίσετε τη γωνία που σχηματίζουν το ύψος και η διχοτόμος του τριγώνου   
    ΑΒΓ  που αντιστοιχούν στην πλευρά του ΒΓ . 
 
Λύση 
α) Κατ’ αρχή έχουμε: ( )0 0 0 0ˆ ˆ ˆ180 180 140 40 .Α = − Β+Γ = − =  

Σύμφωνα με τις υποθέσεις έχουμε: 0
ˆ ˆ ˆ ˆκαι 140
1 6
Β Γ
= Β+Γ = , οπότε θα έχουμε: 

0 0
ˆ ˆ ˆ ˆ, 6 και 6 140 20 .
1 6

λ λ λ λ λ λΒ Γ
= = ⇒Β = Γ = + = ⇒ =  

Άρα είναι:  0 0ˆ ˆ20 και 120 .Β = Γ =  

 
Σχήμα 1 

 
β)  Έστω ΑΔ το ύψος και ΑΕ η διχοτόμος της γωνίας Α του τριγώνου ΑΒΓ. Τότε το 
σημείο Γ βρίσκεται μεταξύ των σημείων Β και Δ, αφού διαφορετικά το τρίγωνο ΑΓΔ 
θα είχε άθροισμα γωνιών μεγαλύτερο των 0180 . Έτσι έχουμε: 

                      ( )
ˆˆ ˆ ˆ ˆ90
2
Α

ΔΑΕ = ΔΑΓ+ΓΑΕ = −ΔΓΑ + .                          (1) 

Επειδή είναι 0ˆ 40 ,Α =  0 0 0ˆ 180 120 60ΔΓΑ = − = , από τη σχέση (1) λαμβάνουμε 
0ˆ 50ΔΑΕ = . 

 
ΘΕΜΑ 4ο  

Από τους μαθητές ενός Γυμνασίου, το 1
4

 ασχολείται με το στίβο, το 1
5

 ασχολείται με 

το μπάσκετ, το 1
8

 ασχολείται με το βόλεϊ και περισσεύουν και 80 μαθητές που δεν 

ασχολούνται με κανένα από αυτά τα αθλήματα. Δεδομένου ότι οι μαθητές  του 
Γυμνασίου οι ασχολούμενοι με τον αθλητισμό, ασχολούνται με ένα μόνο άθλημα, 
εκτός από 12 μαθητές που ασχολούνται και με το μπάσκετ και με το βόλεϊ, να βρείτε: 
α) Ποιος είναι ο αριθμός των  μαθητών του Γυμνασίου; 
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β) Πόσοι είναι οι μαθητές του Γυμνασίου που ασχολούνται μόνο με το μπάσκετ; 
 
Λύση (1ος τρόπος) 

α) Έχουμε 1 1 1 23
4 5 8 40
+ + = . Όμως στα 23

40
 των μαθητών του Γυμνασίου έχουν 

υπολογιστεί δύο φορές οι 12 μαθητές που ασχολούνται με μπάσκετ και βόλεϊ. Άρα οι 

80 -12=68 μαθητές είναι τα 40 23 17
40 40 40

− =  των μαθητών του Γυμνασίου. Έτσι όλο το 

σχολείο έχει : 

                            17 4068 : 68 4 40 160
40 17

= ⋅ = ⋅ = μαθητές. 

β) Μόνο με το μπάσκετ ασχολούνται 1160 12 32 12 20
5
⋅ − = − =  μαθητές. 

2ος τρόπος 
α) Αν x  είναι ο αριθμός των μαθητών του Σχολείου, τότε , σύμφωνα με τα δεδομένα 
του προβλήματος, έχουμε την εξίσωση: 

80 12
4 5 8
x x x x+ + + − = , 

η οποία είναι ισοδύναμη με την εξίσωση 
10 8 5 3200 480 40 17 2720 160.x x x x x x+ + + − = ⇔ = ⇔ =  

β) 16012 12 20
5 5
x
− = − =  μαθητές ασχολούνται μόνο με το μπάσκετ. 

                     
 

Γ΄ ΓΥΜΝΑΣΙΟΥ 
 

ΘΕΜΑ 1ο  
Αν ν είναι θετικός ακέραιος, να υπολογίσετε την αριθμητική τιμή της παράστασης: 

2 1 3( 1) ( 1)A 4 ( 1) 2 7
5 5

v v
v

+− −
= ⋅ − + ⋅ − ⋅ . 

 
Λύση 

( ) ( ) ( )

32 1 3 ( 1)( 1) ( 1) ( 1)A 4 ( 1) 2 7 4 ( 1) 2 7
5 5 5 5

7 1 13 1 22 7 24 ( 1) 4 1 ,
5 5 5 5 5

v v
v v

v

ν

ν ν
ν

+ ⎡ ⎤−− − − ⎣ ⎦= ⋅ − + ⋅ − ⋅ = ⋅ − + ⋅ − ⋅

⋅ − ⋅ − −⎛ ⎞= ⋅ − − − = − ⋅ − − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

οπότε διακρίνουμε τις περιπτώσεις: 

• Αν ν  άρτιος, τότε 13 2 11
5 5
−

Α = = . 

• Αν ν  περιττός, τότε 3Α = − . 
 

ΘΕΜΑ 2ο  
O θετικός ακέραιος α  είναι περιττός και όταν διαιρεθεί με το 5 δίνει υπόλοιπο 2. Να 
βρείτε το τελευταίο ψηφίο του αριθμού α .  
 
Λύση 
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Αφού ο α  διαιρούμενος με το 5 αφήνει υπόλοιπο 2, θα είναι της μορφής 5 2α λ= + , 
όπου λ  μη αρνητικός ακέραιος. Όμως, αν ο λ  ήταν άρτιος, τότε ο α  επίσης θα ήταν 
άρτιος, που αντίκειται στην υπόθεση.  Άρα ο λ  είναι περιττός, δηλαδή είναι 

2 1,λ κ= + όπου κ  μη αρνητικός ακέραιος. 
Επομένως, έχουμε  
                                                ( )5 2 1 2 10 7α κ κ= ⋅ + + = + , 
σχέση που δείχνει ότι ο θετικός ακέραιος α  διαιρούμενος με το 10 αφήνει υπόλοιπο 7, 
δηλαδή με άλλα λόγια, το τελευταίο ψηφίο του α  είναι 7. Διαφορετικά θα 
μπορούσαμε να πούμε ότι ο α  έχει κ  δεκάδες και 7 μονάδες, οπότε το τελευταίο του 
ψηφίο είναι 7. 

 
ΘΕΜΑ 3ο  
Δίνονται δυο ευθείες 1 2,ε ε  οι οποίες τέμνονται στο σημείο Α. Η ευθεία 1ε  διέρχεται 
από την αρχή των αξόνων και έχει κλίση 4 , ενώ η ευθεία 2ε  είναι παράλληλη προς την 
ευθεία ( ) : 2y xη =  και διέρχεται από το σημείο Γ(0,6). 
α) Να βρείτε τις εξισώσεις των παραπάνω ευθειών καθώς και το κοινό τους σημείο Α. 
β) Να βρείτε το εμβαδόν του τριγώνου ΟΑΒ, όπου Ο είναι η αρχή συστήματος 
ορθογωνίων αξόνων xyΟ , Α το κοινό σημείο των ευθειών και Β το σημείο όπου η 
ευθεία 2ε  τέμνει τον άξονα x x′ . 

 
Λύση 
α) Η ευθεία 1ε  έχει  εξίσωση 4y x= , ενώ η ευθεία 2ε  έχει εξίσωση 2y x β= + , αφού 
είναι παράλληλη με την (η). ΄Όμως διέρχεται από το σημείο Β(0,6), οπότε θα ισχύει 
6 2 0 6β β= ⋅ + ⇔ = . Άρα η εξίσωση της ευθείας 2ε  είναι 2 6.y x= +  Λύνοντας το 
σύστημα των εξισώσεων των δύο ευθειών βρίσκουμε ότι το κοινό σημείο τους είναι το  
( )3,12Α . 

 
Σχήμα 2 

 
β) Η ευθεία 2ε  τέμνει τον άξονα των x  στο σημείο ( )3,0Β − , οπότε η  τη βάση του 
τριγώνου έχει μήκος 3, ενώ το ύψος του ίσο με 12. Άρα έχουμε:  
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Ε(ΟΑΒ) = 1 3 12 18
2
⋅ ⋅ = τ.μ. 

 
ΘΕΜΑ 4ο  
Τρεις κύκλοι έχουν το ίδιο κέντρο Ο και ακτίνες 1 2 3, ,r r r  με 1 2 30 r r r< < < . Έστω 1Δ  ο 
κυκλικός δακτύλιος που ορίζεται από τους κύκλους κέντρου Ο και ακτίνες 1 2,r r  και 2Δ  
ο κυκλικός δακτύλιος που ορίζεται από τους κύκλους κέντρου Ο και ακτίνες 2 3,r r . Αν 

είναι 2 1 3 2r r r r− = −  και 3 13r r= , να βρείτε το λόγο ( )
( )

1

2

Ε Δ
Ε Δ

, όπου ( )1Ε Δ  και 

( )2Ε Δ είναι τα εμβαδά των δακτυλίων  1Δ  και 2Δ , αντίστοιχα.  
Λύση 

 
                                                            Σχήμα 3 
Έχουμε 

                        ( )
( )

( )
( )

( )( )
( )( )

2 2
2 1 2 1 2 11 2 1
2 2

2 3 23 2 3 2 3 2

,
r r r r r r r r

r rr r r r r r

π

π

− − +Ε Δ +
= = =

Ε Δ +− − +
                      (1) 

 

αφού δίνεται ότι 2 1 3 2r r r r− = − . Από την ίδια σχέση προκύπτει ότι 1 3
2 ,

2
r rr +

=  οπότε,  

λόγω τη σχέσης 3 13r r=  λαμβάνουμε 1 1
2 1

3 2
2

r rr r+
= = . Έτσι η σχέση (1) γίνεται  

( )
( )

1 2 1 1 1

2 3 2 1 1 1

3 3 3
3 2 5 5

r r r r
r r r r r

Ε Δ +
= = = =

Ε Δ + +
. 

Διαφορετικά, θα μπορούσαμε να βρούμε πρώτα τη σχέση 1 1
2 1

3 2
2

r rr r+
= =  και στη 

συνέχεια να εργαστούμε με το λόγο  

                               ( )
( )

( )
( )

( )
( ) ( )

2 22 2 21 12 11 1
22 22 2

2 13 2 1 1

2 3 3 .
5 53 2

r rr r r
rr r r r

ππ

π π

⎡ ⎤−−Ε Δ ⎣ ⎦= = = =
Ε Δ ⎡ ⎤− −⎣ ⎦
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Α΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 

ΘΕΜΑ 1ο  
Το τετράγωνο ενός θετικού αριθμού είναι μεγαλύτερο από το δεκαπλάσιο του αριθμού 
κατά 75. Να βρεθεί ο αριθμός. 
 
Λύση 
Αν x  είναι ο ζητούμενος αριθμός, τότε από τα δεδομένα του προβλήματος θα 
ικανοποιεί την εξίσωση  
                 2 210 75 10 75 0 15 ή 5x x x x x x− = ⇔ − − = ⇔ = = − . 
Επειδή ο ζητούμενος αριθμός είναι θετικός, η μοναδική λύση του προβλήματος είναι ο 
αριθμός 15. 
 
ΘΕΜΑ 2ο  
Αν οι αριθμοί καιμ ν είναι θετικοί ακέραιοι και ισχύει ότι 
                                               2 2 14 4 2μ ν μ ν− + + ++ ≤ , 
να αποδείξετε ότι ο ακέραιος 2 2μ νΑ = +  είναι πολλαπλάσιο του 34. 
 
Λύση. 
Η δεδομένη σχέση γράφεται στη μορφή 
                  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 22 2 2 2 2 2

2 2 4

2 2 2 2 0 2 2 2 2 0 2 2 0

από την οποία προκύπτει ότι
2 2 0 2 1 4 0.

− + + − + + − +

− + − −

+ − ⋅ ≤ ⇔ + − ⋅ ≤ ⇔ − ≤

− = ⇔ = ⇔ − − =

μ ν μ ν μ ν μ ν μ ν

μ ν μ ν μ ν

 

Επομένως έχουμε  
                  ( )4 4 12 2 2 2 2 2 1 17 2 34 2 ,μ ν ν ν ν ν ν+ −Α = + = + = ⋅ + = ⋅ = ⋅  
που είναι πολλαπλάσιο του 34, αφού ο ν  είναι θετικός ακέραιος.  
      
ΘΕΜΑ 3ο  
Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και έστω ΑΔ ύψος του.  
(α) Αν υπάρχουν σημεία Ε και Ζ των πλευρών ΑΒ και ΑΓ, αντίστοιχα, τέτοια ώστε να 
ισχύουν ΔΕ = ΔΖ  και ˆ ˆΑΔΕ = ΑΔΖ , να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΑΒΓ είναι 
ισοσκελές. 
(β) Αν υπάρχουν σημεία Ε και Ζ στις προεκτάσεις των πλευρών ΑΒ και ΑΓ προς το 
μέρος του Α, αντίστοιχα, τέτοια ώστε να ισχύουν ΔΕ = ΔΖ  και ˆ ˆΑΔΕ = ΑΔΖ , να 
αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές. 
 
Λύση 
(α) Τα τρίγωνα ΑΔΕ και ΑΔΖ έχουν δύο πλευρές τους ίσες μία προς μία 
( ,ΑΔ = ΑΔ ΔΕ = ΔΖ ) και τις περιεχόμενες γωνίες των ίσων πλευρών ίσες, 

ˆ ˆΑΔΕ = ΑΔΖ . Άρα τα τρίγωνα είναι ίσα, οπότε θα έχουν και ˆ ˆΔΑΕ = ΔΑΖ , δηλαδή η 
ΑΔ είναι διχοτόμος της γωνίας Α̂  του τριγώνου ΑΒΓ.  
      Στη συνέχεια συγκρίνουμε τα τρίγωνα ΑΔΒ και ΑΔΓ, τα οποία είναι ορθογώνια με 

ˆ ˆ 90ΑΔΒ = ΑΔΓ =  και έχουν την πλευρά ΑΔ κοινή και τις οξείες γωνίες 
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ˆ ˆκαιΔΑΒ ΔΑΓ  ίσες. Άρα τα τρίγωνα ΑΔΒ και ΑΔΓ είναι ίσα , οπότε θα έχουν και 
,ΑΒ = ΑΓ  δηλαδή το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές 

 
 

Σχήμα 4 
 
 

 
Σχήμα 5 

 
      (β) Ομοίως όπως στο ερώτημα (α) τα τρίγωνα ΑΔΕ και ΑΔΖ είναι ίσα, οπότε θα 
έχουν  
                                                            ˆ ˆΔΑΕ = ΔΑΖ .  
Επειδή οι γωνίες ˆ ˆκαιΓΑΕ ΒΑΖ  είναι ίσες ως κατά κορυφή, έπεται ότι: 

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆΔΑΕ−ΓΑΕ = ΔΑΖ−ΒΑΖ⇒ ΔΑΓ = ΔΑΒ , 
οπότε και στην περίπτωση αυτή προκύπτει ότι η ΑΔ είναι διχοτόμος της γωνίας Α̂  του 
τριγώνου ΑΒΓ. Στη συνέχεια προχωράμε όπως στο ερώτημα (α). 
Εναλλακτικά, θα μπορούσαμε να προχωρήσουμε ως εξής: 
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Από την ισότητα των τριγώνων ΑΔΕ και ΑΔΖ προκύπτει και η ισότητα ˆ ˆΔΖΑ = ΔΕΑ , 
οπότε εύκολα προκύπτει ότι τα τρίγωνα ΒΔΕ και ΔΓΖ είναι ίσα, οπότε θα είναι 
ΔΒ = ΔΓ , η ευθεία ΑΔ είναι μεσοκάθετη της πλευράς ΒΓ. Άρα είναι ΑΒ = ΑΓ. 
Και στις δύο περιπτώσεις μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε το γνωστό θεώρημα της 
Γεωμετρίας, βάσει του οποίου, αν σε ένα τρίγωνο ένα ύψος του είναι και διχοτόμος, 
τότε το τρίγωνο είναι ισοσκελές. 
 
ΘΕΜΑ 4ο  
Μία βρύση Α γεμίζει (λειτουργώντας μόνη της) μία δεξαμενή σε τρεις  ώρες. Μία 
δεύτερη βρύση Β γεμίζει (λειτουργώντας μόνη της) την ίδια δεξαμενή σε τέσσερις 
ώρες. Μία τρίτη τέλος βρύση Γ αδειάζει (λειτουργώντας μόνη της) την ίδια δεξαμενή 
(όταν βέβαια είναι γεμάτη) σε έξι ώρες. Ένας αυτόματος μηχανισμός ανοίγει με τυχαία 
σειρά και τις τρεις βρύσες με τον εξής τρόπο: ανοίγει μία βρύση, μετά από δύο ώρες 
ανοίγει μία άλλη και τέλος μετά από μία ώρα ανοίγει και την άλλη βρύση. Ένας άλλος 
μηχανισμός μετρά το χρόνο που χρειάζεται να γεμίσει η δεξαμενή και ξεκινά τη 
λειτουργία του μόλις πέσει νερό μέσα στη δεξαμενή. Ποια είναι εκείνη η σειρά με την 
οποία αν ανοίξει τις βρύσες ο μηχανισμός, o αριθμός των ωρών που θα χρειαστούν (για 
να γεμίσει η δεξαμενή) να είναι ακέραιος αριθμός; Ποιος είναι σε κάθε περίπτωση 
αυτός ο ακέραιος αριθμός; 
Λύση 
Έστω x , ο αριθμός των ωρών που χρειάζονται  για να γεμίσει η δεξαμενή. Τότε οι 
δυνατοί τρόποι με τους οποίους μπορεί να ανοίξει τις βρύσες ο μηχανισμός (μαζί με τις 
αντίστοιχες εξισώσεις που δημιουργούνται) είναι: 

(1) Α-Β-Γ 1
6
3x

4
2x

3
x

=
−

−
−

+  6612x5 −+=⇔
5
12x =⇔    

(2) Β-Α-Γ 1
6
3x

3
2x

4
x

=
−

−
−

+  6812x5 −+=⇔
5
14x =⇔  

 

(3) Α-Γ-Β 1
4
3x

6
2x

3
x

=
−

+
−

−  4912x5 −+=⇔
5
17x =⇔  

 

(4) Β-Γ-Α 1
3
3x

6
2x

4
x

=
−

+
−

−  41212x5 −+=⇔ 4x =⇔  

 

(5) Γ-Β-Α 1
6
x

3
1x

4
x

=−
−

+  412x5 +=⇔
5
16x =⇔  

 

(6) Γ-Α-Β 1
6
x

4
1x

3
x

=−
−

+  312x5 +=⇔ 3x =⇔  

 
Ένας τρόπος ανοίγματος είναι Β-Γ-Α με αντίστοιχη διάρκεια 4x =  ώρες (περίπτωση 
(4)).  
Ένας δεύτερος τρόπος ανοίγματος είναι Γ-Α-Β με αντίστοιχη διάρκεια 3x =  ώρες 
(περίπτωση (6)). 
Στη περίπτωση (4) (που ανοίγει πρώτα η βρύση Β), ο χρόνος αρχίζει να μετράει με το 
άνοιγμα της βρύσης Β. 
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Αν λοιπόν υποθέσουμε ότι ο απαιτούμενος χρόνος για να γεμίσει η δεξαμενή είναι x  

ώρες, τότε η βρύση Β θα έχει γεμίσει τα  
4
x  της δεξαμενής. Στη συνέχεια ανοίγει η 

βρύση Γ η οποία θα λειτουργήσει 2x −  ώρες και θα αδειάσει τα 
6
2x −  της δεξαμενής. 

Τέλος θα ανοίξει η βρύση Α η οποία θα λειτουργήσει 3x −  ώρες και θα γεμίσει τα 

3
3x −  της δεξαμενής. Με αυτό τον τρόπο προκύπτει η εξίσωση (4). 

Στη περίπτωση (6) (που ανοίγει πρώτα η βρύση Γ), ο χρόνος αρχίζει να μετράει με το 
άνοιγμα της βρύσης Α (διότι ο μηχανισμός χρονομέτρησης αρχίζει μόλις πέσει νερό 
στη δεξαμενή). 
Αν λοιπόν υποθέσουμε ότι ο απαιτούμενος χρόνος για να γεμίσει η δεξαμενή είναι x  

ώρες, τότε η βρύση Α θα έχει γεμίσει τα  
3
x  της δεξαμενής. Στη συνέχεια ανοίγει η 

βρύση Β η οποία θα λειτουργήσει 1x −  ώρες και θα γεμίσει τα 
4
1x −  της δεξαμενής. 

Τέλος η βρύση Γ θα λειτουργήσει x  ώρες, και θα αδειάσει τα 
6
x  της δεξαμενής. Με 

αυτό τον τρόπο προκύπτει η εξίσωση (6). 
Ανάλογα εξηγούνται και οι υπόλοιπες περιπτώσεις. 
 
 

Β΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 
ΘΕΜΑ 1ο ( 
Αν ,α β  είναι θετικοί πραγματικοί αριθμοί, να αποδείξετε ότι: 

4 1 1
2

αβ α β
α β α β

⎛ ⎞ +
≤ + ⋅⎜ ⎟+ ⎝ ⎠

. 

Λύση 
Έχουμε 

                                                    ,
2
+

≤
α βαβ                                             (1) 

που ισχύει γιατί είναι ισοδύναμη με την αληθή ανισότητα  ( )2
0 .≤ −α β   

Επιπλέον  έχουμε 

                                                4 1 1
≤ +

+α β α β
,                                             (2) 

η οποία ισχύει γιατί  γράφεται ως 

( ) ( )2 24 1 1 4 4 0α β αβ α β α β
α β α β α β αβ

+
≤ + ⇔ ≤ ⇔ ≤ + ⇔ ≤ −

+ +
. 

Με πολλαπλασιασμό κατά μέλη των δύο ανισοτήτων (1) και (2) λαμβάνουμε τη 
ζητούμενη ανισότητα 

4 1 1
2

αβ α β
α β α β

⎛ ⎞ +
≤ + ⋅⎜ ⎟+ ⎝ ⎠

. 
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ΘΕΜΑ 2ο .  
Δίνεται οξυγώνιο τρίγωνο ΑΒΓ , εγγεγραμμένο σε κύκλο ( , )C O R . Αν 1 1 1, ,Α Β Γ  είναι 
τα μέσα των πλευρών του , ,ΒΓ ΑΓ ΑΒ  αντίστοιχα και 2 2 2, ,Α Β Γ  είναι τα μέσα των 

, ,ΟΑ ΟΒ ΟΓ  αντίστοιχα, να αποδείξετε ότι το εξάγωνο 2 1 2 1 2 1Α Β Γ Α Β Γ  έχει τις πλευρές 
του ίσες και ότι οι διαγώνιές του 1 2Α Α , 1 2Β Β  και 1 2Γ Γ  περνάνε από το ίδιο σημείο. 
 
Λύση 
Εφόσον Ο είναι το κέντρο του περιγεγραμμένου στο τρίγωνο κύκλου, θα ισχύει: 
ΟΑ ΟΒ ΟΓ R= = = . 
 

 
Σχήμα 6 

 
Το ευθύγραμμο τμήμα 2 1Α Β  συνδέει τα μέσα των πλευρών του τριγώνου ΟΑΓ , άρα: 

                                      2 1 (1)
2 2

RΟΓ
Α Β = = . 

Το ευθύγραμμο τμήμα 1 2Α Β  συνδέει τα μέσα των πλευρών του τριγώνου ΟΒΓ , άρα: 

                                      1 2 (2)
2 2

RΟΓ
Α Β = = . 

Με όμοιο τρόπο αποδεικνύουμε ότι όλες οι πλευρές του πολυγώνου είναι ίσες με 
2
R . 

Χρησιμοποιώντας τις σχέσεις  (1)  και (2) συμπεραίνουμε ότι το τετράπλευρο 

1 1 2 2Α Β Α Β  είναι παραλληλόγραμμο, οπότε οι διαγώνιές του θα διχοτομούνται στο 
σημείο Κ . 
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Με όμοιο τρόπο συμπεραίνουμε ότι το τετράπλευρο 1 2 2 1Α Γ Α Γ  είναι 
παραλληλόγραμμο, οπότε και σε αυτή τη περίπτωση οι διαγώνιες θα διχοτομούνται στο 
σημείο Κ . 
 
ΘΕΜΑ 3ο .  
 Αν για τους πραγματικούς αριθμούς ,x y  με 2009x ≥  και 2009y ≥ −  ισχύει ότι: 

2009 2009 1
2
x yx y +

− + + = + , 

να βρεθεί η τιμή της παράστασης  
2

2
x y− +

Α = . 

Λύση 
Οι  άρρητες παραστάσεις ορίζονται γιατί δίνεται ότι: 2009 και 2009.x y≥ ≥ −  
Αν θέσουμε 2009x a− =  και 2009y b+ = , τότε λαμβάνουμε 2 2009x a= +  και 

2 2009y b= − , από τις οποίες προκύπτει η εξίσωση 2 2x y a b+ = + . 
Τότε η δεδομένη ισότητα γίνεται: 

( ) ( )

2 2
2 2

2 2

1 2 2 2 0
2

1 1 0 1 1 0 1,

a ba b a b a b

a b a b a b

+
+ = + ⇔ + − − + =

⇔ − + − = ⇔ − = − = ⇔ = =
 

οπότε θα είναι 2010, 2008 και 2010.x y= = − Α =  
 

ΘΕΜΑ 4ο  
Να λυθεί το σύστημα: 

               

3

3

3

( ) 2
( ) 2 ( )
( ) 2

x y z x y
y z x y z
z x y z x

⎧ ⎫+ = − −
⎪ ⎪+ = − − Σ⎨ ⎬
⎪ ⎪+ = − −⎩ ⎭

 

στο σύνολο των πραγματικών αριθμών. 
 
Λύση  
Θέτουμε α=+ yx , β=+ zy  και γ=+ xz , οπότε το δοσμένο σύστημα γίνεται: 
 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+
=+
=+

αγγ
γββ
βαα

2
2
2

3

3

3

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+
=+
=+

⇔
αγγ
γββ
βαα

)2(
)2(
)2(

2

2

2

 

Από  τη τελευταία έκφραση του συστήματος συμπεραίνουμε ότι έχει τη προφανή λύση:                    
0=== γβα . 

Θα αποδείξουμε ότι το σύστημα δεν έχει άλλη λύση. 
Αν 0≠αβγ  τότε πολλαπλασιάζοντας τις σχέσεις έχουμε: 

αβγγβααβγ =+++ )2)(2)(2( 222 1)2)(2)(2( 222 =+++⇔ γβα . 
Η τελευταία ισότητα δεν είναι δυνατό να ισχύει , οπότε καταλήγουμε σε άτοπο. 
Αν υποθέσουμε ότι 0=α  τότε θα ισχύει: 0== γβ . 
Αν υποθέσουμε ότι 0=β  τότε θα ισχύει: 0== γα . 
Αν υποθέσουμε ότι 0=γ  τότε θα ισχύει: 0== βα . 
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Αποδείξαμε λοιπόν ότι το σύστημα δεν έχει άλλη λύση εκτός από την 0=== γβα . 
Άρα το αρχικό σύστημα γίνεται: 

0
0
0

+ =⎧ ⎫
⎪ ⎪+ = ⇔⎨ ⎬
⎪ ⎪+ =⎩ ⎭

x y
y z
z x

0zyx === . 

 
 

Γ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 
 

ΘΕΜΑ 1ο  
Να αποδείξετε ότι δεν υπάρχουν θετικοί ακέραιοι ,x y  που  να επαληθεύουν  την 
εξίσωση  
                                        ( )22 3 2 11 10 2015x x x x y+ − + − = . 
   
Λύση 
Η δεδομένη εξίσωση είναι ισοδύναμη με την  
                                                     ( )1 2 403x x y+ − =  .                                   (1) 

Επειδή για όλους τους θετικούς ακέραιους ,x y  οι αριθμοί ( )1 και 2x x y+  είναι άρτιοι 

θετικοί ακέραιοι και η διαφορά τους ( )1 2x x y+ −  θα είναι άρτιος θετικός ακέραιος, 
οπότε δεν είναι δυνατόν να ισούται με 403.  
                     
ΘΕΜΑ 2ο  
Για τη συνάρτηση :f →  ισχύει ότι: 
 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )2f x f y f y f x f f x f y− − − = −  , για κάθε ,x y∈ . 
 

Να αποδείξτε ότι ( ( )) 0f x f x− =  ,για κάθε x∈ . 
 
Λύση 
Θέτουμε στη δοσμένη συναρτησιακή σχέση όπου y   το x  και παίρνουμε: 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )xfxff2xfxfxfxf −=−−− , 
οπότε  θα είναι 0)0(f = . 
Θέτουμε στη δοσμένη συναρτησιακή σχέση όπου x   το 0  και παίρνουμε: 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )yf0ff20fyfyf0f −=−−−  
και χρησιμοποιώντας την ισότητα  0)0(f = , καταλήγουμε: 

( )( ) ( ) ( )( )yff2yfyff −=−− ( )( ) ( )yfyff −=−⇔ . 
Θέτουμε (στη τελευταία ισότητα) όπου y   το x  και έχουμε τη σχέση: 

                                           ( )( ) ( )f f x f x− = − .                                           (1) 
Θέτουμε στη δοσμένη συναρτησιακή σχέση όπου y   το 0  και παίρνουμε: 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )0fxff2xf0f0fxf −=−−−  
και χρησιμοποιώντας την ισότητα  0)0(f = , καταλήγουμε: 

                                   ( ) ( )( ) ( )( )2f x f f x f f x− − = .                                 (2) 



13 

Από τις σχέσεις )1(  και )2(  έχουμε: ( )( ) ( )xfxff = , για κάθε R∈x . 
Θέτουμε τέλος στη δοσμένη συναρτησιακή σχέση όπου y   το )x(f  και 
χρησιμοποιώντας τη προηγούμενη ισότητα έχουμε  ( )( ) 0xfxf =− , για κάθε R∈x . 
 
ΘΕΜΑ 3ο.  
 Δίνονται τρεις θετικοί ακέραιοι αριθμοί της μορφής αα

ν ψηφία2

000000
−

  , όπου α  είναι 

θετικός μονοψήφιος ακέραιος και μεταξύ του πρώτου και του τελευταίου ψηφίου του 
αριθμού αα 0000 , μεσολαβούν ν2  το πλήθος μηδενικά. Να αποδείξετε ότι: “ή ένας 
από αυτούς θα διαιρείται με το 33  ή το άθροισμα κάποιων από αυτούς θα διαιρείται με 
το 33 ”. 
 
Λύση 
Πρώτα θα αποδείξουμε ότι κάθε αριθμός της μορφής αα

ν ψηφία2

000000
−

 διαιρείται με το 

11 . Πράγματι, κάθε αριθμός της παραπάνω μορφής γράφεται; 
                      =αα 0000 =⋅+⋅++⋅+⋅ +12210 1010010010 νν αα  
                      =⋅+= +1210 ναα  
                      =+= + )101( 12να  
                      καα

κ

νν ⋅=++−+= − 11)11010)(101( 122 . 

Έστω τώρα 321 ,, ααα  τρεις οποιοιδήποτε θετικοί ακέραιοι αριθμοί. της μορφής 

αα
ν ψηφία2

000000
−

.  Θα αποδείξουμε ότι: “ή ένας από αυτούς θα διαιρείται με το 3  ή το 

άθροισμα κάποιων από αυτούς θα διαιρείται με το 3 ”. (1) 
Αν κάποιος από τους αριθμούς  321 ,, ααα  διαιρείται με το 3 , τότε προφανώς θα ισχύει 
η πρόταση. 
Έστω ότι το 3  δεν διαιρεί κανένα από τους αριθμούς 321 ,, ααα .  
Τότε υπάρχουν οι παρακάτω δυνατές περιπτώσεις: 
1) Αν όλοι οι αριθμοί είναι της μορφής 1k3 + , τότε προφανώς m3321 =++ ααα  
2) Αν όλοι οι αριθμοί είναι της μορφής 2k3 + , τότε προφανώς n3321 =++ ααα  
Σε όλες τις άλλες περιπτώσεις ένας τουλάχιστον αριθμός θα είναι της μορφής 1k3 +  
και ένας τουλάχιστον της μορφής 2k3 + , οπότε το άθροισμα αυτών των δύο αριθμών 
θα είναι προφανώς πολλαπλάσιο του τρία. 
Επειδή καθένας από τους αριθμούς 321 ,, ααα  της μορφής αα 0000  διαιρείται με το 
11 , έπεται ότι και το άθροισμα οσωνδήποτε από αυτούς θα διαιρείται με το 11 . 
Λαμβάνοντας υπόψιν τις προηγούμενες προτάσεις, καταλήγουμε στο ζητούμενο. 
                     
ΘΕΜΑ 4ο .  
  Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ , εγγεγραμμένο σε κύκλο ( , )C O R  και έστω 1 1 1, ,Α Β Γ  τα μέσα 

των πλευρών του , ,ΒΓ ΑΓ ΑΒ  αντίστοιχα. Θεωρούμε τους κύκλους 1 1( , )
2
RC Α , 

2 1( , )
2
RC Β  και 3 1( , )

2
RC Γ . Αποδείξτε ότι οι κύκλοι 1 2 3, ,C C C  περνάνε από το ίδιο 
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σημείο (έστω Ν ) και ότι τα δεύτερα κοινά σημεία τους είναι τα μέσα 2 2 2, ,Α Β Γ  των 
, ,ΟΑ ΟΒ ΟΓ  αντίστοιχα. Στη συνέχεια να αποδείξτε ότι οι  1 2Α Α , 1 2Β Β , 1 2Γ Γ   και ΟΝ  

περνάνε από το ίδιο σημείο. 
 
Λύση 
Το τρίγωνο 1 1 1Α Β Γ  είναι όμοιο με το τρίγωνο ΑΒΓ . Ο λόγος ομοιότητας των δύο 

τριγώνων είναι 
2
1

=λ , οπότε ο περιγεγραμμένος κύκλος του τριγώνου 1 1 1Α Β Γ  θα έχει 

ακτίνα R
2

. 

 

 
Σχήμα  7 

Οι κύκλοι τώρα που έχουν κέντρα τις κορυφές του τριγώνου 1 1 1Α Β Γ  και ακτίνα R
2

 θα 

περνάνε από το περίκεντρο Ν  του τριγώνου 1 1 1Α Β Γ . (Το σημείο Ν  είναι το κέντρο 
του κύκλου του Euler του τριγώνου ΑΒΓ ) 
Αν 2 2 2Α ,Β ,Γ  είναι τα μέσα των  ΟΑ,ΟΒ,ΟΓ  αντίστοιχα, τότε: 

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
RΑ Β Α Γ Β Α Β Γ ΓΑ ΓΒ
2

= = = = = = . 

(Τα παραπάνω τμήματα 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2Α Β ,Α Γ ,Β Α ,Β Γ ,ΓΑ ,ΓΒ  είναι διάμεσοι προς την 
υποτείνουσα των ορθογωνίων τριγώνων 1ΟΑ Β , 1ΟΑ Γ , 1ΟΒ Α , 1ΟΒ Γ , 1ΟΓΑ  και 

1ΟΓΒ .) 

Άρα τα δεύτερα κοινά σημεία των κύκλων 1 1
RC (Α , )
2

, 2 1
RC (Β , )
2

 και 3 1
RC (Γ , )
2

 είναι 

τα σημεία 2 2 2Α ,Β ,Γ . 
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Τα τετράπλευρα 1 1 2ΓΝΒ Α  και 2 1 2ΟΒ Α Γ  είναι ρόμβοι με πλευρές μήκους R
2

 και οι 

πλευρές του ενός τετραπλεύρου, είναι παράλληλες με τις πλευρές του άλλου 
( 2 1 2 1Α Β //Β Α= , 1 2 1 2ΓΑ //Α Γ= ,….). 
Από τα παραπάνω προκύπτει ότι: 
Το τετράπλευρο 2 1Α ΟΑ Ν  είναι παραλληλόγραμμο οπότε οι διαγώνιές του θα 
διχοτομούνται. Δηλαδή η 1 2Α Α  περνά από το μέσο Κ  του ΟΝ  που είναι μέσο και του 

1 2Α Α . 
Το τετράπλευρο 1 2 2 1ΓΑ Γ Α  είναι παραλληλόγραμμο οπότε οι διαγώνιές του θα 
διχοτομούνται. Δηλαδή η 1 2ΓΓ  περνά από το μέσο Κ  του 1 2Α Α   που είναι μέσο και του 

1 2ΓΓ . 
Τέλος το τετράπλευρο 2211 ΓΒΓΒ  είναι παραλληλόγραμμο οπότε οι διαγώνιές του θα 
διχοτομούνται. Δηλαδή η 1 2Β Β  και  περνά από το μέσο Κ  του  1 2ΓΓ  που είναι μέσο 
και του 1 2Β Β . 
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ΕΠΙΤΡΟΠΗ ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΩΝ 

71ος ΠΑΝΕΛΛΗΝΙΟΣ ΜΑΘΗΤΙΚΟΣ ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΟΣ 
ΣΤΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ 

“Ο ΘΑΛΗΣ” 
ΣΑΒΒΑΤΟ, 30 ΟΚΤΩΒΡΙΟΥ 2010 

 
ΕΝΔΕΙΚΤΙΚΕΣ ΛΥΣΕΙΣ 

 
Β΄ ΓΥΜΝΑΣΙΟΥ 

 
      1. Έστω 2 3 5x 3 4 2 : 4 2= − ⋅ +  και 2 3 2y 4 5 4 7 3= ⋅ − + ⋅ . 
          (α)  Να βρεθούν οι αριθμοί x  και y .  
          (β)  Να προσδιορίσετε το μεγαλύτερο θετικό ακέραιο Α , του οποίου οι αριθμοί  
                x  και y  είναι πολλαπλάσια. 
 
      Λύση 
      (α)  Έχουμε  

2 3 5x 3 4 2 : 4 2 9 4 8 : 4 32 9 32 : 4 32 9 8 32 33= − ⋅ + = − ⋅ + = − + = − + = . 
2 3 2y 4 5 4 7 3 4 25 64 7 9 100 64 63 99= ⋅ − + ⋅ = ⋅ − + ⋅ = − + = . 

      (β)  Για την εύρεση του Α  αρκεί να βρούμε το μέγιστο κοινό διαιρέτη των 
αριθμών x, y .  Επειδή είναι ( )ΜΚΔ 33,99 33= , έπεται ότι θα είναι Α 33= .  
 
      2. Έστω α,β  φυσικοί αριθμοί. Δίνεται ότι η Ευκλείδεια διαίρεση με διαιρετέο τον 
α  και διαιρέτη τον β  δίνει πηλίκο 6. Να βρεθεί ο αριθμός α , αν επιπλέον γνωρίζετε 
ότι ο α  είναι πολλαπλάσιο του 7, ενώ ο αριθμός β  είναι ο μέγιστος κοινός διαιρέτης 
των αριθμών 16, 32 και 248. 
 
      Λύση 
      Με τη γνωστή διαδικασία της διαίρεσης των δεδομένων ακέραιων με τον 
μικρότερό τους,  βρίσκουμε το ΜΚΔ των αριθμών 16,  32 και 248. Έχουμε 

16 32 248
16 0 8
0 0 8

, 

οπότε είναι ( )β ΜΚΔ 16, 32, 248 8= = . 
      Από την υπόθεση έχουμε: α 8 6 υ 48 υ, όπου υ= ⋅ + = + ακέραιος με δυνατές τιμές 
από 0 μέχρι και 7 . Δοκιμάζοντας τις δυνατές τιμές του υ  στην παραπάνω σχέση 
διαπιστώνουμε ότι μόνο για υ 1= , ο αριθμός α 49=  που προκύπτει, είναι 
πολλαπλάσιο του 7. 
      Άρα έχουμε α 49= καιβ 8= . 
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      3. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ . Οι διχοτόμοι των γωνιών Β και Γ τέμνονται στο σημείο 
Ι. Η παράλληλη από το σημείο Ι προς την πλευρά ΑΒ τέμνει την πλευρά ΒΓ στο Δ 
ενώ η παράλληλη από το σημείο Ι προς την πλευρά ΑΓ τέμνει την πλευρά ΒΓ στο 
σημείο Ε. Αν είναι 0ˆΙΔΓ 70=  και 0ˆΙΕΓ 130= , να βρεθούν: 
      α) η γωνία Α̂  του τριγώνου ΑΒΓ. 
      β) oι γωνίες ˆΒΙΔ  και ˆΕΙΓ . 
 
      Λύση 
      α. Εφόσον ΙΔ / /ΑΒ  θα ισχύει: o

1
ˆΒ̂ Δ 70= = ,(ως εντός εκτός επί τα αυτά των 

παραλλήλων ΙΔ,ΑΒ  τεμνομένων από την ΒΔ ). 
      Επειδή είναι ΙΕ / /ΑΓ , θα ισχύει: o o o

1
ˆ ˆΓ Ε 180 130 50= = − = . (Οι γωνίες 1

ˆ ˆΓ,Ε  
είναι παραπληρωματικές ως εντός και επί τα αυτά των παραλλήλων ΙΕ,ΑΓ  
τεμνομένων από την ΕΓ ). 
      Οι γωνίες ˆ ˆ ˆΑ,Β,Γ  είναι γωνίες του τριγώνου ΑΒΓ , οπότε θα ισχύει: 

o o o o o oˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆΑ Β Γ 180 Α 180 Β Γ 180 70 50 60+ + = ⇔ = − − = − − = . 

      β. Επειδή η ΙΔ  είναι διχοτόμος της γωνίας Β̂ , θα ισχύει: 
o

o
1

Β̂ 70Β̂ 35
2 2

= = = .  

Επίσης, επειδή ΙΔ / /ΑΒ , θα ισχύει: o
1 1

ˆ ˆI Β 35= = , γιατί οι γωνίες 1 1
ˆ ˆI ,Β  είναι εντός 

εναλλάξ στις παράλληλες ΙΔ,ΑΒ  που τέμνονται από την IΒ . 

 
Σχήμα 1 

      Εφόσον ΙΓ  διχοτόμος της γωνίας Γ̂ ,  θα ισχύει: 
o

o
1

Γ̂ 50Γ̂ 25
2 2

= = = . 

Επίσης είναι ΙE / /ΑΓ , οπότε θα ισχύει: o
2 1

ˆ ˆI Γ 25= = , αφού οι γωνίες 2 1
ˆ ˆI ,Γ  είναι 

εντός εναλλάξ στις παράλληλες ΙE,ΑΓ  που τέμνονται από την Ι Γ . 
 
4. Ένας αγρότης καλλιέργησε δύο κτήματα με ελαιόδενδρα. Το ένα κτήμα είναι δικό 
του και έχει 80 ελαιόδενδρα, ενώ το άλλο το μισθώνει και έχει 120 ελαιόδενδρα. Η 
συνολική παραγωγή λαδιού ήταν 2600 κιλά λάδι. Αν είχε συμφωνήσει να δώσει στον 
ιδιοκτήτη του μισθωμένου κτήματος το 10% της παραγωγής λαδιού του μισθωμένου 
κτήματος, πόσα κιλά λάδι θα πάρει ο ιδιοκτήτης του μισθωμένου κτήματος σε 
καθεμία από τις παρακάτω περιπτώσεις: 
α. Καθένα από τα ελαιόδενδρα των δύο κτημάτων παράγει τα ίδια κιλά λάδι. 
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β. Κάθε ελαιόδενδρο του μισθωμένου κτήματος έχει απόδοση σε λάδι ίση με το 150%   
    της απόδοσης σε λάδι κάθε ελαιόδενδρου του κτήματος του αγρότη. 
 
      Λύση 
      α. Επειδή θεωρούμε ότι τα 120+80=200 ελαιόδενδρα των δύο κτημάτων είναι της 
ιδίας απόδοσης σε λάδι, έπεται ότι το λάδι που παράγεται από κάθε ελαιόδενδρο είναι 
2600:200=13 κιλά. Επομένως τα 120 ελαιόδενδρα του μισθωμένου κτήματος 
παρήγαγαν 120 13 1560⋅ =  κιλά λάδι.  

      Άρα ο ιδιοκτήτης του μισθωμένου κτήματος θα πάρει 101560 156
100
⋅ =  κιλά λάδι. 

      β. Αν υποθέσουμε ότι τα ελαιόδενδρα του κτήματος του αγρότη παράγουν x  κιλά 
λάδι το καθένα, τότε κάθε ελαιόδενδρο του μισθωμένου κτήματος θα παράγει 

150 3xx
100 2
⋅ =  κιλά λάδι. Σύμφωνα με τα δεδομένα του προβλήματος θα έχουμε την 

εξίσωση   

      3x 260080 x 120 2600 80x 180x 2600 260x 2600 x 10
2 260

⋅ + ⋅ = ⇔ + = ⇔ = ⇔ = = . 

      Επομένως τα ελαιόδενδρα του μισθωμένου κτήματος θα παράγουν 3 10 15
2
⋅

=  

κιλά λάδι το καθένα, οπότε το μισθωμένο κτήμα θα παράγει συνολικά 120 15 1800⋅ =  

κιλά λάδι και ο ιδιοκτήτης του θα πάρει 101800 180
100
⋅ =  κιλά λάδι. 
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Γ΄ ΓΥΜΝΑΣΙΟΥ 

      1. Αν ( )2x y 3 2+ = ⋅ −  και 
6 44 63 3y w

5 5

−
⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞− = − ⋅ −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

, να βρεθεί η τιμή της 

παράστασης:  Α 7x 10y 3w 87= + − − . 
 
      Λύση 
      Έχουμε ( )2x y 3 2 3 4 12+ = ⋅ − = ⋅ =  και                  

6 44 6 24 24 24 24

24
24

3 3 3 3 3 5y w
5 5 5 5 5 3

3 5 1 1.
5 3

− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− = − ⋅ − = − ⋅ − = − ⋅ −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − ⋅ − = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

. 

      Άρα είναι: 

( ) ( )
Α 7x 10y 3w 87 7x 7y 3y 3w 87

7 x y 3 y w 87 7 12 3 1 87 84 3 87 0.
= + − − = + + − −

= + + − − = ⋅ + ⋅ − = + − =
 

 
      2. Να βρείτε έναν τετραψήφιο φυσικό αριθμό, αν γνωρίζετε ότι ισχύουν όλα τα 
παρακάτω: 
      (α) Το ψηφίο των μονάδων του είναι πολλαπλάσιο του 4, 
      (β) Το ψηφίο των δεκάδων του είναι το μισό του ψηφίου των μονάδων του, 
      (γ) Το ψηφίο των εκατοντάδων του είναι διαιρέτης του 5 , 
      (δ) Το ψηφίο των χιλιάδων του είναι ίσο με το ψηφίο των εκατοντάδων   
            του μειωμένο κατά 1. 
       
        Λύση 
       Έστω xyzw 1000 x 100 y 10 z w= ⋅ + ⋅ + ⋅ +  ο ζητούμενος τετραψήφιος φυσικός 
αριθμός. Τότε, σύμφωνα με το (α) θα είναι w 0 ή 4 ή 8= , οπότε σύμφωνα με το (β) 
θα είναι z 0 ή 2 ή 4,=  αντίστοιχα. Επίσης, σύμφωνα με το (γ) θα είναι y 1 ή 5= .          
      Έτσι οι δυνατές μορφές του αριθμού είναι: 

x100, x124, x148, x500, x524, x548 . 
       Λαμβάνοντας υπόψη και το (δ) καταλήγουμε στους αριθμούς 4500, 4524, 4548 , 
αφού το πρώτο ψηφίο τετραψήφιου φυσικού αριθμού δεν μπορεί να είναι το 0. 

 
       3.  Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με 0Α̂ 120= . Στο εσωτερικό της γωνίας Α φέρουμε 
ημιευθείες Αx  και Αyκάθετες στις πλευρές ΑΓ και ΑΒ, αντίστοιχα, που τέμνουν την 
πλευρά ΒΓ στα σημεία Δ και Ε , αντίστοιχα. Αν 0ˆΑΔΒ 120= , 0ˆΑΕΔ 60=  και το ύψος 
ΑΗ  έχει μήκος 2 3  μονάδες μήκους, τότε: 
      α.  Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΑΔΕ είναι ισόπλευρο. 
      β.  Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές. 
      γ.  Να βρείτε το λόγο των περιμέτρων των τριγώνων ΑΒΓ και ΑΔΕ.  
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      Λύση 
      α. Η γωνία 1Δ̂  είναι παραπληρωματική της γωνίας o

2
ˆ ˆΔ ΑΔΒ 120= = , οπότε θα 

είναι o
1Δ̂ 60= . Από τα δεδομένα όμως έχουμε ότι  o

1Ε̂ 60= . Άρα το τρίγωνο ΑΔΕ  
είναι ισόπλευρο. 

  
Σχήμα 2 

 
      β. Εφόσον οι ημιευθείες ΑΔ  (Αx)  και ΑE  (Αy)  είναι κάθετες προς τις ΑΓ και 
ΑΒ, θα ισχύει: 0 o

1 3
ˆ ˆ ˆΑ Α ΑΒΓ 90 120 90 30= = − = − = . 

      Τα τρίγωνα  ΑΒΔ  και ΑΓΕ  έχουν:ΑΔ ΑΕ=  (από το ισόπλευρο τρίγωνο ΑΔΕ ), 
o

2 2
ˆ ˆΔ Ε 120= =  και o

1 3
ˆ ˆΑ Α 30= = . Επομένως τα τρίγωνα ΑΒΔ , ΑΓΕ  είναι ίσα και 

συνεπώς ΑΒ ΑΓ= . 
      Στο ίδιο συμπέρασμα καταλήγουμε από τα ορθογώνια τρίγωνα ΑΕΒ  και ΑΔΓ  
που έχουν ˆˆΑΕΒ 60 ΑΔΓ= = , οπότε θα είναι 0ˆ ˆΒ Γ 30= = , δηλαδή ΑΒΓ  ισοσκελές. 
      γ. Έστω μ  το μήκος της πλευράς του ισοπλεύρου τριγώνου  ΑΔΕ  και κ  το 
μήκος των ίσων πλευρών του ισοσκελούς τριγώνου ΑΒΓ . Από το ορθογώνιο τρίγωνο 
ΑHΔ  έχουμε: 

2 2 2ΑΔ ΑΗ ΔΗ= +  δηλαδή ( )
2 2

2 μμ 2 3
4

= +
23μ 12 μ 4

4
⇔ = ⇔ = . 

      Από το ορθογώνιο τρίγωνο ΑHΒ  έχουμε: 

2 2 2ΑΒ ΑΗ ΗΒ= + , δηλαδή ( )
2

22 3μκ 2 3
2

⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

2κ 48 κ 4 3⇔ = ⇔ = . 

Η περίμετρος του τριγώνου  ΑΒΓ  είναι 12 8 3+ . 

Η περίμετρος του τριγώνου  ΑΔΕ  είναι 12 , οπότε ο λόγος του  θα είναι 3 2 3
3

+ . 

 
      4.  Στο παρακάτω σχήμα το τετράγωνο ΑΒΓΔ έχει πλευρά 2ρ .Ονομάζουμε 1Χ  το 
χωρίο που αποτελείται από τα τέσσερα κυκλικά τμήματα του κύκλου ( )C Ο,ΟΑ  που 
ορίζονται από τις χορδές ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ και ΔΑ. Επίσης ονομάζουμε 2Χ  το χωρίο που 
βρίσκεται εξωτερικά του κύκλου ( )C Ο,ρ και εσωτερικά του τετραγώνου ΑΒΓΔ. 

      α. Να βρείτε το εμβαδόν του κυκλικού δακτυλίου ( )Δ Ο,ρ,ΟΑ  που ορίζεται από   

          τους κύκλους ( )C Ο,ρ  και ( )C Ο,ΟΑ . 

      β. Να αποδείξετε ότι τα εμβαδά ( ) ( )1 2Ε Χ και Ε Χ των χωρίων 1Χ  και 2Χ ,   
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          αντίστοιχα έχουν λόγο ( )
( )

1

2

Ε Χ
Ε Χ

  μεγαλύτερο του 13
5

. 

      γ. Να προσδιορίσετε την ακτίνα x  του κύκλου ( )C Ο, x  που χωρίζει τον κυκλικό   

         δακτύλιο ( )Δ Ο,ρ,ΟΑ  σε δύο κυκλικούς  δακτύλιους ίσου εμβαδού. 
 

 
Σχήμα 3 

      Λύση 
      (α) Από το ορθογώνιο και ισοσκελές τρίγωνο ΟΑΕ με εφαρμογή του 
Πυθαγόρειου θεωρήματος λαμβάνουμε 2 2 2 2 2ΟΑ ρ ρ ΟΑ 2ρ ΟΑ ρ 2= + ⇔ = ⇔ = , 
οπότε είναι  

( )( ) ( )2
2 2 2 2Ε Δ Ο,ρ,ΟΑ π ρ 2 πρ 2πρ πρ πρ= − = − = . 

      (β) Το εμβαδόν του χωρίου 1Χ προκύπτει από το εμβαδόν του κυκλικού δίσκου 

κέντρου Ο και ακτίνας ρ 2 , αν αφαιρέσουμε το εμβαδόν του τετράγωνο ΑΒΓΔ.       
      Άρα είναι      

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2 2

1Ε Χ π ρ 2 2ρ 2πρ 4ρ 2π 4 ρ= − = − = − . 

      Το εμβαδόν του χωρίου 2Χ προκύπτει από το εμβαδόν του τετράγωνο ΑΒΓΔ , αν 
αφαιρέσουμε το εμβαδόν του κυκλικό δίσκου κέντρου Ο και ακτίνας ρ , δηλαδή 

( ) ( ) ( )2 2 2 2 2
2Ε Χ 2ρ πρ 4ρ πρ 4 π ρ= − = − = − . 

       Άρα είναι ( )
( )

1

2

Ε Χ 2π 4
Ε Χ 4 π

−
=

−
 και ισχύει ότι: 

( )
( ) ( ) ( )1

2

Ε Χ 2π 4 13 725 2π 4 13 4 π 23π 72 π 3,1304
Ε Χ 4 π 5 23

−
= > ⇔ − > − ⇔ > ⇔ > ≅

−
, 

 το οποίο είναι αληθές, αφού είναι π 3,14≅ . 
      (γ) Θα πρέπει να είναι ρ x ρ 2< <  και τα εμβαδά των δύο κυκλικών δακτύλιων 
που ορίζονται να είναι ίσα, δηλαδή    

( ) ( )2
2 2 2 2 2 2 2

2
2 2 2

π ρ 2 x π x ρ 2ρ x x ρ

3ρ 32x 3ρ x x ρ .
2 2

⎡ ⎤− = − ⇔ − = −⎢ ⎥⎣ ⎦

⇔ = ⇔ = ⇔ =
. 
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Α΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 

 
1. Να προσδιορίσετε τους ακέραιους που είναι λύσεις του συστήματος εξίσωσης-
ανίσωσης 

( )2
2 x x 1x 1 x 1x 5x 14, .

2 4 4
−− −

− = + <  

 
      Λύση 
      Η εξίσωση 2x 5x 14− = είναι ισοδύναμη με την εξίσωση ( )x x 5 14− = . Επειδή 
ζητάμε ακέραιες λύσεις της εξίσωσης, συμπεραίνουμε ότι ο x  πρέπει να είναι 
διαιρέτης του 14. Επομένως θα είναι { }x 1, 2, 7, 14∈ ± ± ± ± . Με δοκιμές 
διαπιστώνουμε ότι οι λύσεις της εξίσωσης είναι οι ακέραιοι 7 και -2. 
      Διαφορετικά, θα μπορούσαμε να γράψουμε την εξίσωση στη μορφή τριωνύμου   
                               2x 5x 14 0− − = , με α 1, β 5, γ 14= = − = − , 
οπότε είναι 2Δ β 4αγ= − =81 και οι ρίζες της εξίσωσης είναι x 7=  ή x 2= − . 
      Στη συνέχεια επιλύουμε την ανίσωση του συστήματος 

( )2
2 2x x 1x 1 x 1 2x 2 x 1 x x 3x 3 x 1

2 4 4
−− −

+ < ⇔ − + − < − ⇔ < ⇔ < . 

      Επομένως η ζητούμενη ακέραια λύση του συστήματος είναι η x 2= − . 
 
      2. Αν οι α,β, γ  είναι πραγματικοί αριθμοί, με κατάλληλο χωρισμό των όρων της 
σε ομάδες, να παραγοντοποιήσετε την παράσταση: 

4 3 2 2 2 2 2 3 2 4 2 2 2 2 4Α α 2α β α β α β γ 2αβ γ β γ α γ β γ= + + − − − − + . 
 
      Λύση 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )( ) ( )
( )( ) ( ) ( )
( )( )

4 3 2 2 2 2 2 3 2 4 2 2 2 2 4

4 3 2 2 2 2 2 3 2 4 2 2 2 2 4

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 22 2 2 2 2 2 2 2

Α α 2α β α β α β γ 2αβ γ β γ α γ β γ

α 2α β α β α β γ 2αβ γ β γ α γ β γ

α α 2αβ β β γ α 2αβ β γ α β γ

α 2αβ β α β γ γ α β γ

α β γ α 2αβ β γ α βγ α β γ

α βγ α βγ α

= + + − − − − +

= + + − + + − −

= + + − + + − −

= + + − − −

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − + + − = − + −⎣ ⎦ ⎣ ⎦
= + − ( )( )β γ α β γ .+ + + −

 

 
      3. Να λύσετε το σύστημα: 

x 4 x 1 2 5 x1 ,
2 y 2 3y 3 3

−
− = − = + . 

      Λύση 

Αν θέσουμε 1 w
y
=  και απαλείψουμε παρονομαστές, το σύστημα γίνεται: 
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x 8w 2 x 2 8w x 2 8w x 2 8w
x 4w 13 x 13 4w 2 8w 13 4w 8w 4w 13 2

11 x 2 2 11 x 24x 2 8x 2 8w 4 .11 114w 11 11 w ww 4 44

− = = + = + = +⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫
⇔ ⇔ ⇔⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬− = = + + = + − = −⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭

⎧ ⎫ = + ⋅ == + ⋅ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎪ ⎪= +⎧ ⎫ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⇔ ⇔ ⇔ ⇔⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬= = =⎩ ⎭ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪= ⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎪ ⎪⎩ ⎭

 

      Άρα το σύστημα έχει μοναδική λύση ( ) 4x, y 24,
11

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
      4. Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ  (ΑΒ ΑΓ)=  και το ύψος του ΑΔ . Από τυχόν 
σημείο Ε  του ύψους ΑΔ  θεωρούμε ευθεία (ε)  παράλληλη στη ΒΓ . Πάνω στην 
ευθεία (ε)  θεωρούμε δύο διαφορετικά μεταξύ τους σημεία Μ,Ν  έτσι ώστε 
ΕΜ ΕΝ=  και ΜΒ ΜΓ< . Να αποδείξετε ότι τα ευθύγραμμα τμήματα ΜΓ και ΝΒ  
τέμνονται πάνω στο ύψος ΑΔ . 
 
      Λύση 
      Τα ορθογώνια τρίγωνα ΑΔΒ  και ΑΔΓ  είναι ίσα διότι έχουν τις υποτείνουσες 
(ΑΒ ΑΓ)=  και δύο οξείες γωνίες ˆ ˆ(Β Γ)=  ίσες. Άρα ΔΒ ΔΓ= , δηλαδή το Δ  είναι 
μέσο της ΒΓ . 
      Τα τρίγωνα τώρα  ΕΔΒ  και ΕΔΓ  είναι ορθογώνια και έχουν τις κάθετες πλευρές 
τους ίσες (ΕΔ  κοινή και από τη προηγούμενη ισότητα ΔΒ ΔΓ= ). Άρα τα τρίγωνα 
είναι ίσα, οπότε θα έχουν 1 2

ˆ ˆΕ Ε=  και ΕΒ = ΕΓ. 

      Από την τελευταία ισότητα γωνιών, προκύπτει 3 4
ˆ ˆΕ Ε=  γιατί οι γωνίες 3 4

ˆ ˆΕ ,Ε  

είναι συμπληρωματικές των ίσων γωνιών 1 2
ˆ ˆΕ ,Ε . 

 

 
Σχήμα 4 

 
      Τα τρίγωνα ΕΜΒ  και ΕΝΓ  είναι ίσα γιατί έχουν: 
 1. ΕΜ ΕΝ=  (από τα δεδομένα της άσκησης). 
 2. ΕΒ ΕΓ=  (από την ισότητα των ορθογωνίων τριγώνων ΕΔΒ  και ΕΔΓ ). 
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 3. 3 4
ˆ ˆΕ Ε=  (συμπληρωματικές των ίσων γωνιών 1 2

ˆ ˆΕ ,Ε ). 

      Άρα θα έχουν  ΜΒ ΝΓ=  και ˆ ˆΕΜΒ ΕΝΓ= . 
 
      Τα τρίγωνα ΜΝΒ  και ΜΝΓ  είναι ίσα διότι έχουν: 
 1. ΜΝ ΜΝ=  (η πλευρά ΜΝ  είναι κοινή). 
 2. ΜΒ ΝΓ=  (από την ισότητα των τριγώνων ΕΜΒ  και ΕΝΓ ). 
 3. ˆ ˆΕΜΒ ΕΝΓ=  (από την ισότητα των τριγώνων ΕΜΒ  και ΕΝΓ ). 
      Άρα θα έχουν και ΜΓ ΝΒ= . 
 
      Τα τρίγωνα τέλος ΜΒΓ  και ΝΒΓ  είναι ίσα γιατί έχουν: 
 1. ΒΓ ΒΓ=  (η πλευρά ΒΓ  είναι κοινή) 
 2. ΜΒ ΝΓ=  (από την ισότητα των τριγώνων ΕΜΒ  και ΕΝΓ ) 
 3. ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆΜΒΓ ΜΒΕ ΕΒΓ ΝΓΕ ΕΓΒ ΝΓΒ= + = + =  
      Άρα θα έχουν και 1 1

ˆ ˆΒ Γ= . 
      Αν τώρα συμβολίσουμε με Τ  το σημείο τομής των ΜΓ και ΝΒ , σε συνδυασμό 
με την ισότητα 1 1

ˆ ˆΒ Γ= , συμπεραίνουμε ότι η ΤΔ  είναι το ύψος του ισοσκελούς 
τριγώνου ΤΒΓ , δηλαδή η ΤΔ είναι κάθετη προς τη ΒΓ στο σημείο Δ.  Άρα το σημείο 
Τ , θα ανήκει στο ύψος ΑΔ . 
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Β΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 
 

1. Αν για τους πραγματικούς αριθμούς x, y, z  ισχύουν οι ισότητες 
 

2

2

2

x y z x 2

y z x y 2

z x y z 2,

− − = −

− − = −

− − = −

 

 
να αποδείξετε ότι x y z 6+ + =  και να προσδιορίσετε τους αριθμούς x, y, z . 
 
      Λύση 
      Από τις δεδομένες ισότητες προκύπτει ότι πρέπει να αληθεύουν οι περιορισμοί:  
x 2, y 2 και z 2≥ ≥ ≥ , αλλά και οι περιορισμοί 2 2 2x y z, y z x και z x y.≥ + ≥ + ≥ +  
Στη συνέχεια με ύψωση στο τετράγωνο των δύο μελών των δεδομένων εξισώσεων 
λαμβάνουμε 

                                  

2 2

2 2

2 2

x y z x 4x 4 4x y z 4
y z x y 4y 4 x 4y z 4

x y 4z 4z x y z 4z 4

⎧ ⎫− − = − + − − =⎧ ⎫
⎪ ⎪ ⎪ ⎪− − = − + ⇔ − + − =⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪ ⎪ ⎪− − + =− − = − + ⎩ ⎭⎩ ⎭

,                 (1) 

 
από τις οποίες με πρόσθεση κατά μέλη λαμβάνουμε: x y z 6+ + = . 
      Οι αριθμοί x, y, z  προκύπτουν από τις εξισώσεις του συστήματος (1), αν τις 
γράψουμε στη μορφή 

                             
( )
( )
( )

5x x y z 4 5x 6 4 x 2
5y x y z 4 5y 6 4 y 2
5z x y z 4 5z 6 4 z 2

− + + = − = =⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫
⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪− + + = ⇔ − = ⇔ =⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪− + + = − = =⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎩ ⎭

. 

      Διαφορετικά, αν υποθέσουμε ότι μία τουλάχιστον από τις ανισότητες 
x 2, y 2 και z 2≥ ≥ ≥  αληθεύει μόνον ως γνήσια ανισότητα, έστω x 2> , τότε με 
πρόσθεση αυτών κατά μέλη προκύπτει ότι x y z 6+ + > , που είναι άτοπο. Άρα θα 
είναι x y z 2= = = . 
 
 
      2. Δίνεται οξυγώνιο τρίγωνο ΑΒΓ  και οι κύκλοι 1c (Α,ΑΒ)  (με κέντρο το σημείο 
Α  και ακτίνα 1R ΑΒ= ) και 2c (Α,ΑΓ) (με κέντρο το σημείο Α  και ακτίνα 

2R ΑΓ= ). Ο κύκλος 1c (Α,ΑΒ)  τέμνει την ευθεία ΒΓ  στο σημείο Ε  και την ευθεία 
ΑΒ  στο σημείο Δ . Ο κύκλος 2c (Α,ΑΓ)  τέμνει την ευθεία ΒΓ  στο σημείο Κ  και 
την ευθεία ΑΓ  στο σημείο Ν .  
     α.  Να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο ΔΕΚΝ  είναι ορθογώνιο. 
     β.  Αν το τρίγωνο ΑΒΓ  είναι ισοσκελές με ΓΑ ΓΒ=  και oΓ̂ 30= , να αποδείξετε  
          ότι το τετράπλευρο ΔΕΚΝ  είναι τετράγωνο. 
 
      Λύση 
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     α.  Η ΒΔ  (από την κατασκευή) είναι διάμετρος του κύκλου 1c (Α,ΑΒ) , οπότε Α  

είναι το μέσο του ΒΔ  και oˆΒΕΔ 90= . 
Η ΓΝ  (από την κατασκευή) είναι διάμετρος του κύκλου 2c (Α,ΑΓ) , οπότε Α  είναι 

το μέσο του ΓΝ  και oˆΓΚΝ 90= . 
      Από τις προηγούμενες παρατηρήσεις συμπεραίνουμε ότι το τετράπλευρο ΝΔΓΒ  
είναι παραλληλόγραμμο, γιατί οι διαγώνιες του διχοτομούνται, οπότε ΝΔ / / ΒΓ=  .  
      Από την ισότητα oˆ ˆΒΕΔ ΓΚΝ 90= =  προκύπτει ότι οι ευθείες ΝΚ  και ΔΕ είναι 
κάθετες προς την ευθεία ΒΓ, οπότε θα είναι ΝΚ / /ΔΕ . 
      Από τις προηγούμενες παραλληλίες συμπεραίνουμε ότι το τετράπλευρο ΔΕΚΝ  
είναι παραλληλόγραμμο και από την ισότητα oˆ ˆΒΕΔ ΓΚΝ 90= =  καταλήγουμε στο 
ότι το τετράπλευρο ΔΕΚΝ   είναι ορθογώνιο. 
 

 
Σχήμα 5 

. 
      β. Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΝΚΓ  ισχύει oΓ̂ 30= , οπότε η κάθετη πλευρά απέναντι 
από τη γωνία Γ θα ισούται με το μισό της υποτείνουσας. Άρα θα έχουμε                       

ΝΓΚΝ ΑΓ ΒΓ
2

= = = , 

 οπότε, λόγω της ισότητας ΝΔ = ΒΓ, συμπεραίνουμε ότι  ΚΝ = ΝΔ, δηλαδή δύο  
διαδοχικές πλευρές του ορθογώνιου ΔΕΚΝ είναι ίσες, οπότε αυτό είναι τετράγωνο.  
 
 
3. Αν για τους θετικούς πραγματικούς αριθμούς x, y  ισχύει ότι x y 4+ = , να 
αποδείξετε ότι: 

( ) ( )2 22x 1 2y 1
25

x y
+ +

+ ≥ . 

Πότε ισχύει η ισότητα; 
 
Λύση 
Αρκεί να αποδείξουμε ότι: 
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2 24x 4x 1 4y 4y 1 25
x y
+ + + +

+ ≥  

( ) 1 1ή αρκεί: 4 x y 8 25
x y

⎛ ⎞
+ + + + ≥⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

ή αρκεί:  1 1 1
x y
+ ≥ . 

      Η τελευταία ανισότητα μπορεί να προκύψει με διάφορους τρόπους. Ένας από 
αυτούς είναι μέσω της σχέσης 

( ) 1 1x y 4
x y

⎛ ⎞
+ + ≥⎜ ⎟

⎝ ⎠
, 

αν θέσουμε x y 4+ = , η οποία αληθεύει γιατί 

                            ( ) 1 1 x y x yx y 2 2 2 4
x y y x y x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ + = + + ≥ + ⋅ ⋅ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
. 

      Η ισότητα ισχύει για x y 2= = . 
      Διαφορετικά, αρκεί να γράψουμε  

                  
( )

( )

2

2

1 1 x y1 1 xy 4 x 4 x 4 x 4x 4 0
x y xy

x 2 0, που ισχύει.

+
+ ≥ ⇔ ≥ ⇔ ≤ ⇔ − ≤ ⇔ − + ≥

⇔ − ≥

 

      Στην τελευταία σχέση η ισότητα ισχύει για x y 2= = , οπότε και η ζητούμενη 
σχέση αληθεύει ως ισότητα για x y 2= = . 
 
      4. Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ  oˆ(Α 90 )=  και έστω Ε  το μέσο της 
διχοτόμου ΒΔ . Η εφαπτομένη του περιγεγραμμένου κύκλου του τριγώνου ΑΕΒ  στο 
σημείο Α  τέμνει την ευθεία ΒΓ  στο σημείο Μ . Να αποδείξετε ότι η ευθεία ΜΕ  και 
η διχοτόμος της γωνίας Γ̂ , τέμνονται πάνω στον περιγεγραμμένο κύκλο του τριγώνου  
ΑΒΓ . 
 
      Λύση 
      Επειδή E  είναι το μέσο της υποτείνουσας ΒΔ   του ορθογωνίου τριγώνου AΒΔ , 
θα ισχύει: 
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Σχήμα 6 
ΕΑ ΕΒ= . Άρα το σημείο Ε  ανήκει στη μεσοκάθετη της πλευράς ΑΒ   και  

1 1
Β̂ˆ ˆΑ Β
2

= = . 

      Επειδή η ΒΔ  είναι διχοτόμος της γωνίας Β̂ , θα ισχύει 1 2
Β̂ˆ ˆΒ Β
2

= =  και αφού 

1 1
Β̂ˆ ˆΑ Β
2

= = , καταλήγουμε στην ισότητα 1 2
Β̂ˆ ˆΑ Β
2

= = .  Άρα η ΓΒ  είναι εφαπτόμενη 

στον περιγεγραμμένο κύκλο του τριγώνου ΑΕΒ  και κατά συνέπεια ΜΑ ΜΒ= , 
δηλαδή το σημείο Μ  ανήκει στη μεσοκάθετη της πλευράς ΑΒ . 
 
      Στο ίδιο συμπέρασμα μπορούμε να καταλήξουμε ως εξής: 

      Οι γωνίες ˆΜΑΕ  και 1
Β̂Β̂
2

=  είναι και οι δύο οξείες και  η ˆΜΑΕ  είναι γωνία 

χορδής – εφαπτομένης, ενώ η  1
Β̂Β̂
2

=  είναι  εγγεγραμμένη στο τόξο ΑΕ του 

περιγεγραμμένου κύκλου του τριγώνου ΑΕΒ . Επομένως θα είναι Β̂ˆΜΑΕ
2

= , οπότε  

ˆ ˆΜΑΒ Β=  και το τρίγωνο ΑΜΒ  είναι ισοσκελές με ΜΑ ΜΒ= , δηλαδή το σημείο Μ 
ανήκει στη μεσοκάθετη της πλευράς ΑΒ . 
      Το σημείο Μ  είναι το μέσο της υποτείνουσας ΒΓ , οπότε είναι το κέντρο του 
περιγεγραμμένου κύκλου του τριγώνου ΑΒΓ . 
      Τελικά η ΜΕ  είναι η μεσοκάθετη της πλευράς ΑΒ , οπότε θα διέρχεται από το 
μέσο Κ  του τόξου ΑΒ , από το οποίο διέρχεται και η διχοτόμος της γωνίας Γ̂ . 
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Γ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 
 

      1.  Να λυθεί στους πραγματικούς αριθμούς η εξίσωση 

( ) ( ) ( )3 3 32 2 22x 3x 1 x 3x 2 7 x 1+ + − + + = − . 
 

      Λύση (1ος τρόπος) 
      Αν θέσουμε 2 2a 2x 3x 1, b x 3x 2= + + = + + , τότε 2a b x 1− = −  και η εξίσωση 
γίνεται:   

                

( ) ( )( ) ( )
( )( )
( )( )

3 33 3 2 2

2 2 2 2

2 2

2 2

2 2

a b 7 a b a b a ab b 7 a b

a b a ab b 7a 14ab 7b 0

a b 6a 15ab 6b 0

a b 0 ή 2a 5ab 2b 0
a b ή a 2b ή 2a b
x 1 0 ή 3x 3 0 ή 3x 3x 0
x 1 ή x 1 ή x 1 ή x 0 ή x 1
x 1 (τριπλή ρίζα) ή x 0 ή x 1.

− = − ⇔ − + + = −

⇔ − + + − + − =

⇔ − − − + =

⇔ − = − + =
⇔ = = =

⇔ − = − − = + =
⇔ = − = = − = = −
⇔ = − = =

 

 
      2ος τρόπος 
      Παρατηρούμε ότι και στους τρεις όρους των δύο μελών της εξίσωσης υπάρχει ο 
κοινός παράγοντας ( )3x 1+ , οπότε η εξίσωση είναι ισοδύναμη με την εξίσωση 

( ) ( ) ( ) ( )3 3 3 3

3 2 3 2 3 2

2

x 1 2x 1 x 2 7 x 1 0 x 1(τριπλή ρίζα)

ή 8x 12x 6x 1 x 6x 12x 8 7x 21x 21x 7 0
x 1(τριπλή ρίζα) ή 27x 27x 0
x 1(τριπλή ρίζα) ή x 0 ή x 1.

⎡ ⎤+ + − + − − = ⇔ = −⎣ ⎦
+ + + − − − − − + − + =

⇔ = − − =
⇔ = − = =

 

 
      2. Δίνεται οξυγώνιο τρίγωνο ΑΒΓ . Το ύψος του ΑΔ  τέμνει τον περιγεγραμμένο 
κύκλο στο σημείο Ζ  και ο περιγεγραμμένος κύκλος του τριγώνου ΒΔΖ  τέμνει την 
ευθεία ΑΒ  στο σημείο Ε . Αν η ευθεία ΕΔ  τέμνει την ευθεία ΑΓ  στο Κ  και η 
ευθεία ΖΚ  την ΒΓ  στο σημείο Λ , να  αποδείξετε ότι το σημείο Δ  είναι το μέσο του 
ευθύγραμμου τμήματος  ΒΛ . 
 
      Λύση 
      Από το εγγεγραμμένο τετράπλευρο ΑΒΖΓ  έχουμε: 1 1 2

ˆ ˆ ˆΒ Γ Γ= + .  

Από το εγγεγραμμένο τετράπλευρο ΑΒΔΖΕ  έχουμε: 1 1
ˆΒ̂ Δ= .  
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Σχήμα 7 
      Από τις δύο προηγούμενες ισότητες γωνιών προκύπτει 1 1 2

ˆ ˆ ˆΔ Γ Γ= + , οπότε το 

τετράπλευρο ΔΚΓΖ  είναι εγγράψιμο. Άρα  1 2
ˆ ˆΓ Ζ= . 

      Από το εγγεγραμμένο τετράπλευρο ΑΒΖΓ  έχουμε: 1 1
ˆ ˆΖ Γ= . 

      Από τις δύο τελευταίες ισότητες έχουμε: 1 2
ˆ ˆΖ Ζ= , δηλαδή στο τρίγωνο ΒΖΛ  η 

ΖΔ  είναι ύψος και διχοτόμος. 
 
      3. Σε τουρνουά τένις συμμετέχουν m2 , όπου m  θετικός ακέραιος,  αθλητές οι 
οποίοι έχουν βαθμολογηθεί και καταταγεί ανάλογα με την γενικότερη επίδοση τους. 
Το τουρνουά διεξάγεται σε “γύρους”. Στον πρώτο “γύρο” ο πρώτος αθλητής 
αγωνίζεται  με τον τελευταίο αθλητή, ο δεύτερος αγωνίζεται με τον προτελευταίο και 
η διαδικασία συνεχίζεται μέχρι να αγωνιστούν όλοι οι αθλητές. Οι νικητές του 
πρώτου “γύρου” κατατάσσονται ξανά και συμμετέχουν στον δεύτερο “γύρο” 
ακολουθώντας ανάλογη διαδικασία με αυτή του πρώτου “γύρου”. Η διαδικασία 
συνεχίζεται μέχρι να ανακηρυχτεί ο πρωταθλητής. Σε κάθε νικητή του πρώτου γύρου 
δίνονται 10  βαθμοί, σε κάθε νικητή του δεύτερου γύρου δίνονται 20  βαθμοί, σε κάθε 
νικητή του τρίτου γύρου δίνονται 30  βαθμοί κλπ. 
      α. Αν ο θετικός ακέραιος m  είναι πολλαπλάσιο του 3 , να αποδείξετε ότι το  
           συνολικό πλήθος των αγώνων είναι πολλαπλάσιο του 7 . 
       β. Αν  ο πρωταθλητής συγκέντρωσε συνολικά 210  βαθμούς, να βρεθεί ο αριθμός   
           των αθλητών που συμμετείχαν. 
 
      Λύση 
      Από την ανάλυση των κανόνων διεξαγωγής του τουρνουά μπορούμε να 
συμπεράνουμε τα παρακάτω: 
      Στο 1ο γύρο συμμετέχουν m2  αθλητές, γίνονται m 12 −  αγώνες  και 
ανακηρύσσονται  m 12 −  νικητές. 
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      Στο 2ο γύρο συμμετέχουν m 12 −  αθλητές, γίνονται m 22 −  αγώνες και 
ανακηρύσσονται  m 22 −  νικητές. 
      Στο 3ο γύρο συμμετέχουν m 22 −  αθλητές, γίνονται m 32 −  αγώνες και 
ανακηρύσσονται  m 32 −  νικητές και ακολουθώντας ανάλογη διαδικασία στο mο γύρο 
βρίσκουμε ότι συμμετέχουν m m 1 12 2 2− + = =  αθλητές, γίνεται m m 02 2 1− = =  αγώνας 
και ανακηρύσσεται  m m 02 2 1− = =  νικητής. 
      Από τα προηγούμενα συμπεραίνουμε ότι: 
      Συνολικά  γίνονται m  “γύροι” και m 1 m 2 m 3 m2 2 2 2 1 2 1− − −+ + + + + = −  αγώνες. 
      Στους υπολογισμούς χρησιμοποιούμε την ταυτότητα: 

n n 1 n 2α 1 (α 1)(α α α 1)− −− = − + + + + . 
      α. Αν τώρα ο θετικός ακέραιος m  είναι πολλαπλάσιο του 3 , τότε m 3k= , όπου 
k  θετικός ακέραιος, και το συνολικό πλήθος των αγώνων γράφεται:  

( )km 3k 3 k k 1 k 22 1 2 1 2 1 8 1 (8 1)(8 8 1)− −− = − = − = − = − + + + 7n= , 
όπου n  θετικός ακέραιος. 
      β. Ο πρωταθλητής έχει παίξει και στους m  γύρους, οπότε οι βαθμοί που θα 
συγκεντρώσει είναι: 

m(m 1)10 20 30 (m 10) 10(1 2 3 m) 10 5m(m 1)
2
+

+ + + + ⋅ = + + + + = ⋅ = + . 

      Άρα προκύπτει η εξίσωση: 
5m(m 1) 210 m(m 1) 42 m 6+ = ⇔ + = ⇔ = , 

δηλαδή συμμετείχαν 62 64=  αθλητές. 
 
      4. Μια ευθεία εφάπτεται των κύκλων 1 1 1c (O ), r=  και 2 2 2c (O ), r=  στα 
διακεκριμένα σημεία A  και B  αντιστοίχως. Αν το M  είναι κοινό σημείο των 1 2c ,c  
και  ισχύει 1 2r r< , να αποδείξετε ότι MA MB< .  
 
      Λύση 

      Είναι 1
1

ˆΜΟ ΑMA 2r ημ
2

⎛ ⎞
= ⋅ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 και 2

2

ˆΜΟ ΒMΒ 2r ημ
2

⎛ ⎞
= ⋅ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
, οπότε  

                                          
1

2
2

1
ˆΜΟ Αr ημ
2ΜΑ
ˆΜΒ ΜΟ Br ημ
2

⎛ ⎞
⋅ ⎜ ⎟

⎝ ⎠=
⎛ ⎞

⋅ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

.                             (1)                          

 
Σχήμα 8 
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     Η γωνία 1
ˆΜΟ Α
2

 ισούται πάντοτε με μια από τις δύο γωνίες υπό της χορδής ΜΑ  

και της εφαπτομένης ΑΒ , και επειδή αυτές οι δύο είναι παραπληρωματικές μεταξύ 
τους,  τα ημίτονα και των τριών γωνιών είναι ίσα. Καθώς ˆΜΑΒ  είναι μια από τις 
γωνίες υπό της χορδής ΜΑ  και της εφαπτομένης ΑΒ  θα έχουμε 

1
ˆΜΟ Α ˆημ ημ(ΜΑΒ)
2

⎛ ⎞
=⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
. Ομοίως, ισχύει ότι 1

ˆΜΟ Α ˆημ ημ(ΜΒΑ)
2

⎛ ⎞
=⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 και η σχέση 

(1) γράφεται 

                                 1

2

ˆr ημ(ΜΑΒ)ΜΑ
ˆΜΒ r ημ(ΜΒΑ)

⋅
=

⋅
                (2) 

      Από το θεώρημα ημιτόνων στο τρίγωνο ΜΑΒ  έχουμε 
ˆημ(ΜΑΒ) ΜB
ˆ ΜAημ(ΜΒΑ)

= , οπότε η 

σχέση (2) δίνει 
2

1 1

22

r MB rΜΑ ΜΑ 1 MA MB
ΜΒ r MA ΜΒ r

⋅ ⎛ ⎞= ⇒ < ⇒⎜ = <⎟⋅ ⎝ ⎠
. 

 
      Σημείωση 
      Η προηγούμενη λύση αφορά τεμνόμενους κύκλους, αλλά και κύκλους 
εφαπτόμενους εξωτερικά. 
      Τα σημεία A,B,M  πάντοτε δημιουργούν τρίγωνο, αφού τα A,B  είναι 
διακεκριμένα από την υπόθεση, και το M  δεν μπορεί να ταυτιστεί με κανένα από τα 
A,B  (αφού σε διαφορετική περίπτωση η ευθεία AB  θα είχε με κάποιον από τους 
δοσμένους κύκλους  δύο τουλάχιστον κοινά σημεία και δεν θα ήταν εφαπτομένη 
του). 
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ΕΝΔΕΙΚΤΙΚΕΣ ΛΥΣΕΙΣ 

 
Β΄ ΓΥΜΝΑΣΙΟΥ 

 
Πρόβλημα 1 
Να υπολογίσετε την τιμή της  παράστασης: 

                                2 1 17 1 1 3 7
1 : 5 2 1

7 14 2 7 6 2 3
Α = + − − + − + ⋅ −⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

                    

Λύση 

             

4 14 1 2 1 31 3 14
1

14 14 14 17 7 6 2 3

17 2 1 31 9 28 6 1 1 31 31
0.

14 17 7 6 6 6 6 7 7 6 6

Α = + − ⋅ − + − + −

= ⋅ − + − + − = − + − =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
Πρόβλημα 2 

Αν ο ν  είναι πρώτος φυσικός  αριθμός  και το κλάσμα 10
ν

  παριστάνει φυσικό 

αριθμό, να βρείτε όλες τις δυνατές τιμές της παράστασης:  

                                    2 2
1 9
5

νν

ν

−
Β =

−
: . 

Λύση 

Επειδή το κλάσμα 
10
ν

  παριστάνει φυσικό αριθμό και ο αριθμός ν  είναι πρώτος φυσικός 

αριθμός, έπεται ότι οι δυνατές τιμές του ν  είναι 2 ή 5ν ν= = . 

• Για 2ν = ,έχουμε: 

2
22 2 2 1 10 1 102: : : 9 10

1 99 9 9 9 92
5 5

− −
Β = = = = ⋅ =

−
. 

• Για 5ν = , έχουμε: 

5 5
52 2 10 5 10 18 180 32 2: : :

1 249 9 24 18 24 5 120 25
5 5

−
Β = = = = ⋅ = =

−
. 

 



Πρόβλημα 3 
Τρεις αριθμοί α , β , γ είναι ανάλογοι με τους αριθμούς 3 , 9 , 11 αντίστοιχα. Αν 
πάρουμε τον αριθμό γ ως μειωτέο και τον αριθμό α ως αφαιρετέο, τότε προκύπτει 
διαφορά ίση με 56. Να βρεθούν οι αριθμοί α , β και γ. 

Λύση 

Από την πρώτη υπόθεση του προβλήματος έχουμε ότι: 
3 9 11
α β γ ω= = = , οπότε θα 

είναι 3 , 9 και 11 .α ω β ω γ ω= = =  Έτσι από τη δεύτερη υπόθεση του προβλήματος 
προκύπτει η εξίσωση  

56 11 3 56 8 56 7γ α ω ω ω ω− = ⇔ − = ⇔ = ⇔ = . 
Άρα είναι: 3 7 21, 9 7 63 και 11 7 77.α β γ= ⋅ = = ⋅ = = ⋅ =  
 

      Πρόβλημα 4 
      Δίνεται οξυγώνιο τρίγωνο ΑΒΓ  με ΑΒ < ΑΓ  και η διχοτόμος του ΑΔ . 
Προεκτείνουμε τη διχοτόμο ΑΔ κατά το ευθύγραμμο τμήμα ΔΗ έτσι ώστε ΑΔ = ΔΗ. 
Από το σημείο Η φέρνουμε ευθεία παράλληλη προς την πλευρά ΑΒ που τέμνει την 
πλευρά ΑΓ στο σημείο Ε και την πλευρά ΒΓ στο σημείο Ζ. 

1. Να αποδείξετε ότι :  ˆ 90ΑΔΕ = .  
2. Να βρείτε τη γωνία ˆΕΔΖ , αν γνωρίζετε ότι :  0ˆ ˆ 20Β−Γ = . 

 
      Λύση 

1. Επειδή  η ΑΔ  είναι διχοτόμος της γωνίας 

Α̂ , θα ισχύει: 
2

ˆˆˆ
21

Α
=Α=Α . 

      Από την παραλληλία των ΑΒ  και ZH , 
συμπεραίνουμε ότι Η=Α ˆˆ

1  (εντός εναλλάξ). 
      Άρα θα ισχύει Η=Α ˆˆ

2 , οπότε το τρίγωνοΑΕΗ  
είναι ισοσκελές. 
      To Δ  είναι το μέσο της βάσης ΑΗ  του 
ισοσκελούς τριγώνουΑΕΗ , οπότε η διάμεσος ΕΔ 
θα είναι και ύψος του ισοσκελούς τριγώνου ΑΕΗ, 
δηλαδή θα είναι ΑΗ⊥ΕΔ  και ˆ 90ΑΔΕ =  
 

2.  Επειδή ˆ ˆ 90ΓΔΕ = ΑΔΕ = , θα ισχύει: 
                 321

ˆ90ˆ90ˆ oo

Δ−=Δ−=Ε .                                                  Σχήμα 1       

Η 3Δ̂  είναι εξωτερική στο τρίγωνο ΑΔΓ , δηλαδή παραπληρωματική της γωνίας 

ˆΑΔΓ  , οπότε  θα είναι Γ+
Α

=Δ ˆ
2

ˆˆ
3 . Από τις δύο τελευταίες ισότητες γωνιών έχουμε: 

o
o

21 10
2

20
2

ˆˆˆ
2

ˆ

2

ˆ

2

ˆ

2

ˆˆ
2

ˆ
90ˆ90ˆ oo

==
Γ−Β

=Γ−
Α

−
Γ

+
Β

+
Α

=Γ−
Α

−=Δ−=Ε . 

 
 
 



 
Γ΄ ΓΥΜΝΑΣΙΟΥ 

 
Πρόβλημα 1 
Αν 1 310 :10α − −= , 5 710 :10β − −= και 110 1000− ⋅  να βρείτε την τιμή της παράστασης:                 

                                           
2

6αβγ
αβ βγ γα

−
⎛ ⎞

Α = ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠
 

Λύση 
Έχουμε: 

1 3 1 3 210 :10 10 10α − − − += = = , 5 7 5 7 210 :10 10 10β − − − += = = και 1 1 3 210 1000 10 10 10γ − −= ⋅ = ⋅ = . 
      Άρα η παράσταση γίνεται: 

( ) ( )
( )

2 2 22 2 2 2 2 2 6

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 4

2 26 4 2
2 2 22

6 10 10 10 6 10 6 10
10 10 10 10 10 10 10 10 10 3 10

1 1 1 12 10 2 10
2 10 4 100 4002 10

− − −+ +

+ + +

− −−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
Α = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⋅ + ⋅ + ⋅ + + ⋅⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= ⋅ = ⋅ = = = =
⋅ ⋅⋅

 

 
Πρόβλημα 2  
Να βρεθούν οι ακέραιοι που επαληθεύουν και τις δύο ανισώσεις: 

35 2 922 και
2 4 4 8

x
x x x x

−− −
− ≤ − ≤ . 

Λύση 
Λύνουμε καθεμία από τις ανισώσεις. Έχουμε: 

( )5 52 4 4 4 2 2 5 8 2 5 8 3
2 4 2 4
x x x x x x x x x− −
− ≤ ⇔ ⋅ − ⋅ ≤ ⋅ ⇔ − − ≤ ⇔ − + ≤ ⇔ ≤ . 

( )

6 63 2 9 2 9 2 92 2 2 2
4 8 4 8 4 8

6 2 9 6 2 98 8 8 6 2 9 8
8 8 8 8

1 16 2 9 8 3 9 .
3 3

x x x
x x xx x x

x x x xx x x x x

x x x x x x

−
− −− − −

− ≤ ⇔ − ≤ ⇔ − ≤

− − − −
⇔ − ≤ ⇔ ⋅ − ⋅ ≤ ⋅ ⇔ − − − ≤

⇔ − − + ≤ ⇔ ≤ ⇔ ≤ ⇔ ≥

 

Επομένως οι δύο ανισώσεις συναληθεύουν όταν 1 3
3

x≤ ≤ , οπότε οι ακέραιοι που 

συναληθεύουν τις δύο ανισώσεις είναι οι 1,2 και 3.  
 
      Πρόβλημα 3 
      Στο ορθοκανονικό σύστημα συντεταγμένων Oxy  δίνεται ότι η ευθεία ( )ε  με 

εξίσωση ( )3 1 2y xλ μ= − + , όπου ,λ μ  πραγματικοί αριθμοί, είναι παράλληλη με την 

ευθεία ( )δ  με εξίσωση 2y xλ=  και περνάει από το σημείο ( )2,8Κ . 
      (α) Να βρείτε τους πραγματικούς αριθμούς λ  και μ . 



      (β) Να επαληθεύσετε ότι τα σημεία ( ) ( )4, 4 και 1, 2Λ − − Μ − ανήκουν στην ευθεία  

( )ε  και να αποδείξετε ότι το σημείο Μ είναι το μέσον του ευθύγραμμου τμήματος 
ΚΛ. 
 
      Λύση 
      (α) Επειδή είναι ( ) ( )ε δ , οι δύο ευθείες θα έχουν ίσους συντελεστές 
διεύθυνσης, οπότε προκύπτει η εξίσωση 3 1 2 1λ λ λ− = ⇔ = . Έτσι η εξίσωση της 
ευθείας ( )ε  γίνεται 2 2y x μ= + . Επιπλέον, από την υπόθεση, το σημείο ( )2,8Κ  

ανήκει στην ευθεία ( )ε , οπότε θα ισχύει: 8 2 2 2 2 4 2μ μ μ= ⋅ + ⇔ = ⇔ = . Άρα 
έχουμε:                                                  

1, 2λ μ= =    και   ( )ε : 2 4y x= + . 

      (β) Επειδή ισχύουν ( ) ( )2 4 4 4 και 2 1 4 2⋅ − + = − ⋅ − + = , τα σημεία 

( )4, 4 καιΛ − −  ( )1, 2Μ −  επαληθεύουν την εξίσωση της ευθείας ( )ε , οπότε αυτά 

είναι σημεία της ευθείας ( )ε . Επιπλέον, παρατηρούμε οι αποστάσεις του σημείου Μ 
από τα σημεία Κ και Λ είναι ίσες. Πράγματι, έχουμε 

( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2

2 1 8 2 9 36 45

4 1 4 2 9 36 45

ΜΚ = + + − = + =

ΜΛ = − + + − − = + =
 

Επομένως το σημείο Μ είναι το μέσον του ευθύγραμμου τμήματος ΚΛ. 
 
      Πρόβλημα 4 
      Στο διπλανό σχήμα τα τετράπλευρα ΑΒΓΔ και ΕΖΗΘ 
είναι τετράγωνα. Το τετράγωνο ΕΖΗΘ έχει πλευρές που 
εφάπτονται του κύκλου ( ),C ρΟ  στα σημεία Α, Β, Γ και Δ. 

(α) Να βρείτε το άθροισμα 1Σ των εμβαδών των τεσσάρων 

χωρίων που βρίσκονται εσωτερικά του κύκλου ( ),C ρΟ  
και εξωτερικά του τετραγώνου ΑΒΓΔ.  
(β) Να βρείτε το άθροισμα 2Σ των εμβαδών των τεσσάρων 
χωρίων που βρίσκονται εσωτερικά του τετραγώνου ΕΖΗΘ 
και εξωτερικά του κύκλου ( ),C ρΟ . 

(γ) Να αποδείξετε ότι 1

2

4
3

Σ
<

Σ
.  (Θεωρείστε ότι 3,1415π = ). 

      Λύση 
1. Επειδή είναι ΟΑ = ΟΒ, καιΟΑ ⊥ ΕΖ ΟΒ ⊥ ΖΗ , έπεται ότι το τετράπλευρο 

ΟΑΖΒ είναι τετράγωνο, οπότε το τρίγωνο ΑΟΒ είναι ορθογώνιο στο Ο. 
Επομένως, από το Πυθαγόρειο θεώρημα στο τρίγωνο ΟΑΒ λαμβάνουμε:  

                              2 2 2 2 22 2ρ ρ ρ ρΑΒ = + ⇔ ΑΒ = ⇔ ΑΒ = . 
             Άρα το εμβαδόν του τετραγώνου είναι: 22ρ . Το εμβαδόν του κύκλου είναι   
            2πρ , οπότε  το άθροισμα 1Σ , θα είναι: 

2 2 2
1 2 ( 2)πρ ρ π ρΣ = − = −  

 
 



 
                                                   Σχήμα 2 

 
2. Επειδή είναι καιΟΑ ⊥ ΕΖ ΟΓ ⊥ ΗΘ , έπεται ότι η ΑΓ είναι διάμετρος του 

κύκλου ( ),C ρΟ . Άρα το τετράπλευρο ΑΓΗΖ είναι ορθογώνιο, οπότε 

2ρΖΗ = . Επομένως το εμβαδόν του τετραγώνου ΕΖΗΘ είναι ίσο με 24ρ . 
Άρα έχουμε: 

( )2 2 2
2 4 4 .ρ πρ π ρΣ = − = −  

3. Σύμφωνα με τα προηγούμενα έχουμε: 
( )
( ) ( ) ( )

2
1

2
2

24 4 3 2 4 4 3 6 16 4
3 4 3

227 22 3,1428...., που ισχύει.
7

π ρ
π π π π

π ρ

π π

−Σ
< ⇔ < ⇔ − < − ⇔ − < −

Σ −

⇔ < ⇔ < =

 

 



Α΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 
1. Να βρείτε τις ακέραιες λύσεις του συστήματος: 

( )( )
( )

2

2

10 7 10 0

11 2 1
2 5 2

x x x

x xx x

⎧ ⎫− − + =
⎪ ⎪
⎨ ⎬++ −

+ <⎪ ⎪
⎩ ⎭

 

 
      Λύση 
      Έχουμε 

                
( )( )2 2

2

10 7 10 0 10 0 ή 7 10 0

10 ή 7 10 0.

x x x x x x

x x x

− − + = ⇔ − = − + =

⇔ = − + =
 

      Η  εξίσωση 2 7 10 0x x− + = , έχει το πρώτο μέλος της τριώνυμο με 1, 7,α β= = −  
10γ = , οπότε είναι 2 4 9β αγΔ = − =  και οι ρίζες της εξίσωσης είναι 2x =  ή 5x = . 

 
      Διαφορετικά μπορούμε να πούμε ότι η εξίσωση 2 7 10 0x x− + = είναι ισοδύναμη 
με την εξίσωση ( )7 10x x − = − . Επειδή ζητάμε ακέραιες λύσεις της εξίσωσης, 
συμπεραίνουμε ότι ο x  πρέπει να είναι διαιρέτης του 10. Επομένως θα είναι 

{ }1, 2, 5, 10x∈ ± ± ± ± . Με δοκιμές διαπιστώνουμε ότι οι λύσεις της εξίσωσης είναι οι 
ακέραιοι 2 και  5.  
      Στη συνέχεια επιλύουμε την ανίσωση του συστήματος 

( )2
2 211 2 1 5 5 4 2 5 5 3.

2 5 2
x xx x x x x x x

++ −
+ < ⇔ + + − < + ⇔ >  

      Επομένως οι ζητούμενες ακέραιες λύσεις του συστήματος είναι: 5x =  ή 10.x =  
 

2. Να απλοποιηθεί η παράσταση: 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

33 3 34

2 22

2 1 11 1 1
3 11 1

x xx x x x
x

xx x

+ + ++ + + + +
Α = −

++ + +
. 

Λύση 
Αν θέσουμε  

          ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

33 3 34

2 22

2 1 11 1 1
και ,

3 11 1

x xx x x x
x x

xx x

+ + ++ + + + +
Β = Γ =

++ + +
 

τότε η παράσταση  ( )Α x  είναι ίση με τη διαφορά ( ) ( )Β −Γx x . Έχουμε: 

( ) ( ) ( )
( )

( )

( ) ( ) ( )

3 3 4 2 3 2 34

2 2 22

4 3 2 4 3 2 4 3 2 2

2 2 2

2 22 2 2
2

2 2

1 1 3 3 1 3 31 1 1
1 1 21 1

2 4 6 4 2 2 3 2 1 2 2 2 1
2 2 2 1 1

2 1 1
1.

1 1

x x x x x x x xx x x x
x

x x xx x

x x x x x x x x x x x x x
x x x x x x

x x x x x x
x x

x x x x

+ + + + + + + + ++ + + + +
Β = =

+ + + ++ + +

+ + + + + + + + + + + + +
= = =

+ + + + + +

+ + + + + +
= = = + +

+ + + +

 



( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

33 3 2 3 2

22 2

22

2 2

2 1 1 3 3 3 3 1
13 1 3 1

1 11 1
1.

1 1

x x x x x x x xx
xx x

x xx x x
x

x x

+ + + + + + + + +
Γ = = =

++ +

+ ++ + +
= = = +

+ +

 

      Άρα έχουμε:  
( ) ( ) ( ) ( )2 21 1 .x x x x x x xΑ = Β −Γ = + + − + =  

 
3. (α) Αν κ  ακέραιος, να λύσετε την εξίσωση: 

                              ( ) ( )3 1
2

2 4 4
xx x x

κκ κ
−

+ = + − . 

(β) Για ποιες τιμές του ακέραιου κ η παραπάνω εξίσωση έχει ακέραιες λύσεις; 
 
      Λύση 
      (α) Η εξίσωση είναι ισοδύναμη με την  

( ) ( )
( )

2 4 2 3 1 2 4 8 3 3 8 3

1 8 3. (1)

x x x x x x x x x x

x

κ κ κ κ κ κ κ κ κ

κ κ

+ = + − − ⇔ + = + − + ⇔ + = +

⇔ + = +
 

      Διακρίνουμε τώρα τις περιπτώσεις: 
1. Αν 1κ = − , τότε η εξίσωση γίνεται 0 5x⋅ = −  και είναι αδύνατη. 
2. Αν { }1κ ∈ − − , δηλαδή, αν ο κ  είναι ακέραιος διαφορετικός από το 1− , 

τότε η εξίσωση έχει μοναδική λύση 8 3
1

x κ
κ
+

=
+

. 

(β) Η εξίσωση έχει ακέραιες λύσεις, όταν είναι 
( )

{ } { }

8 1 58 3 8 8 5
1 1 1

5 58
1 1

1 1,1, 5,5 2,0, 6,4 .

x x x

x

κκ κ
κ κ κ

κ κ
κ κ

+ −+ + −
= ∈ ⇔ = ∈ ⇔ = ∈

+ + +

= − ∈ ⇔ ∈
+ +

⇔ + ∈ − − ⇔ ∈ − −

 

      Όλες οι τιμές που βρήκαμε για το κ  είναι δεκτές, αφού είναι διαφορετικές του -1. 
       
      Πρόβλημα 4 
      Δίνεται οξυγώνιο ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ  (ΑΒ ΑΓ= ). Κύκλος με κέντρο την 
κορυφή Α  και ακτίνα ρ < ΑΒ  τέμνει τις πλευρές ΑΒ  και ΑΓ  στα σημεία Ε  και Δ , 
αντίστοιχα. Οι ευθείες ΒΔ , ΓΕ   τέμνουν για δεύτερη φορά το κύκλο στα σημεία 
K , N  αντίστοιχα. Αν T είναι το σημείο τομής των ΒΔ , ΓΕ  και S  το σημείο τομής 
των ΔΝ , ΕΚ , να αποδείξετε ότι τα σημεία Α, S και T  βρίσκονται επάνω στην ίδια 
ευθεία. 

        
      Λύση 
      Τα τρίγωνα ΑΔΒ  και ΑΕΓ  είναι ίσα γιατί έχουν: (α) ΑΕΑΔ = , ως ακτίνες του 
ίδιου κύκλου, (β) ΑΒ ΑΓ=  (πλευρές του ισοσκελούς τριγώνου ΑΒΓ ) και (γ) η γωνία 
Α̂  είναι κοινή για τα δύο τρίγωνα. 
 



 
Σχήμα 3 

 
      Από την ισότητα των τριγώνων ΑΔΒ  και ΑΕΓ , προκύπτουν οι ισότητες: 

• 1 1
ˆ ˆΒ Γ=  και κατά συνέπεια: 

                                                        ˆ ˆΒΤΓ ΓΤΒ= .                                          (1) 
•  ˆ ˆΑΔΒ ΑΕΓ=  και κατά συνέπεια ως παραπληρωματικές ίσων γωνιών 

                                                         ˆˆΒΕΓ ΒΔΓ=                                           (2) 
•                                                   ΔΒ ΔΓ= .                                           (3) 

      Από την  ισότητα (1) των γωνιών ˆ ˆΒΤΓ ΓΤΒ=  προκύπτει ότι το τρίγωνο ΒΤΓ  
είναι ισοσκελές και κατά συνέπεια το σημείο Τ  θα ανήκει στη μεσοκάθετη της ΒΓ . 
      Από το ισοσκελές τρίγωνο ΒΤΓ  έχουμε: ΤΒ = ΤΓ  και σε συνδυασμό με την 
ισότητα (3) συμπεραίνουμε: ΤE = ΤΔ . 
      Από την ισότητα (2) των γωνιών ˆˆΒΕΓ ΒΔΓ= , προκύπτει η ισότητα τω 
ισοσκελών τριγώνων ΑΔΚ  και ΑΕΝ . Άρα ΔΚ ΕΝ=  και επειδή ΤE T= Δ , 
καταλήγουμε ΤΚ ΤΝ= . 
      Από τις ισότητες ΤE T= Δ  και ΤΚ ΤΝ=  συμπεραίνουμε την ισότητα των 
τριγώνων ΕΤΚ  και ΔΤΝ . 
      Από την προηγούμενη ισότητα προκύπτει η ισότητα των τριγώνων SΕΝ SΔΚ=  
και στη συνέχεια η ισότητα SΑΕ SΑΚ= , οπότε το σημείο S  ανήκει στη διχοτόμο 
της γωνίας Α̂ . 
 
 



Β΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 
 

Πρόβλημα 1 
(α) Να απλοποιήσετε την παράσταση:  

( ) ( )( )( )
2

2 2 1 1 4
, 2

2
x x x x

x x
x

+ − − + −
Κ = ≠ ±

−
. 

(β) Να υπολογίσετε την τιμή της αριθμητικής παράστασης:     

                                          2

2012 4019 2009 2006
2010 2

⋅ ⋅ +
Α =

−
. 

      χωρίς την εκτέλεση των σημειούμενων πράξεων. 
 
   Λύση 
  (α) Εκτελούμε τις πράξεις και παραγοντοποιούμε τον αριθμητή της παράστασης: 

( )( )( ) ( )( )2

2 2

2 2 3 1 42 2 1 1 4
2 2

x x x xx x x x
x x

+ − + + −+ − − + −
=

− −
 

( ) ( )( )

3 2 2 3 2

2 2

2 2 2

2 2

2 3 4 6 2 4 2 4 2
2 2

2 2 2 2 2 1
2 1.

2 2

x x x x x x x x x
x x

x x x x x
x

x x

− + + − + + − + − −
= =

− −
− + − − +

= = = +
− −

 

 
  (β) Για 2010x =  η προηγούμενη παράσταση γίνεται ίση με την Α, οπότε θα έχουμε: 

( )2010 2 2010 1 4021Α = Κ = ⋅ + = . 
 

Πρόβλημα 2 
Να αποδείξετε ότι η εξίσωση   

                                           2

1 1 1
x a x b c

+ =
− −

, 

με άγνωστο το x , έχει ρίζες στο , για όλες τις τιμές των παραμέτρων 
, ,a b c∈ , 0c ≠ . 

 
 Λύση 

Για a b=  η εξίσωση γίνεται:  2
2

2 1 2x a c
x a c

= ⇔ = +
−

. 

Έστω .a b≠  Τότε η εξίσωση είναι ισοδύναμη με  

                  
( )( ) ( )

( ) ( )

2

2 2 2

, με και

2 0, με και (1)

x a x b c x a x b x a x b

x a b c x ab a b c x a x b

− − = − + − ≠ ≠

⇔ − + + + + + = ≠ ≠
 

Η διακρίνουσα της δευτεροβάθμιας εξίσωσης είναι  

( ) ( ) ( ) ( )2 2 22 2 4 42 4 4 4 4 4 0a b c ab a b c a b ab c a b cΔ = + + − − + = + − + = − + > , 
οπότε η εξίσωση (1) έχει δύο ρίζες άνισες στο  που δίνονται από τις ισότητες 

                                    
( )22 4

1,2

2 4
2

a b c a b c
x

+ + ± − +
= .                                 (2) 

Οι δύο ρίζες είναι δεκτές, αν τα a  και b  δεν είναι ρίζες της εξίσωσης (1). Για x a=  
η εξίσωση γίνεται:  ( )( ) ( ) ( )2 20 ,a a x b c a a x b c a b− − = − + − ⇔ = −  που είναι 



άτοπο, αφού είναι 0c ≠  και έχουμε υποθέσει ότι a b≠ . Ομοίως καταλήγουμε σε 
άτοπο για x b= . Επομένως, για a b≠ , η δεδομένη εξίσωση έχει δύο ρίζες άνισες στο 
που δίνονται από τις ισότητες (2). 

 
      Πρόβλημα 3 
      Να λύσετε στους πραγματικούς αριθμούς  το σύστημα: 

                     3 3 32 2, 2 2, 2 2y x x z y y x z z= + − = + − = + − . 
 
      Λύση 
      Με αφαίρεση κατά μέλη των εξισώσεων του συστήματος λαμβάνουμε: 

                                  
( )( )
( )( )

2 2

2 2

2 (1)

2 (2)

y z x y x xy y

z x y z y yz z

− = − + + +

− = − + + +
 

      Επειδή είναι 
2 2

2 2 32 2 0
2 4
y yx xy y x⎛ ⎞+ + + = + + + >⎜ ⎟

⎝ ⎠
 και ομοίως προκύπτει ότι 

2 2
2 2 32 2 0

2 4
z zy yz z y⎛ ⎞+ + + = + + + >⎜ ⎟

⎝ ⎠
, αν υποθέσουμε ότι είναι x y> , τότε από 

την (1) λαμβάνουμε ότι y z> . Στη συνέχεια από τη σχέση (2) λαμβάνουμε z x> .    
      Έτσι έχουμε x y z x> > > , άτοπο. 
      Ομοίως καταλήγουμε σε άτοπο, αν υποθέσουμε ότι x y< . Επομένως έχουμε 

,x y=  οπότε θα είναι και y z= . Τότε από τις αρχικές εξισώσεις έχουμε: 

                        
( )( )

3 3 3

2

2 2 2 0 1 1 0

1 2 0 1,

x x x x x x x

x x x x

= + − ⇔ + − = ⇔ − + − =

⇔ − + + = ⇔ =
 

αφού το τριώνυμο 2 2x x+ +  έχει διακρίνουσα 7 0Δ = − < . 
 
      Πρόβλημα 4 
      Δίνεται οξυγώνιο σκαληνό τρίγωνο ΑΒΓ  με ΑΒ<ΑΓ<ΒΓ , εγγεγραμμένο σε 
κύκλο c(O,R) . Οι διχοτόμοι των γωνιών Α̂ , Β̂  και Γ̂ , τέμνουν το κύκλο c(O,R)  
στα σημεία Δ , Ε  και Ζ  αντίστοιχα. Από το σημείο Ζ , θεωρούμε παράλληλη στην 
ΑΓ , που τέμνει την ΒΓ  στο σημείο M . Από το σημείο Ε , θεωρούμε παράλληλη 
στην ΑΒ , που τέμνει την ΒΓ  στο σημείο Ν . Να αποδείξετε ότι: 
    α) Τα τετράπλευρα ΒΜΟΖ  και ΓΝΟΕ  είναι εγγράψιμα σε κύκλους, έστω 1(c )  και 
        2(c ) , αντίστοιχα. 
    β) Το δεύτερο κοινό σημείο (έστω Κ ) των κύκλων 1(c )  και 2(c )  ανήκει στο κύκλο  
         με κέντρο το σημείο Δ  και ακτίνα  ΔΙ , όπου Ι  το έκκεντρο του τριγώνου ΑΒΓ. 
 
Λύση 
α)  Εφόσον η ΖΜ  είναι παράλληλη στην ΑΓ , θα ισχύει: ˆ ˆ ˆΖΜΒ ΑΓΒ Γ= = . 
Η γωνία ˆΖΟΒ  είναι επίκεντρη στον κύκλο (O, )c R  και βαίνει στο τόξο ΖΒ  (που 
είναι το μισό του τόξου ΑΒ ). Άρα ˆ ˆΖΟΒ Γ= . Άρα είναι ˆˆ ˆΖΜΒ ΖΟΒ Γ= = , οπότε το 
τετράπλευρο ΒΜΟΖ  είναι εγγράψιμο. 
 



 
Σχήμα 4 

 
      Ομοίως προκύπτει ότι ˆˆ ˆΕΝΓ EO Β= Γ =  και ότι το τετράπλευρο ΓΝΟΕ  είναι 
εγγράψιμο. 
 
      β)  Επειδή το σημείο Ι  είναι το έκκεντρο του τριγώνου ΑΒΓ , θα ισχύουν οι 
ισότητες γωνιών:  

ˆ ˆΑ + Βˆ ˆΔΙΒ ΔΒΙ
2

= =  και 
ˆ ˆΑ + Γˆ ˆΔΙΓ ΔΓΙ

2
= = . 

      Από τις προηγούμενες ισότητες προκύπτει ότι ΔΒ ΔΙ ΔΓ= =  και επίσης εύκολα 

προκύπτει ότι: 
ˆˆΒΙΓ 90
2
Α

= + . 

      Αρκεί να αποδείξουμε ότι τα σημεία Β, Ι, Κ, Γ  είναι ομοκυκλικά, δηλαδή ότι 
ˆ ˆΒ+Γˆˆ ˆΒΚΓ Α + ΒΙΓ

2
= = . 

 
 

Σχήμα 5 
 



Το τρίγωνο ΟΒΖ  είναι ισοσκελές (ΟΒ ΟΖ )R= = , με ˆ ˆΒΟΖ Γ= . Άρα 

o Γ̂ˆΒΖΟ = 90 -
2

. Το τρίγωνο ΟΓΕ  είναι ισοσκελές (ΟΓ ΟΕ )R= = , με ˆ ˆΓΟΕ Β= . 

Άρα Β̂ÊO 90
2

oΓ = − . Έτσι ισχύουν διαδοχικά οι ισότητες: 

ˆ ˆ ˆΒΚΓ = ΟΚΒ + ΟΚΓ = ˆΒΖΟ + ˆΓΕΟ =
Γ̂90
2

o −
Β̂90
2

o+ −  

ˆ
180 90

2
o ⎛ ⎞Α

= − − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

ˆ ˆ90 ΒΙΓ
2
Α

+ = . 

 



Γ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 
 

      1.  Να λυθεί στους πραγματικούς αριθμούς η εξίσωση 

( ) ( ) ( )4 4 42 23 2 2 16 2x x x x x+ + + + − = + . 
      Λύση (1ος τρόπος) 
      Παρατηρούμε ότι τα τριώνυμα 2 23 2 και 2x x x x+ + + − έχουν παράγοντα το 

2x + , οπότε η εξίσωση γίνεται: 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

4 4 4

4 4 4

4 2

4 2

2 2

2 1 1 16 0

2 0 ή 1 1 16 0

2 (με πολλαπλότητα 4) ή 2 12 14 0
2 (με πολλαπλότητα 4) ή 6 7 0
2 (με πολλαπλότητα 4) ή 1 ή 7(αδύνατη)
2 (με πολλαπλότητα 4) ή 1 ή 1.

x x x

x x x

x x x
x x x
x x x
x x x

⎡ ⎤+ + + − − =⎣ ⎦

⇔ + = + + − − =

⇔ = − + − =

⇔ = − + − =

⇔ = − = = −
⇔ = − = = −

 

 
      2ος τρόπος 
      Αν θέσουμε 2 23 2, 2a x x b x x= + + = + − , τότε 2 4a b x− = +  και η εξίσωση 
γίνεται:   

                

( )
( )

44 4 4 4 4 3 2 2 3 4

2 2

2 2

4 6 4

2 3 2 0

0 ή 0 ή 2 3 2 0
0 ή 0 ή 0,

a b a b a b a a b a b ab b

ab a ab b

a b a ab b
a b a b

+ = − ⇔ + = − + − +

⇔− − + =

⇔ = = − + =
⇔ = = = =

 

αφού η εξίσωση 2 22 3 2 0,a ab b− + = αν 0ab ≠ ,  είναι ισοδύναμη με την εξίσωση 
22 3 2 0, au u u

b
− + = = , 

η οποία δεν έχει λύσεις στο . Άρα έχουμε: 

2 2 2 2

0 ή 0 ή 0
3 2 0 ή 2 0 ή 3 2 2 0

1 ή 2ή 1ή 2ή 2(διπλή)
1 ή 1ή 2(με πολλαπλότητα 4)

a b a b
x x x x x x x x

x x x x x
x x x

= = = =

⇔ + + = + − = + + = + − =
⇔ = − = − = = − = −
⇔ = − = = −

 

 
Πρόβλημα 2 
Να προσδιορίσετε την τιμή της παραμέτρου ,α ∈ , αν το σύστημα  

                                       ( )2 2 2
,

2

x y x y

x y

α λ

λ

⎧ ⎫+ + + =⎪ ⎪
⎨ ⎬

− = −⎪ ⎪⎩ ⎭
                  (Σ) 

έχει λύση στο , δια κάθε τιμή της παραμέτρου λ∈ . 
 
Λύση 
Έχουμε 



( ) ( )( )22 2 22 2 2 2

2 2

x y x y x x x x

x y y x

α λ α λ λ λ

λ λ

⎧ ⎫⎧ ⎫+ + + = + + + + + =⎪ ⎪ ⎪ ⎪⇔⎨ ⎬ ⎨ ⎬
− = −⎪ ⎪ ⎪ ⎪= +⎩ ⎭ ⎩ ⎭

 

( )2 25 4 1 0 (1)
2 (2)

x x
y x

α αλ αλ
λ

⎧ ⎫+ + + =⎪ ⎪⇔ ⎨ ⎬
= +⎪ ⎪⎩ ⎭

 

Αν ήταν 0α ≠ , τότε η εξίσωση (1) έχει διακρίνουσα           
( ) ( )2 2 2 2 216 1 20 4 8 4αλ α λ α λ αλΔ = + − = − + +  

Επειδή το σύστημα έχει λύση στο για κάθε τιμή της παραμέτρου λ , έπεται ότι θα 
είναι: 

                        2 20 8 4 0α λ αλΔ ≥ ⇔ − + + ≥ .                            (3) 
Όμως , το τριώνυμο 2 2 8 4α λ αλ− + +  έχει διακρίνουσα 280 0α′Δ = > , οπότε έχει 

δύο πραγματικές ρίζες ετερόσημες, έστω 1 20λ λ< <  (αφού είναι 1 2 2

4 0λ λ
α

= − < ). 

Επομένως θα έχουμε 2 2 8 4 0α λ αλ− + + < , για 1 2ήλ λ λ λ< > , άτοπο. 
Για 0α =  η εξίσωση (1) έχει τη λύση 0x = , οπότε προκύπτει ότι y λ=  και το 
σύστημα έχει τη λύση ( ) ( ), 0,x y λ= . Άρα είναι 0α = . 
 
Πρόβλημα 3 
Η ακολουθία , 0,1,2,...na n = είναι τέτοια ώστε η ακολουθία 1,n n nd a a −= − με 

1, 2,.3,....n = είναι αριθμητική πρόοδος με διαφορά 1 0a aω = − . 
1. Να προσδιορίσετε, συναρτήσει των 0 ,a ω  και n  τον γενικό όρο na  και το 

άθροισμα 1 0 1n nS a a a+ = + + ⋅⋅⋅+ . 
2. Αν είναι 0 1a =  και 1 7a = , να προσδιορίσετε τον ελάχιστο θετικό ακέραιο n  

για τον οποίο συναληθεύουν οι ανισώσεις: 3 3
110 και 8 10n na S +> ≤ ⋅ . 

 
Λύση 
1. Σύμφωνα με την υπόθεση έχουμε:  

                  ( )1 1, 1 , 2,3,...nd d d n n nω ω ω= = + − = = .. 
οπότε θα είναι: 

( ) ( ) ( )
( )

( )

1 2 1 0 2 1 1

0 0

0

... ...

2 ... 1 2 ...

1
.

2

n n n

n n

n

d d d a a a a a a

n a a a a n

n n
a a

ω ω ω ω

ω

−+ + + = − + − + + −

⇔ + + + = − ⇔ = + + + +

+
⇔ = +

 

Για το άθροισμα 1nS +  έχουμε: 



( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

1 0 1 0

2 2 2 2
0 0

1

2
0 0

1 1

0 0

11 2 2 31 ...
2 2 2

1 11 1 1 2 2 ... 1
2 2

1 2 1 11 1 11 1
2 2 2 6 2

1 211 1
2 3

n n

n

k

n n

k k

n n
S a a a n a

n a n n n a k k

n n n n n
n a k k n a

n n n n n
n a n a

ω

ω

ω ω ω

ω

+

=

= =

⋅ +⎛ ⎞⋅ ⋅
= + + ⋅⋅⋅ + = + + + + +⎜ ⎟

⎝ ⎠

= + + + + + + + + = + + +

+ + +⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + + + = + + +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
+ +⎛ ⎞

= + + = + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑

∑ ∑

( )( )1 2
.

6
n

ω
+ +

 

2. Αν είναι 0 1a =  και 1 7a = , τότε έχουμε 6ω = και                                 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )3
11 3 1 , 1 1 2 1 1 2 1n na n n S n n n n n n n n+= + + = + + + + = + + + = +⎡ ⎤⎣ ⎦ . 

      Έτσι έχουμε να λύσουμε το σύστημα των ανισώσεων:                    
3 3

110 και 8 10n na S +> ≤ ⋅ ( ) ( )33 3
11 3 1 10 , 1 8 10n na n n S n+⇔ = + + > = + ≤ ⋅ ⇔  

( )1 333, 1 2 10 18, 19 18 ή 19.n n n n n n n+ > + ≤ ⋅ ⇔ > ≤ ⇔ = =  
αφού είναι 17 18 306, 18 19 342⋅ = ⋅ = .  
      Άρα ο ζητούμενος ελάχιστος θετικός ακέραιος n  είναι ο 18. 
 
      Πρόβλημα 4 
      Δίνεται οξυγώνιο σκαληνό τρίγωνο ΑΒΓ  με ΑΒ<ΑΓ<ΒΓ , εγγεγραμμένο σε 
κύκλο (c)  και Δ  τυχόν σημείο της πλευράς ΒΓ  . Η διχοτόμος της γωνίας Β̂ , τέμνει 
τον κύκλο (c)  στο σημείο Σ , τη διχοτόμο της γωνίας ˆΑΔΒ  στο σημείο Κ  και τη 
διχοτόμο της γωνίας ˆΑΔΓ  στο σημείο M . Η διχοτόμος της γωνίας Γ̂ , τέμνει τον 
κύκλο (c)  στο σημείο Τ , τη διχοτόμο της γωνίας ˆΑΔΓ  στο σημείο Λ  και τη 
διχοτόμο της γωνίας ˆΑΔΒ  στο σημείο N . Να αποδείξετε ότι: 
      α)  Τα σημεία Α, Ι,Λ,Μ  και Α, Ι,Κ,Ν  είναι ομοκυκλικά σε δύο διαφορετικούς        
κύκλους (έστω) 1(c )  και 2(c )  αντίστοιχα, όπου Ι  το έκκεντρο του τριγώνου ΑΒΓ . 
       β)  Αν η ΑΔ  ταυτιστεί με το ύψος του τριγώνου ΑΒΓ , που αντιστοιχεί στη 
κορυφή Α  τότε οι κύκλοι 1(c )  και 2(c )  είναι ίσοι μεταξύ τους. 
 
      Λύση 
      α)  Από την κατασκευή των διχοτόμων συμπεραίνουμε ότι τα σημεία  Κ, Λ  είναι 
τα έκκεντρα των τριγώνων ΑΔΒ   και ΑΔΓ  αντίστοιχα. 
Ισχύει τώρα η ισότητα των γωνιών: 

11

ˆ ˆΑ ΔΑΓˆ ˆ ˆΑ ΙΑΓ ΛΑΓ
2 2

= − = − =
0ˆ ˆˆ ˆ ˆˆΑ 180 2 Γ Α Γ Βˆ ˆ90

2 2 2 2 2
ox x x− −

− = − + + = −  



 
Σχήμα 6 

 

Από το τρίγωνο ΜΔΒέχουμε: 
ˆ ˆΒ Βˆ ˆˆ ˆΜ Μ
2 2

x x= + ⇔ = − , δηλαδή 1
Β̂ˆ ˆ ˆΑ Μ
2

x= = − . 

Άρα το τετράπλευρο ΑΙΛΜ  είναι εγγράψιμο. 
Ισχύει επίσης η ισότητα των γωνιών: 

2

ˆ ˆΑ ΔΑΒˆ ˆ ˆΑ ΙΑΒ ΚΑΒ
2 2

= − = − =
0ˆ ˆˆ ˆ ˆˆΑ 180 2 Β Α Β Γˆ ˆ90

2 2 2 2 2
oy y y− −

− = − + + = − . 

Από το τρίγωνο ΝΔΓ  έχουμε: 
ˆ ˆΓ Γˆ ˆˆ ˆΝ Ν
2 2

y y= + ⇔ = − , δηλαδή 2
Γ̂ˆ ˆ ˆΑ Ν
2

y= = − .  

Άρα το τετράπλευρο ΑΙΚΝ  είναι εγγράψιμο. 
 
      β)  Εφόσον Ι  είναι το έκκεντρο του τριγώνου  ΑΒΓ , θα ισχύουν οι ισότητες 
γωνιών:  

ˆ ˆ ˆΑ Β Γˆ ˆΑΙΒ Γ 90
2 2

o+
= + = +  και 

ˆ ˆ ˆΑ Γ Βˆ ˆΑΙΓ Β 90
2 2

o+
= + = + . 

Από το τρίγωνο ΑΙΚ  έχουμε: 

1 2
Γ̂ˆˆ ˆ ˆΚ 180 ΑΙΒ Α 180 90 Ν
2

o o o= − − = − − −
ˆ ˆΓ Γˆ90
2 2

o y= − − + ŷ90o −= . 

Από το τρίγωνο ΑΙΛ  έχουμε: 

1 1
Β̂ˆ ˆˆ ˆΛ 180 ΑΙΓ Α 180 90 Μ
2

o o o= − − = − − −
ˆ ˆΒ Βˆ90
2 2

o x= − − + x̂90o −= . 

Αν τώρα υποθέσουμε ότι ΑΔ ΒΓ⊥  τότε o45ŷx̂ == , οπότε 1 1
ˆ ˆΚ = Λ . 

Άρα οι κύκλοι 1(c )  και 2(c )  είναι ίσοι (οι ίσες γωνίες 1 1
ˆΚ̂ ,Λ  βαίνουν στη κοινή 

χορδή ΑΙ ). 
 

Παρατηρήσεις 
 
α)  Τα κέντρα των κύκλων 1(c )  και 2(c )  βρίσκονται επάνω στην ΣΤ . 
β)  Το σημείο Α  είναι το σημείο Miquel του πλήρους τετραπλεύρου ΔΚΙΛΜΝ . 
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ΕΝΔΕΙΚΤΙΚΕΣ ΛΥΣΕΙΣ 

 
Β΄ ΓΥΜΝΑΣΙΟΥ 

 
Πρόβλημα 1 
Να υπολογίσετε την τιμή της παράστασης: 

                                       

5
2 44 39 1118 : 65 5 5 3

11

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎛ ⎞Α = − − ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎜ ⎟+
⎝ ⎠

  . 

Λύση 

       

5
2 44 39 88 5 39 51118 : 2 1 1.65 5 5 5 44 5 393

11

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎛ ⎞Α = − − ⋅ = ⋅ − ⋅ = − =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎜ ⎟+
⎝ ⎠

                     . 

Πρόβλημα 2 
Αν ο κ  είναι πρώτος θετικός ακέραιος και διαιρέτης του μέγιστου κοινού διαιρέτη 
των ακεραίων 12, 30 και 54,  να βρείτε όλες τις δυνατές τιμές του κ  και της 
παράστασης:  

32
2 2
1
2

κ κ

κκ

−
−

Β =
−

: . 

Λύση 
Είναι ( )12,30,54 6ΜΚΔ = . Οι θετικοί διαιρέτες του 6 είναι οι 1, 2, 3, 6 και από 
αυτούς πρώτοι είναι οι 2 και 3. Άρα έχουμε 2 ή 3κ κ= = . 

Για 2κ = έχουμε:  

2 3 22 1 1 2 4 82 2 : .1 32 4 3 1 32
2 2

−
−

Β = = = ⋅ =
−

:  



Για 3κ =  ο διαιρέτης 

3
2
κ

κ

−

 της παράστασης Β γίνεται  

3 3
02 0

3 3

−

= = , ενώ ο 

διαιρετέος γίνεται 

3 12 12 2 01 5 53
2 2

−
= = ≠

−
, οπότε η παράσταση Β δεν ορίζεται. 

 
Πρόβλημα 3  
Ένας ελαιοπαραγωγός έχει παραγωγή λαδιού 800 κιλά. Για την καλλιέργεια του 
ελαιώνα του ξόδεψε 407 ευρώ και για τη συγκομιδή του καρπού από τις ελιές του 
ξόδεψε 1050 ευρώ. Η τιμή πώλησης του λαδιού είναι 2,5 ευρώ το κιλό και κατά την 
πώληση του λαδιού υπάρχουν κρατήσεις σε ποσοστό 6% πάνω στην τιμή πώλησης.  
(α) Να βρείτε πόσα κιλά λάδι πρέπει να πωλήσει ο παραγωγός για να καλύψει τα  
      έξοδά του. 
(β) Αν επιπλέον το ελαιοτριβείο (εργοστάσιο που παράγεται το λάδι) κρατάει για την  
      αμοιβή του το 8% του παραγόμενου λαδιού, να βρείτε πόσα κιλά λάδι θα μείνουν  
      στον παραγωγό μετά την πώληση λαδιού για την  κάλυψη των εξόδων του. 
 
Λύση 

(α) Κατά την πώληση του λαδιού οι κρατήσεις είναι 62,5 0,15
100
⋅ =  ευρώ, οπότε η 

καθαρή τιμή πώλησης είναι 2,5 0,15 2,35− =  ευρώ. Τα έξοδα του παραγωγού είναι 
1050 407 1457+ =  ευρώ, οπότε ο παραγωγός πρέπει να πωλήσει 1457 : 2,35 620=  
κιλά λάδι. 

(β) Το ελαιοτριβείο θα κρατήσει 8800 64
100
⋅ =  κιλά λάδι, οπότε θα μείνουν στον 

παραγωγό ( )800 620 64 116− + =  κιλά λάδι. 
 
Πρόβλημα 4 

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ  με 3ˆ 60 και
2

Α = ΑΓ = ⋅ΑΒ . Παίρνουμε σημείο Ε πάνω στην 

πλευρά ΑΓ τέτοιο ώστε ΑΕ = ΑΒ . Αν η διχοτόμος της γωνίας Α̂  τέμνει το 
ευθύγραμμο τμήμα BΕ στο σημείο Δ, να βρείτε τις γωνίες του τριγώνου ΔΕΓ. 
 
Λύση 

 
                                                             Σχήμα 1 
 



Για συντομία, θα συμβολίσουμε με α  το μήκος του τμήματος AB, δηλαδή: α=AB . 

Εφόσον α==ΑΓ
2
3AB

2
3  και α=ΑΒ=ΑΕ , έχουμε:  

22
3 α

=α−α=ΑΕ−ΑΓ=ΕΓ . 

Το τρίγωνο ΑΒΕ  είναι ισοσκελές ( ΑΕ=ΑΒ ) και η γωνία του Α̂  είναι o60 , οπότε 
το τρίγωνο είναι ισόπλευρο και η διχοτόμος του ΑΔ  είναι και διάμεσος.  

Άρα είναι 
2
α

=ΔΕ  και  το τρίγωνο ΔΕΓ  είναι ισοσκελές, αφού 
2
α

=ΕΓ=ΕΓ . 

Η γωνία 1Ε̂  είναι εξωτερική του ισόπλευρου τριγώνου ΑΒΕ . Άρα έχουμε  

1
ˆ ˆ180 180 60 120Ε = −ΑΕΒ = − = , 

οπότε : 1 1
180 120ˆˆ 30

2
o−

Γ = Δ = = . 

 
Γ΄ ΓΥΜΝΑΣΙΟΥ 

Πρόβλημα 1 
Να υπολογίσετε την τιμή της παράστασης  

( )
2 4 6 182

10 8 6
12 3 2 3

αν είναι
2 , 2 , 4 , 8

3 13 2 3 4 9

x y z x y z− − −
−

⋅ ⋅ ⋅
Κ = = = =

⋅ ⋅ ⋅ + ⋅
 

και να αποδείξετε ότι είναι τέλειο τετράγωνο ρητού αριθμού. 
 
Λύση 
Έχουμε:  

( ) ( )8 610 8 2 16 6 3 182 , 4 2 2 , 8 2 2x y z
− −− − − − −= = = = = = = . 

Ο αριθμητής του κλάσματος γίνεται: 

( ) ( ) ( )2 4 62 4 6 182 10 16 18 182

20 64 108 182 10

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 .

x y z − − −

− − − −

Α = ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅

= ⋅ ⋅ ⋅ =
 

Ο παρανομαστής του κλάσματος γίνεται: 

( ) ( ) ( )
( )

11 12 3 2 3 2 3 4 6 2 3 2 3

12 3 2 3 1 2 2 2

3 13 2 3 4 9 3 13 2 3 2 3 3 2 3 13 2 3

3 2 3 121 3 2 3 121 2 3 11 .

−− −

− − − − − − −

⎡ ⎤Π = ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ = ⋅ ⋅ + ⋅⎣ ⎦

= ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅
 

Άρα έχουμε 

                            
2 210 2 2 2

2 2 1 8 8 4

2 3 121 3 11 33 33
2 3 121 2 2 2 16

−

− − −

⋅ ⋅ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞Κ = = = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⋅ ⋅ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
. 

          
Πρόβλημα 2 
Να βρείτε για ποιες τιμές του πραγματικού αριθμού α  οι αριθμοί 3 και -3 είναι 
λύσεις της ανίσωσης 
                                  ( ) ( )4 5 2 3 2 1x xα α α− + < − + − . 
Λύση 
Ο αριθμός 3 είναι λύση της δεδομένης ανίσωσης, αν ισχύει ότι                  



    ( ) ( ) 164 3 5 2 3 3 2 1 12 5 2 2 2 16 7
7

α α α α α α α⋅ − + < − + − ⇔ − + < − ⇔ < ⇔ > . 

Ο αριθμός -3 είναι λύση της δεδομένης ανίσωσης, αν ισχύει ότι                  

    ( ) ( )4 ( 3) 5 2 3 3 2 1 12 5 2 6 2 2
8 8

α α α α α α
α α

⋅ − − + < − − + − ⇔ − − + < − + −

⇔ − < ⇔ > −
. 

Επομένως οι αριθμοί 3 και -3 είναι λύσεις της ανίσωσης , όταν συναληθεύουν οι 

ανισώσεις 16
7

α >  και 8α > − , δηλαδή όταν 16 .
7

α >  

 
Πρόβλημα 3 
Αν το εμβαδόν Ε του χωρίου ΑΒΔΓ  του διπλανού σχήματος 

ισούται με το 1
12

 του εμβαδού του κυκλικού δακτυλίου που 

ορίζεται από τους κύκλους ( ),αΟ  και ( ), , 0β β αΟ < < , να 

βρείτε τη γωνία ˆω = ΑΟΒ  και την τιμή της παράστασης:  
3

2 32 2
4

ημ ω συν ω⎛ ⎞Σ = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

 
Λύση 

 
                                                            Σχήμα 2 
 
Το εμβαδόν  του χωρίου ΑΒΔΓ  ισούται με τη διαφορά των εμβαδών των κυκλικών 
τομέων ( ),Ο ΑΒ  και ( ),Ο ΓΔ , δηλαδή είναι  

( ) ( )2 2
2 2

2 2 2
α β ωω ωπα πβ

π π

−
Ε ΑΒΔΓ = ⋅ − ⋅ =  . 

Το εμβαδόν του κυκλικού δακτυλίου που ορίζεται από τους κύκλους ( ),αΟ  και 

( ), , 0β β αΟ < < , ισούται με ( ) ( )2 2, ,β α π α βΕ Ο = − , οπότε, σύμφωνα με την 
υπόθεση, έχουμε: 

( )
( )

( )
( )
2 2

2 2

1 1
, , 12 12 62

α β ω πω
β α π α β

−Ε ΑΒΔΓ
= ⇔ = ⇔ =

Ε Ο −
. 

Επειδή είναι 1
6 2
πημω ημ= =  και 12

3 2
πσυν ω συν= = , έχουμε 



33 2 3 3
2 3 1 3 1 1 3 1 12 2 2

4 2 4 2 2 8 8 512
ημ ω συν ω

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞Σ = − = − ⋅ = − = =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
. 

 
Πρόβλημα 4 
Δίνεται ορθογώνιο ΑΒΓΔ με αΑΔ =  cm και ΑΒ < ΑΔ . Η κάθετη από την κορυφή 
Β προς τη διαγώνιο ΑΓ  την τέμνει στο σημείο Ε. Αν ισχύει ότι 2ΕΓ = ⋅ΑΕ , να 
βρείτε: 

(i)  το μήκος της πλευράς ΑΒ 
(ii)  Το εμβαδόν του κύκλου που περνάει και από τις τέσσερις κορυφές του 

             ορθογωνίου ΑΒΓΔ. 
 
Λύση 

 
                                                             Σχήμα 3 
 
(i)  Έστω xΑΒ = ΓΔ = , , 2y yΑΕ = ΕΓ =  και zΒΖ = . 
Από την εφαρμογή του Πυθαγορείου θεωρήματος στο τρίγωνα ΑΒΕ  έχουμε: 

                                      2 2 2 2 2 2x y z z x y= + ⇒ = − .                                 (1) 
Από την εφαρμογή του Πυθαγορείου θεωρήματος στο τρίγωνα ΒΓΕ  έχουμε: 

                                     2 2 2 2 2 24 4y z z yα α= + ⇒ = − .                            (2) 
Από τις σχέσεις (1) και (2) λαμβάνουμε: 
                                          2 2 2 2 2 2 24 3y x y x yα α− = − ⇒ = −                           (3) 
Από την εφαρμογή του Πυθαγορείου θεωρήματος στο τρίγωνο ΑΔΓ  έχουμε: 
                                           2 2 2 2 2 29 9y x x yα α= + ⇒ = − .                                (4) 
Από τις σχέσεις (3) και (4)  έχουμε:  

      
2

2 2 2 2 2 69 3
6 6

y y y yα αα α− = − ⇒ = ⇒ = , 

οπότε λαμβάνουμε και 

                                
2 2 2

2 2 26 23 3
6 6 2 2

x xα α α αα α
⎛ ⎞

= − = − ⋅ = ⇒ =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

 (ii)  Διάμετρος του κύκλου είναι η 3yΑΓ = , οπότε η ακτίνα του είναι  
3 6
2 4

R y α
= = .  Το εμβαδό του κύκλου είναι 

2 2
2 6 3

16 8
E R α παπ π= = ⋅ = . 



Α΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 
Πρόβλημα 1 
Να βρεθούν οι ακέραιοι x  που είναι ρίζες της εξίσωσης ( )2 24x x − =  και το 
τετράγωνό τους δεν είναι μεγαλύτερο του 25. 
 
Λύση 
Η εξίσωση ( ) 22 24 2 24 0x x x x− = ⇔ − − =  είναι δευτέρου βαθμού και έχει 
διακρίνουσα 100Δ = , οπότε έχει δύο πραγματικές ρίζες  

2 10 6 ή 4
2

x x x±
= ⇔ = = − . 

Δεκτή είναι η ρίζα 4x = − , γιατί ( )24 16 25− = < , ενώ 26 36 25= > . 
 
Πρόβλημα 2 
Να απλοποιηθεί η παράσταση: 

( ) ( )( )
( )

3 3 2 2 2

2

2
,

α β α β αβ β α β
α β

α β α β

+ − + + + −
Κ =

+ − −
, 

αν 0α β+ ≠  και 1α β+ ≠ . 
 
Λύση 
Ο αριθμητής της παράστασης γράφεται: 

( )( )
( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( )
( )( )
( ) ( )( ) ( )
( )( )( )

3 3 2 2 2

3 3 2 2

2 2

2 2 2

2 2

2

2

2

2

1 .

α β α β αβ β α β

α β α β β α β α β

α β α αβ β α β α β β α β α β

α β α αβ β α β βα β

α β α β α β

α β α β α β α β

α β α β α β

+ − + + + −

= + − − + + −

= + − + − + − + + −

= + − + − + + −

= + − − +

= + + − − −⎡ ⎤⎣ ⎦
= + − + −

 

Ο παρανομαστής  της παράστασης γράφεται:                             
( ) ( )( )2 1α β α β α β α β+ − − = + + −  

Άρα, αφού 0α β+ ≠  και  1α β+ ≠ ,  έχουμε  

( ) ( )( )( )
( )( )

1
, .

1
α β α β α β

α β α β
α β α β

+ − + −
Κ = = −

+ + −
                            

Πρόβλημα 3 
Δίνεται η εξίσωση 2 22 1 0x xλ λ+ + − = . Να βρείτε τις τιμές της παραμέτρου λ  για 
τις οποίες η εξίσωση έχει δύο ρίζες μεγαλύτερες του -5 και μικρότερες του 2 και το 
άθροισμα των τετραγώνων τους είναι ίσο με 20. 
 
Λύση 
Η δεδομένη εξίσωση είναι δευτέρου βαθμού και έχει διακρίνουσα  

( )2 24 4 1 4λ λΔ = − − = ,  



οπότε έχει δύο πραγματικές ρίζες 1 21 και 1x xλ λ= − + = − − . 
Οι δύο ρίζες ανήκουν στο διάστημα ( )5,2− , όταν  

5 1 2 και 5 1 2 6 1 και 4 3
1 6 και 3 4 1 4.
λ λ λ λ
λ λ λ

− < − + < − < − − < ⇔ − < − < − < − <
⇔ − < < − < < ⇔ − < <

. 

Επιπλέον,  έχουμε 
           ( ) ( )2 2 2 21 1 20 2 2 20 9 3 ή 3λ λ λ λ λ λ− + + − − = ⇔ + = ⇔ = ⇔ = − = ,  
Επομένως, αφού πρέπει 1 4λ− < <  το ζητούμενο ισχύει για  3λ = . 
 
Πρόβλημα 4 
Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ  με αΒΓ =  και ΑΒ ΑΓ=2α= . Η παράλληλη ευθεία 
από την κορυφή Γ προς την πλευρά ΑΒ τέμνει την ευθεία της διχοτόμου ΒΔ στο 
σημείο Ε. Η ευθεία ΑΕ τέμνει την ευθεία ΒΓ στο σημείο Ζ. Να αποδείξετε ότι το 
τρίγωνο ΑΒΖ είναι ισοσκελές. 
 
Λύση 

 
Σχήμα 4 

Επειδή ΑΒΕΓ // , θα ισχύει 11
ˆˆ Ε=Β  και αφού η ΒΕ  είναι διχοτόμος της γωνίας Β̂ , 

θα είναι 21
ˆˆ Β=Β . Επομένως έχουμε 12

ˆˆ Ε=Β  και κατά συνέπεια το τρίγωνο ΒΓΕ  
είναι ισοσκελές, δηλαδή:  αΒΓ = ΓΕ = . 
Στη συνέχεια μπορούμε να εργαστούμε με δύο τρόπους. 
 
1ος  τρόπος. Λόγω της παραλληλίας των ΕΓ, ΑΒ  θεωρούμε τα όμοια τρίγωνα ΕΓΖ  
και ΑΒΖ , από τα οποία λαμβάνουμε: 

1 2
2 2
α
α

ΓΖ ΕΓ
= = = ⇒ΒΖ = ⋅ΓΖ

ΒΖ ΑΒ
 

Επομένως το σημείο Γ είναι το μέσο της ΒΖ , δηλαδή 2 2αΒΖ = ⋅ΒΓ = . Επειδή είναι 
και 2αΑΒ =  το τρίγωνο ΑΒΖ είναι ισοσκελές. 
 
 2ος τρόπος. Θεωρούμε το μέσο M  της ΑΒ . Τότε το τετράπλευρο ΒΓΕΜ  είναι 
ρόμβος, διότι: έχει α=ΓΕ=ΒΜ //  (οπότε ΒΓΕΜ  παραλληλόγραμμο) και 

α=ΓΕ=ΒΓ  (δύο διαδοχικές πλευρές ίσες). Άρα ΒΖ=ΜΕ  και κατά συνέπεια το E  
είναι μέσο του ΑΖ . Επομένως στο τρίγωνο ΑΒΖ , η ΒΕ  είναι διχοτόμος και 
διάμεσος, οπότε το τρίγωνο ΑΒΖ  είναι ισοσκελές. 
 



Β΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 
 
 

Πρόβλημα 1 

Αν κ 0α ≠  και 1 1α− < <  να βρείτε το πρόσημο της παράστασης 1 αΑ
Κ = − +

Β
, 

όπου 

                               1 1 1 1, .
1 1 1 1

α α α α
α α α α

+ − + −
Α = + Β = −

− + − +
 

 
Λύση 
Από τις υποθέσεις έχουμε ότι 1 0α+ >  και 1 0α− > , οπότε   

                            
2 2

1 1 1 1 2
1 1 1 1

α α α α
α α α α

+ − + + −
Α = + = =

− + − −
, 

                        
( )

2 2

1 11 1 2
1 1 1 1

α αα α α
α α α α

+ − −+ −
Β = − = =

− + − −
. 

Άρα έχουμε: 
21 11 1 α αα α

α α
Α − +

Κ = − + = − + =
Β

. 

Επειδή είναι 
2

2 1 31 0
2 4

α α α⎛ ⎞− + = − + >⎜ ⎟
⎝ ⎠

, για όλες τις τιμές του α , έπεται ότι η 

παράσταση Κ έχει το πρόσημο του α , δηλαδή θετικό, αν 0 1α< <  και αρνητικό, αν 
1 0α− < < . 

 
Πρόβλημα 2 
Δίνεται η εξίσωση :  

2 22 1 0x xκ κ− − + = .         
Να βρείτε τις τιμές της παραμέτρου κ για τις οποίες η εξίσωση έχει δύο ρίζες στο 
διάστημα ( )0,5 με άθροισμα τέταρτων δυνάμεων ίσο με 82. 
 
Λύση 
Η δεδομένη εξίσωση είναι δευτέρου βαθμού και έχει διακρίνουσα  

( )2 24 4 1 4κ κΔ = − − + = ,  

οπότε έχει δύο πραγματικές ρίζες 1 21 και 1x xκ κ= + = − . 
Οι δύο ρίζες ανήκουν στο διάστημα ( )0,5 , όταν  

0 1 5 και 0 1 5 1 4 και 1 6 1 4κ κ κ κ κ< + < < − < ⇔ − < < < < ⇔ < < . 
Επιπλέον,  έχουμε 
           ( ) ( )4 4 4 2 4 21 1 82 2 12 2 82 6 40 0κ κ κ κ κ κ+ + − = ⇔ + + = ⇔ + − = ,  
από την οποία λαμβάνουμε  

2 24 ή 10 (αδύνατη)κ κ= = − 2 ή 2κ κ⇔ = = − . 
Επομένως για 2κ =  ισχύει το ζητούμενο, αφού η τιμή 2κ = −  απορρίπτεται λόγω 
της σχέσης  1 4κ< < . 
   



Πρόβλημα 3 
Να προσδιορίσετε τους μη μηδενικούς ακέραιους , καιx y z για τους οποίους ισχύει 
ότι 

                                    
2012 3 2012 5 2012 7

x y z
x y z

= =
+ + +

 

και το άθροισμα των τετραγώνων των , καιx y z  είναι διαιρέτης του 747. 
 
Λύση 
Από το δεδομένο σύστημα έχουμε 

                                     2012 3 2012 5 2012 7x y z
x y z
+ + +

= =  

                                       

3 5 72012 2012 2012

3 5 7
x y z

x y z

⇔ + = + = +

⇔ = =
 

οπότε, αν θέσουμε 3 5 7 1
x y z λ
= = =  έπεται ότι: 3 , 5 , 7x y zλ λ λ= = = . 

Επειδή το άθροισμα των τετραγώνων των , καιx y z  είναι διαιρέτης του 747 θα 
έχουμε 

                      2 2 2 2
2 2

747 983 747
83

x y z λ κ κ
λ λ

+ + = ⇒ = ∈ ⇒ = ∈ , 

Επομένως οι μοναδικές αποδεκτές τιμές για το 2λ  είναι οι 1, 3 και 9. 
• Για 2 1 1λ λ= ⇔ = ±  έπεται ότι ( ) ( ) ( ) ( ), , 3,5,7 ή , , 3, 5, 7x y z x y z= = − − − . 

• Για 2 3 3λ λ= ⇔ = ±  προκύπτουν για τα , ,x y z  μη ακέραιες τιμές, άτοπο. 
• Για 2 9 3λ λ= ⇔ = ±  έπεται ότι ( ) ( ) ( ) ( ), , 9,15,21 ή , , 9, 15, 21x y z x y z= = − − − . 

 
Πρόβλημα 4 
Δίνεται κύκλος ( , )c O R , τυχούσα χορδή του AB  (όχι διάμετρος) και τυχόν σημείο 
M  του μικρού τόξου AB . Οι κύκλοι 1( , )c A AM  και 2 ( , )c B BM  τέμνουν το κύκλο 
( , )c O R  στα σημεία K  και N  αντίστοιχα. Οι κύκλοι 1( , )c A AM  και 

2 ( , )c B BM τέμνονται στο σημείο T . Να αποδείξετε ότι το σημείο T  είναι το σημείο 
τομής των διχοτόμων του τριγώνου KMN . 
 
 
Λύση 
Γνωρίζουμε ότι η διάκεντρος τεμνόμενων κύκλων είναι μεσοκάθετη της κοινής 
χορδής τους. 



 
                                                                 Σχήμα 5 
 
Η   KM   είναι κοινή  χορδή των κύκλων  )R,O(c  και )AM,A(c1 . Άρα  
                                       η OA  είναι μεσοκάθετη της KM .                             (1) 
Η   MT   είναι κοινή  χορδή των κύκλων  )AM,A(c1  και )BM,B(c2 . Άρα  
                                       η AB  είναι μεσοκάθετη της MT .                              (2) 
Η   MN   είναι κοινή  χορδή των κύκλων  )R,O(c  και )BM,B(c2 . Άρα   
                                        η OB  είναι μεσοκάθετη της MN .                             (3) 
Από τις καθετότητες  (1)  και (2) , προκύπτει η ισότητα γωνιών:  

11 M̂Â =  (γιατί έχουν πλευρές κάθετες). 
Από τις καθετότητες  (2)  και (3) , προκύπτει η ισότητα γωνιών: 
                                      21 M̂B̂ =  (γιατί έχουν πλευρές κάθετες)  
και τελικά από το ισοσκελές τρίγωνο OAB , έχουμε: 

11 B̂Â = . 
Οι τρεις τελευταίες ισότητες γωνιών μας οδηγούν στην ισότητα: 21 M̂M̂ = . 
Η γωνία MN̂A  και MB̂A  είναι ίσες, διότι είναι εγγεγραμμένες στον κύκλο )R,O(c  

και βαίνουν στο τόξο AM . 
Η γωνία MN̂T  είναι εγγεγραμμένη στο κύκλο )BM,B(c2 , οπότε θα ισούται με το 
μισό της αντίστοιχης επίκεντρης γωνίας MB̂T ,  δηλαδή: MN̂T MB̂A=  
Άρα  =MN̂A MN̂T  και κατά συνέπεια τα σημεία N,T,A  είναι συνευθειακά. 
Ισχύει τώρα η ισότητα MN̂AKN̂A =  (διότι είναι εγγεγραμμένες στον κύκλο )R,O(c  
και βαίνουν στα ίσα τόξα AM  και AK ). Επομένως η NA  είναι διχοτόμος της γωνίας 

MN̂K . 
 
 
 
 
 
 



Γ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 
 

Πρόβλημα 1 
Να λύσετε στους θετικούς ακέραιους την εξίσωση 

1 1 1 1 2011
1 2 1 2 3 1 2 3 4 1 2 3 4 2013x

+ + + ⋅⋅⋅+ =
+ + + + + + + + + + ⋅⋅⋅+

. 

 
Λύση 

Επειδή ( )1
1 2 3 ...

2
x x

x
+

+ + + + = , για κάθε θετικό ακέραιο x ,  η δεδομένη εξίσωση 

γράφεται: 

( )
2 2 2 2 2011

2 3 3 4 4 5 1 2013

1 1 1 1 1 1 1 1 20112 ...
2 3 3 4 4 5 1 2013
2 2011 2 21 2012.

1 2013 1 2013

x x

x x

x
x x

+ + + ⋅⋅⋅+ =
⋅ ⋅ ⋅ +

⎛ ⎞⇔ ⋅ − + − + − + + − =⎜ ⎟+⎝ ⎠

⇔ − = ⇔ = ⇔ =
+ +

 

 
Πρόβλημα 2 
Αν οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων ( ) 2f x ax bx c= + +  και 

( )g x cx b= + , όπου , , , 0a b c a∈ ≠ , διαφορετικοί μεταξύ τους ανά δύο, έχουν ένα 
μόνο κοινό σημείο, να βρείτε τη συνθήκη που ισχύει μεταξύ των παραμέτρων , ,a b c  
καθώς και το κοινό σημείο των δύο γραφικών παραστάσεων. 
 
Λύση 
Από την υπόθεση έπεται ότι η εξίσωση  

( ) ( )2 2 0ax bx c cx b ax b c x c b+ + = + ⇔ + − + − =  
έχει μοναδική λύση. Επομένως η διακρίνουσά της ισούται με 0, δηλαδή  

( ) ( ) ( )( )2 4 0 4 0 4 ,b c a b c b c b c a c b aΔ = − + − = ⇔ − − + = ⇔ − =  
αφού b c≠ . 
Όταν 4c b a− =  η εξίσωση γίνεται: 

( )2 2 24 4 0 4 4 0 4 4 0 2.ax ax a a x x x x x− + = ⇔ − + = ⇔ − + = ⇔ =  

Άρα το κοινό σημείο των δύο γραφικών παραστάσεων είναι το ( )2, 2c bΜ + . 
 

 
Πρόβλημα 3 
Να προσδιορίσετε τους μη μηδενικούς πραγματικούς αριθμούς  , καιx y z για τους 
οποίους ισχύει ότι 

                                    
2012 2012 2012 7

x y z
x y y z z

= =
+ + +

 

και το άθροισμα των τετραγώνων των , καιx y z  ισούται με 147. 
 
Λύση          
Από το δεδομένο σύστημα έχουμε 



                                     2012 2012 2012 7x y y z z
x y z
+ + +

= =  

7 72012 2012 2012y z y z
x y z x y z

⇔ + = + = + ⇔ = =  

οπότε, αν θέσουμε 7 1y z
x y z λ
= = =  έπεται ότι: 3 27 , 7 , 7x y zλ λ λ= = = . 

Επειδή το άθροισμα των τετραγώνων των , καιx y z  ισούται με 147 θα έχουμε 

( )( )
( )( )

2 2 2 6 4 2

6 4 2 6 4 2

2 4 2 2

2 4 2

147 49 49 49 147
3 1 1 1 0

1 1 1 1 0

1 2 3 0 1 ή 1,

x y z λ λ λ
λ λ λ λ λ λ

λ λ λ λ

λ λ λ λ λ

+ + = ⇔ + + =

⇔ + + = ⇔ − + − + − =

⇔ − + + + + + =

⇔ − + + = ⇔ = − =

 

αφού η εξίσωση 4 22 3 0λ λ+ + =  έχει διακρίνουσα 8 0Δ = − < . 
Επομένως οι ζητούμενες τριάδες ακεραίων είναι:                  

( ) ( ) ( ) ( ), , 7,7,7 ή , , 7, 7, 7x y z x y z= = − − −  
 
Πρόβλημα 4 
Δίνεται κύκλος ( , )c O R , τυχούσα χορδή του BC  (όχι διάμετρος) και τυχόν σημείο 
M  του μικρού τόξου BC . Οι κύκλοι 1( , )c B BM , 2 ( , )c C CM  τέμνουν το κύκλο 
( , )c O R  στα σημεία K , N , αντίστοιχα, και οι κύκλοι 1( , )c B BM , 2 ( , )c C CM   

τέμνονται στα σημεία A  και M . Η παράλληλος από το σημείο M  προς την BC  
τέμνει τους κύκλους 1( , )c B BM , 2 ( , )c C CM  στα σημεία T , S  αντίστοιχα. Να 
αποδείξετε ότι οι ευθείες , ,AM KT NS  περνάνε από το ίδιο σημείο. 
 
Λύση 
Θα αποδείξουμε, πρώτα,  ότι τα σημεία S,C,A,K   και T,B,A,N είναι συνευθειακά. 

 
Σχήμα 6 

 
Η  AM  είναι η κοινή χορδή των κύκλων )BM,B(c1  και  )CM,C(c2 . 
Άρα η διάκεντρός τους BC  είναι μεσοκάθετη της AM . 



Η BC  όμως είναι παράλληλη με την TS (από την κατασκευή του σχήματος). Άρα η 
TS  είναι κάθετος με την AM  ( TSAM ⊥ ). Δηλαδή o90SM̂ATM̂A == . 
Από την τελευταία ισότητα γωνιών προκύπτει ότι τα σημεία T,A  και S,A  είναι 
αντιδιαμετρικά στους κύκλους )BM,B(c1  και  )CM,C(c2  αντίστοιχα. 
Επομένως,  τα σημεία S,C,A  και T,B,A είναι συνευθειακά . 
Στη συνέχεια θα αποδείξουμε ότι τα σημεία C,A,K  και B,A,N  είναι συνευθειακά. 
Στον κύκλο )R,O(c , το σημείο B  είναι μέσο του τόξου KM  (διότι BK,BM  είναι 
ακτίνες του κύκλου )BM,B(c1 ). Άρα οι εγγεγραμμένες στα τόξα BM  και BK  
γωνίες, θα είναι ίσες μεταξύ τους. Επομένως 
                                                       ˆ ˆ (1)KCB MCB= . 
Εφόσον η διάκεντρος BC  είναι μεσοκάθετη της AM , τα τρίγωνα ABC  και MBC  
είναι ίσα, οπότε :  
                                                        ˆ ˆ (2)ACB MCB= . 
Από τις ισότητες των γωνιών  (1)  και (2)  συμπεραίνουμε ότι BĈABĈK =  και κατά 
συνέπεια τα σημεία C,A,K  είναι συνευθειακά. 
Με όμοιο τρόπο αποδεικνύουμε ότι και τα σημεία B,A,N  είναι επίσης συνευθειακά. 
Από τα εγγεγραμμένα τετράπλευρα AMTK  και AMSN  συμπεραίνουμε ότι:                  

o90SN̂ATK̂A == . 
Επομένως  προκύπτουν οι καθετότητες KSTK ⊥  και NSTN ⊥ . 
Σε συνδυασμό τώρα με την καθετότητα TSAM ⊥ , συμπεραίνουμε ότι τα , ,AM KT  
NS  είναι ύψη του τριγώνου ATS , οπότε θα συγκλίνουν στο ορθόκεντρό του. 
 
Παρατηρήσεις 
 
Έστω P  το ορθόκεντρο του τριγώνου ATS . Τότε τα σημεία S,T,A,P  αποτελούν 
ορθοκεντρική τετράδα και κατά συνέπεια το σημείο A  είναι ορθόκεντρο του 
τριγώνου PTS . 
 
Το τρίγωνο KMN  είναι ορθικό του τριγώνου PTS  και κατά συνέπεια το σημείο A  
είναι έκκεντρο του τριγώνου KMN . 
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ος

 ΠΑΝΔΛΛΗΝΙΟ΢ ΜΑΘΗΣΙΚΟ΢ ΓΙΑΓΩΝΙ΢ΜΟ΢ 
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19 Οκηωβρίοσ 2013 

 

Δνδεικηικές λύζεις 

 

Β΄ ΓΤΜΝΑ΢ΙΟΤ 

 

Πρόβλημα 1 

Να ππνινγίζεηε ηελ ηηκή ηεο παξάζηαζεο: 

                                       
16 1 74

32 12 : 4 53 3 4 :
9 8 9

           . 

 Λύζη 

        

16 1 74 16 74
32 12 : 4 53 3 4 : 32 3 53 12 8

9 8 9 9 9

128 74 54
32 3 53 12 94 94 6 100.

9 9 9

              

          

                  

Πρόβλημα 2 

Έλαο νηθνγελεηάξρεο πήξε από ηελ ηξάπεδα έλα πνζόλ ρξεκάησλ. Από απηά μόδεςε 

ην 20% γηα ηελ αγνξά ελόο θνξεηνύ ειεθηξνληθνύ ππνινγηζηή.  Σηε ζπλέρεηα, από ηα 

ρξήκαηα πνπ ηνπ έκεηλαλ μόδεςε ην 15% γηα αγνξά ηξνθίκσλ ηεο νηθνγέλεηαο. Αλ 

ηνπ έκεηλαλ ηειηθά 1360 επξώ, λα βξείηε: 

(α) Πόζα ρξήκαηα πήξε από ηελ ηξάπεδα ν νηθνγελεηάξρεο. 

(β) Πόζα ρξήκαηα ζηνίρηζαλ ηα ηξόθηκα. 

(γ) Πνην πνζνζηό ησλ ρξεκάησλ πνπ πήξε από ηελ ηξάπεδα μόδεςε ζπλνιηθά. 

 

Λύζη 

(α) Μεηά ηελ αγνξά ηξνθίκσλ έκεηλαλ ζηνλ νηθνγελεηάξρε 1360 επξώ. Απηά ηα 

ρξήκαηα απνηεινύλ ην 85% ησλ ρξεκάησλ πνπ ηνπ έκεηλαλ κεηά ηελ αγνξά ηνπ 

ππνινγηζηή. Άξα ην 85% αληηζηνηρεί ζε πνζόλ 1360 επξώ, νπόηε ην πνζόλ πνπ ηνπ 

έκεηλε κεηά ηελ αγνξά ηνπ ππνινγηζηή είλαη 

100 16 100
1360 1600

85 1


    επξώ. 

Σύκθσλα κε ηα δεδνκέλα ηνπ πξνβιήκαηνο:  

ην (100 20)% 80% ηνπ πνζνύ πνπ πήξε αληηζηνηρνύλ ζε 1600επξώ  . 

Άξα ηα ρξήκαηα πνπ πήξε από ηελ ηξάπεδα είλαη:  

100
1600 2000

80
   επξώ. 



(β) Τα ηξόθηκα ζηνίρηζαλ ην 15% ησλ ρξεκάησλ πνπ έκεηλαλ κεηά ηελ αγνξά ηνπ 

ππνινγηζηή, δειαδή 

15
1600 240

100
   επξώ.      

Τν πνζό απηό κπνξεί λα βξεζεί  θαη κε ηελ αθαίξεζε: 1600 1360 240  . 

(γ) Ο νηθνγελεηάξρεο από ηα 2000 επξώ πνπ πήξε από ηελ ηξάπεδα μόδεςε 

2000 1360 640   επξώ, δειαδή πνζνζηηαία επί ηηο εθαηό  

640 64
100 32

2000 2
   . 

 

Πρόβλημα 3 

Γίλεηαη ηξίγσλν ΑΒΓ ζην νπνίν ε γσλία ̂  είλαη δηπιάζηα ηεο γσλίαο ̂ . Ζ 

κεζνθάζεηε ηεο πιεπξάο ΒΓ ηέκλεη ηελ πιεπξά ΑΓ ζην ζεκείν Δ θαη ε επζεία ΒΔ 

ηέκλεη ηελ επζεία  , πνπ πεξλάεη από ην ζεκείν Α θαη είλαη παξάιιειε πξνο ηελ 

πιεπξά ΒΓ, ζην ζεκείν Ε. Να απνδείμεηε όηη: 

(α)    ,        (β) ˆ ˆ  .  

 

Λύζη 

 
Σρήκα 1 

 

(α) Δπεηδή ην ζεκείν Δ αλήθεη ζηε κεζνθάζεηε ηεο ΒΓ έπεηαη όηη  , νπόηε 

από ην ηζνζθειέο ηξίγσλν  πξνθύπηεη ˆ ˆ   .Δπεηδή   έπεηαη όηη: 

ˆ ˆ   (εληόο ελαιιάμ γσλίεο). Από ηε ζρέζε ηεο ππόζεζεο ˆ ˆ2   , έρνπκε: 
ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ
2


        . 

Άξα ην ηξίγσλν ΑΒΕ είλαη ηζνζθειέο κε ΑΒ=ΑΕ. 

(β) Ζ γσλία ˆ είλαη εμσηεξηθή ζην ηξίγσλν ΔΒΓ, νπόηε 

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 .     

 

Πρόβλημα 4  

Ο ιόγνο δπν θπζηθώλ αξηζκώλ είλαη  
7

5
.  Γηαηξώληαο ηνλ κεγαιύηεξν αξηζκό κε ην 

18, ην πειίθν ηεο δηαίξεζεο είλαη ίζν κε ηνλ αξηζκό 8, ελώ δηαηξώληαο ηνλ κηθξόηεξν 

αξηζκό κε ην 12 ην πειίθν ηεο δηαίξεζεο είλαη ίζν κε ηνλ αξηζκό 9. Αλ γλσξίδεηε όηη 

ην ππόινηπν ηεο δηαίξεζεο ηνπ κεγαιύηεξνπ αξηζκνύ κε ην 18 είλαη πεληαπιάζην ηνπ 



ππόινηπνπ ηεο δηαίξεζεο ηνπ κηθξόηεξνπ αξηζκνύ κε ην 12, λα βξείηε ηνπο δπν 

αξηζκνύο. 

Λύζη (1
ος

 ηρόπος) 

Έζησ ,   νη δπν θπζηθνί αξηζκνί κε ,    Τόηε ζα είλαη 
7

5




   θαη επηπιένλ 

18 8 5 θαη 12 9         . 

Δπνκέλσο, έρνπκε  

7
5 7 (ηδηόηεηα ίζσλ θιαζκάησλ)

5


 


   , νπόηε έρνπκε: 

   5 144 5 7 108        (από επηκεξηζηηθή ηδηόηεηα) 

720 25 756 7     18 36 2,     νπόηε ζα είλαη 154 θαη 110   . 

 

2
ος

  ηρόπος.   

Έρνπκε: 1 1 2 218 8 , κε 0,1,2,...,17 θαη 12 9 , κε 0,1,2,...,11             . 

Τα δεύγε γηα ηα νπνία κπνξεί λα ηζρύεη ε ηζόηεηα   είλαη ηα :           
 

θαη από απηά κόλν ην δεύγνο  10,2  καο δίλεη 154 θαη 110    θαη ην θιάζκα 

154

110
 πνπ είλαη ηζνδύλακν κε ην 

7

5
. 

 

 

Γ΄ ΓΤΜΝΑ΢ΙΟΤ 

Πρόβλημα 1 

Αλ ν πξαγκαηηθόο αξηζκόο     είλαη ε κηθξόηεξε δεθαδηθή πξνζέγγηζε δέθαηνπ ηνπ 

άξξεηνπ αξηζκνύ  5  , λα βξείηε ηελ αξηζκεηηθή ηηκή ηεο παξάζηαζεο: 

   3 3 4,6 2 0,2        . 

 

Λύζη 

Έρνπκε:  4 5, νπόηε 4 5 2 5.     Δίλαη 

,  νπόηε ε δεηνύκελε ηηκή ηνπ   είλαη  
2,2  . 

Με αληηθαηάζηαζε βξίζθνπκε: 2   

 

Πρόβλημα 2 

Αλ ν ζεηηθόο αθέξαηνο   ηθαλνπνηεί ηηο αληζώζεηο  

4 1 2 5    , 

 λα ιύζεηε σο πξνο άγλσζην  x  ηελ αλίζσζε: 

                                                            
3

2 1 1
2

x
x x


      . 

Λύζη 

Έρνπκε 
4 2 5 5

4 1 2 5 5 2 4 2
2 2 2 2


  

 
                

 
. Δπεηδή ν 

  είλαη ζεηηθόο αθέξαηνο, έπεηαη όηη 1 ή 2   . 



 Γηα 1   ε αλίζσζε γίλεηαη:    
3 1

2 1 1 1.
2 2

x
x x x x x


         

 Γηα 2   ε αλίζσζε γίλεηαη:  

   
3 1

2 1 1 0 1
2 2 2 2

x x x
x x x


          , ε νπνία είλαη αδύλαηε. 

 

Πρόβλημα 3 

Σην νξζνθαλνληθό ζύζηεκα αλαθνξάο ρOς  κηα επζεία (ε) ζρεκαηίδεη κε ηνλ άμνλα ρ ρ  

γσλία   θαη επίζεο δηέξρεηαη από ην ζεκείν  2, 6  . Τν ζεκείν Α αλήθεη ζηνλ άμνλα 

ρ ρ  θαη ζηελ επζεία   , ελώ ην ζεκείν Β αλήθεη ζηνλ άμνλα ς ς θαη ζηελ επζεία    . 

(α) Βξείηε ηελ εμίζσζε ηεο επζείαο   . 

(β) Βξείηε ηηο ζπληεηαγκέλεο ησλ ζεκείσλ Α ,  Β θαη ην εκβαδόλ ηνπ ηξηγώλνπ  . 

(γ) Βξείηε ην εκβαδόλ ηνπ ηξηγώλνπ ΟΑΜ.    

 

Λύζη 

α) Ζ δεηνύκελε εμίζσζε έρεη ηε κνξθή ς αρ β  , όπνπ α εθ45 1  . Δπεηδή ε 

επζεία πεξλάεη από ην ζεκείν  2, 6   έρνπκε όηη 6 2 β β -8     . Άξα ε 

εμίζσζε ηεο επζείαο    είλαη : ς ρ 8   

 
Σρήκα 2 

 

β) Τα θνηλά ζεκεία  ηεο επζείαο    κε ηνπο άμνλεο ρ ρ θαη ς ς   είλαη ηα  8,0  θαη 

(0, 8)  , αληίζηνηρα. Άξα έρνπκε 

                                  
1 1

OAB OA OB 8 8 32
2 2

        ηεηξ. κνλάδεο. 

γ) Αλ Κ είλαη ην ζεκείν κε ζπληεηαγκέλεο  2,0 , ηόηε ην ηξίγσλν ΚΜΑ είλαη 

νξζνγώλην ζην Κ θαη νη θάζεηεο πιεπξέο ηνπ έρνπλ κήθε 6 θαη 6   . Από 

ην Ππζαγόξεην ζεώξεκα ιακβάλνπκε  
2 2 2 26 6 36 2 6 2.          

Οκνίσο, από ην Ππζαγόξεην ζεώξεκα ζην ηξίγσλν ΟΑΒ ιακβάλνπκε: 

                                  2 2 2 28 8 64 2 8 2.         

Δπεηδή ηα ηξίγσλα θαη ΟΑΒ  έρνπλ θνηλό ύςνο από ηελ θνξπθή O , έζησ  , 

έρνπκε:       



 

 

1
ΟΑΜ 6 2 32

1ΟΑΒ 48 2

2








    




 

   
3 3

OAB 32 24 ηεηξ. κνλάδεο.
4 4

      

Παραηήρηζη 

Τν εκβαδό ηνπ ηξηγώλνπ   κπνξεί λα ππνινγηζηεί παξαηεξώληαο όηη ην   

είλαη ην ύςνο πνπ αληηζηνηρεί ζηελ πιεπξά   (ηνπ ηξηγώλνπ  ). 

Οπόηε: 2486
2

1

2

1
)(   . 

 

 

4. Σε θύθιν ( , )c R (θέληξνπ Ο θαη αθηίλαο R ) δίλνληαη ζεκεία Α, Γ θαη Β ηέηνηα 

ώζηε ˆ 10    θαη ˆ 30   . Τα ζεκεία Α θαη Γ βξίζθνληαη ζην ίδην εκηεπίπεδν 

σο πξνο ηελ επζεία ΟΒ. Από ην ζεκείν Ο θέξνπκε επζεία θάζεηε πξνο ηε ρνξδή ΓΒ 

πνπ ηελ ηέκλεη ζην ζεκείν Γ, ελώ ηέκλεη ηνλ θύθιν ( , )c R  ζην ζεκείν Δ. 

(α) Βξείηε ην κέηξν ηεο γσλίαο ˆ  θαη ην κέηξν ηνπ ηόμνπ   ζε κνίξεο. 

(β) Να απνδείμεηε όηη ην ηεηξάπιεπξν ΟΒΔΓ είλαη ξόκβνο θαη λα ππνινγίζεηε ην   

      εκβαδό ηνπ. 

 

Λύζη 

 
Σρήκα 3 

 

(α) Δπεηδή ην ηξίγσλν ΟΑΒ είλαη ηζνζθειέο  R   , έπεηαη όηη:   

                                                    ˆˆ 10   . 

      Δπεηδή ην ηξίγσλν ΟΓΒ είλαη ηζνζθειέο  R   , έπεηαη όηη:   

                                                    ˆ ˆ 30   . 

     Άξα έρνπκε: ˆ ˆ ˆ 30 10 20       θαη  40   . 

(β) Τν ύςνο ηνπ ηξηγώλνπ ΟΓΒ είλαη θαη δηάκεζνο θαη δηρνηόκνο ηεο γσλίαο ˆ , 

νπόηε  ˆ ˆ90 90 30 60         , νπόηε ζα είλαη  θαη ˆ 60   . Άξα   ην 

ηξίγσλν ΟΓΔ είλαη ηζόπιεπξν, νπόηε R   . Δπεηδή ε επζεία ΟΔ είλαη 



κεζνθάζεηε ηνπ επζύγξακκνπ ηκήκαηνο ΓΒ ζα είλαη R  , νπόηε ην 

ηεηξάπιεπξν ΟΒΔΓ έρεη ηηο ηέζζεξηο πιεπξέο ηνπ ίζεο , δειαδή είλαη ξόκβνο.  

Δπηπιένλ, έρνπκε 
1

30
2 2

R
R      , θαη 

2

3R
60   νπόηε 

2

3R
)(

2

 . 

Παραηήρηζη 

Ο ξόκβνο  , απνηειείηαη από δύν ηζόπιεπξα ηξίγσλα πιεπξάο R  πνπ ην θάζε 

έλα από απηά (ηα ηξίγσλα) έρεη  εκβαδό 
4

3R2

. Άξα ην εκβαδό ηνπ ξόκβνπ ζα είλαη: 

2

3R

4

3R
2)(

22

 . 

 

 

Α΄ ΛΤΚΔΙΟΤ 

Πρόβλημα 1 

Αλ ηα ζπζηήκαηα 

                            1

1 1 1

4
( )

3 4 1

2

x y

x y

 
  

 
  

  
  

   θαη  2

4

2 3 8

x y

x y

 

 

  
  

   
 

έρνπλ ηελ ίδηα ιύζε  ,x y , λα βξείηε ηελ ηηκή ησλ παξακέηξσλ   θαη  . 

 

Λύζη 

Αλ ζέζνπκε  
1 1

θαη
x y

   , ην ζύζηεκα  1 γίλεηαη: 

              

11 1 1

44 4 2

1 11 1 3 1
3 43 4

4 22 2 4 4

     

    

                        
         

                             

, 

νπόηε ην ζύζηεκα  1  έρεη ηε ιύζε:    
1 1

, , 2, 4x y
 

 
   
 

. 

Όκσο από ηελ ππόζεζε ηελ ίδηα ιύζε έρεη θαη ην ζύζηεκα  2 , νπόηε ζα έρνπκε; 

           
2 4 4 2 2 2 2 10

4 12 8 3 2 4 4

      

     

             
         

                
. 

 

Πρόβλημα 2 

Γηα ηνπο ζεηηθνύο πξαγκαηηθνύο αξηζκνύο , θαηx y z ηζρύεη όηη: 

   2 θαη 3z x y z x y    . 

(α) Να απνδείμεηε όηη: y x z  . 

(β) Να βξείηε ηελ ηξηάδα  , ,x y z  γηα ηελ νπνία: 
2 2 2 680x y z   . 

 



Λύζη 

(α) Δπεηδή  3 0 0z x y x y      , έπεηαη όηη x y . 

Δπίζεο από ηηο δεδνκέλεο ηζόηεηεο έρνπκε:  

             2 3 2 2 3 3 5z x y x y x y x y x y          , 

νπόηε πξνθύπηεη: 2 2 12z x y y   , νπόηε 12 5 7 0z x y y y     , νπόηε z x . 

Άξα έρνπκε:  z x y y x z     .     

(β) Από ηηο πξνεγνύκελεο ζρέζεηο, δεδνκέλνπ όηη είλαη 0,y   έρνπκε:            

   2 2 2 2 2 2 2 2680 25 144 680 170 680 4 2x y z y y y y y y             .   

Άξα είλαη:    , , 10,2,24x y z  .      

                                         

Πρόβλημα 3 

Να βξεζνύλ νη αθέξαηνη x  γηα ηνπο νπνίνπο νη αξηζκνί 8 1A x   θαη 2 3B x   

είλαη θαη νη δύν ηέιεηα ηεηξάγσλα αθεξαίσλ. 

  

Λύζη 

Έζησ 28 1A x     θαη 22 3B x    . Τόηε ιακβάλνπκε όηη: 

                                                
2 21 3

8 2
x

  
                                        (1) 

θαη   

                                                     2 24 13    .                                         (2) 

Από ηε ζρέζε 92) έρνπκε: 

  

               

2 24 13 2 2 13

2 13 2 13 2 1 2 1
ή ή ή

2 1 2 1 2 13 2 13

, 7,3 ή , 7, 3 ή , 7, 3 ή , 7,3 .

     

       

       

       

     

                
        

                

        

 

Από όια ηα παξαπάλσ δεύγε, από ηηο ζρέζεηο (1),  πξνθύπηεη όηη: 6x  . 

        

Πρόβλημα 4 

Γίλεηαη ηζνζθειέο ηξίγσλν ΑΒΓ  κε 0ˆθαη 20 .     Θεσξνύκε ζεκείν Γ 

πάλσ ζηελ πιεπξά ΑΓ ηέηνην ώζηε   . Από ην ζεκείν Α θέξνπκε επζύγξακκν 

ηκήκα ΑΔ ηέηνην ώζηε ,      θαη κε ηα ζεκεία Δ θαη Γ λα βξίζθνληαη 

ζην ίδην εκηεπίπεδν σο πξνο ηελ επζεία ΑΒ. Σηε ζπλέρεηα θαηαζθεπάδνπκε ην 

παξαιιειόγξακκν ΒΑΔΕ. Να βξείηε ην κέηξν ηεο γσλίαο ˆ . 

 

Λύζη 



 
Σρήκα 4 

 

Δπεηδή είλαη ˆ 20    θαη    έρνπκε όηη:  

180 20ˆ ˆ ˆ 80
2


      

 
 . 

Άξα ηα ηξίγσλα ΑΒΓ θαη ΔΑΓ είλαη ίζα, αθνύ έρνπλ δύν πιεπξέο ηνπο ίζεο κία πξνο 

κία  ,       θαη ηηο πεξηερόκελεο γσλίεο ίζεο  ˆˆ 80     . 

Δπνκέλσο , έρνπκε:      ,  ˆ 20   . 

Δπεηδή ην παξαιιειόγξακκν ΒΑΔΕ έρεη δύν δηαδνρηθέο πιεπξέο ίζεο     , 

είλαη ξόκβνο, νπόηε    , δειαδή ην ηξίγσλν ΔΓΕ είλαη ηζνζθειέο. 

Δπηπιένλ, ηζρύεη: ˆ ˆ 80   
. Δπνκέλσο ˆ ˆ ˆ 80 20 60       

, 

νπόηε ην ηξίγσλν ΔΓΕ είλαη ηζόπιεπξν. 

Τόηε είλαη: ˆ ˆ ˆ 100 60 40       , νπόηε από ην ηζνζθειέο ηξίγσλν 

        πξνθύπηεη όηη: 
180 40ˆ 70

2


  

 
 . 

        

Β΄ ΛΤΚΔΙΟΤ 

 

Πρόβλημα 1 

Γηα θάζε ζεηηθό πξαγκαηηθό αξηζκό x  λα απνδείμεηε όηη: 
2

2

9 3 1 27
6

9 3 1

x x x

x x x

 
 

 
. 

Γηα πνηεο ηηκέο ηνπ x  ηζρύεη ε ηζόηεηα; 

 

Λύζη 

Δπεηδή είλαη 0x   ζα είλαη θαη 29 3 1 0x x   , νπόηε αξθεί λα απνδείμνπκε όηη: 



   

   

  

 

   

2
2 2 2

2
2 2 2

2 2 2

2
2 2 2

2 2
2 2 2

9 3 1 27 6 9 3 1

9 3 1 6 9 3 1 27 0

9 3 1 9 3 1 27 0.

9 1 9 27 0

9 1 36 0 9 1 0, πνπ ηζρύεη.

x x x x x x

x x x x x x

x x x x x

x x x

x x x

     

       

      

    

      

 

Ζ ηζόηεηα ηζρύεη όηαλ 2 2 1 1
9 1 0 , αθνύ 0.

9 3
x x x x        

Πρόβλημα 2 

Να ππνινγηζηνύλ νη αθέξαηνη ζπληειεζηέο , ,    ηεο εμίζσζεο 2 0x x      κε 

0  , αλ απηή έρεη ξίδεο 1 21 θαη .x x    

 

Λύζη 

Αθνύ νη αξηζκνί 1 θαη   είλαη ξίδεο ηεο εμίζσζεο, έρνπκε: 

                                                         0     ,                                               (1) 

                                                      2 2 0.                                                 (2) 

Με αθαίξεζε θαηά κέιε ησλ (1) θαη (2) ιακβάλνπκε                 

      2 1 1 0 1 0 1 ή 0.                          

Αλ ππνζέζνπκε όηη είλαη 1,   ηόηε 1 θαη 0        , αδύλαην. 

Άξα είλαη 1  , νπόηε ζα είλαη: 

                                     
1

0 1
1 1


   

 
        

 
 . 

Δπεηδή   πξέπεη:  
1

2,0
1




   


 . Δπνκέλσο, έρνπκε ηηο πεξηπηώζεηο: 

 0  , νπόηε έρνπκε: 0 θαη 0 0,           ην νπνίν απνξξίπηεηαη 

αθνύ από ηελ ππόζεζε έρνπκε 0  . 

 2   , νπόηε έρνπκε 2 θαη 4 4 2, 4              . Δπνκέλσο 

πξνθύπηεη ε ηξηάδα ζπληειεζηώλ    , , 2, 2,4      . 

 

Πρόβλημα 3 

Να βξείηε όιεο ηηο ηηκέο ηνπ πξαγκαηηθνύ αξηζκνύ x  γηα ηηο νπνίεο αξηζκεηηθή ηηκή 

ηνπ θιάζκαηνο 
2

2

2 4

2

x x

x x

 

 
 

είλαη ζεηηθόο αθέξαηνο. 

 

Λύζη 

Θέινπκε λα βξνύκε γηα πνηνπο ζεηηθνύο αθεξαίνπο  έρεη ιύζε σο πξνο x  ε εμίζσζε   

     
2

2

2

2 4
2 1 2 2 0

2

x x
x x

x x
   

 
       

 
. 

Αλ 2   πξνθύπηεη από ηελ εμίζσζε ε ιύζε 
8

3
x  .           



Αλ 2  , ηόηε ε εμίζσζε είλαη δεπηέξνπ βαζκνύ θαη έρεη ιύζε σο πξνο x , αλ, θαη 

κόλνλ αλ, ε δηαθξίλνπζά ηεο είλαη κε αξλεηηθή. Έρνπκε 

       
2 2 2 2 21 8 4 7 2 33 2 33 6                    , 

Παξαηεξνύκε όηη γηα 3   θαη νη δύν παξελζέζεηο είλαη αξλεηηθέο, νπόηε 0  . 

Δπνκέλσο, αθνύ ν  είλαη ζεηηθόο αθέξαηνο, δηάθνξνο ηνπ 2, έπεηαη όηη: 1  . Τόηε ε 

εμίζσζε γίλεηαη 2 2 6 0 1 7x x x       . 

Άξα γηα 
8

3
x   ην θιάζκα παίξλεη ηελ αθέξαηα ηηκή 2 θαη γηα 1 7x    παίξλεη ηελ 

αθέξαηα ηηκή 1. 

 

Πρόβλημα 4 

Γίλεηαη νμπγώλην ηξίγσλν AB  (κε   ) εγγεγξακκέλν ζε θύθιν 

)R,O(C  (κε θέληξν O  θαη αθηίλα R ). Ο θύθινο )AB,B(CB  (κε θέληξν B  θαη 

αθηίλα AB ), ηέκλεη ηελ A  ζην ζεκείν   θαη ηνλ θύθιν )R,O(C  ζην ζεκείν  . 

Ο θύθινο )A,(C   (κε θέληξν   θαη αθηίλα A ), ηέκλεη ηελ A  ζην ζεκείν 

  θαη ηνλ θύθιν )R,O(C  ζην ζεκείν  . Να απνδείμεηε όηη ην ηεηξάπιεπξν πνπ 

νξίδνπλ ηα ζεκεία   ,,,  είλαη ηζνζθειέο ηξαπέδην. 

 

Λύζη 

Έζησ   ην δεύηεξν θνηλό ζεκείν ησλ θύθισλ C  θαη C . Θα απνδείμνπκε όηη ηα 

ζεκεία  ,,  είλαη ζπλεπζεηαθά. 

Οη ρνξδέο   θαη   ηνπ θύθινπ C  είλαη ίζεο κεηαμύ ηνπο, δηόηη είλαη αθηίλεο ηνπ 

θύθινπ C , νπόηε νη εγγεγξακκέλεο (ζην θύθιν C ) γσλίεο πνπ βαίλνπλ ζηα 

αληίζηνηρα ηόμα, ζα είλαη ίζεο κεηαμύ ηνπο, δειαδή  

ˆ ˆ ˆ (1)ΒΓΑ= ΒΓΛ= Γ . 

Ζ   είλαη δηάθεληξνο ησλ θύθισλ C  θαη C , νπόηε ζα είλαη κεζνθάζεηε ηεο 

θνηλήο ρνξδήο   θαη ζα δηρνηνκεί ηε γσλία  ˆ , δειαδή 

ˆ ˆ ˆ (2)ΒΓΑ= ΒΓΤ = Γ . 

Άξα ηα ζεκεία  ,,  είλαη ζπλεπζεηαθά. 

 
Σρήκα 5 

 

Με όκνην ηξόπν απνδεηθλύνπκε όηη θαη ηα ζεκεία  ,,  είλαη ζπλεπζεηαθά. 



Τν ηξίγσλν   είλαη ηζνζθειέο (   ). Άξα  ˆˆ  , νπόηε ηα 

αληίζηνηρα ηόμα   θαη   (ηνπ θύθινπ C ) είλαη ίζα κεηαμύ ηνπο.  

Από ηελ ηζόηεηα ησλ ηόμσλ    θαη   , πξνθύπηεη ε 

ηζόηεηα ησλ ηόμσλ   θαη  . Άξα ην ηεηξάπιεπξν   είλαη ηζνζθειέο 

ηξαπέδην κε  // . 

Με αλάινγν ηξόπν απνδεηθλύνπκε όηη ην ηεηξάπιεπξν   είλαη ηζνζθειέο 

ηξαπέδην κε  // . Άξα  //  θαη θαηά ζπλέπεηα ην   είλαη 

ηξαπέδην θαη ε   είλαη θνηλή κεζνθάζεηε ησλ παξάιιεισλ πιεπξώλ ηνπ. 

Τα ηξίγσλα   θαη  είλαη ίζα. Άξα ην   είλαη ηζνζθειέο ηξαπέδην. 

 

Γ΄ ΛΤΚΔΙΟΤ 

 

Πρόβλημα 1 

Να ιύζεηε ζηνπο πξαγκαηηθνύο αξηζκνύο ηελ εμίζσζε 

2 22 5 2 5 1x x x x x    . 

 

Λύζη 

Πεξηνξηζκόο:  2 5 0 5 0 0 ή 5.x x x x x x         Ζ εμίζσζε, γηα 

0 ή 5x x  ,  είλαη ηζνδύλακε κε ηελ εμίζσζε 

   
   

2
2 2 2 2

2 2

1 2

5 2 5 1 5 1

5 1 ή 5 1

x x x x x x x x x

x x x x x x

        

         

 

      2 2

1 : 5 1 1 5 , ,0 5, , 1x x x x x x x x              

2 2 1
2 1 5 , κε 5 , 5, απνξξίπηεηαη.

3
x x x x x x x           

      2 2

2 : 5 1 1 5 , ,0 5, , 1x x x x x x x x                

                        

2 22 1 5 , κε 1 0 ή 5

1 1
, 1 0 ή 5 .

7 7

x x x x x x

x x x x

        

         
 

 

Πρόβλημα 2 

Αλ ,   αθέξαηνη θαη ν αξηζκόο 2 2     είλαη ηέιεην ηεηξάγσλν αθεξαίνπ, λα 

απνδείμεηε όηη ν αξηζκόο 2     ηζνύηαη κε ην άζξνηζκα δύν ηέιεησλ 

ηεηξαγώλσλ αθεξαίσλ αξηζκώλ. 

 

Λύζη 

Έζησ όηη 2 22 ,x      όπνπ x . Τόηε 
2 2

.
2

x 



  Δπεηδή   , πξέπεη ν 

αξηζκεηήο 2 2x   λα είλαη άξηηνο αθέξαηνο, ην νπνίν ζπκβαίλεη κόλνλ όηαλ  νη 

αθέξαηνη θαη x  είλαη ή θαη νη δύν άξηηνη ή θαη νη δύν πεξηηηνί. 

Έηζη έρνπκε                                   

     
   

2 2 2 22 2 2 2
2 2 ,

2 2 4 2 2

x xx x x x    
  

        
         

   
 



όπνπ νη αξηζκνί θαη
2 2

x x  
 είλαη αθέξαηνη, αθνύ νη αθέξαηνη θαη x  είλαη ή 

θαη νη δύν άξηηνη ή θαη νη δύν πεξηηηνί. 

        

Πρόβλημα 3 

Βξείηε γηα πνηεο ηηκέο ηεο πξαγκαηηθήο παξακέηξνπ a  ε εμίζσζε 

     4 3 2 2 3 24 8 4 8 4 8 0x a x a a x a x a          

έρεη όιεο ηηο ξίδεο ηεο πξαγκαηηθνύο αξηζκνύο.  

 

Λύζη 

Έρνπκε 

     

     

     

  

4 3 2 2 3 2

4 3 2 2 3 2 3 2 2

2 2 2 2 2 2 2

2 2 2

4 8 4 8 4 8

4 8 4 8 4 8

4 8 4 8 4 8

4 8 1 .

x a x a a x a x a

x x a x ax ax a x x x a

x x x a ax x x a x x a

x x a x ax

       

        

        

    

 

Δπνκέλσο, ε εμίζσζε έρεη όιεο ηηο ξίδεο ηεο πξαγκαηηθνύο αξηζκνύο, αλ, θαη κόλνλ 

αλ, θαη ηα δύν ηξηώλπκα 2 1x ax   θαη 2 24 8x x a   έρνπλ πξαγκαηηθέο ξίδεο  
2 2 2 2

2

4 0 θαη 64 16 0 4 0 θαη 4 0

4 2 ή 2.

a a a a

a a a

         

     
 

 

Πρόβλημα 4 

Γίλεηαη νμπγώλην ηξίγσλν AB  (κε   ) εγγεγξακκέλν ζε θύθιν 

)R,O(C  (κε θέληξν O  θαη αθηίλα R ) θαη επζεία )(  πνπ πεξλάεη από ηελ θνξπθή 

  θαη είλαη παξάιιειε ζηε πιεπξά  . Ο θύθινο )AB,B(CB  (κε θέληξν B  θαη 

αθηίλα AB ), ηέκλεη ηελ )(  ζην ζεκείν   θαη ηνλ θύθιν )R,O(C  ζην ζεκείν  . 

Ο θύθινο )A,(C   (κε θέληξν   θαη αθηίλα A ), ηέκλεη ηελ )(  ζην ζεκείν 

  θαη ηνλ θύθιν )R,O(C  ζην ζεκείν  . Οη θύθινη )AB,B(CB , )A,(C   

ηέκλνληαη ζην ζεκείν   θαη  ε )(  ηέκλεη ηνλ )R,O(C  ζην ζεκείν  . 

(α) Να απνδείμεηε όηη ηα ζεκεία  ,,,  είλαη ζπλεπζεηαθά. 

(β) Να απνδείμεηε όηη νη  ,,  πεξλάλε από ην ίδην ζεκείν. 

 

Λύζη 

(α) Τν ηξίγσλν   είλαη ηζνζθειέο (    σο αθηίλεο ηνπ θύθινπ C ). Άξα 

 ˆˆ  . 

 



 
Σρήκα 6 

 

Από ηελ παξαιιειία  //)(  (κε ηέκλνπζα ηελ ΑΓ)  έρνπκε:  ˆˆˆ  . 

Από ηηο πξνεγνύκελεο ηζόηεηεο γσληώλ, πξνθύπηεη: )1(ˆˆ   . 

Από ηελ ηζόηεηα ησλ ρνξδώλ   θαη   ηνπ θύθινπ )R,O(C  (νη ρνξδέο   θαη 

  είλαη αθηίλεο ηνπ θύθινπ BC )  έρνπκε: )2(ˆˆˆ   . 

Από ηηο ζρέζεηο (1) θαη (2) ζπκπεξαίλνπκε όηη:  ˆˆˆ  , δειαδή ηα ζεκεία 

 ,,  είλαη ζπλεπζεηαθά. 

Ζ δηάθεληξνο   (ησλ θύθισλ BC  θαη C ) είλαη κεζνθάζεηε ηεο θνηλήο ρνξδήο 

ηνπο  . Άξα  ˆˆˆ  . Από ηελ ηζόηεηα ησλ γσληώλ  ˆ  θαη  ˆ , 

πξνθύπηεη όηη ηα ζεκεία   ,,  είλαη ζπλεπζεηαθά, νπόηε ζε ζπλδπαζκό κε ην 

πξνεγνύκελν ζπκπέξαζκα έπεηαη όηη ηα ζεκεία  ,,,  είλαη ζπλεπζεηαθά. 

(β) Με αλάινγν ηξόπν απνδεηθλύνπκε όηη θαη ηα ζεκεία  ,,,  είλαη 

ζπλεπζεηαθά, νπόηε ηα ζεκεία   θαη   είλαη κέζα ησλ πιεπξώλ   θαη  , 

αληίζηνηρα,  ηνπ ηξηγώλνπ  . 

Θα απνδείμνπκε όηη ην ζεκείν   είλαη ην κέζν ηεο πιεπξάο   (νπόηε νη 

 ,,  ζα ζπληξέρνπλ ζην βαξύθεληξν ηνπ ηξηγώλνπ  ). 

Πξάγκαηη, ην ηεηξάπιεπξν   είλαη ηζνζθειέο ηξαπέδην εγγεγξακκέλν ζηνλ 

θύθιν )R,O(C , νπόηε ηζρύνπλ νη παξαθάησ ηζόηεηεο γσληώλ: 

 ˆˆ   (από ην ηζνζθειέο ηξαπέδην ) 

 ˆˆ   (από ην ηζνζθειέο ηξίγσλν  ). 

Άξα ε   είλαη παξάιιειε πξνο ηελ  , δειαδή ην   είλαη ην κέζν ηεο  . 

 

Παραηήρηζη 

Γελ είλαη απαξαίηεην (γηα ηελ απόδεημε ηνπ δεπηέξνπ εξσηήκαηνο) λα απνδείμνπκε 

όηη ην ζεκείν   αλήθεη ζηελ ίδηα επζεία κε ηα ζεκεία  ,, . 

Χξεηάδεηαη όκσο γηα λα απνδείμνπκε όηη θαη  ,,  ζπληξέρνπλ θαη λα 

ζπκπεξάλνπκε όηη ηα ζεκεία ν θύθινο )R,O(C  είλαη ν θύθινο Euler ηνπ ηξηγώλνπ 

 . 
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Ενδεικτικές λύσεις 
 

Β΄ ΓΥΜΝΑΣΙΟΥ 
Πρόβλημα 1 

Να υπολογίσετε την τιμή της παράστασης: 
213 74 3 3 :8

9 9 37 4

−
 Α = − ⋅ +  
 

  

Λύση 
2 213 74 3 3 13 74 3 4:8 :8

9 9 37 4 9 9 37 3
13 2 16 13 2 16 :8 13 6 2 9:8 1.
9 3 9 9 3 9 9 9 9 9

− ⋅   Α = − ⋅ + = − +   ⋅   

= − + = − + = − + = =
 

  
Πρόβλημα 2 
Ένας έμπορος συλλεκτικών αντικειμένων αγόρασε δύο παλαιά ραδιόφωνα Α κα Β 
αντί 200 ευρώ και στη συνέχεια τα πούλησε με συνολικό κέρδος 40% πάνω στην τιμή 
της αγοράς τους. Αν το ραδιόφωνο Α πουλήθηκε με κέρδος 25% και το ραδιόφωνο Β 
πουλήθηκε με κέρδος 50%, πάνω στην τιμή της αγοράς τους, να βρείτε πόσο 
πλήρωσε ο έμπορος για να αγοράσει το καθένα από τα ραδιόφωνα Α και Β. 
 
Λύση 
Έστω ότι ο έμπορος αγόρασε x  ευρώ το ραδιόφωνο Α. Τότε η τιμή αγοράς του 

ραδιοφώνου Β ήταν 200 x−  ευρώ. Τότε το ραδιόφωνο Α πουλήθηκε 25 125
100 100

x xx + =  

ευρώ, ενώ το ραδιόφωνο Β πουλήθηκε ( ) 150200
100

x− ⋅  ευρώ. Συνολικά τα δύο 

ραδιόφωνα πουλήθηκαν 140200
100
⋅  ευρώ, δηλαδή 280 ευρώ. 

Σύμφωνα με τα δεδομένα του προβλήματος προκύπτει η εξίσωση                          

( )125 150 140200 200 12,5 15 3000 2800
100 100 100

2,5 200 80.

x x x x

x x

+ − ⋅ = ⋅ ⇔ − + =

⇔ = ⇔ =
 

Άρα ο έμπορος αγόρασε 80 ευρώ το ραδιόφωνο Α και 200 80 120− =  ευρώ το 
ραδιόφωνο Β. 
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Πρόβλημα 3 
Χωρίς την εκτέλεση διαιρέσεων αριθμητή με παρανομαστή, να βρείτε τον 
μεγαλύτερο και τον μικρότερο από τους παρακάτω αριθμούς: 

1003 1007 1009 997 1011 999 1001 1005, , , , , , ,
2015 2019 2021 2009 2023 2011 2013 2017

. 

Λύση 
Παρατηρούμε ότι σε όλα τα δεδομένα κλάσματα  την  ίδια διαφορά: 

(Παρανομαστής) -  (Αριθμητής) = 1012. 
Έτσι γράφουμε: 

1003 1012 1007 1012 1009 1012 997 10121 , 1 , 1 , 1
2015 2015 2019 2019 2021 2021 2009 2009
1011 1012 999 1012 1001 1012 1005 10121 , 1 , 1 , 1
2023 2023 2011 2011 2013 2013 2017 2017

= − = − = − = −

= − = − = − = −
 

Γνωρίζουμε ότι μεταξύ ρητών αριθμών με τον ίδιο αριθμητή, μεγαλύτερος είναι 
αυτός που έχει μικρότερο παρανομαστή, οπότε έχουμε:

                                                                
1012 1012 1012 1012 1012 1012 1012 1012
2009 2011 2013 2015 2017 2019 2021 2023

> > > > > > >

 Άρα έχουμε:                                                                          

 
1012 1012 1012 1012 1012 1012 1012 10121 1 1 1 1 1 1 1 ,
2009 2011 2013 2015 2017 2019 2021 2023

− < − < − < − < − < − < − < −  

οπότε ο αριθμός 1011
2023  

είναι ο μεγαλύτερος  από τους δεδομένους ρητούς αριθμούς, 

ενώ ο  997
2009  

 είναι ο μικρότερος. 

 
Πρόβλημα 4  
Στο παρακάτω σχήμα το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ορθογώνιο ισοσκελές με ˆ 90Α =   και 
ΑΒ = ΑΓ . Το τρίγωνο ΑΓΔ είναι ισόπλευρο και το σημείο Ε είναι το μέσο της 
πλευρά ΒΓ.  
(α) Να αποδείξετε ότι η ευθεία ΔΕ είναι μεσοκάθετη του ευθύγραμμου τμήματος ΑΓ. 
(β) Βρείτε πόσων μοιρών είναι η  γωνία ˆΒ∆Ε . 

 
Σχήμα 1 

Λύση 
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Σχήμα 2 

 
(α) Επειδή το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ορθογώνιο και ισοσκελές θα έχει ˆ ˆ 45Β = Γ =  και η 
διάμεσός του ΑΕ είναι και ύψος του, οπότε το τρίγωνο ΑΕΓ είναι ορθογώνιο στο Ε 
με μία γωνία του 45 . Επομένως θα έχει ( )ˆ 180 90 45 45ΕΑΓ = − + =     , οπότε αυτό 
είναι ισοσκελές με ΕΑ = ΕΓ . 
Επιπλέον, από το ισόπλευρο τρίγωνο ΑΓΔ έχουμε ότι: ∆Α = ∆Γ . Επομένως τα 
σημεία Δ και Ε ισαπέχουν από τα άκρα Α και Γ του ευθύγραμμου τμήματος ΑΓ, 
οπότε η ευθεία ΔΕ είναι η μεσοκάθετη του ΑΓ. 
(β) Από το ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ και το ισόπλευρο τρίγωνο ΑΓΔ λαμβάνουμε τις 
ισότητες ΑΒ = ΑΓ = Α∆ , οπότε το τρίγωνο ΑΒΔ είναι ισοσκελές. Από το ισόπλευρο 
τρίγωνο ΑΓΔ έχουμε ˆ 60∆ΑΓ =  , οπότε ˆ ˆ ˆ 60 90 150∆ΑΒ = ∆ΑΓ +ΓΑΒ = + =   . 
Επειδή ΑΒΔ ισοσκελές τρίγωνο έπεται ότι:  

180 150ˆ ˆ 15
2
−

Α∆Β = ΑΒ∆ = =
 

 . 

Επειδή οι ευθείες ΑΒ και ΔΕ  είναι παράλληλες, ως κάθετες προς την ίδια ευθεία ΑΓ, 
που τις τέμνει η ευθεία ΒΔ, σχηματίζουν τις εντός εναλλάξ γωνίες του ίσες, οπότε: 

ˆ ˆ 15Β∆Ε = ΑΒ∆ =   
 
 

Γ΄ ΓΥΜΝΑΣΙΟΥ 
 

Πρόβλημα 1 

Να βρείτε την τιμή της παράστασης 
( )( )

4

2 2

1 6
131 3

x
x x

−
Α = −

+ −
, αν 

23
4

x
−

 = − 
 

.  

Λύση 
Έχουμε 

( )( )
( )( )
( )( )

2 24 2

22 2 2 2

1 11 6 6 1 6 ,
13 13 3 131 3 1 3

x xx x
xx x x x

+ −− −
Α = − = − = −

−+ − + −  
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οπότε για 
2 23 4 16

4 3 9
x

−
   = − = − =   
   

 λαμβάνουμε: 

2

2

22

16 2561 11 6 6 6 175 6 1699 81 13.2563 13 13 13 13 13 1316 33 819

x
x

  − − −  Α = − = − = − = − = =
−   −− 

 
 

 
2ος τρόπος 
Για όσους δεν γνωρίζουν την παραγοντοποίηση της διαφοράς δύο τετραγώνων, 
προτείνουμε την ακόλουθη λύση: 

Έχουμε 
2 23 4 16

4 3 9
x

−
   = − = − =   
   

, οπότε: 

4

2

2 2

2 2

2

16 256 256 81 811
6 69 81

256 81 256 24313 1316 161 3 81 819 9

65536 6561 58975
6 6 58975 6 175 6 16981 81

337 13337 13 13 13 337 13 13 13 13 1
8181 81

  ⋅ − ⋅− 
 Α = − = −

+ −           + −               
−

= − = − = − = − =
⋅ ⋅  

  
  

13.
3
=

 

 
 
Πρόβλημα 2 
Το πλήθος των μαθητών σε ένα Γυμνάσιο είναι τουλάχιστον 170 και το πολύ 230. Αν 

γνωρίζουμε ότι ακριβώς το 4% των μαθητών παίζουν βιολί και ότι το 1
3

 από αυτούς 

που παίζουν βιολί, παίζει και πιάνο, να βρείτε το πλήθος των μαθητών του 
Γυμνασίου. 
 
Λύση 
Έστω n το πλήθος των μαθητών του Γυμνασίου. Τότε το πλήθος των μαθητών που παίζει 

βιολί είναι 
4

100
n

. Το πλήθος των μαθητών που παίζει  και βιολί και πιάνο είναι      

1 4 4
3 100 300 75

n n n
⋅ = = . 

Επειδή ο αριθμός των μαθητών του Γυμνασίου είναι θετικός ακέραιος, πρέπει ο αριθμητής n  
να είναι πολλαπλάσιο του παρανομαστή, δηλαδή πρέπει 75 ,n k= όπου k  θετικός ακέραιος.. 
Έτσι, από την υπόθεση170 230n≤ ≤ , έχουμε: 

170 230 20 5170 75 230 2 3 3.
75 75 75 75

n k k k k≤ = ≤ ⇔ ≤ ≤ ⇔ + ≤ ≤ + ⇔ =  

Επομένως έχουμε  75 3 225n = ⋅ =  μαθητές. 
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Πρόβλημα 3 
Δίνεται ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ  πλευρά α . Προεκτείνουμε την πλευρά ΑΓ κατά 

τμήμα 
2
α

Γ∆ =  και στη συνέχεια προεκτείνουμε την πλευρά ΒΓ  κατά τμήμα 

ΓΖ = Α∆ . Αν ( )Ε ΑΒ∆  και ( )Ε ΑΒ∆Ζ  είναι το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒ∆  και του 

τετραπλεύρου ΑΒ∆Ζ , αντίστοιχα, να βρείτε το λόγο  ( )
( )
Ε ΑΒ∆
Ε ΑΒ∆Ζ

. 

Λύση 

Το τρίγωνο ΑΒΔ έχει βάση 3
2
α

Α∆ =  και ύψος      

                                        
2 2

2 3 3 .
2 4 2
α α αα  ΒΘ = ΑΗ = − = = 
 

 

Άρα είναι:      

( )
21 1 3 3 3 3 .

2 2 2 2 8
α α α

Ε ΑΒ∆ = ⋅Α∆ ⋅ΒΘ = ⋅ ⋅ =  

 
Σχήμα 3 

 
Για το τετράπλευρο ΑΒΔΖ έχουμε:   ( ) ( ) ( )Ε ΑΒ∆Ζ = Ε ΑΒΖ +Ε Β∆Ζ . 

Στο τρίγωνο ΑΒΖ έχουμε βάση 3 5
2 2
α ααΒΖ = + =  και ύψος 3

2
α

ΑΗ = , οπότε έχει 

εμβαδό  

( )
21 5 3 5 3

2 2 2 8
α α α

Ε ΑΒΖ = ⋅ ⋅ = . 

Στο τρίγωνο ΒΔΖ έχουμε βάση 5
2
α

ΒΖ =  και ύψος ΔΕ το οποίο μπορεί να 

υπολογιστεί από τα όμοια ορθογώνια τρίγωνα ΑΗΓ και ΓΕΔ ως εξής: 
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1 32
2 43

2

α
α

αα
Ε∆ Γ∆ Ε∆

= ⇔ = = ⇔ Ε∆ =
ΑΗ ΑΓ

. 

Διαφορετικά, μπορούμε να έχουμε:  3 360 .
2 2 4
α αηµΕ∆ = Γ∆ = ⋅ =  

Άρα έχουμε:   

( )
21 5 3 5 3

2 2 4 16
α α α

Ε Β∆Ζ = ⋅ ⋅ = . 

Επομένως έχουμε:                                            

( ) ( ) ( )
2 2 25 3 5 3 15 3

8 16 16
α α α

Ε ΑΒ∆Ζ = Ε ΑΒΖ +Ε Β∆Ζ = + = , 

οπότε θα είναι  

( )
( )

2

2

2 2

3 3
6 3 28 .

515 3 15 3
16

α
α

α α
Ε ΑΒ∆

= = =
Ε ΑΒ∆Ζ

 

 
2ος τρόπος 

Έστω Ε(ΑΒΓ) = Ε. Τότε Ε(ΒΓΔ) = 
2
Ε , γιατί έχει το ίδιο ύψος ΒΘ με το τρίγωνο ΑΒΓ 

και βάση ΓΔ = 
2
α . Άρα είναι:  

                                     Ε(ΑΒΔ)=Ε(ΑΒΓ) + Ε(ΒΓΔ) = 3
2
Ε . 

Ακόμα έχουμε: Ε(ΑΓΖ) = 3
2
Ε ,  γιατί έχει το ίδιο ύψος ΑΗ με το τρίγωνο ΑΒΓ και 

βάση ΓΖ = 3
2
α . Τέλος έχουμε Ε(ΓΔΖ) = 3

4
Ε ,  γιατί έχει το ίδιο ύψος ΔΕ με το 

τρίγωνο ΒΓΔ και βάση ΓΖ = 3
2
α . Έτσι έχουμε: 

3 3 15( )
2 2 4 4
Ε Ε Ε Ε

Ε ΑΒ∆Ζ = Ε+ + + =  

και επομένως 
( )
( )

3 / 2 2 .
15 / 4 5

Ε ΑΒ∆ Ε
= =

Ε ΑΒ∆Ζ Ε
 

                                               
Πρόβλημα 4 
Ένα διαμάντι Δ κόβεται σε δύο κομμάτια 1∆  και 2∆  με βάρη ( ) ( )1 2καιβ β∆ ∆ , 

αντίστοιχα, και λόγο βαρών ( )
( )

1

2

3
7

β
β

∆
=

∆
. Δίνεται ότι η αξία ενός διαμαντιού είναι 

ευθέως ανάλογη προς το τετράγωνο του βάρους του.  
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Να προσδιορίσετε πόσο επί τις εκατό μειώθηκε η αξία του διαμαντιού Δ μετά την 
κοπή του στα δύο κομμάτια 1∆  και 2∆ . 

Λύση 
Έστω ( ) ( ) ( )1 2, καια α α∆ ∆ ∆  η αξία των διαμαντιών 1 2, και ,∆ ∆ ∆  αντίστοιχα. 

Τότε έχουμε 
( )
( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2
2 2 2

1 2

2 2 2
1 1 2 2, ,

α α α
λ

β β β

α λβ α λβ α λβ

∆ ∆ ∆
= = =

∆ ∆ ∆

⇒ ∆ = ∆ ∆ = ∆ ∆ = ∆

 

Άρα έχουμε               

        ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )

2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2

2 2 2 2

α α λβ λβ β β β β
α λβ β β β

∆ + ∆ ∆ + ∆ ∆ + ∆ ∆ ∆
= = = +

∆ ∆ ∆ ∆ ∆
  (1) 

Όμως από την υπόθεση έχουμε: 
( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 1 2

2

3
7 3 7 3 7 10

β β β β β β
β

∆ ∆ ∆ ∆ + ∆ ∆
= ⇒ = = =

∆ +
 

                                     ( )
( )

( )
( )

1 23 7,
10 10

β β
β β
∆ ∆

⇒ = =
∆ ∆

                                   (2) 

Από τις (1) και (2) λαμβάνουμε 

          ( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

2 22 2
1 2 1 2 1

2 2
9 49 58 .

100 100 100
α α β β β β

α β ββ β

   ∆ + ∆ ∆ ∆ ∆ ∆
= + = + = + =      ∆ ∆ ∆∆ ∆    

 

Επομένως η αξία των δύο κομματιών του διαμαντιού ισούται με το 58% της αρχικής 
αξίας του, δηλαδή η αξία του μειώθηκε κατά 100-58 = 42%. 
 
2ος τρόπος 

Επειδή  στον πρώτο τρόπο διαπιστώνουμε στη σχέση (1) ότι ο λόγος ( ) ( )
( )

1 2α α
α

∆ + ∆
∆

 

εξαρτάται από τους λόγους των βαρών ( )
( )

( )
( )

1 2και
β β
β β
∆ ∆
∆ ∆

, μπορούμε, χωρίς απώλεια 

της γενικότητας, να υποθέσουμε ότι ( )1 3β ∆ =  και  ( )1 7β ∆ =  με ( ) 10β ∆ = . 
Έτσι, αν υποθέσουμε ότι η  αξία του τετραγώνου της μονάδας βάρους είναι 1, τότε  
έχουμε ότι ( ) ( )2 2

1 23 9 και 7 49α α∆ = = ∆ = = και ( ) 210 100α ∆ = = . Επομένως η 

μείωση της αξίας του διαμαντιού είναι ( )100 9 49 42− + = , δηλαδή σε ποσοστό 42%. 
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Α΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 
 

Πρόβλημα 1 
Να βρείτε την τιμή της αριθμητικής παράστασης: 

        
( )( )

( ) ( )

2 23 3 3 3

22 2 2 2 22

4 2014 2014 3 5 2014 12015 2013 2016 2012 18 2014
2014 4029 2014 4027 5 2014 1 4 2014

⋅ ⋅ + ⋅ ++ + − ⋅
Α = + −

+ + ⋅ + − ⋅
. 

Λύση 
Επειδή οι εμφανιζόμενες πράξεις είναι πολλές και χρονοβόρες, προσπαθούμε με κατάλληλη 
αντικατάσταση, να μετασχηματίσουμε την αριθμητική παράσταση σε αλγεβρική. Η 
παράσταση που προκύπτει μετά την απλοποίησή της οδηγεί τελικά σε απλό υπολογισμό της 
δεδομένης αριθμητικής παράστασης. Έτσι, αν θέσουμε 2014,x =  η παράσταση γίνεται: 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( )( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
( )( )

( ) ( )
( )( )

( )

3 3 3 3 2 2

2 2 2 22 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2
2

2 2 2 2

2 2
2

4 3 5 11 1 2 2 18
2 1 2 1 5 1 4

2 3 2 3 4 3 5 1
5 4 1 5 4 1 5 4 1 5 4 1

2 5 11 12 3
5 4 1 5 4 1 5 4 1 5 4 1

5 4 1 5 42 3

x x xx x x x x
x x x x x x

x x x x x x x
x x x x x x x x

x
x x

x x x x x x x x

x x x xx x

+ ++ + − + + − −
Α = + −

+ + + − + −

+ + + +
= + −

+ + − + + + − +

 +
 = + + −

+ + − + + + − +  

− + + +
= +

( )( ) ( )
2

2
2 2

1 10 2 2 3 0 0.
5 4 1 5 4 1

x x x
x x x x

 + − − = + ⋅ =
 + + − + 

 

 Άρα είναι  
( )( )

( ) ( )

2 23 3 3 3

22 2 2 2 22

4 2014 2014 3 5 2014 12015 2013 2016 2012 18 2014 0
2014 4029 2014 4027 5 2014 1 4 2014

⋅ ⋅ + ⋅ ++ − − ⋅
Α = + − =

+ + ⋅ + − ⋅
 

 
Πρόβλημα 2 
Ένα βιβλίο μαθηματικών κυκλοφορεί σε 2 τόμους Α και Β. 100 αντίτυπα του τόμου 
Α και 120 αντίτυπα του τόμου Β κοστίζουν συνολικά 4000 ευρώ. Ένα βιβλιοπωλείο 
πούλησε 50 αντίτυπα του τόμου Α με έκπτωση 10% και 60 αντίτυπα του τόμου Β με 
έκπτωση 20% και εισέπραξε συνολικά 1680 ευρώ. Να προσδιορίσετε την τιμή 
πώλησης του ενός βιβλίου από κάθε τόμο. 
 
Λύση 
Έστω ότι η τιμή πώλησης του τόμου Α είναι x  ευρώ και τόμου Β είναι y  ευρώ. Από 
τα δεδομένα του προβλήματος προκύπτουν οι εξισώσεις: 

                       100 120 4000 5 6 200x y x y+ = ⇔ + =                            (1) 

                        90 8050 60 1680 45 48 1680
100 100

x y x y⋅ + ⋅ = ⇔ + =            (2) 

Έτσι έχουμε το σύστημα 
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5 6 200 45 54 1800 6 120
45 48 1680 45 48 1680 45 48 1680

20 20
.1680 48 16

45

x y x y y
x y x y x y

y y
y xx

+ = + = =     
⇔ ⇔     + = + = + =     

=  =  ⇔ ⇔−   ==    

 

Άρα η τιμή πώλησης του τόμου Α ήταν 16 ευρώ και του τόμου Β ήταν 20 ευρώ.     
 
Πρόβλημα 3 
Δίνονται οι παραστάσεις: 

( )22 2x y xyΑ = + +   και    ( )22 2 4 42 2x y xy x y Β = + + + +  
, 

όπου ,x y  είναι ρητοί. 
(α) Να γράψετε την παράσταση Α ως πολυώνυμο των μεταβλητών ,x y  διατεταγμένο 
ως προς τις φθίνουσες δυνάμεις του x . 
(β) Να αποδείξετε ότι ο αριθμός Β  είναι ρητός για οποιαδήποτε τιμή των ρητών 
αριθμών ,x y .                            

Λύση 
(α) Έχουμε 

( ) ( )( )22 2 2 2 2 2

4 4 2 2 2 2 3 3

4 3 2 2 3 4

2 2 2
2 3 2 .

x y xy x y xy x y xy

x y x y x y x y xy
x x y x y xy y

Α = + + = + + + +

= + + + + +

= + + + +  
Διαφορετικά μπορούμε να έχουμε: 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 22 2 2 2 2 2

4 4 2 2 2 2 3 3

4 3 2 2 3 4

2

2 2 2
2 3 2 .

x y xy x y xy x y xy

x y x y x y x y xy
x x y x y xy y

Α = + + = + + + +

= + + + + +

= + + + +

 

(β) Έχουμε, όπως στο προηγούμενο ερώτημα, ότι:     

( )22 2 4 3 2 2 3 42 4 6 4 ,x y xy x x y x y xy y+ + = + + + +

  ( )
( )

( )

22 2 4 4 4 3 2 2 3 4 4 4

4 3 2 2 3 4 4 3 2 2 3 4

22 2

2 2 2 4 6 4

2 2 4 6 4 2 4 2 3 2

4 ,

x y xy x y x x y x y xy y x y

x x y x y xy y x x y x y xy y

x y xy

   Β = + + + + = + + + + + +   
 = + + + + = + + + + 

= + +
  

όπου στην τελευταία σχέση χρησιμοποιήσαμε το αποτέλεσμα του ερωτήματος (α)
 

Άρα έχουμε 

( ) ( )2 2 2 2B 2 2 ,x xy y x xy y= + + = + + ∈  

αφού οι αριθμοί ,x y είναι ρητοί και 
2 2

2 2 3 0.
2 4
y yx xy y x + + = + + ≥ 

 
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Πρόβλημα 4 
Θεωρούμε τετράπλευρο ABCD με τη γωνία ˆ 100A = και ˆ 40 .D =  Αν DB είναι 
διχοτόμος της γωνίας ˆCDAκαι DB DC= , να υπολογισθεί το μέτρο της γωνίας ˆCAB . 
 
Λύση 
Εφόσον η DB είναι διχοτόμος της γωνίας ˆCDA , θα έχουμε ότι ˆ ˆ 20CDB BDA= =    και 
από το ισοσκελές τρίγωνο DBC θα έχουμε ότι ˆˆ 80DBC DCB= = °  και επιπλέον 
έχουμε ότι ( )ˆ 180 - 100 20 =60DBA = +    . Αν τώρα φέρουμε τις προβολές BK και BL, 

αφού το Β είναι σημείο της διχοτόμου, θα έχουμε ότι  = BK BL  και ˆ 80BAK =  , 
οπότε τα ορθογώνια τρίγωνα BAK και BLC είναι ίσα, που σημαίνει ότι BA = BC. 
Επομένως,  από το ισοσκελές τρίγωνο BAC παίρνουμε ότι:  ˆ 20CAB =  . 
 
 
 

 
Σχήμα 4 

 
 

Β΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 
 

Πρόβλημα 1 
Έστω k  ένας  ακέραιος και x  ένας θετικός πραγματικός αριθμός. Να συγκριθούν οι αριθμοί:       

                                              1

1
1

k

k

x
x +

+
Α =

+
 και  

1

2

1
1

k

k

x
x

+

+

+
Β =

+
.                                                    

 
Λύση (1ος τρόπος) 
Θεωρούμε τη διαφορά των δύο αριθμών και έχουμε: 
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( )( ) ( )
( )( )

( )( ) ( )( )
( )

( )( )

22 11

1 2 1 2

22 1 2 1

1 2 1 2 1 2

1 1 11 1B
1 1 1 1

11 2 1 2 ,
1 1 1 1 1 1

k k kk k

k k k k

kk k k k k k

k k k k k k

x x xx x
x x x x

x xx x x x x x
x x x x x x

+ ++

+ + + +

+ + + +

+ + + + + +

+ + − ++ +
Α− = − =

+ + + +

−+ + − − + −
= = =

+ + + + + +

 

οπότε, αφού 0x >  και k  ακέραιος, έχουμε: 
0, αν 1 , αν 1
0, αν 0 1 ,αν 0 1

x x
x x
= Α = Β =   

Α−Β = ⇔   > < ≠ Α > Β < ≠   
. 

 
2ος τρόπος 
Έχουμε ότι 

2 2 2 2

1 2 1 2

2 1 2

1 2 1 2

( 1)( 1) 1
( 1) ( 1)

2 ( 1)1 1 1.
( 1) ( 1)

k k k k k

k k

k k k k

k k

x x x x x
x x

x x x x x
x x

+ + +

+ +

+ +

+ +

Α + + + + +
= =

Β + +

+ − −
= + = + ≥

+ +
 

Η ισότητα στην τελευταία ισχύει, αν,  και μόνο αν,  1x = . 
Επομένως έχουμε ότι: 

,Α = Β  αν 1x =  και A B> , αν 0 1x< ≠ . 
    
Πρόβλημα 2 
Να προσδιορίσετε όλα τα ζεύγη ακεραίων ( ),x y  που είναι λύσεις της εξίσωσης: 

2 22 10 13 2 5x xy y x y− + + − =  
Λύση 
Η εξίσωση γράφεται στη μορφή 
                                          2 22 10 13 5 2x xy y x y− + = − −                              (1) 

Η παράσταση του πρώτου μέλους γράφεται:                                           
22 2 2

2 2 2 225 25 52 10 13 2 5 13 2 0,
4 2 2 2
y y y yx xy y x xy y x

   − + = − + + − = − + ≥   
  

 

όπου η  ισότητα ισχύει αν, και μόνον αν: 5 0 0
2
yx y x y− = = ⇔ = = .  

Επομένως για το δεύτερο μέλος της εξίσωσης (1) πρέπει να ισχύει: 

{ }55 2 0 0,1,2 ,
2

x y x y x y− − ≥ ⇔ − ≤ ⇔ − ∈  

οπότε έχουμε τις περιπτώσεις: 
1. 0x y x y− = ⇔ = . Τότε η εξίσωση γίνεται:      

2 2 2 22 10 13 5 1 1 ή 1,x x x x x x− + = ⇔ = ⇔ = − =  

    οπότε προκύπτουν οι λύσεις: ( ) ( ) ( ) ( ), 1, 1 ή , 1, 1x y x y= − − = . 

2. 1 1 ή 1 1 ή 1x y x y x y x y x y− = ⇔ − = − = − ⇔ = + = − .  

Για 1x y= ±  η εξίσωση γίνεται: ( ) ( )2 22 1 10 1 13 3y y y y± − ± + =  
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 25 6 1 0y y⇔ − = , η οποία δεν έχει ακέραιες λύσεις αφού η διακρίνουσα 
της είναι 56∆ =  

3. 2 2 ή 2 2 ή 2x y x y x y x y x y− = ⇔ − = − = − ⇔ = + = − .  

Για 2x y= +  η εξίσωση γίνεται: ( ) ( )2 22 2 10 2 13 1y y y y+ − + + =  
25 12 7 0y y⇔ − + = , η οποία έχει ακέραιες λύσεις αφού η διακρίνουσα της 

είναι 4∆ =  και έχει ρίζες 12 2 71 ή .
10 5

y y y±
= ⇔ = =   

Άρα προκύπτει η λύση ( ) ( ), 3,1x y =  

Για 2x y= −  η εξίσωση γίνεται: ( ) ( )2 22 2 10 2 13 1y y y y− − − + =  
25 12 7 0y y⇔ + + = , η οποία έχει ακέραιες λύσεις αφού η διακρίνουσα της 

είναι 4∆ =  και έχει ρίζες 12 2 71 ή .
10 5

y y y− ±
= ⇔ = − = −   

Άρα προκύπτει η λύση ( ) ( ), 3, 1x y = − − . 

Επομένως η εξίσωση έχει τις λύσεις: ( ) ( ) ( ) ( )1, 1 , 1,1 , 3,1 , 3, 1− − − − . 

 
 
Πρόβλημα 3 
Δίνεται οξυγώνιο τρίγωνο ABC  (με AB AC BC< < ) εγγεγραμμένο σε κύκλο )c(  
(με κέντρο O  και ακτίνα R ) και έστω D, E  τα αντιδιαμετρικά σημεία των B, C , 
αντίστοιχα (ως προς τον κύκλο )c( ). Ο κύκλος )c( 1  (με κέντρο A  και ακτίνα AE ), 
τέμνει την AC  στο σημείο K . Ο κύκλος )c( 2  (με κέντρο Α και ακτίνα AD ), τέμνει 
την προέκταση της AB  (προς το μέρος του Α) στο σημείο L . Να αποδείξετε ότι οι 
ευθείες EK  και DL  τέμνονται πάνω στο κύκλο )c( .     
 
Λύση 
Έστω Μ  το σημείο τομής της DL με τον κύκλο )c(  θα αποδείξουμε ότι τα σημεία E, 
K, M  βρίσκονται επάνω στον ίδια ευθεία. 
Η γωνία ˆEAC   είναι ορθή, διότι βαίνει στη διάμετρο EC του κύκλου )c( . Το 
τρίγωνο AEK είναι ισοσκελές (διότι AE, AK είναι ακτίνες του κύκλου )c( 1 ). Άρα:         
                                                       ˆ ˆAEK AKE 45= =  .                                       (1) 
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Σχήμα 5 
Η γωνία ˆBAD  είναι ορθή, γιατί βαίνει στη διάμετρο BD του κύκλου )c( , οπότε και 
η γωνία ˆDAL  είναι ορθή. Το τρίγωνο ADL είναι ισοσκελές (διότι AD, AL είναι 
ακτίνες του κύκλου )c( 2 ). Άρα έχουμε 
                                                       ˆ ˆADL ALD 45= =  .                                       (2) 
Οι γωνίες ˆ ˆADM=ADL  και ˆAEM  είναι ίσες, γιατί είναι εγγεγραμμένες στο κύκλο 

)c(  και βαίνουν στο τόξο AM , δηλαδή  
                                                          ˆ ˆAEM ADL=                                               (3) 
Άρα από τις σχέσεις (1), (2) και (3) προκύπτει η ισότητα ˆ ˆAEK AEM 45= =  , οπότε 
τα σημεία Ε, Κ, Μ είναι συνευθειακά. 
 
Πρόβλημα 4 
Σε έναν διαγωνισμό που η μέγιστη δυνατή βαθμολογία ήταν 100 έλαβαν μέρος x  
μαθητές. Οκτώ μαθητές πήραν βαθμό 100, ενώ όλοι οι υπόλοιποι πήραν βαθμό 
μεγαλύτερο ή ίσο του 70. Αν ο μέσος όρος των βαθμών των μαθητών ήταν 78, να 
βρεθεί η ελάχιστη δυνατή τιμή του πλήθους των μαθητών.  

Λύση 
Για το άθροισμα των βαθμών όλων των μαθητών έχουμε τη σχέση 

                    ( )8 100 8 70 70 240x xx xΣ ≥ ⋅ + − ⋅ ⇔ Σ ≥ + ,                  (1) 

οπότε για το μέσο όρο των βαθμών έχουμε: 

                            70 240 240. . 70x x
x x x
Σ +

ΜΟ = ≥ = +  .                       (2) 

Έχοντας υπόψη ότι ο μέσος όρος της βαθμολογίας των μαθητών είναι 78, αν 
υποθέσουμε ότι  ισχύει 30x < , τότε από τη σχέση (2) λαμβάνουμε:            

                           
240 240. . 70 70 78,

30
x

x x
Σ

ΜΟ = ≥ + > + =
                   

(3) 

που είναι αντίθετο προς την υπόθεση ότι ο μέσος όρος των βαθμών είναι 78. 
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Επομένως δεν είναι δυνατόν να ισχύει ότι 30,x <  οπότε πρέπει να είναι 30x ≥ .  
Παρατηρούμε ότι για 30x = , έχουμε την περίπτωση                                     

( )30 8 100 30 8 70 30 70 8 30. . 70 8 78
30 30 30

⋅ + − ⋅Σ ⋅ + ⋅
Μ Ο = = = = + = , 

οπότε η ελάχιστη δυνατή τιμή του x  είναι 30. 
 

Γ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 
 

Πρόβλημα 1 
Δίνεται η παραβολή με εξίσωση ( )2 3 5 186,y x xα α= − − + ∈ . Να προσδιορίσετε 
τις τιμές του α  για τις οποίες η παραβολή τέμνει τον άξονα των x  σε δύο σημεία 
διαφορετικά μεταξύ τους με ακέραιες συντεταγμένες. 
 
Λύση 
Τα σημεία τομής της παραβολής ( )2 3 5 186,y x xα α= − − + ∈ με τον άξονα των x  

είναι της μορφής ( ) ( )1 1 2 2,0 και ,0 ,x xΑ Α  όπου 1 2,x x  είναι οι ρίζες της εξίσωσης: 

( )2 3 5 186 0, .x xα α− − + = ∈  
Άρα έχουμε:  

                                             1 2

1 2

3 5, (1)
186 (2)

x x a
x x
+ = −
=

. 

Επειδή πρέπει οι ρίζες 1x  και 2x  να είναι ακέραιοι αριθμοί, σύμφωνα με την υπόθεση 
διαφορετικοί μεταξύ τους, έστω 1 2x x< , από την εξίσωση (2), έχουμε ότι οι 1x , 2x  
πρέπει να είναι ομόσημοι ακέραιοι με γινόμενο 186 2 3 31= ⋅ ⋅ . Άρα έχουμε τα εξής 
δυνατά ζεύγη: 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 2, 1,186 , 2,93 , 3,62 , 6,31 , 1, 186 , 2, 93 , 3, 62 , 6, 31x x ∈ − − − − − − − −  

Από την εξίσωση (1) προκύπτει ότι: 1 2 5
3

x xα + +
= , οπότε οι δυνατές τιμές για την 

παράμετρο α ∈  είναι οι εξής:  100 70 182 3264, , ,14, , 30, 20, .
3 3 3 3

− − − −  

 
Πρόβλημα 2 
Να λυθεί στους πραγματικούς αριθμούς το σύστημα :      

                                                 
4 2 2 4

2 2

91
13

x x y y
x xy y

 + + = 
 

+ + =             
 

 
Λύση (1ος τρόπος) 
Προσθέτοντας και αφαιρώντας το 2 2x y  η πρώτη εξίσωση γίνεται: 

          ( ) ( )( )24 2 2 4 2 2 2 2 2 2 2 2 2 22x x y y x y x y x y x y xy x y xy+ + − = + − = + + + −               

Επομένως, έχουμε 7
13
9122 ==−+ xyyx . Προσθέτοντας τώρα αυτή και τη δεύτερη 

εξίσωση του συστήματος, βρίσκουμε ότι:  ( )2 2 2 22 20 10x y x y+ = ⇔ + = , οπότε 
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3xy =  από τη δεύτερη εξίσωση του συστήματος. Έτσι καταλήγουμε στο ισοδύναμο 
σύστημα: 

2 2 2 210 10
3 2 6

x y x y
xy xy

   + = + =
⇔   

= =   
,  

από το οποίο με πρόσθεση και αφαίρεση των δύο εξισώσεων κατά μέλη, λαμβάνουμε  
( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

22 2

2 2 2

16 42 16
22 4 4

4 4 4 4
ή ή ή

2 2 2 2

, 3,1 ή , 1, 3 ή , 1, 3 ή , 3, 1 .

x y x yx y xy
x yx y xy x y

x y x y x y x y
x y x y x y x y
x y x y x y x y

 + = + = ± + + =   ⇔ ⇔     − = ±+ + = − =      
+ = + = − + = + = −       

⇔        − = − = − = − − = −       
⇔ = = − − = = − −

 

 
2ος τρόπος 
Έχουμε 

( ) ( )2 24 2 2 4 2 2

2 2 2 2

91 91
,

13 13

x x y y x y xy
x xy y x xy y

  + + = + − =   ⇔   
+ + =    + + = 

 

οπότε, αν θέσουμε 2 2 καιx y xyϕ ω= + = , λαμβάνουμε το σύστημα              

( )( )2 2

2 2

9191
1313

7 10 10
.

13 3 3
x y

xy

ϕ ω ϕ ωϕ ω
ϕ ωϕ ω

ϕ ω ϕ
ϕ ω ω

   + − = − =
⇔   

+ =+ =   
− = =  + =   

⇔ ⇔ ⇔     + = = =     

 

Στη συνέχεια εργαζόμαστε, όπως στον πρώτο τρόπο. 
 
Πρόβλημα 3 
Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ  (με ΒΓΑΓΑΒ << εγγεγραμμένο σε κύκλο )R,O(C . Η 
διχοτόμος Β∆  τέμνει τον κύκλο )R,O(C , στο σημείο Z . Έστω Ε  τυχόν σημείο 
του τμήματος ∆Γ . Η ευθεία ΒΕ  τέμνει τον κύκλο )R,O(C  στο σημείο Η . Οι 
ευθείες ΑΓ  και ΖΗ  τέμνονται στο σημείο Θ . Επίσης, η ευθεία ΖΕ  τέμνει τον 
κύκλο στο σημείο Κ . Να αποδείξετε ότι τα τετράπλευρα Β∆ΗΘ , Β∆ΕΚ  και  
∆ΖΘΚ  είναι εγγράψιμα. 
 
Λύση 
Η γωνία 1Η̂  είναι εγγεγραμμένη στον κύκλο )R,O(C  και βαίνει στο τόξοΒΖ . 
Άρα: 

2
ˆˆˆ

1
ΒΓΗ += . 

Η γωνία 1∆̂   είναι εξωτερική του τριγώνου Α∆Ζ . Άρα: 

ΓΒΒΖΑΖΑ∆∆ ˆ
2
ˆˆˆˆ

1 +=+= . 
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Σχήμα 6 

 
Από την ισότητα των γωνιών 11

ˆˆ ∆Η = , προκύπτει η ισότητα των 
παραπληρωματικών τους γωνιών και από εκεί ότι το τετράπλευρο Β∆ΗΘ  είναι 
εγγράψιμο. 
Από το εγγεγραμμένο τετράπλευρο ΒΚΗΖ  έχουμε: 11

ˆˆ ΚΗ = , η οποία σε 

συνδυασμό με την ισότητα 11
ˆˆ ∆Η = , μας δίνει την εγγραψιμότητα του 

τετραπλεύρου Β∆ΕΚ . 
Από το εγγράψιμο Β∆ΕΚ  έχουμε: 12

ˆˆ ΒΚ = .Από το εγγράψιμο Β∆ΗΘ  έχουμε: 

11
ˆˆ ΒΘ = .  Άρα είναι:  12

ˆˆ ΘΚ = . 
Επομένως και το τετράπλευρο ∆ΖΘΚ  είναι εγγράψιμο. 
 
Πρόβλημα 4 
Να βρείτε όλους τους φυσικούς αριθμούς n , που έχουν ακριβώς τέσσερις θετικούς 
διαιρέτες 1 2 3 4d d d d< < <  και ικανοποιούν τη σχέση: 

1 2 3 4 640d d d d+ + + = . 
Λύση 
Για τους τέσσερις διαιρέτες ισχύουν οι σχέσεις 

1 1d = , 4d n=   και  2 3d d n⋅ = . 
Επομένως, έχουμε                                                

( )( ) ( )( )
1 2 3 4 2 3 2 3

7
2 3 2 3

640 1 640

1 1 640 1 1 2 5

d d d d d d d d
d d d d

+ + + = ⇔ + + + =

⇔ + + = ⇔ + + = ⋅
 

Αλλά 1 2 3 4 2 31 2 1 1d d d d d d= < < < ⇒ < + < +   και επειδή οι d2 και d3 είναι ακέραιοι 
αριθμοί, διακρίνουμε τις περιπτώσεις: 
• 2 3 2 31 4,1 160 3, 159 3 53d d d d+ = + = ⇔ = = = ⋅ , απορρίπτονται, αφού ο 3 159n = ⋅  

έχει και άλλους διαιρέτες. 
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• 2 3 2 31 5,1 128 4, 127d d d d+ = + = ⇔ = = , απορρίπτονται, αφού ο 4 127n = ⋅ έχει 
και άλλους διαιρέτες. 

• 2 3 2 31 8,1 80 7, 79d d d d+ = + = ⇔ = = , οπότε είναι 7 79 553n = ⋅ =  
• 2 3 2 31 10,1 64 9, 63,d d d d+ = + = ⇔ = =  απορρίπτονται, αφού ο 9 63n = ⋅  έχει και 

άλλους διαιρέτες. 
• 2 3 2 31 16,1 40 15, 39,d d d d+ = + = ⇔ = =  απορρίπτονται, αφού ο 15 39n = ⋅  έχει 

και άλλους διαιρέτες. 
• 2 3 2 31 20,1 32 19, 31,d d d d+ = + = ⇔ = =  οπότε είναι 19 31 589n = ⋅ =  
Τελικά, οι αριθμοί  που ικανοποιούν τις αρχικές υποθέσεις είναι οι 553 και 589. 
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14 Νοεμβρίου 2015 
 

Ενδεικτικές λύσεις 
 

Β΄ ΓΥΜΝΑΣΙΟΥ 
 

Πρόβλημα 1  
Να υπολογίσετε την τιμή των αριθμητικών παραστάσεων: 

 
2

2 2 5 23 5
24 : 6 5 2 8 8 : 2 , 2 112 : 3 1

11 7
             

και να τις συγκρίνετε. 
Λύση   

   

2
2 2

5 2 2

3 9 9
24 : 6 5 2 8 8 : 2 24 : 6 25 2 8 8 : 4 4 25 16 2

11 11 11
9 9

15 15 .
11 11

5 5 5 5
2 112 : 3 1 32 112 : 3 1 144 : 9 1 16 1

7 7 7 7
5 5

15 15 .
7 7

                 

  

              

  

 

Έχουμε: 
9 5 9 5 9 5 63 55 8

15 15 15 15 0
11 7 11 7 11 7 77 77


            , 

οπότε θα είναι    . 
 

Πρόβλημα 2  
Ένα ορθογώνιο έχει μήκος 6 μέτρα και πλάτος 4 μέτρα    Αν αυξήσουμε το 
μήκος του κατά 20% και μειώσουμε το πλάτος του κατά 5%, να βρείτε πόσο επί τοις 
εκατό θα μεταβληθεί: 
(i) η περίμετρος του ορθογωνίου, (ii) το εμβαδό του ορθογωνίου. 
 
Λύση 

Η περίμετρος του ορθογωνίου είναι    2 2 6 4 20μέτρα        και το 

εμβαδό του είναι 6 4 24     τετραγωνικά μέτρα. 

Μετά την αύξηση το μήκος του ορθογωνίου θα γίνει 
20

6 6 6 1,2 7,2 μέτρα
100

     , 

ενώ το πλάτος του μετά τη μείωση θα γίνει 
5

4 4 4 0,2 3,8μέτρα.
100

      
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Έτσι έχουμε: 
(i) H περίμετρος του ορθογωνίου μετά την μεταβολή των διαστάσεων του θα γίνει 

      2 7, 2 3,8 2 11 22 μέτρα,       οπότε η αύξησή της είναι  

     22 20 2μέτρα     και η επί τοις εκατό αύξησή της είναι 

2 10

20 100

 
 


, δηλαδή 10%. 

(ii) Το εμβαδό του ορθογωνίου μετά την αύξηση των διαστάσεων θα γίνει θα γίνει 
      7, 2 3,8 27,36 τετρ.μέτρα,    οπότε η μεταβολή (αύξηση) του είναι 

      27,36 24 3,36 τετρ. μέτρα      και η επί τοις εκατό αύξηση του είναι 

3,36 14
0,14 ,

24 100

 
  


 δηλαδή 14%. 

 
Πρόβλημα 3. 

Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ = ΑΓ και ˆ 30   . Η μεσοκάθετη της 
πλευράς ΑΒ τέμνει την πλευρά ΑΒ στο σημείο Δ, την πλευρά ΑΓ στο σημείο Ε και 
την προέκταση της πλευράς ΒΓ στο σημείο Ζ. Να βρείτε πόσες μοίρες είναι οι γωνίες 

ˆ  και ˆ . 
 
Λύση 

 
Σχήμα 1 

Επειδή το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές με ίσες πλευρές ΑΒ = ΑΓ θα έχει τις 

απέναντι γωνίες τους ίσες, δηλαδή 
ˆ180 180 30ˆ ˆ 75

2 2

 
     

  
 . 

Επειδή το Ζ είναι σημείο της μεσοκάθετης της πλευράς ΑΒ θα απέχει ίσες 
αποστάσεις από τα σημεία Α και Β, δηλαδή είναι ΖΑ = ΖΒ. Επομένως το τρίγωνο 
ΑΒΖ είναι ισοσκελές και θα έχει τις γωνίες απέναντι των ίσων πλευρών του ίσες, 

δηλαδή ˆ ˆ ˆ 75       . Τότε θα είναι ˆ 180 2 75 30       . 
Η μεσοκάθετη ΖΔ της πλευράς ΑΒ του τριγώνου ΑΖΒ είναι και διχοτόμος της γωνίας 

του ˆ , οπότε θα είναι 
30ˆ 15
2

  


 .  

Διαφορετικά, από το ορθογώνιο τρίγωνο ΒΖΔ με ˆ 90   , έχουμε: 
ˆ ˆ90 90 75 15         . 

Για τη γωνία ˆ  έχουμε: ˆ ˆ ˆ 75 30 45        . 
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Πρόβλημα 4  
Να βρείτε τους διαδοχικούς θετικούς ακέραιους 1, , 1x x x  που είναι μικρότεροι του 
1000 και τέτοιοι ώστε ο x  είναι πολλαπλάσιο του 10, ο 1x   είναι πολλαπλάσιο του 
11 και ο 1x   είναι πολλαπλάσιο του 3.  
 
Λύση 
Παρατηρούμε ότι οι ακέραιοι 10, 1 11x x    είναι πολλαπλάσια των 10 και 11, 
αντίστοιχα. Επιπλέον ο 9 είναι πολλαπλάσιο του 3, οπότε η τριάδα 9,10,11 είναι μία 
λύση του προβλήματος.  
Στη συνέχεια παρατηρώ ότι  10,11 110,   οπότε για να βρω το επόμενο 

ζευγάρι θετικών ακέραιων που έχουν την ίδια ιδιότητα με τους 10 και 11 πρέπει να 
προσθέσω και στους δύο το 110 ή κάποιο πολλαπλάσιο του 110 μέχρι που να 
προκύψει ακέραιος μεγαλύτερος ή ίσος του 1000. Έτσι έχουμε τα ζευγάρια: 
 

120 230 340 450 560 670 780 890 
121 231 341 451 561 671 781 891 

  
Επομένως αρκεί να ελέγξουμε ποιοι από τους αριθμούς 119, 229, 339, 449, 559, 669, 
779, και 889 είναι πολλαπλάσια του 3. Τέτοιοι είναι οι αριθμοί 339 και 669, οπότε 
λαμβάνουμε  και τις λύσεις 339,340,341    και  669,670,671. 
 
Παρατήρηση. Μετά την εύρεση της πρώτης λύση 9,10,11, θα μπορούσαμε να 
παρατηρήσουμε ότι για να προκύψει μία αντίστοιχη τριάδα θα πρέπει να 
προσθέσουμε και στους τρεις ακέραιους ένα πολλαπλάσιο του  3,10,11 330  . 

Έτσι εύκολα προκύπτουν και οι άλλες δύο λύσεις του προβλήματος 339,340,341    
και  669,670,671. 
 
 

Γ΄ ΓΥΜΝΑΣΙΟΥ 
 

Πρόβλημα 1  

Να βρείτε την τιμή της παράστασης . 11 1 3 1

3 33 2 27


     


a
a


.

, αν 
4

2

3
a


   
 

  .  

Λύση 

Έχουμε 
4 4

2 3 81

3 2 16
a


          
   

 , οπότε θα είναι 1 16

81
a   και 

1

81
11 1 3 1 1 16 3 116

813 33 2 27 33 81 2 273
16

65
1 8 1 65 1 9 66 9 1 716 2 .

33 33 27 27 33 33 27 33 27 3 3
16




          
 

           

a
a

a
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Πρόβλημα 2ο 

 Να βρεθεί ο τριψήφιος θετικός ακέραιος 100 10      , αν δίνεται ότι το ψηφίο 
των δεκάδων του αριθμού διαιρείται με τον αριθμό 4, ενώ για τα ψηφία των μονάδων και των 

εκατοντάδων ισχύει ότι 
28 42

και  
 

 , όπου   θετικός ακέραιος αριθμός. 

Λύση 
Οι δυνατές τιμές του ψηφίου   των δεκάδων είναι:  0, 4, 8. 

Ο ακέραιος   πρέπει να είναι θετικός και κοινός διαιρέτης των 28 και 42, οπότε οι δυνατές 
τιμές του είναι: 1, 2,  7, 14.  Τότε οι αποδεκτές τιμές για το ψηφίο   είναι:  

4, για 7, 2, για 14.        

Οι αποδεκτές τιμές για το ψηφίο   είναι: 

6, για 7, 3, για 14.        

Επομένως έχουμε: 4, 6, για 7 και 2, 3, για 14.            

Άρα οι δυνατές τιμές του ακέραιου  είναι: 406, 446, 486, 203, 243, 283. 

 
Πρόβλημα 3  

Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ = ΑΓ και ˆ    . Η μεσοκάθετη της 
πλευράς ΑΒ τέμνει την πλευρά ΑΒ στο σημείο Δ, την πλευρά ΑΓ στο σημείο Ε και 
την προέκταση της πλευράς ΒΓ στο σημείο Ζ. Η κάθετη από το σημείο Β προς την 
πλευρά ΑΓ τέμνει την πλευρά ΑΓ στο σημείο Κ, το ευθύγραμμο τμήμα ΔΖ στο Λ  και 

το ευθύγραμμο τμήμα ΑΖ στο σημείο Μ. Αν είναι ˆ 36   , να αποδείξετε ότι:     
(α)  36   ,                     (β)  ΑΜ = ΓΖ,                      (γ)  ΒΛ = ΛΖ. 
 
Λύση 

 
Σχήμα 2 

(α) Επειδή το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές με ΑΒ = ΑΓ θα έχουμε:     
180ˆ ˆ

2


   



. 

Επειδή η ΔΖ είναι μεσοκάθετη της πλευράς ΑΒ, το τρίγωνο ΖΑΒ είναι ισοσκελές με 
ίσες πλευρές ΖΑ = ΖΒ, οπότε θα έχουμε: 

180ˆ ˆ ˆ36 36 3 108 36
2

   
           


   . 

(β) Επειδή στο τρίγωνο ΑΒΜ η ΑΚ είναι ύψος και διχοτόμος θα έχουμε 
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ˆ ˆ90 36 54        . 
Επομένως το τρίγωνο ΑΒΜ είναι ισοσκελές  με ΑΜ = ΑΒ. Από υπόθεση είναι ΑΒ = 
ΑΓ. Επίσης από το ισοσκελές  τρίγωνο ΖΑΒ έχουμε  

ˆˆ ˆ180 2 180 2 72 36             . 
 Επομένως και το τρίγωνο ΓΑΖ είναι ισοσκελές με ΑΓ = ΓΖ. Άρα έχουμε:  

ΑΜ = ΑΒ = ΑΓ = ΓΖ. 

(γ) Από το ορθογώνιο τρίγωνο ΒΔΖ έχουμε: ˆ ˆ ˆ90 90 72 18           , 

ενώ από το ορθογώνιο τρίγωνο ΓΚΒ έχουμε: ˆ90 90 72 18           . 

Άρα έχουμε: ˆ ˆ 18     ΛΒΖ ισοσκελές τρίγωνο με ΒΛ = ΛΖ. 
 
Πρόβλημα 4 
Αν οι , , , ,x y z w m είναι θετικοί ακέραιοι, διαφορετικοί ανά δύο μεταξύ τους, 
μικρότεροι ή ίσοι του 5, τότε να βρείτε την ελάχιστη και τη μέγιστη τιμή της 
παράστασης   mx y z w     . 

 
Λύση 
Από τη συνθήκη, οι , , , ,x y z w m  είναι οι αριθμοί 1,2,3,4,5 με διαφορετική ίσως σειρά. 
 Για τη μέγιστη τιμή, θα πρέπει ο αριθμός που αφαιρούμε να είναι ο ελάχιστος, 
δηλαδή 1w  . Τους αριθμούς 4 και 5 πρέπει να τους χρησιμοποιήσουμε στη δύναμη 

mz . Παρατηρούμε ότι 5 44 5 , οπότε για τη μέγιστη τιμή 4, 5z m  . Οπότε 
απομένει να έχουμε 2 3 5x y    . Συνεπώς η μέγιστη τιμή της παράστασης είναι 

55 4 1 5 1024 1 5119      . 
Για την ελάχιστη τιμή, θα πρέπει ο αριθμός που αφαιρούμε να είναι ο μέγιστος, 
δηλαδή 5w   και η δύναμη mz  να είναι η ελάχιστη, οπότε 1z  . Η μικρότερη τιμή 
τώρα για το x y είναι 2 3 5x y     η ελάχιστη τιμή είναι 45 1 5 0   . 
 

 
 

Α΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 
 

Πρόβλημα 1  
Να λύσετε την ανίσωση:    22 1 1 2      x x x x x  , όπου   .  

Στη συνέχεια να λύσετε την ανίσωση 

                                                   
2 1 3 1

4 8 4

x x 
   

και να προσδιορίσετε τις τιμές της παραμέτρου   για τις οποίες υπάρχουν τιμές του 
x  για τις οποίες οι δύο ανισώσεις συναληθεύουν.  
 
Λύση.  Έχουμε: 

   2

2 2

2 1 1 2

2 1 2 1,

      

         

x x x x x

x x x x x



 
 

Για τη δεύτερη ανίσωση έχουμε 
2 1 3 1 3

4 2 3 2 2 2 3 .
4 8 4 2

x x
x x x x

 
            
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Επομένως οι δύο ανισώσεις συναληθεύουν για 
3

1,
2
  x  , εφόσον ισχύει: 

3 5
1 .

2 2
      

     
Πρόβλημα 2 

Να λυθεί το σύστημα 
  1 6 3 2

3 4
11

3 2

x y x y

x y

      
 
     

 

Λύση 

Οι περιορισμοί είναι 2,3  yx . Θέτουμε a
x


3

1
 και b

y


 2

1
 , οπότε   

    1 1
1 3 2x y x y

a b
        .. 

Επομένως,  με περιορισμό 0, ba το σύστημα παίρνει τη μορφή:  

1 1 6
6 6 6 5

,
3 4 11 3(6 ) 4 11 7 7 1

3 4 11

a b a b a b a
a b ab

a b b b b b
a b

                                     

 

οπότε 1,
5

16
 yx  , που πληρούν τους περιορισμούς. 

 
Πρόβλημα 3  
Να βρεθούν οι ακέραιοι ,x y  που είναι λύσεις της εξίσωσης 

2 2 ,   x y x y p  
όπου p πρώτος θετικός ακέραιος. 
 
Λύση 
Η δεδομένη εξίσωση γράφεται:    2 2 1 1x x y y p x x y y p            (1) 

Όμως οι αριθμοί    1 , 1x x y y  ως γινόμενα διαδοχικών ακέραιων είναι και οι 

δύο άρτιοι, οπότε και το άθροισμα τους θα είναι άρτιος. Επομένως πρέπει 2p  , 
αφού ο μοναδικός πρώτος που είναι άρτιος είναι το 2. Επειδή  οι ακέραιοι 
   1 , 1x x y y   είναι άρτιοι μη αρνητικοί, έχουμε: 

     
     

   1 2

1 2 1 0
1 1 2 ή

1 0 1 2

x x x x
x x y y

y y y y

                           
 

Έχουμε 

 1 2 1 ή 2     x x x x και  1 0 0 ή 1.y y y y       

Επομένως το σύστημα  1  έχει τις λύσεις:  

         , 1,0 ή 1, 1 ή 2,0 ή 2, 1x y       

Ομοίως, για το σύστημα   2 βρίσκουμε τις λύσεις: 

         , 0,1 ή 1,1 ή 0, 2 ή 1, 2    x y . 
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Πρόβλημα 4 

Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο   με AB = AΓ  και ˆ 30  . Έστω  ,   τα μέσα των 
AB  και AΓ  αντίστοιχα. Κατασκευάζουμε (εξωτερικά του τριγώνου) ισόπλευρο 
τρίγωνο   και τετράγωνο  . Η μεσοκάθετη του  , τέμνει την AΓ  στο 
σημείο T . Να αποδείξετε ότι: 
(α) το τρίγωνο   είναι ισόπλευρο, 
(β) τα τρίγωνα AΤΒ  και ΔΘΤ  είναι ίσα. 
 
Λύση 

 
Σχήμα 3 

(α) Το τρίγωνο    είναι ισοσκελές ( x    ) με 1
ˆ 120  . Άρα  

1 1
ˆ ˆ 30    . 

Η ΕΤ  είναι μεσοκάθετη της  , άρα (από το ισόπλευρο τρίγωνο  ) έχουμε: 

2

ˆ
ˆ 30

2


   . 

Στο τρίγωνο   έχουμε, 1
ˆ ˆ ˆ 60       και 1 2

ˆ ˆ ˆ 60     , οπότε το 

τρίγωνο είναι ισόπλευρο. 
(β) Στο ισόπλευρο τρίγωνο η   είναι κάθετη (άρα και μεσοκάθετη) της  . Άρα  
                                                  (1)      x . 
Τα ισοσκελή τρίγωνα   και   είναι ίσα μεταξύ τους διότι, 

x       και ˆ ˆ 120    . 
Άρα έχουμε 
                                                     (2)   . 
Ισχύουν οι παρακάτω ισότητες γωνιών: 

2
ˆ ˆ ˆ180 180 30 60 90            . 

1
ˆ ˆ ˆ 30 60 90         . 

Έχουμε δηλαδή ότι τα τρίγωνα AΤΒ  και   είναι ορθογώνια με δύο κάθετες 
πλευρές ίσες (σχέσεις (1)  και (2) ).  
Παρατήρηση. Επιπλέον, στο σημείο   τέμνονται οι διχοτόμοι των γωνιών του 
τριγώνου  , δηλαδή  το σημείο   είναι έκκεντρο του τριγώνου  . 
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Β΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 
Πρόβλημα 1 
Αν για τους πραγματικούς αριθμούς yx,  ισχύει ότι 42 22  yx  , να αποδείξετε ότι η 

τιμή της παράστασης 2 2 2 4 2A x 5x 2y x 32y      είναι σταθερή, ανεξάρτητη 

των yx, . 

Λύση 
Έχουμε ότι 2224224224 )2(444525  xxxxxxyxx , οπότε   

225 2224  xyxx . 

Επιπλέον     2 24 2 2 2 2 4 232 4 2 32 16 16 4 4 2x y y y y y y         , οπότε  

)2(232 224  yyx . 
Συνεπώς 106462)2(22 2222  yxyx . 
 
Πρόβλημα 2  
Δίνεται ορθογώνιο παραλληλόγραμμο  και σημείο   στο εσωτερικό του. 
Θεωρούμε τα μέσα ,  των , αντίστοιχα και έστω ότι οι ευθείες ,  
τέμνονται στο σημείο  . Να αποδείξετε ότι η ευθεία είναι κάθετη στην ευθεία 
 .  
 
Λύση 
 

 
Σχήμα  4 

 

Στο τρίγωνο   το τμήμα   συνδέει τα μέσα των πλευρών του, άρα 

 // και 
2


 . Όμως το   είναι ορθογώνιο παραλληλόγραμμο 

οπότε  , επομένως 
2


  και επιπλέον  //  οπότε και  // . 

Από την τελευταία παραλληλία έπεται ότι τα τρίγωνα  ,  είναι όμοια με λόγο 



 9

ομοιότητας 2



, οπότε θα είναι και 2



 οπότε το   είναι το μέσον του 

 . Άρα στο τετράπλευρο  οι διαγώνιοι διχοτομούνται, οπότε είναι 
παραλληλόγραμμο. Επομένως,  // , οπότε, αφού    , έπεται ότι η ευθεία  
 είναι κάθετη στην ευθεία  . 
 
Πρόβλημα 3 
Δίνεται ότι ο αριθμός a  είναι θετικός ακέραιος. 

(α) Να διατάξετε σε αύξουσα σειρά τους αριθμούς 
5 2

, , .
2 5

a a
a


 

(β) Να βρείτε το υποσύνολο Α των πραγματικών αριθμών στο οποίο συναληθεύουν 
οι τρεις ανισώσεις: 

     3 2
, 2 3 2 1 , 2

2 2 3

x a x x a
x a x x a a x x a

 
           

καθώς και το πλήθος των ακέραιων τιμών του x  που περιέχονται στο σύνολο Α. 
 
Λύση 

(α) Αφού 0a  , έχουμε: 
5 3 5

0 .
2 2 2

a a a
a a      Επίσης, έχουμε 

2 1
5 2 4 2 ,

5 2


       

a
a a a a a που ισχύει αφού ο a  είναι θετικός 

ακέραιος Άρα 
2

5

a
a


 . 

Επομένως έχουμε τη διάταξη: 
2 5

5 2

a a
a


  . 

(β) Λύνουμε καθεμία από τις δεδομένες ανισώσεις. Έχουμε: 

 
3 2 5

9 3 3 4 2 2 5 .
2 2 3 2

 
          

x a x x a a
x a x x a x a x  

     2
2 3 2 1 6 2 2 2 5 2

5

a
x a x x a x a x x a x a x


                . 

  2 2 2 3 3a x x a a x x a a x x a           . 

Επειδή ισχύει ότι 
2 5

5 2

a a
a


  , το υποσύνολο του  στο οποίο συναληθεύουν οι 

τρεις ανισώσεις είναι: * *5 5
: , , , .

2 2

a a
x a x a a a 

                
   .  

Για την εύρεση των ακέραιων τιμών του x  που περιέχονται στο σύνολο Α θα 
προσδιορίσουμε τον ελάχιστο και μέγιστο ακέραιο του συνόλου Α. Αν αυτοί είναι m  
και Μ, αντίστοιχα, τότε ο αριθμός των ακέραιων που περιέχονται στο σύνολο Α είναι:              
  1M m  . Διακρίνουμε τις περιπτώσεις: 

 *2 ,a k k  . Τότε  2 ,5k k  , οπότε περιέχει 
3

3 1 1
2

a
k     ακέραιους. 

 2 1,  a k k . Τότε 
5 1

2 1,5 2 1,5 2
2 2

                
k k k k , οπότε 

περιέχει 
3( 1) 3 1

3 1 1 2
2 2 2

a a
k


       ακέραιους.   



 10

Πρόβλημα 4  
Να λυθεί το σύστημα Σ στο σύνολο των μη-αρνητικών πραγματικών αριθμών:  

3

3

3

b c

: b c b

c b c

   
  
   

 

Λύση 
Αν κάποιος από τους cba ,,  είναι ίσος με 0 , τότε από τις εξισώσεις βγαίνει ότι και οι 
άλλοι δύο πρέπει να είναι ίσοι με0 , οπότε 0 cba  είναι μία λύση. Υποθέτουμε 
τώρα ότι 0,, cba  και χωρίς βλάβη της γενικότητας ότι ο c είναι μεγαλύτερος ή ίσος 

των ba, . Τότε από την πρώτη σχέση έχουμε 3 b c 2      , οπότε 23 b , 
δηλαδή 8b (1). 
 Οπότε θα είναι 8c (αφού είναι μεγαλύτερος ή ίσος του b ). Οπότε από τη δεύτερη 

σχέση παίρνουμε abacbb  23 , οπότε ba   και από την (1) έχουμε 8a . Η 

τελευταία τώρα δίνει bcbacc  23 , οπότε cb  .  
Επομένως, τελικά έχουμε bacb  , δηλαδή cba  . Αντικαθιστώντας στην 

πρώτη έχουμε aaa 23  και αφού 0a , έχουμε ότι 8a , οπότε 8 cba  είναι 
λύση.  
Τελικά οι δύο λύσεις είναι )}8,8,8(),0,0,0{(),,( cba . 
 

Γ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 
 
Πρόβλημα 1 
Στο Καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων Oxy  θεωρούμε τις υπερβολές με εξισώσεις 

1
y

x
  και 

1
.y

x
   Μία ευθεία   τέμνει τον κλάδο της υπερβολής 

1
y

x
  που 

βρίσκεται στο πρώτο τεταρτημόριο των αξόνων στα σημεία 
1 1

, , , 
 

      
   

,    

και τους δύο κλάδους της υπερβολής 
1

y
x

   στα σημεία 
1

,
 

    
  και  

1
,


   
 

 

με 0       . Να αποδείξετε ότι: 
(i)        

      (ii) τα τρίγωνα ΟΑΓ και ΟΒΔ έχουν ίσα εμβαδά. 
 
Λύση 
Η ευθεία   που περνάει από τα σημεία Α και Β έχει εξίσωση: 

 

1 1
1 1 1 1

y x y x
  

     

  
        

 
 
 

. 

Η ευθεία   που περνάει από τα σημεία Γ και Δ έχει εξίσωση: 
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 

1 1
1 1 1 1

y x y x
  

     

   
       

 
 
 

. 

Επειδή οι ευθείες      συμπίπτουν, έπεται ότι: 

1 1 1 1 1 1
και

     
      , 

από τις οποίες προκύπτει η ισότητα:       . 

 
Σχήμα 5 

(ii) Τα μέσα των ευθύγραμμων τμημάτων ΑΒ και ΓΔ έχουν τετμημένες 
2

 
 και 

2

 
 οι οποίες λόγω της (i) ταυτίζονται, οπότε τα τμήματα ΑΒ και ΓΔ έχουν κοινό 

μέσο, έστω Μ. Τότε, δεδομένης της διάταξης των σημείων πάνω στην ευθεία   που 
προκύπτει από τις συνθήκες 0       ,  ισχύει ότι: 

        ,  
οπότε τα τρίγωνα ΟΑΓ και ΟΒΔ έχουν ίσες βάσεις στις οποίες αντιστοιχούν ίσα ύψη 
από την κορυφή Ο, οπότε έχουν και ίσα εμβαδά. 
 
Πρόβλημα 2 
Να λύσετε στους πραγματικούς αριθμούς την εξίσωση 

2 2 2 23 3 4 3 2 3 5 2 2x x x x x x         . 
Λύση 
Αν θέσουμε  

       2 2 2 23 3 4, 3, 2 3 5, 2 2             x x x x x x x x x x , 

παρατηρούμε ότι όλα τα παραπάνω τριώνυμα έχουν αρνητική διακρίνουσα, οπότε 
έχουν θετική τιμή, για κάθε x . Επιπλέον, παρατηρούμε ότι οι ποσότητες μέσα 
στα ριζικά των δύο μελών της εξίσωσης έχουν σταθερό άθροισμα, δηλαδή ισχύει ότι 

                  2 3 2.x x x x x x x x x x x                  

Τότε η δεδομένη εξίσωση είναι ισοδύναμη με την εξίσωση 
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           

           

           
           

2

2

        

          

       

            

x x x x x x

x x x x x x

x x x x x x

x x x x x x

 

               

           
2 2 2

2

0 0 ή 0

3 2 0 ή 3 2 2 0

1 ή 2 ή 1 1(διπλή)ή 2 ή 1.

x x x x x x

x x x x

x x x x x x

          
       

        

, 

 
Πρόβλημα 3  
Να προσδιορίσετε τους μη αρνητικούς ακεραίους yx,  που ικανοποιούν την εξίσωση 

pqyxyx  33 , όπου qp,  πρώτοι αριθμοί.  
 
Λύση 

Γράφουμε      3 2x x x x 1 x 1 x x 1      , το οποίο είναι γινόμενο τριών 

διαδοχικών ακεραίων, επομένως διαιρείται και από το 2 και από το 3. Επομένως ο 6  
διαιρεί το )1()1(  xxx .  
Όμοια ο 6 διαιρεί το  )1()1(  yyy , οπότε το αριστερό μέλος διαιρείται από 6 . Άρα 
ο 6  διαιρεί το pq , και αφού qp,  πρώτοι αριθμοί, θα πρέπει 6pq .  
Επομένως η εξίσωση γίνεται 6)1()1()1()1(  yyyxxx . Αν τώρα 2, yx , 
τότε 1266)1()1()1()1(  yyyxxx , οπότε κάποιος είναι μικρότερος του 
2, έστω ο y . Τότε όμως 0)1()1(  yyy , οπότε 6)1()1(  xxx και αφού x  μη 
αρνητικός ακέραιος, πρέπει 2x . Επομένως οι λύσεις είναι:  

)}2,1(),2,0(),1,2(),0,2{(),( yx . 
 
Πρόβλημα 4  
Δίνεται οξυγώνιο τρίγωνο ABC  (με AB AC BC  ) εγγεγραμμένο σε κύκλο 

( , )c O R  και έστω ,D E  τα μέσα των AB  και AC  αντίστοιχα. Έστω   τυχόν σημείο 

του μικρού τόξου BC   και 1( )c , 2( )c  οι περιγεγραμμένοι κύκλοι των τριγώνων  

BDT  και CET  αντίστοιχα. Οι κύκλοι 1( )c  και 2( )c  τέμνουν την BC  στα σημεία L  

και  . Να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο DELK  είναι παραλληλόγραμμο. 
 
Λύση 

Η  DE  συνδέει τα μέσα των πλευρών του τριγώνου, άρα 
BC

DE / /
2

 , άρα το 

τετράπλευρο DELK , είναι τραπέζιο. Επομένως, για να είναι το τετράπλευρο DELK  

παραλληλόγραμμο, αρκεί λοιπόν να αποδείξουμε ότι 
2

BC
KLDE  . 

Έστω ότι ο κύκλος )c( 1 , τέμνει το τμήμα DE  στο σημείο S . Θα αποδείξουμε ότι 

και ο κύκλος )c( 2  περνάει από το σημείο S . Αρκεί να αποδείξουμε ότι το 

τετράπλευρο CEST  είναι  εγγράψιμο. 
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Σχήμα 6 

 

Από το εγγεγραμμένο τετράπλευρο ABTC , έχουμε: 1 2
ˆ ˆ ˆ 180 (1)  A  . 

Από το εγγεγραμμένο τετράπλευρο SLTB , έχουμε:   1 1̂
ˆ (2)L  . 

Από το εγγεγραμμένο τετράπλευρο DSLB , έχουμε:  1̂
ˆ (3)L B . 

Από τις σχέσεις (1), (2), (3)  έχουμε: Ĉˆ
2   και επειδή Ĉˆ

1   (από την 

παραλληλία BC//DE ), συμπεραίνουμε ότι 12 Êˆ   και κατά συνέπεια το 

τετράπλευρο CEST  είναι  εγγράψιμο (η εξωτερική γωνία 1Ê  είναι ίση με την 

απέναντι εσωτερική 2̂ ). Επομένως έχουμε αποδείξει ότι το δεύτερο σημείο τομής 

των κύκλων )c( 1  και )c( 2  βρίσκεται πάνω στην ευθεία DE . 

 Παρατηρούμε τώρα ότι τα τετράπλευρα DSLB   και SECK  είναι εγγεγραμμένα 
τραπέζια (άρα ισοσκελή τραπέζια), οπότε θα ισχύουν οι ισότητες τμημάτων         

                                     
2

AB
DBSL  ,  

2

AC
ECSK   , 

από τις οποίες σε συνδυασμό με τις ισότητες γωνιών B̂L̂1   και Ĉˆ
1  , 

συμπεραίνουμε ότι τα τρίγωνα ABC  και SLK  είναι όμοια (με λόγο ομοιότητας 
2

1
. 

Τελικά προκύπτει ότι: 
2

BC
KLDE  . 
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Ενδεικτικές λύσεις 
 

Β΄ ΓΥΜΝΑΣΙΟΥ 
 

Πρόβλημα 1  
Να υπολογίσετε την τιμή της αριθμητικής παράστασης: 

( )
( )

( )2 3 33

32 3

20 815 3 .
5 2 95

−− − − Α = + + − 
 −

 

Λύση   
( )

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 3 3 2 3 3 33

32 3

2 3 3 3 2 3

20 815 3 20 15 8 9
5 2 9 5 5 2 35

4 3 4 3 4 4 16 64 48.

−− − − − −         Α = + + − = + + −         − −         −

= − + − + − − − = − + − = − = −

 

 
Πρόβλημα 2 
Δίνεται ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ πλευράς α . Στο 
σημείο Α φέρουμε ευθύγραμμο τμήμα αΑ∆ =  
κάθετο προς την πλευρά ΑΓ. Η προέκταση της 
διαμέσου ΒΕ τέμνει το ευθύγραμμο τμήμα ΓΔ στο 
σημείο Ζ.  
(α) Να αποδείξετε ότι ΖΑ = ΖΓ . 
(β) Να βρείτε πόσες μοίρες είναι η γωνία ˆΑ∆Β . 
 
Λύση 
(α) Η διάμεσος ΒΕ του ισοπλεύρου τριγώνου ΑΒΓ είναι ύψος και διχοτόμος, άρα και 
μεσοκάθετη της πλευράς ΑΓ. Επομένως το σημείου Ζ απέχει ίσες αποστάσεις από τα 
σημεία Α και Γ, δηλαδή .ΖΑ = ΖΓ  
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Σχήμα 2 

 
(β) Επειδή είναι  αΑ∆ = , το τρίγωνο ΑΒΔ είναι ισοσκελές με  
                                                  ˆ ˆΑ∆Β = ΑΒ∆                                             (1) 
Όμως έχουμε 
                                       ˆ ˆ ˆ 60 90 150ΒΑ∆ = ΒΑΓ+ΓΑ∆ = + =                  (2) 
Επομένως από το τρίγωνο ΑΒΔ έχουμε: 

180 150 30ˆ ˆ 15
2 2
−

Α∆Β = ΑΒ∆ = = =
  

  

Εναλλακτικά, μετά τη σχέση (1) θα μπορούσαμε να προχωρήσουμε ως εξής: Η 
διάμεσος ΒΕ του ισόπλευρου τριγώνου ΑΒΓ είναι και ύψος, άρα κάθετη προς την  
πλευρά ΑΓ, όπως είναι κάθετη και η ΑΔ, από την υπόθεση. Επομένως είναι 

||ΒΕ Α∆ , οπότε  
                                                  ˆ ˆΑ∆Β = ∆ΒΕ                                              (3) 
Από τις σχέσεις (1) και (2) έπεται ότι  
                                                  ˆ ˆΑΒ∆ = ∆ΒΕ .                                             (4) 
Άρα η ΒΔ είναι διχοτόμος της γωνίας ˆΑΒΕ , οπότε θα έχουμε 

ˆ 30ˆ ˆ 15
2 2

ΑΒΕ
ΑΒ∆ = ∆ΒΕ = = =



 , 

αφού η ΒΕ είναι και διχοτόμος της γωνίας  Β̂ , δηλαδή 
ˆ 60ˆ 30 .
2 2

ΑΒΓ
ΑΒΕ = = =



  

Επομένως, λόγω της (1) έχουμε ˆ 15 .Α∆Β =   
 
Πρόβλημα 3 
Ένα κατάστημα πωλούσε μία τηλεόραση πριν τις εκπτώσεις 540 ευρώ. Την περίοδο των 
εκπτώσεων την πωλούσε με έκπτωση %α . Με το τέλος των εκπτώσεων το κατάστημα 
αύξησε την τιμή που πωλούσε την τηλεόραση στις εκπτώσεις κατά %β . Αυτό είχε ως 
αποτέλεσμα η τιμή πώλησης της τηλεόρασης να γίνει ίση με την τιμή που είχε πριν τις 
εκπτώσεις . Να βρείτε την τιμή του β  συναρτήσει της τιμής του α . 
 
Λύση 
Η τιμή πώλησης της τηλεόρασης την περίοδο των εκπτώσεων είναι 

540540
100

α
−  ευρώ. 
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Η τιμή της τηλεόρασης μετά την περίοδο των εκπτώσεων θα γίνει  
540 540540 540
100 100 100

α α β − + − 
 

 ευρώ. 

Σύμφωνα με την υπόθεση του προβλήματος θα ισχύει: 

( )
( )

540 540 540540 540 540 540 540
100 100 100 100

540 100 540 100 100540 .
100 540 100 100

α α β α β α

α α αβ α β β
α α

   − + − = ⇔ − =   
   

− ⋅
⇔ ⋅ = ⇔ = ⇔ =

− −

 

 
Πρόβλημα 4 
Όλα τα ψηφία του θετικού ακέραιου αριθμού Α  είναι ίσα είτε με 8 είτε με 9 και 
καθένα από αυτά τα ψηφία εμφανίζεται τουλάχιστον μία φορά στον αριθμό.  
Να βρεθεί η ελάχιστη τιμή του Α , αν αυτός διαιρείται με το 4 και με το 3. 
 
Λύση 
Για να διαιρείται ένας αριθμός με 4, το τελευταίο διψήφιο τμήμα πρέπει να διαιρείται 
με το 4 (κριτήρια διαιρετότητας Α Γυμνασίου). Οι πιθανές περιπτώσεις για το 
τελευταίο διψήφιο τμήμα του αριθμού είναι: 88,89,98,99 . Από αυτούς μόνο ο 88 
διαιρείται με το 4, οπότε ο Α  πρέπει να λήγει σε 88. Επίσης, ξέρουμε ότι ένας 
ακέραιος διαιρείται με το 3, όταν το άθροισμα των ψηφίων του διαιρείται με 3. 
Αν υποθέσουμε ότι ο αριθμός Α είναι διψήφιος, τότε πρέπει 88Α = , ο οποίος δεν 
διαιρείται με το 3. 
Αν ο αριθμός είναι τριψήφιος, τότε θα είναι είτε ο 888  είτε ο 988 . Όμως στον 888  
δεν χρησιμοποιείται το ψηφίο 9, ενώ ο 988 έχει άθροισμα ψηφίων 25 και δεν 
διαιρείται με το 3.  
Αν ο αριθμός είναι τετραψήφιος είναι ένας από τους παρακάτω: 

                                                     8888,8988,9888,9988 .  
Όμως οι αριθμοί 8888,9988 έχουν άθροισμα ψηφίων 32 και 34 αντίστοιχα, άρα δεν 
διαιρούνται με το 3.  
Επομένως, οι μόνοι τετραψήφιοι που ικανοποιούν τις συνθήκες είναι οι 8988,9888 , 
οπότε η ελάχιστη τιμή του Α είναι 8988 .  
 
 

Γ΄ ΓΥΜΝΑΣΙΟΥ 
 

Πρόβλημα 1 

Αν 2 112 : 2
3

ν
ν

να −=  και 2 110 :100ν νβ += , να βρείτε την αριθμητική τιμή της 

παράστασης: 

( )33 2 2

2

2 2
10

α β α β β α

α αβ α

− + − +
Α =

+ −
 

. 
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Λύση 

Έχουμε ότι  2 1 2 1 2 1 2 2 1 2 (2 1)12 12: 2 : 2 4 : 2 2 : 2 2 2.
3 3

νν
ν ν ν ν ν ν ν ν

να − − − − − − = = = = = = 
 

  

και 2 1 2 1 210 :100 10 :10 10ν ν ν νβ + += = =  , οπότε είναι 2 34, 8α α= =  και  

3 3 2 2 3

2

( ) 2 2 (8 10) 40 20 8
10 4 20 20

α β α β β α
α αβ α

− + − + − + − +
Α = =

+ − + −
 8 40 20 8 5

4
− + − +

= =  

 
Πρόβλημα 2 
Δίνεται ευθύγραμμο τμήμα αΟΚ =  και δύο 
κύκλοι ακτίνας α  που έχουν κέντρα στα σημεία 
Ο και Κ, οι οποίοι τέμνονται στα σημεία Α και 
Β. Το σημείο Γ ανήκει στο τόξο ΚΒ και η 
ευθεία ΓΚ τέμνει τον κύκλο 2C κέντρου Κ και 
ακτίνας α  στο σημείο Δ. Η ευθεία ΟΚ τέμνει 
τον κύκλο 2C κέντρου Κ και ακτίνας α  στο 

σημείο Ε. Αν είναι ˆ 45ΚΟΓ =  , να βρείτε :  
(α) πόσες μοίρες είναι η γωνία ˆΚ∆Ε , 
(β) το εμβαδόν του τριγώνου ΟΓΕ συναρτήσει του α .  
 
Λύση 
(α) Το τρίγωνο ΟΚΓ έχει αΟΚ = ΟΓ = , οπότε είναι ισοσκελές με βάση ΚΓ. Άρα 
έχει τις προσκείμενες στη βάση γωνίες του ίσες, οπότε θα είναι: 
 

 
                                                                      Σχήμα 2 

180 45 135ˆ 67,5
2 2
−

ΟΚΓ = = =
  

  μοίρες. 

Επίσης, επειδή οι γωνίες ˆ ˆκαι∆ΚΕ ΟΚΓ είναι κατά κορυφή, έχουμε 
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ˆ ˆ 67,5∆ΚΕ = ΟΚΓ =  μοίρες. 
Η γωνία ˆΚ∆Ε είναι μία από τις ίσες γωνίες του ισοσκελούς τριγώνου ΔΚΕ (έχει 

αΚ∆ = ΚΕ = ), οπότε 
180 67,5 112,5ˆ 56,25

2 2
−

Κ∆Ε = = =
  

  μοίρες 

(β) Έστω ΓΖ το ύψος του τριγώνου ΟΓΕ από την κορυφή Γ. Τότε από το ορθογώνιο 
τρίγωνο ΟΓΖ έχουμε 

245
2

αα ηµΓΖ = ⋅ = , 

οπότε το εμβαδόν του τριγώνου ΟΓΕ είναι 

( )
21 2 22 .

2 2 2
α ααΕ ΟΓ∆ = ⋅ ⋅ =  

 
Πρόβλημα 3 
Ο Γιώργος και οι φίλοι του έχουν 450 καραμέλες τις οποίες μοίρασαν μεταξύ τους σε 
ίσα μερίδια και ο καθένας πήρε ακέραιο αριθμό καραμέλες. Όμως τρεις από τους 
φίλους του Γιώργου του επέστρεψαν το 20%  του μεριδίου τους. Έτσι ο Γιώργος 
πήρε συνολικά περισσότερες από 120 καραμέλες. Να βρείτε πόσοι ήταν συνολικά ο 
Γιώργος και οι φίλοι του και πόσες καραμέλες πήρε ο Γιώργος. 
 
Λύση 
Έστω ότι ο Γιώργος και οι φίλοι του ήταν συνολικά x , .όπου 4x ≥ , από την 

υπόθεση. Τότε ο καθένας τους αρχικά πήρε 450
x

 καραμέλες. Ο τρεις φίλοι 

επέστρεψαν στο Γιώργο συνολικά  
20 450 2703

100 x x
⋅ ⋅ =  καραμέλες. 

Ο Γιώργος πήρε συνολικά 
450 270 720

x x x
+ =  καραμέλες. 

Σύμφωνα με την υπόθεση του προβλήματος , πρέπει: 
720 120 120 720 6.x x

x
> ⇔ < ⇔ <  

Επομένως οι δυνατές τιμές για το x  είναι 4 ή 5.x x= = Όμως η τιμή  4x =  
απορρίπτεται, γιατί η διαίρεση 450 : 4  δεν δίνει ακέραιο πηλίκο. Άρα είναι 5x =  και 

ο Γιώργος πήρε συνολικά 720 144
5

=  καραμέλες. 

 
Πρόβλημα 4 
Δίνονται οι αριθμοί  

3 23 5 3 10 10 5 10a b a bΑ = = ⋅ + ⋅ + ⋅ +   και  3 25 3 5 10 10 3 10c d c dΒ = = ⋅ + ⋅ + ⋅ + . 

(α) Να αποδείξετε ότι για οποιαδήποτε ψηφία , , ,a b c d , ισχύει ότι: 
36 45
Α Β

<  

(β) Αν ανάμεσα στα κλάσματα ,
36 45
Α Β   υπάρχουν ακριβώς δύο ακέραιοι, να    
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      βρεθούν οι δυνατές τιμές των ψηφίων , , ,a b c d . 
 
Λύση 

(α) Ισχύει ότι 3 5 3959 3960 110
36 36 36 36

a bΑ
= < < = . Επίσης η μικρότερη τιμή του 5 3c d  

λαμβάνεται όταν c = d = 0, άρα  

45
Β

=
5 3 5030 111

45 45
c d

> > . 

Επομένως, για οποιαδήποτε ψηφία , , ,a b c d ισχύει ότι: 

3 5 5 3110 111 .
36 36 45 45

a b c dΑ Β
= < < < =  

(β) Από το πρώτο ερώτημα ξέρουμε ότι πάντα υπάρχουν δύο ακέραιοι ανάμεσά τους, 

το 110 και το 111, αφού δείξαμε ότι 110 111 .
36 45
Α Β

< < <  

Για να είναι μόνο αυτοί οι ακέραιοι ανάμεσά τους, θα πρέπει
                                        

                                         
3 5 5 3109 110 111 112
36 45
a b c d

≤ < < < ≤ .  

Από την ανισότητα αριστερά παίρνουμε ότι 3 5 109 36 3 5 3924a b a b> ⋅ ⇔ > , οπότε 
πρέπει 9a =  και ο b μπορεί να πάρει οποιαδήποτε τιμή από το 0 μέχρι το 9.  
Από την ανισότητα δεξιά παίρνουμε  

5 3 112 5 3 112 45 5 3 5040
45
c d c d c d≤ ⇔ < ⋅ ⇔ < , 

οπότε 0c =  και το d  μπορεί να πάρει οποιαδήποτε τιμή από 0 μέχρι 9.  
 
 

Α΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 
 

Πρόβλημα 1  
Να βρείτε όλες τι ακέραιες τιμές του x  για τις οποίες συναληθεύουν οι ανισώσεις: 
                                   ( )( )2 31 1 5 19x x x x x x+ + − + ≤ + + .         (1) 

                                             2 1 23 4 21
3 9 9

x x− −
− >                        (2) 

 
Λύση.  
Έχουμε: 

  ( )( )2 3 3 2 2 3

3 3

1 1 5 19 1 5 19

1 5 19 4 20 5.

x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x

+ + − + ≤ + + ⇔ − + − + − + ≤ + +

⇔ − + ≤ + + ⇔ ≤ ⇔ ≤
 

 

  2 1 23 4 21 56 3 23 4 21 2 5 .
3 9 9 2

x x x x x x− −
− > ⇔ − − > − ⇔ > ⇔ >  

Επομένως, οι δύο ανισώσεις συναληθεύουν για 5 5
2

x< ≤ , οπότε οι ακέραιες τιμές 

του x  που τις συναληθεύουν είναι οι τιμές 3 , 4 και 5. 
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Πρόβλημα 2 
Να βρεθεί θετικός ακέραιος 1

1 1 0 1 1 010 10 ... 10ν ν
ν ν ν να α α α α α α α−

− −Α = ⋅⋅⋅ = ⋅ + ⋅ + + ⋅ + , 
2,ν ≥ ο οποίος έχει άθροισμα ψηφίων ίσο με 8, έχει γινόμενο ψηφίων ίσο με 8 και 

διαιρείται με το 8. 
 
Λύση 
Επειδή τα ψηφία του αριθμού έχουν γινόμενο 8 και άθροισμα 8, αυτά πρέπει να είναι 
διαιρέτες του 8 που έχουν άθροισμα 8. Οι διαιρέτες του 8 είναι οι θετικοί ακέραιοι 
1,2, 4 και 8. Επομένως, λαμβάνοντας υπόψη ότι τα πολλαπλάσια του 8 είναι άρτιοι 
ακέραιοι,  οι δυνατές επιλογές ψηφίων είναι: 

• 1,1,2 και 4, οπότε προκύπτουν οι αριθμοί: 1124, 1142, 1214, 1412, 2114, 
4112.Από αυτούς με έλεγχο διαπιστώνουμε ότι μόνο ο αριθμός Α = 4112 
διαιρείται με το 8. 

• 1,1,2,2,2, οπότε προκύπτουν οι αριθμοί: 11222, 12122, 12212, 21122, 21212 
και 22112 Από αυτούς με έλεγχο διαπιστώνουμε ότι μόνο ο αριθμός Α = 
22112 διαιρείται με το 8. 

Άρα υπάρχουν δύο δυνατές τιμές του Α που ικανοποιούν τις συνθήκες του 
προβλήματος. Ο τετραψήφιος θετικός ακέραιος 4112 και ο πενταψήφιος 22112. 
 
Πρόβλημα 3 
Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ=ΑΓ και ˆ 30Α =  . Στο ύψος ΑΜ θεωρούμε 
σημείο Κ ώστε ΜΒ=ΜΓ=ΜΚ. Με βάση την ΑΚ κατασκευάζουμε τετράγωνο ΑΚΕΖ 
(στο ημιεπίπεδο με ακμή την ΑΜ, που περιέχει το Β) και ισόπλευρο τρίγωνο ΑΚΔ 
(στο ημιεπίπεδο με ακμή την ΑΜ, που περιέχει το Γ). Να αποδείξετε ότι τα 
ευθύγραμμα τμήματα ΔΕ και ΓΖ, τέμνονται πάνω στην ΑΒ. 

Λύση 

 

Σχήμα 3 

Πρώτα θα αποδείξουμε ότι τα σημεία Γ,Κ,Ζ είναι συνευθειακά. 
Από το ορθογώνιο και ισοσκελές τρίγωνο ΜΓΚ, έχουμε: . 
Από το ορθογώνιο και ισοσκελές τρίγωνο ΑΚΖ, έχουμε: . 
Άρα τα σημεία Γ,Κ,Ζ είναι συνευθειακά, οπότε η ΓΖ είναι μεσοκάθετος της ΑΕ (*) 
και κατά συνέπεια το τρίγωνο ΑΓΕ είναι ισοσκελές (ΓΑ=ΓΕ). 
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Ισχύουν επίσης οι παρακάτω ισότητες γωνιών: 
 (διότι ) και  (διότι ). 

Άρα  και κατά συνέπεια το ισοσκελές τρίγωνο ΑΕΓ είναι ισόπλευρο. 
Επιπλέον .  
Άρα η ΑΒ είναι διχοτόμος της γωνίας                   (**). 
Στο ισοσκελές τρίγωνο ΔΚΕ ισχύει  
Άρα 15°. Επειδή όμως  5° , καταλήγουμε , 
δηλαδή η ΕΔ είναι διχοτόμος της γωνίας              (***). 
Από τα συμπεράσματα (*),(**) και (***) καταλήγουμε ότι οι ΔΕ, ΓΖ και ΑΒ 
συντρέχουν, δηλαδή οι ΔΕ και ΓΖ τέμνονται πάνω στην ΑΒ. 
 
Πρόβλημα 4 
Να βρείτε έναν θετικό ακέραιο k , ο οποίος όταν προστεθεί στο γινόμενο 

2017 2016 2015 2013 2012 2011Α = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ , 
να μας δώσει άθροισμα ίσο με το τετράγωνο ενός ακεραίου. 
 
Λύση 
Θέτουμε 2014n =  και τότε έχουμε: ( 3)( 2)( 1)( 1)( 2)( 3)n n n n n nΑ = + + + − − − και θα 

προσπαθήσουμε να γράψουμε τον αριθμό Α στη μορφή ( )2 ,n kϕΑ = −  όπου 

( )nϕ πολυώνυμο μεταβλητής n  με ακέραιους συντελεστές και k  θετικός ακέραιος. 

Με εκτέλεση των πράξεων, έχουμε: 
2 2 2 6 4 2

2 4 2 2 2 2

( 9)( 4)( 1) 14 49 36

( 14 49) 36 ( 7) 36

n n n n n n

n n n n n

Α = − − − = − + − =

= − + − = − −
 

Επομένως, αν στον αριθμό Α προσθέσουμε θετικό ακέραιο  36k = , παίρνουμε ότι 
2 2 2 3 236 ( 7) ( 7 )n n n nΑ+ = − = − , που δίνει έναν θετικό ακέραιο υψωμένο στο 

τετράγωνο. Άρα μία τιμή για το  k  είναι η τιμή 36k = . 
 
Σημείωση.  
Μία σύντομη απάντηση μπορεί να δώσει κάποιος  στο πρόβλημα, αν θεωρήσει τον 
αριθμό 2 ,k = Β −Α  με 2Β > Α , όπου Β θετικός ακέραιος. Για παράδειγμα, ένας 
τέτοιος αριθμός είναι ο 2k = Α −Α . 

 
 
 

Β΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 
 
Πρόβλημα 1 
Να προσδιορίσετε την τιμή του ακέραιου αριθμού  α  για την οποία ο ακέραιος  
                                                  ( ) ( )2 22 18 8 1α αΑ = + − +   
είναι πρώτος. 
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Λύση 
Έχουμε 

                
( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( )

2 22 2 2

2 22 2

18 8 1 18 8 1 18 8 1

8 19 8 17 4 3 4 1 .

α α α α α α

α α α α α α

Α = + − + = + + + + − −

   = + + − + = + + − +   

 

Επειδή ( )24 3 3α + + ≥ , ο ακέραιος Α θα είναι πρώτος, μόνον όταν  

( )24 1 1 4α α− + = ⇔ =  
  
Πρόβλημα 2 
Δίνεται οξυγώνιο ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ=ΑΓ)  και σημείο Δ στη διάμεσό του 
ΑΜ τέτοιο, ώστε ΜΒ = ΜΓ = ΜΔ. Με βάση την ΑΔ κατασκευάζουμε τετράγωνο 
ΑΔΕΖ (στο ημιεπίπεδο με ακμή την ΑΜ, που περιέχει το Γ).  Αν Κ είναι το σημείο 
τομής των ΑΕ και ΓΖ, να αποδείξετε ότι η ΜΚ είναι παράλληλη στην ΔΖ. 

Λύση 

 
Σχήμα 3 

Προεκτείνουμε τις ΑΕ , ΒΓ και έστω Ν το σημείο τομής τους. 

Από την ισότητα των γωνιών , συμπεραίνουμε ότι το τρίγωνο 
ΑΜΝ είναι ισοσκελές.  

Επομένως ΜΑ=ΜΝ⟺ΜΔ+ΔΑ=ΜΓ+ΓΝ και με δεδομένη την ισότητα ΜΓ=ΜΔ, 
καταλήγουμε: ΑΔ=ΓΝ=ΑΖ. 

Θα συγκρίνουμε τώρα τα τρίγωνα ΚΑΖ και ΚΝΓ. 

Ισχύουν οι ισότητες: α) ΓΝ=ΑΖ   β)  και γ) . 

Άρα τα τρίγωνα ΚΑΖ και ΚΝΓ είναι ίσα, οπότε ΚΖ=ΚΓ και ΚΑ=ΚΝ. 

Επομένως, η ΜΚ είναι διάμεσος (άρα και ύψος) στο ορθογώνιο και ισοσκελές 
τρίγωνο ΑΜΝ. Οπότε οι ΜΚ και ΔΖ είναι παράλληλες (διότι είναι και οι δύο κάθετες 
στην διαγώνιο ΑΕ. 
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Πρόβλημα 3 
Να αποδείξετε ότι για κάθε θετικό πραγματικό αριθμό α  ισχύει η ανισότητα:  

                                  ( )( )( )( )
( )( )( )

2 1 2 3 2 5 2 7 416
1 2 3

α α α α α
α α α α α
+ + + + +

>
+ + +

 

Λύση (1ος τρόπος) 
Θα αποδείξουμε πρώτα ότι: 

                                                  2 1 12α α
α α
+ +

> .                              (1) 

Πράγματι, η τελευταία είναι ισοδύναμη με  
( ) ( ) ( )

2
2 2 24 12 1 2 1 4 1 4 4 1 4 4 ,

αα α α α α α α α
α α

++  > ⇔ + > + ⇔ + + > + 
 

 

που ισχύει.  
Αν βάλουμε τώρα στην (1) όπου α  το 1α + , παίρνουμε ότι  

                                                  2 3 22
1 1

α α
α α

+ +
>

+ +
                              (2) 

Και ομοίως παίρνουμε ότι  

             2 5 32
2 2

α α
α α

+ +
>

+ +
       (3)      και    2 7 42

3 3
α α
α α

+ +
>

+ +
      

    
(4) 

Πολλαπλασιάζοντας τις (1), (2), (3) και (4) κατά μέλη, έχουμε ότι: 
( )( )( )( )

( )( )( )
2 1 2 3 2 5 2 7 1 2 3 4 416 16

1 2 3 1 2 3
α α α α α α α α α

α α α α α α α α α
+ + + + + + + + +

> ⋅ ⋅ ⋅ =
+ + + + + +

 

που είναι το ζητούμενο.
  

Σημείωση. 
Η ανισότητα (1) θα μπορούσε να προκύψει μέσω της ανισότητας αριθμητικού – 
γεωμετρικού μέσου, αφού 0,α >  ως εξής: 

2 1 1 1 11 2 1 2 ,α α α α
α α α α
+ + + +

= + > ⋅ =  

αφού είναι 1 1.α
α
+

≠  Ομοίως προκύπτουν και οι ανισότητες (2), (3) και (4), οπότε 

τελειώνουμε την άσκηση όπως παραπάνω. 
 
Πρόβλημα 4  
Να βρεθούν οι μη-αρνητικοί πραγματικοί αριθμοί , , ,x y z w που ικανοποιούν τις 
παρακάτω σχέσεις:  

1 1 1 12, 2, 2, 2x w y w z w y w
x y x z

 
+ − = + − = + + = + + = 

 
. 

Λύση 
Έστω 

    (Σ)  1 1 1 12 (1), 2 (2), 2 (3), 2 (4)x w y w z w y w
x y x z

 
+ = + + = + + = − + = − 

 
 

Με αφαίρεση κατά μέλη των (1) και (2) λαμβάνουμε: 
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( )1 1 10 1 0 ή 1.x y x y x y xy
x y xy

 
− + − = ⇔ − − = ⇔ = = 

 
 

Περίπτωση 1: Έστω .x y=  Τότε από τις (3) και (4) έχουμε: 

                    ( )1 1 11 0 ή 1.z x z x x z xz
x z zx

 + = + ⇔ − + = ⇔ = = − 
 

 

• Αν ,x z=  τότε x y z= =  και από τις (1) και (3) προκύπτει ότι:   

  10 και 2 0 και 1.w x w x
x

= + = ⇔ = =  Επομένως, σε αυτή την 

υποπερίπτωση έχουμε τη λύση ( ) ( ), , , 1,1,1,0x y z w = . 
• Αν 1,xz = −  τότε οι ,x z θα είναι ετερόσημοι, οπότε ένας θα είναι αρνητικός. 

Περίπτωση 2: Έστω 1.xy = Τότε με αφαίρεση της (4) από την (3) λαμβάνουμε: 
21 0 1 0 1,z z z

z
− = ⇔ − = ⇔ =  αφού 0.z ≥  

Με πρόσθεση των (1) και (3) λαμβάνουμε  
22 3 3 2 0 1 ή 2.x x x x x

x
+ = ⇔ − + = ⇔ = =  

• Για 1x = , προκύπτει πάλι η λύση ( ) ( ), , , 1,1,1,0x y z w = . 

• Για 2x = , προκύπτει η λύση ( ) 1 1, , , 2, ,1,
2 2

x y z w  =  
 

. 

 
 

Γ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 
 

Πρόβλημα 1 
Στο Καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων Oxy  θεωρούμε την παραβολή με εξίσωση 

2y x=  και τα σημεία της , καιΑ Β Γ  με τετμημένες , και ,α β γ αντίστοιχα, έτσι 
ώστε 0α β β γ ω− = − = > . Να εκφράσετε το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ ως 
συνάρτηση του ω . 
 
Λύση 
Αν είναι , και′ ′ ′Α Β Γ  οι προβολές των σημείων , καιΑ Β Γ  πάνω στον άξονα x x′ , 
τότε έχουμε: 

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )

2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2
3

2 2 2
2 2 2 2

2 2

2
2 2 2

E E E E

α γ α β β γ ωω ω α γ α β β γ

ω ωα γ β β α β β γ

ω ω ωα β α β β γ β γ α β β γ ω ω

′ ′ ′ ′ ′ ′ΑΒΓ = ΑΓΓ Α − ΑΒΒ Α − ΒΓΓ Β

+ + +
= ⋅ − ⋅ − ⋅ = ⋅ + − − − −

 = ⋅ + − − = ⋅ − − − = 

= ⋅ − + − − + = ⋅ + − − = ⋅ =  

, 
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Σχήμα 5 

 
Σημείωση.  
Η άσκηση μπορεί να λυθεί με χρήση του τύπου εμβαδού τριγώνου από την 
Αναλυτική Γεωμετρία του επιπέδου της Β΄ Λυκείου. Έχουμε 

( ) ( )

( )( ) ( )( )

( )( )( )

( )( )( ) ( )( )

2 2

2 2

2 2 2 2

3

1 1det ,
2 2

1
2
1
2
1 1 2 .
2 2

E
α β α β
γ β γ β

α β γ β α β γ β

α β γ β γ β α β

α β γ β γ α ω ω ω ω

− −
ΑΒΓ = =

− −

 = − − − − − 

= − − + − −

= − − − = ⋅ − − =

ΒΑ ΒΓ

 

 
Πρόβλημα 2  
Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ=ΑΓ και ˆ 45Α =  . Στο ύψος ΑΔ θεωρούμε 
σημείο Κ ώστε ΔΒ = ΔΓ = ΔΚ. Οι προεκτάσεις των υψών ΒΕ και ΓΖ τέμνουν τον 
περιγεγραμμένο κύκλο του τριγώνου ΑΒΓ, στα σημεία Μ και Ν αντίστοιχα. Να 
αποδείξετε ότι τα σημεία Ν, Κ και Μ είναι συνευθειακά. 

Λύση 
Πρώτα θα αποδείξουμε ότι ΚΑ = ΚΒ = ΚΓ (δηλαδή ότι το σημείο Κ είναι το 
περίκεντρο του τριγώνου ΑΒΓ). 
Από το ορθογώνιο και ισοσκελές τρίγωνο ΒΔΚ, έχουμε: . 
Από το ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (αφού ) έχουμε: 

. 
Άρα  1 2 1

ˆˆ ˆ ˆ 67,5 45 22,5Β = Β−Β = − = = Α   , δηλαδή το τρίγωνο ΚΑΒ είναι 
ισοσκελές  με ΚΑ=ΚΒ. Όμοια αποδεικνύουμε ότι ΚΑ=ΚΓ, οπότε το Κ είναι το 
κέντρο του περιγεγραμμένου κύκλου του τριγώνου ΑΒΓ. 
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Σχήμα 6 

Η γωνία   είναι εγγεγραμμένη στον περιγεγραμμένο κύκλο του τριγώνου που βαίνει 
στο τόξο ΑΜ.  

Άρα  1
ˆˆ ˆ 90 45Γ =ΜΒΑ = −Α =   (από το ορθογώνιο τρίγωνο ΑΕΒ). 

Ισχύει επίσης  2
ˆˆ 90 45Γ = −Α =   (από το ορθογώνιο τρίγωνο ΑΓΖ). 

Επομένως 1 2
ˆ ˆ ˆ 90ΜΓΝ = Γ +Γ =  , δηλαδή η ΜΝ είναι διάμετρος του κύκλου, άρα θα 

περνά από το κέντρο Κ του κύκλου. 

 
Πρόβλημα 3 
Έστω ( )P x πολυώνυμο τετάρτου βαθμού, τέτοιο ώστε: 

(α) ( ) ( ) ( ) ( )1 1, 2 4, 3 9, 4 16.P P P P= = = =  

(β)  Όλοι οι συντελεστές του ( )P x είναι μικρότεροι ή ίσοι του 10. 

Να βρείτε τη μικρότερη και τη μεγαλύτερη δυνατή τιμή του ( )5P . 
 
Λύση 
Το πολυώνυμο ( ) ( ) 2Q x P x x= − είναι τετάρτου βαθμού και λόγω της (α) έχει ρίζες 
τους αριθμούς 1,2,3 και 4. Επομένως μπορεί να γραφεί στη μορφή 

( ) ( ) ( )( )( )( )
( ) ( )( )( )( )
( ) ( )

2

2

4 3 2

1 2 3 4

1 2 3 4

10 35 1 50 24

Q x P x x a x x x x

P x a x x x x x

P x ax ax a x ax a

= − = − − − −

⇔ = − − − − +

⇔ = − + + − +

 

Άρα είναι  
( )5 24 25P a= + . 

Λόγω της (β) έχουμε:  
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10, 10 10, 35 1 10, 50 10, 24 10
9 1 10 1 910, 1, , , .
35 5 24 5 35

a a a a a

a a a a a a

≤ − ≤ + ≤ − ≤ ≤

⇔ ≤ ≥ − ≤ ≥ − ≤ ⇔− ≤ ≤
 

Επομένως,  έχουμε: 

           
( )

1 9 24 9 24 24 9 2424 25 24 25 25
5 35 5 35 5 35

101 1091 101 109124 25 ,
5 35 5 35

a a a

a P a

⋅ ⋅
− ≤ ≤ ⇔ − ≤ ≤ ⇔ − + ≤ + ≤ +

⇔ ≤ + ≤ ⇔ ≤ ≤
 

δηλαδή η μικρότερη δυνατή τιμή του ( )P a είναι 101
5

και η μεγαλύτερη δυνατή τιμή 

του ( )P a είναι 1091.
35

 

 
Πρόβλημα 4  
Να βρείτε έναν πρώτο αριθμό που διαιρεί τον αριθμό 7 214 14 1Α = + + . 

Λύση 
Θέτουμε για ευκολία 14n =  και θα προσπαθήσουμε να παραγοντοποιήσουμε τον 
αριθμό 7 2 1n nΑ = + + . Πράγματι, μπορούμε να αποδείξουμε ότι ο 2 1n n+ +  είναι 
παράγοντάς του Α ως εξής: 

7 2 7 2 6 2

3 3 2 3 2 2

2 5 4 2

1 1 ( 1) 1

( 1)( 1) 1 ( 1)( 1)( 1) 1

( 1)( 1)

n n n n n n n n n n

n n n n n n n n n n n n

n n n n n n

Α = + + = − + + + = − + + + =

= + − + + + = + − + + + + + =

= + + − + − +

 

Επομένως ο αριθμός 2 21 14 14 1 211n n+ + = + + =  διαιρεί τον αριθμό Α . Επιπλέον, ο 
211 είναι πρώτος και το ζητούμενο έπεται.  
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Ενδεικτικές λύσεις 
 

Β΄ ΓΥΜΝΑΣΙΟΥ 
 

Πρόβλημα 1  
Να υπολογίσετε την τιμή της αριθμητικής παράστασης: 

( ) ( )
( )

( ) ( )3 3 2 2
3

33 2

10 15 8 12 .
2 2 43

− − − −  Α = + ⋅ − + − −      − 
 

Λύση  

( ) ( )
( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

3 3 2 2
3

33 2

3 3 2
3 2

3 3 3 2 2

3 33 3

10 15 8 12
2 2 43

10 15 82 4
2 3 2

5 5 2 4 4

5 5 2 16 16 0 2 0 0.

− − − −  Α = + ⋅ − + − −      − 
 − − −     = + ⋅ − + − −       −      

= − + + ⋅ − + − − −

= − + ⋅ − + − = ⋅ − + =

 

 
 
Πρόβλημα 2 
Στο διπλανό σχήμα τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΑΒΟ είναι 
ισοσκελή με βάση την πλευρά  ΑΒ. Αν η προέκταση της 
ΓΟ τέμνει τη βάση ΑΒ στο σημείο Δ, να αποδείξετε ότι: 
(α) Η ευθεία ΓΔ είναι κάθετη προς τη ΑΒ και το σημείο Δ 
είναι το μέσο της ΑΒ.  
(β) Αν 0ˆ ˆ 30ΟΑΓ = ΟΓΑ = , να αποδείξετε ότι η ΑΟ είναι 
διχοτόμος της γωνίας ˆΒΑΓ . 
 
Λύση 
(α) Επειδή τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΑΒΟ είναι ισοσκελή με βάση τη ΑΒ, έχουμε ότι 
ΓΑ = ΓΒ   και ,ΟΑ = ΟΒ  δηλαδή τα σημεία Γ και Ο ανήκουν στη μεσοκάθετη του 
ΑΒ, οπότε η ευθεία ΓΟ είναι η μεσοκάθετη του ΑΒ. Επομένως τέμνει κάθετα την ΑΒ 
στο μέσο της, δηλαδή ΑΔ = ΔΒ. 
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(β) Το τρίγωνο ΑΔΓ είναι ορθογώνιο στο Γ και έχει ˆ 30 ,ΑΓ∆ =   οπότε θα είναι 
ˆ 60∆ΑΓ =    Επομένως  

ˆ ˆ ˆ ˆ60 30 30 ,∆ΑΟ = ∆ΑΓ −ΟΑΓ = − = = ΟΑΓ    
οπότε η ΑΟ είναι διχοτόμος της γωνίας ˆ .ΒΑΓ   

 
Σχήμα 1 

Πρόβλημα 3 
Ο Γιώργος αγόρασε ένα σαλόνι αξίας 1200 ευρώ χωρίς να συμπεριλαμβάνεται σε 
αυτή τη τιμή ο φόρος προστιθέμενης αξίας (ΦΠΑ). Μετά την πρόσθεση του ΦΠΑ 
που ήταν το 24%  επί της αξίας των 1200 ευρώ, αποφάσισε να πληρώσει σε 12 
ισόποσες μηνιαίες δόσεις.  Να βρείτε πόσο ήταν το ποσόν κάθε μηνιαίας δόσης, αν η 
τελική τιμή πώλησης επιβαρύνθηκε λόγω των δόσεων κατά  5%  με τόκους. 
 
Λύση 

Το ποσόν του ΦΠΑ είναι: 241200 12 24 288
100
⋅ = ⋅ =  ευρώ, οπότε η τιμή του σαλονιού 

μαζί με το ΦΠΑ είναι:  1200 288 1488+ =  ευρώ. 

Οι τόκοι που πρέπει να πληρωθούν είναι: 5 74401488 74,4
100 100
⋅ = =  ευρώ. 

Η τελική τιμή που θα πληρώσει ο Γιώργος είναι: 
1200 288 74,4 1562,4+ + =  ευρώ, 

οπότε η κάθε μηνιαία δόση είναι: 1562,4 :12 130,2=  ευρώ. 
 
Πρόβλημα 4 
Ο τετραψήφιος θετικός ακέραιος Α διαιρείται με το 9 και γνωρίζουμε ότι κάθε ένα 
από τα τρία πρώτα ψηφία του από αριστερά προς τα δεξιά είναι το 5 ή το 8. Να βρείτε 
όλους τους δυνατούς αριθμούς Α. 
 
Λύση 
Διακρίνουμε τις περιπτώσεις: 

• Ο Α έχει τρεις φορές ψηφίο το 5 και ένα ακόμη ψηφίο τα .x  Τότε το 
άθροισμα των ψηφίων του είναι 15 x+  και διαιρείται με το 9 μόνον για 3x = . 
Άρα έχουμε τον αριθμό 5553. 

• Ο Α έχει δύο φορές ψηφίο το 5 μία φορά το 8 και ένα ακόμη ψηφίο τα .x  
Τότε το άθροισμα των ψηφίων του είναι 18 x+  και διαιρείται με το 9 μόνον 
για 0x =  ή 9x = . Άρα έχουμε τους αριθμούς : 
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                           5580, 5589, 5850, 5859, 8550, 8559. 
• Ο Α έχει μία φορά το ψηφίο 5 δύο φορές το 8 και ένα ακόμη ψηφίο τα .x  

Τότε το άθροισμα των ψηφίων του είναι 21 x+  και διαιρείται με το 9 μόνον 
για 6x = . Άρα έχουμε τους αριθμούς: 5886, 8586, 8856.  

• Ο Α έχει τρεις φορές ψηφίο το 8 και ένα ακόμη ψηφίο τα .x  Τότε το 
άθροισμα των ψηφίων του είναι 24 x+  και διαιρείται με το 9 μόνον για 3x = . 
Άρα έχουμε τον αριθμό  8883. 

 
 

Γ΄ ΓΥΜΝΑΣΙΟΥ 
 

Πρόβλημα 1 
Αν ο αριθμός ν  είναι θετικός ακέραιος, να υπολογίσετε την τιμή της αριθμητικής 
παράστασης: 

( ) ( )
( )

( ) ( )2 1 2 1 2 2
2

2 12 1 2

10 15 8 12017 2018.
2 2 43

ν ν ν ν

νν ν

+ − −

−+

 − − −  Α = + ⋅ − + − − +      − 
 

Λύση 
Έχουμε ότι   

   

( ) ( )
( )

( ) ( )

( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 1 2 1 2 2
2

2 12 1 2

2 1 2 1 2 2
2

2 1 2 1 2 2 2

22 1 2 1

10 15 8 12017 2018
2 2 43

10 15 8 42017 2018
2 3 2 1

5 5 2017 4 4 2018

5 5 2017

ν ν ν ν

νν ν

ν ν ν ν

ν ν ν ν

ν ν

+ − −

−+

+ −

+ −

+ −

 − − −  Α = + ⋅ − + − − +      − 
        = − + + ⋅ − + − − − +                 

= − + + ⋅ − + − − − +

= − + ⋅ − + ( )2 1 2 2

2 1 2 2 1

2018 5 5 1 2017 2018

24 5 2017 2018 24 5 4068289 2018.

ν

ν ν

−

− −

= − − +

= − ⋅ ⋅ + = − ⋅ ⋅ +

 

 
Πρόβλημα 2 
Η αυλή ενός σπιτιού σχήματος ορθογωνίου παραλληλογράμμου καλύπτεται με δύο 

ειδών πλάκες, λευκές και μαύρες, σχήματος ορθογωνίου παραλληλογράμμου. Το 1
3

του συνολικού πλήθους των πλακών είναι λευκές. Επίσης το εμβαδό κάθε λευκής 
πλάκας είναι εννεαπλάσιο από το εμβαδό κάθε μαύρης πλάκας. Αν οι μαύρες πλάκες  
καλύπτουν εμβαδό 80τ.μ., να βρείτε το εμβαδό της αυλής.  
 
Λύση 
Ονομάζουμε ,Α Β  το εμβαδό μιας άσπρης πλάκας και μιας μαύρης πλάκας, 
αντίστοιχα. Έστω επίσης ότι χρησιμοποιούμε x  λευκές πλάκες. Τότε αφού οι μαύρες 

είναι τα 2
3

 του συνολικού αριθμού των πλακών, χρησιμοποιούμε 2x  από τις μαύρες 

πλάκες.  



 4 

Επιπλέον, αφού το εμβαδό των μαύρων πλακών είναι 80τ.μ, θα έχουμε ότι 
(2 ) 80.x ⋅Β =   Όμως, από τα δεδομένα έχουμε ότι 9Α = Β . Επομένως το συνολικό 
εμβαδό που καλύπτουν οι άσπρες πλάκες είναι (9 ) 9 9 40 360x x xΑ = Β = Β = ⋅ = . 
Επομένως το συνολικό εμβαδό της αυλής είναι 360 80 440 τ.μ.+ =  
 
 
Πρόβλημα 3 
Γράφουμε θετικό ακέραιο Α χρησιμοποιώντας όσες φορές θέλουμε το ψηφίο 6 και 
μία φορά το ψηφίο 4. Να προσδιορίσετε τον ελάχιστο δυνατό θετικό ακέραιο Α που 
μπορούμε να γράψουμε ο οποίος να διαιρείται με όσο είναι δυνατόν περισσότερους 
από τους ακέραιους 2, 3, 4, 5, 6,7, 8, 9.  
 
Λύση 
Σύμφωνα με την εκφώνηση πρέπει να χρησιμοποιήσουμε για να γράψουμε τον 
αριθμό Α μία φορά το ψηφίο 4 και το ψηφίο 6 όσες φορές θέλουμε, έστω 1κ ≥  
φορές. Αποκλείουμε την περίπτωση 0κ =  γιατί τότε δεν κάνουμε χρήση του ψηφίου 
6  όπως απαιτεί η εκφώνηση. 
Ο θετικός ακέραιος που μπορούμε να γράψουμε έχει άθροισμα ψηφίων της μορφής               

πολ.6+4 = πολ.3+3+1 =πολ.3+1, 
οπότε δεν μπορεί να διαιρείται με το 3. Επομένως δεν μπορεί να διαιρείται και με 
κάποιο πολλαπλάσιο του 3, δηλαδή δεν μπορεί να διαιρείται ούτε με το 6 ή το 9. 
Επειδή δεν θα λήγει σε 0 ή 5 δεν μπορεί να διαιρείται με το 5.  Επομένως τέσσερις 
από τους αριθμούς 2,3,…., 9 δεν μπορούν να είναι διαιρέτες του Α.  
Για το λόγο αυτό αναζητούμε τον ελάχιστο δυνατό αριθμό Α που διαιρείται με όσο το 
δυνατό περισσότερους από τους αριθμούς 2,4,7,8.  
Για να διαιρείται με το 4 πρέπει το τελευταίο διψήφιο τμήμα του να διαιρείται με το 
4, οπότε το τελευταίο διψήφιο τμήμα του αριθμού πρέπει να είναι 64. Ο αριθμός 
αυτός διαιρείται με το 2 και το 8, αλλά δεν διαιρείται με το 7. Επειδή ο 664 δεν 
διαιρείται με το 7 θεωρούμε τον τετραψήφιο αριθμό 6664 ο οποίος διαιρείται με τους 
2, 4 , 8 και  7, οπότε αυτός είναι ο ζητούμενος αριθμός. 
 
Πρόβλημα 4  
Στο διπλανό σχήμα το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισόπλευρο πλευράς α . 
Το σχήμα ΒΔΕΓ είναι ορθογώνιο παραλληλόγραμμο με πλευρά 

.
2
α

Β∆ =   

(α) Nα αποδείξετε ότι Α∆ = ΑΕ . 
(β) Να υπολογίσετε συναρτήσει του α  τα εμβαδά των τριγώνων 
ΑΒΔ και ΑΔΓ. 
 
Λύση 
(α)  (1ος τρόπος) Έστω ότι η κάθετη από την κορυφή Α προς την πλευρά ΒΓ την 
τέμνει στο Η και έστω επίσης τέμνει την πλευρά ΔΕ του ορθογωνίου στο Ζ. Τότε η 
ΑΗ είναι μεσοκάθετη της πλευράς ΒΓ, οπότε ΒΗ = ΗΓ. Επειδή η ΑΖ είναι κάθετη 
προς την πλευρά ΒΓ θα είναι κάθετη και στην παράλληλή της ΔΕ. Επομένως και τα 
τετράπλευρα ΒΔΖΗ, ΗΖΕΓ είναι ορθογώνια, οπότε ΒΗ = ΔΖ και ΗΓ = ΖΕ. Επομένως 
θα είναι και ΔΖ = ΖΕ. Έτσι η ΑΖ είναι μεσοκάθετη της πλευράς ΔΕ, οπότε ΑΔ = ΑΕ. 
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                                                           Σχήμα 2 
 
 (2ος τρόπος) Τα τρίγωνα ΑΒΔ και ΑΓΕ έχουν ίσες πλευρές αΑΒ = ΑΓ =   και 

2
α

Β∆ = ΓΕ = , ενώ οι περιεχόμενες γωνίες σε αυτές τις πλευρές είναι επίσης ίσες, 

αφού   
                       ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ60 90ΑΒ∆ = ΑΒΓ +ΓΒ∆ = + = ΑΓΒ+ΒΓΕ = ΑΓΕ  . 
Επομένως τα τρίγωνα ΑΒΔ και ΑΓΕ είναι ίσα, οπότε θα έχουν και .Α∆ = ΑΕ   
(β) Σύμφωνα με τα προηγούμενα έχουμε  

( ) ( ) ( ) ( )ΑΒ∆ = ΑΒΗ + Β∆ΖΗ − Α∆Ζ , 
όπου 

( ) ( )

( )
( )

2 2

2 2 2

1 3 3 , ,
2 2 2 8 2 2 4

3 11 3 3 .
2 2 2 8 8 8

α α α α α α

αα α α α α

ΑΒΗ = ⋅ ⋅ = Β∆ΖΗ = ⋅ =

++
Α∆Ζ = ⋅ ⋅ = = +

 

Άρα είναι 

( ) ( ) ( ) ( )
2

8
α

ΑΒ∆ = ΑΒΗ + Β∆ΖΗ − Α∆Ζ = . 

 
Έχουμε επίσης ( ) ( ) ( ) ( ).Α∆Γ = ΑΒΓ + Β∆Γ − ΑΒ∆  Όμως είναι 

( ) ( ) ( )
2 2 21 3 3 1, , ,

2 2 4 2 2 4 8
α α α α αα αΑΒΓ = ⋅ ⋅ = Β∆Γ = ⋅ ⋅ = ΑΒ∆ =  

οπότε  

( ) ( ) ( ) ( )
( )22 2 2 2 3 13 .

4 4 8 8

αα α α +
Α∆Γ = ΑΒΓ + Β∆Γ − ΑΒ∆ = + − =  
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Α΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 
 

Πρόβλημα 1 
Σε ένα φιλικό παιχνίδι ποδοσφαίρου, ο προπονητής θέλει να χρησιμοποιήσει και τους 
16 παίκτες που έχει και να παίξουν όλοι τον ίδιο χρόνο. Αν το παιχνίδι διαρκεί 90 
λεπτά και η ομάδα παίζει κάθε στιγμή με 11 ποδοσφαιριστές, είναι δυνατόν όλοι οι 
ποδοσφαιριστές να παίξουν ακέραιο αριθμό λεπτών;  
 
Λύση  
Έστω ότι γίνεται. Ονομάζουμε x  τον κοινό χρόνο που έπαιξε ο κάθε 
ποδοσφαιριστής, όπου x  είναι ένας θετικός ακέραιος. Τότε ο συνολικός χρόνος που 
έπαιξαν όλοι οι ποδοσφαιριστές είναι 16x . Όμως κάθε στιγμή υπάρχουν 11 
ποδοσφαιριστές, άρα ο συνολικός χρόνος που παίζουν οι ποδοσφαιριστές σε έναν 

αγώνα είναι 90 11⋅ . Συνεπώς πρέπει 16 90 11x = ⋅ , που δίνει 90 11 45 11
16 8

x ⋅ ⋅
= = , που 

δεν είναι ακέραιος. Συνεπώς δεν είναι δυνατό όλοι οι παίκτες να παίξουν τον ίδιο 
ακέραιο αριθμό λεπτών.   
 
 
Πρόβλημα 2 
Να βρεθούν οι τριάδες ( , , )x y z ακεραίων αριθμών που είναι τέτοιες ώστε 

2 2 24 9 4 4 12 6 0x y z x y z+ + − − + + =   
 
Λύση 
Γράφουμε την δοθείσα στη μορφή  

2 2 2

2 2 2

( 4 4) (4 4 1) (9 12 4) 3

( 2) (2 1) (3 2) 3

x x y y z z

x y z

− + + − + + + + = ⇔

− + − + + =
 

Επομένως έχουμε το άθροισμα τριών τετραγώνων ακεραίων να ισούται με τρία. Η 
μόνη περίπτωση να ισχύει αυτό είναι να έχουμε 2 2 2( 2) (2 1) (3 2) 1x y z− = − = + = . 
Άρα έχουμε  

2 1 ή 2 1 3 ή 1
2 1 1 ή 2 1 1 1 ή 0
3 2 1 ή 3 2 1 1/ 3 (απορρίπτεται) ή 1

x x x x
y y y y
z z z z

− = − = − = = 
 − = − = − ⇔ = = 
 + = + = − = − = − 

 

Επομένως οι ζητούμενες τριάδες είναι οι (3,1, 1), (1,1, 1), (3,0, 1), (1,0, 1)− − − − . 
 
Πρόβλημα 3 
Γράφουμε θετικό ακέραιο Α χρησιμοποιώντας όσες φορές θέλουμε το ψηφίο 9 και 
μία φορά το ψηφίο 4. Να προσδιορίσετε τον ελάχιστο δυνατό θετικό ακέραιο Α που 
μπορούμε να γράψουμε ο οποίος διαιρείται με όσο είναι δυνατόν περισσότερους από 
τους ακέραιους 2, 3, 4, 5, 6,7, 8, 9.  
 
Λύση 
Σύμφωνα με την εκφώνηση πρέπει να χρησιμοποιήσουμε για να γράψουμε τον 
αριθμό Α μία φορά το ψηφίο 4 και το ψηφίο 9 όσες φορές θέλουμε, έστω 1κ ≥  
φορές. Αποκλείουμε την περίπτωση 0κ =  γιατί τότε δεν κάνουμε χρήση του ψηφίου 
9 όπως απαιτεί η εκφώνηση. 
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Ο αριθμός που μπορούμε να γράψουμε έχει άθροισμα ψηφίων της μορφής πολ.3+1, 
οπότε δεν μπορεί να διαιρείται με το 3. Επομένως δεν μπορεί να διαιρείται και με 
κάποιο πολλαπλάσιο του 3, δηλαδή δεν μπορεί να διαιρείται ούτε με το 6 ή το 9. 
Επειδή δεν θα λήγει σε 0 ή 5 δεν μπορεί να διαιρείται με το 5. Επίσης, για να 
διαιρείται με το 4 πρέπει το τελευταίο διψήφιο τμήμα του να διαιρείται με το 4. 
Επειδή το 4 δεν διαιρεί ούτε το 49 ούτε το 94, ο αριθμός Α δεν μπορεί να διαιρείται 
με το 4. Επομένως ο Α δεν μπορεί να  διαιρείται και με το 8, αφού τότε θα έπρεπε να 
διαιρείται και με το 4. Επομένως έξι από τους αριθμούς 2,3,…., 9 δεν μπορούν να 
είναι διαιρέτες του Α.  
Για το λόγο αυτό αναζητούμε τον ελάχιστο δυνατό αριθμό Α που διαιρείται με όσο το 
δυνατό περισσότερους από τους αριθμούς 2,7.  Για να διαιρείται με το 2 πρέπει το 
τελευταίο ψηφίο του Α να είναι το 4. Επειδή ο 94 δεν διαιρείται με το 7 θεωρούμε 
τον αριθμό 994 ο οποίος διαιρείται και με το 7, οπότε αυτός είναι ο ζητούμενος 
θετικός ακέραιος. 
 
Πρόβλημα 4 
Στη πλευρά 𝛣𝛣𝛣𝛣 ισοπλεύρου τριγώνου 𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢, θεωρούμε σημείο 𝛭𝛭 (διαφορετικό από το 
μέσο της 𝛣𝛣𝛣𝛣) και ευθεία (𝜀𝜀) που περνάει από την κορυφή Α και είναι παράλληλη στη 
𝛣𝛣𝛣𝛣. Ο κύκλος 𝐶𝐶1 (που έχει κέντρο το μέσο 𝛫𝛫 του 𝛭𝛭𝛭𝛭 και ακτίνα 𝛫𝛫𝛫𝛫) τέμνει την 𝛢𝛢𝛢𝛢 
στο 𝛥𝛥. Ο κύκλος 𝐶𝐶2 (που έχει κέντρο το μέσο 𝛬𝛬 του 𝛭𝛭𝛭𝛭 και ακτίνα 𝛬𝛬𝛬𝛬) τέμνει την 
𝛢𝛢𝛢𝛢 στο 𝛦𝛦. Οι ευθείες 𝛫𝛫𝛫𝛫 και 𝛬𝛬𝛬𝛬 τέμνουν την ευθεία (𝜀𝜀) στα σημεία  𝛱𝛱 και 𝛲𝛲 
αντίστοιχα. Αν τέλος οι ευθείες 𝛫𝛫𝛫𝛫 και 𝛬𝛬𝛬𝛬 τέμνονται στο σημείο 𝛵𝛵, να αποδείξετε ότι 
το τρίγωνο 𝛱𝛱𝛱𝛱𝛱𝛱 είναι ισόπλευρο και να υπολογίσετε το εμβαδό του συναρτήσει του 
μήκους 𝛼𝛼 της πλευράς 𝛣𝛣𝛣𝛣. 
 
Λύση 
Πρώτα θα αποδείξουμε ότι το τρίγωνο 𝛵𝛵𝛵𝛵𝛵𝛵 είναι ισόπλευρο. Το τρίγωνο 𝛫𝛫𝛫𝛫𝛫𝛫 είναι 
ισοσκελές (διότι 𝛫𝛫𝛫𝛫,𝛫𝛫𝛫𝛫 ακτίνες του κύκλου 𝐶𝐶1). Επειδή όμως 𝛣𝛣� = 60°, 
συμπεραίνουμε ότι το τρίγωνο 𝛫𝛫𝛫𝛫𝛫𝛫 είναι (τελικά) ισόπλευρο.  
Οπότε 𝛫𝛫�1 = 𝛫𝛫�2 = 60°. 
Όμοια καταλήγουμε στην ισότητα 𝛬̂𝛬1 = 𝛬̂𝛬2 = 60°. Άρα το τρίγωνο 𝛫𝛫𝛫𝛫𝛫𝛫 είναι 
ισόπλευρο και κάθε πλευρά έχει μήκος: 

𝛫𝛫𝛫𝛫 = 𝛭𝛭𝛭𝛭 + 𝛭𝛭𝛭𝛭 =
𝛭𝛭𝛭𝛭

2 +
𝛭𝛭𝛭𝛭

2 =
𝛭𝛭𝛭𝛭 + 𝛭𝛭𝛭𝛭

2 =
𝛣𝛣𝛣𝛣
2 =

𝛼𝛼
2. 

 
Σχήμα 3 
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Εφόσον 𝛢𝛢𝛢𝛢 ⫽ 𝛣𝛣𝛣𝛣, συμπεραίνουμε ότι 𝛬̂𝛬1 = 𝛲𝛲�1 = 60°. Άρα το τρίγωνο 𝛵𝛵𝛵𝛵𝛵𝛵 είναι 
ισόπλευρο (διότι και 𝛵𝛵� = 60°). 
Το τετράπλευρο 𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢 είναι παραλληλόγραμμο (διότι 𝛣𝛣� = 𝛬̂𝛬1 = 𝛲𝛲�1 = 60°). 
 Άρα το τρίγωνο 𝛵𝛵𝛵𝛵𝛵𝛵 είναι ισόπλευρο με μήκος πλευράς: 

𝛵𝛵𝛵𝛵 = 𝛵𝛵𝛵𝛵 + 𝛬𝛬𝛬𝛬 = 𝛵𝛵𝛵𝛵 + 𝛢𝛢𝛢𝛢 =
𝛼𝛼
2 + 𝛼𝛼 =

3𝛼𝛼
2 . 

Το εμβαδό του τριγώνου 𝛵𝛵𝛵𝛵𝛵𝛵 είναι: 

(𝛵𝛵𝛵𝛵𝛵𝛵) =
�3𝛼𝛼

2 �
2
√3

4 =
9𝛼𝛼2√3

16 . 
 
 

Β΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 
 
Πρόβλημα 1 
Αν ο αριθμός 𝜌𝜌 είναι ρίζα της εξίσωσης 𝑥𝑥3 − 𝑥𝑥 − 1 = 0 , να αποδείξετε ότι ο 𝜌𝜌 είναι 
ρίζα και της εξίσωσης 

𝑥𝑥10 − 4𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 − 3 = 0. 
. 

Λύση 
Εφόσον ο αριθμός ρ   είναι ρίζα της εξίσωσης 𝑥𝑥3 − 𝑥𝑥 − 1 = 0 , θα είναι 0ρ ≠   και 
ισχύει: 

𝜌𝜌3 − 𝜌𝜌 − 1 = 0 ⇔ 𝜌𝜌3 = 𝜌𝜌 + 1      (1). 

 Άρα (𝜌𝜌3)3 = (𝜌𝜌 + 1)3 ⇔ 𝜌𝜌9 = 𝜌𝜌3�
𝜌𝜌+1

+ 3𝜌𝜌2 + 3𝜌𝜌 + 1 ⇔
(1)

 

⇔
(1)

𝜌𝜌9 = 𝜌𝜌 + 1 + 3𝜌𝜌2 + 3𝜌𝜌 + 1 ⇔ 𝜌𝜌9 = 3𝜌𝜌2 + 4𝜌𝜌 + 2 ⇔ 

⇔
(∗)

𝜌𝜌9 ∙ 𝜌𝜌 = (3𝜌𝜌2 + 4𝜌𝜌 + 2) ∙ 𝜌𝜌 ⇔ 𝜌𝜌10 = 3 ∙ 𝜌𝜌3 + 4𝜌𝜌2 + 2𝜌𝜌 ⇔ 
⇔ 𝜌𝜌10 = 4𝜌𝜌2 + 5𝜌𝜌 + 3. 
(∗) ισχύει 𝜌𝜌 ≠ 0. 
 
Πρόβλημα 2  
Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο 𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢 (𝛢𝛢𝛢𝛢 = 𝛢𝛢𝛢𝛢) με 𝛢̂𝛢 = 45°. Ο κύκλος 𝐶𝐶𝛤𝛤(𝛤𝛤,𝛤𝛤𝛤𝛤) (που 
έχει κέντρο το 𝛤𝛤 και ακτίνα 𝛤𝛤𝛤𝛤) τέμνει την προέκταση της 𝛢𝛢𝛢𝛢 στο σημείο 𝛥𝛥. Ο 
περιγεγραμμένος κύκλος του τριγώνου 𝛣𝛣𝛣𝛣𝛣𝛣 (έστω  𝐶𝐶𝛣𝛣𝛣𝛣𝛣𝛣) τέμνει τον 𝐶𝐶𝛤𝛤 στο σημείο 𝛦𝛦 
Να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο  𝛣𝛣𝛣𝛣𝛣𝛣𝛣𝛣 είναι ισοσκελές τραπέζιο του οποίου οι 
διαγώνιες τέμνονται κάθετα. 
 
Λύση 
Το τρίγωνο 𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢 είναι ισοσκελές, διότι 𝛤𝛤𝛤𝛤 και 𝛤𝛤𝛤𝛤 είναι ακτίνες του κύκλου 𝐶𝐶𝛤𝛤. Άρα: 
                                                       2

ˆ ˆ 45Α = ∆ =                                               (1) 
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Σχήμα 4 

Το τρίγωνο ΓΔΕ είναι ισοσκελές, διότι ΓΕ και ΓΔ είναι ακτίνες του κύκλου 𝐶𝐶𝛤𝛤. Άρα: 
                                                          1

ˆΕ̂ = ∆                                                     (2) 
Το τετράπλευρο ΒΓΕΔ είναι εγγεγραμμένο στο κύκλο 𝐶𝐶𝛤𝛤. Άρα η εξωτερική του γωνία 
Β̂  ισούται με την απέναντι εσωτερική Ε̂  . Άρα: 

                                        ˆ ˆ 67,5Ε = Β =                                                (3) 
Από τις σχέσεις (1), (2), (3) έχουμε: 2 1

ˆ ˆ ˆ 45Α = ∆ = Γ =  . 
Άρα ΒΔ ⫽ ΓΕ, οπότε το τετράπλευρο ΒΓΕΔ είναι ισοσκελές τραπέζιο. 
Στη συνέχεια θα αποδείξουμε ότι το τρίγωνο ΚΒΔ είναι ορθογώνιο. 
Το τρίγωνο ΕΒΓ είναι ισοσκελές, γιατί ΒΕ=ΔΓ  (διαγώνιες του ισοσκελούς 
τραπεζίου) και ΓΔ = ΓΕ (ακτίνες του 𝐶𝐶𝛤𝛤). Άρα τα ισοσκελή τρίγωνα ΑΒΓ και ΕΒΓ 
είναι ίσα. 
Άρα Β�1 = Γ1 + Γ�2 = 67,5° και επειδή Γ�1 = 45°, καταλήγουμε Γ�2 = 22,5° και κατά 
συνέπεια Β�1 + Γ�2 = 67,5° + 22,5° = 90°. 
 
Πρόβλημα 3 
Να  αποδείξετε ότι, για κάθε 2ν ≥ , ο αριθμός  

7 6 5

2

1
1

ν ν ν
ν

+ + +
Α =

+
 

είναι σύνθετος. 
 
Λύση 
Ο αριθμητής του κλάσματος παραγοντοποιείται ως εξής: 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( )( )( )

37 6 5 5 2 2 5 2 2 4 2

2 5 4 2 2 4

2 4

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 .

ν ν ν ν ν ν ν ν ν ν ν

ν ν ν ν ν ν ν ν ν

ν ν ν ν

+ + + = + + + = + + + − +

 = + + − + = + + − + − 

= + + − +

 

 
Επομένως έχουμε 

( )( )
7 6 5

4
2

1 1 1 .
1

ν ν ν ν ν ν
ν

+ + +
Α = = + − +

+
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Για 2ν ≥  είναι 1 3ν + ≥  και ( )4 31 1 1 2 7 1 15ν ν ν ν− + = − + ≥ ⋅ + = , οπότε ο ακέραιος 
Α είναι σύνθετος. 
 
Πρόβλημα 4 
Δίνεται ένα ορθογώνιο παραλληλόγραμμο στο οποίο η αριθμητική τιμή του εμβαδού 
του ισούται με την αριθμητική τιμή της περιμέτρου του. Ποια είναι η ελάχιστη 
δυνατή τιμή του μήκους της διαγωνίου του;  
 
Λύση 
Έστω ,x y  τα μήκη των πλευρών του ορθογωνίου παραλληλογράμμου. Αφού η 
αριθμητική τιμή του εμβαδού του ισούται με την αριθμητική τιμή της περιμέτρου του 

θα έχουμε ότι 2( )xy x y= + (1).  Το μήκος της διαγωνίου είναι 2 2d x y= + . Οπότε 
θέλουμε να βρούμε την ελάχιστη τιμή του d  υπό τη συνθήκη (1).  

Έχουμε ότι 
(1)

2 2 2 2 2( ) 2 ( ) 4( )d x y x y xy x y x y= + = + − = + − + .  
Ισχύει ότι 2( ) 4x y xy+ ≥  (αφού είναι ισοδύναμη με 2( ) 0x y− ≥ ) και λόγω της (1) 
έχουμε ότι 4 8( )xy x y= + , άρα 2( ) 8( )x y x y+ ≥ + , οπότε 8x y+ ≥ . (2) 

Θέτουμε x y t+ =  και τότε 
(2)

2 2 2 24 ( 2) 4 (8 2) 4 32d t t t= − = − − ≥ − − = .  
Επομένως η ελάχιστη τιμή του μήκους της διαγωνίου είναι 32 , και επιτυγχάνεται 
στο τετράγωνο πλευράς 4. 
 

Γ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 
 

Πρόβλημα 1 
Για τη συνάρτηση :f →   υπάρχει a∈  έτσι ώστε: 

( ) 0f a =  και ( )( ) ( ) ,f f x xf x a= +   για κάθε .x∈  
Βρείτε όλες τις δυνατές τιμές του a  και μία μη μηδενική συνάρτηση που ικανοποιεί 
τα δεδομένα του προβλήματος. 
 
Λύση 
Θέτοντας x a=  στη δεδομένη σχέση λαμβάνουμε:           
                                                ( )( ) ( ) ( )0 .f f a af a a f a= + ⇒ =  

Για 0x =   στη δεδομένη σχέση λαμβάνουμε: ( )( ) ( ) ( )
(1)

0 0 0 ,f f f a f a a= ⋅ + ⇒ =  

οπότε από τη σχέση ( ) 0f a =  έπεται ότι 0a = . 

Για 0a = πρέπει να υπάρχει συνάρτηση :f →  με ( )0 0f =  και 

( )( ) ( ) ,f f x xf x= για κάθε x∈ . Μία συνάρτηση που ικανοποιεί τα δεδομένα του 
προβλήματος μπορεί να βρεθεί, αν αναζητήσουμε συνάρτηση της μορφής 
( ) , .cf x x c= ∈  Τότε πρέπει να ισχύει:          

( ) ( ) 21 1 2 2 1 51 1 0
2

cc c c c c cf x x x x x x x c c c c c+ + ±
= ⋅ ⇒ = ⇒ = ⇒ = + ⇒ − − = ⇒ =  .                              



 11 

Άρα μία συνάρτηση είναι η ( ) 1 5
2

0, αν 0

, αν 0.

x
f x

x x
+

≤= 
 >

  

 
Πρόβλημα 2  
Στο σύνολο των πραγματικών αριθμών να προσδιορίσετε τις ρίζες της εξίσωσης 
                                                      7 6 5 1 0x x x+ + + =  . 
Λύση 
Έχουμε 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( )( )( )

37 6 5 5 2 2 5 2 2 4 2

2 5 4 2 2 4

2 4

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 .

x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x

x x x x

+ + + = + + + = + + + − +

 = + + − + = + + − + − 

= + + − +

 

Το πολυώνυμο 2 1x +  δεν έχει πραγματικές ρίζες. Επίσης, αν το πολυώνυμο 4 1x x− +  
είχε πραγματική ρίζα, τότε θα υπήρχε α ∈  τέτοιο ώστε                     

( ) ( )( ) ( )4 3 21 0 1 1 0 1 1 1 0 1 0fα α α α α α α α α− + = ⇔ − + = ⇔ − + + + = ⇔ + = . 

Όμως για  0 ή 1α α≤ ≥  η παράσταση ( ) ( )( )21 1f α α α α α= − + +  είναι μη 

αρνητική, οπότε ( ) 1 0f α + > . 

Για 0 1α< <  είναι 4 40, 1 0 και 1 0.α α α α> − + > − + >  Επομένως η υπόθεση που 
κάναμε παραπάνω δεν μπορεί να ισχύει. 
Επομένως έχουμε 

( )( )( )7 6 5 2 41 0 1 1 1 0 1 0 1.x x x x x x x x x+ + + = ⇔ + + − + = ⇔ + = ⇔ = −  

 
Πρόβλημα 3 
Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο 𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢 (𝛢𝛢𝛢𝛢 = 𝛢𝛢𝛢𝛢)  με 𝛢̂𝛢 = 36°. Ο κύκλος 𝐶𝐶1(𝛤𝛤,𝛤𝛤𝛤𝛤) (που 
έχει κέντρο το 𝛤𝛤 και ακτίνα 𝛤𝛤𝛤𝛤) τέμνει την προέκταση της 𝛢𝛢𝛢𝛢 στο σημείο 𝛥𝛥. Ο 
περιγεγραμμένος κύκλος του τριγώνου 𝛣𝛣𝛣𝛣𝛣𝛣 (έστω  𝐶𝐶2) τέμνει τον 𝐶𝐶1 στο σημείο 𝛦𝛦 . 
Να αποδείξετε ότι 𝛢𝛢𝛢𝛢 είναι διχοτόμος της γωνίας 𝛢̂𝛢 και ότι η 𝛥𝛥𝛥𝛥 εφάπτεται στον 
περιγεγραμμένο κύκλο του τριγώνου 𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢. 
 
Λύση 
Το τρίγωνο 𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢 είναι ισοσκελές, διότι 𝛤𝛤𝛤𝛤 και 𝛤𝛤𝛤𝛤 είναι ακτίνες του κύκλου 𝐶𝐶1. Άρα: 

 𝛢̂𝛢 = 𝛥̂𝛥1      (1). 
Το τρίγωνο 𝛤𝛤𝛤𝛤𝛤𝛤 είναι ισοσκελές, διότι 𝛤𝛤𝛤𝛤 και 𝛤𝛤𝛤𝛤 είναι ακτίνες του κύκλου 𝐶𝐶1. Άρα: 

 𝛦𝛦� = 𝛥̂𝛥2      (2). 
Το τετράπλευρο 𝛣𝛣𝛣𝛣𝛣𝛣𝛣𝛣 είναι εγγεγραμμένο στο κύκλο 𝐶𝐶2. Άρα η εξωτερική του 
γωνία  𝛣𝛣�  ισούται με την απέναντι εσωτερική 𝛦𝛦�. Άρα: 

 𝛦𝛦� = 𝛣𝛣�       (3). 
Από τις σχέσεις (1), (2), (3) έχουμε: 𝛢̂𝛢 = 𝛥̂𝛥1 = 𝛤𝛤�1 = 36°. 
Άρα 𝛣𝛣𝛣𝛣 ⫽ 𝛤𝛤𝛤𝛤, οπότε το τετράπλευρο 𝛣𝛣𝛣𝛣𝛣𝛣𝛣𝛣 είναι ισοσκελές τραπέζιο και κατά 
συνέπεια οι διαγώνιές του (𝛣𝛣𝛣𝛣 και 𝛤𝛤𝛤𝛤) θα είναι ίσες. Άρα το τρίγωνο 𝛦𝛦𝛦𝛦𝛦𝛦 είναι 
ισοσκελές. Δηλαδή τα σημεία 𝛦𝛦 και 𝛢𝛢 ανήκουν στη μεσοκάθετη της βάσης 𝛣𝛣𝛣𝛣 του 
ισοσκελούς τριγώνου 𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢 οπότε η 𝛢𝛢𝛢𝛢 θα είναι διχοτόμος της γωνίας 𝛢̂𝛢. 
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                                                             Σχήμα 5 
 
Από την παραλληλία 𝛣𝛣𝛣𝛣 ⫽ 𝛤𝛤𝛤𝛤 συμπεραίνουμε ότι 𝛣𝛣� = 𝛣𝛣𝛤𝛤�𝛦𝛦 = 72°, οπότε τα 
ισοσκελή τρίγωνα 𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢 και 𝛦𝛦𝛦𝛦𝛦𝛦 είναι ίσα. 
Επειδή όμως 𝛢̂𝛢 = 𝛥̂𝛥1 = 𝛤𝛤�2 = 𝛤𝛤�1 = 36° και η 𝛤𝛤�2 σχηματίζεται από τη 𝛣𝛣𝛣𝛣,𝛥𝛥𝛥𝛥 (χορδή 
και εφαπτομένη) συμπεραίνουμε ότι η 𝛥𝛥𝛥𝛥 θα είναι εφαπτομένη.  
 
Πρόβλημα 4 

Να συγκρίνετε τους αριθμούς: 
9 88 98 99 , 8 . 

 
Λύση (1ος τρόπος) 

Θα αποδείξουμε ότι 
8998 98 89 > . Αφού 89 > , αρκεί να αποδείξουμε ότι: 

( ) ( )
9

9 8 9 88 8 8

8 89

8

1 1 8
8 9 8 99 9 9

8 88 4 6
9 99

8 9 8 9 8 9

8 3 8 3 4 3
   ⋅ ⋅   
   

> ⇔ > ⇔ > ⇔

> ⇔ > ⇔ >
 

Τώρα αρκεί να αποδείξουμε ότι 3515251624
8

323232321
9
86 >⇔>⇔>⋅⋅⇔>





⋅ , 

που ισχύει, οπότε  ισχύει και η αρχική. 
 

2ος τρόπος. Θα αποδείξουμε ότι 
9 88 98 99 8> .  Λόγω της μονοτονίας του λογαρίθμου, 

αρκεί να δείξουμε ότι 
9 88 98 ln 9 9 ln8> . Χρησιμοποιώντας δεύτερη φορά τη 

μονοτονία του λογαρίθμου, αρκεί να δείξουμε ότι  

( ) ( )9 88 9 9 8ln 8 ln 9 ln 9 ln8 8 ln8 ln(ln 9) 9 ln 9 ln(ln8)> ⇔ + > + . 

Αφού ln(ln 9) ln(ln8)> , αρκεί να αποδείξουμε ότι  
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9 27 26
9 8

8 16 15
8 ln 9 2 2ln 3 2 ln 38 ln8 9 ln 9

ln8 3ln 2 ln 29 3 3
> ⇔ > ⇔ > ⇔ > . 

Θα αποδείξουμε τώρα ότι 
26

15
2 ln 32

ln 23
> > , η οποία θα δώσει το ζητούμενο. Πράγματι, 

η δεξιά ανισότητα προκύπτει άμεσα αφού 2 ln 2 ln 4 ln 3= > . 

Από την άλλη αρκεί 
5 526 25 5

15 15 3
2 2 2 322 1 1 1

273 3 3
   > ⇔ > ⇔ > ⇔ >       

, που ισχύει.  
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Ενδεικτικές λύσεις 
 

Β΄ ΓΥΜΝΑΣΙΟΥ 
 

Πρόβλημα 1  
Να υπολογίσετε την τιμή της αριθμητικής παράστασης: 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

3 3 2 2

3 23 2

8 12 8 12
10 22 .

2 23 3

   − − − −
Α = + + ⋅ + −   

   − −   
 

Λύση  
Έχουμε 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

3 3 2 2

3 23 2

3 3 2 2

3 3 2 2

3 3

8 12 8 12
10 22

2 23 3

8 12 8 1210 22
2 3 2 3

4 4 10 4 4 22

4 4 10 16 16 22 10 10 100.

   − − − −
Α = + + ⋅ + −   

   − −   
   − − − −       = + + ⋅ + −             − −          

= − + + + ⋅ − + + −

= − + + ⋅ + − = ⋅ =

 

  
Πρόβλημα 2 
Στο διπλανό σχήμα το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές 
(ΑΒ = ΑΓ) με Α� = 40° και  ΑΔ είναι η διχοτόμος 
της γωνίας ˆ .Α  Επίσης τα τρίγωνα ΑΒΕ και ΑΒΗ 
είναι ισοσκελή με ΕΑ = ΕΒ και ΑΒ = ΑΗ.  
Να αποδείξετε ότι: 
(α)   ΑΗ�Β = 20°, 
(β)  ˆ 40ΑΓΗ =  ,  
(γ)   η ΒΗ είναι η διχοτόμος της γωνίας ˆΑΗΓ . 
Σημείωση: Να κάνετε το δικό σας σχήμα στην κόλλα 
με τις απαντήσεις σας. 
 
Λύση 
(α) Επειδή το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές με  Α� = 40° και  ΑΔ είναι η διχοτόμος της 
γωνίας Α̂ , θα είναι 1

ˆ ˆ 20Α = ΒΑΕ =  . Επειδή το τρίγωνο ΑΕΒ είναι ισοσκελές, 
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συμπεραίνουμε ότι 1 1
ˆˆ 20Β = Α =  . Επειδή τέλος το τρίγωνο ΑΒΗ είναι ισοσκελές με 

AΒ = ΑΗ  , θα ισχύει: 1
ˆ ˆ 20ΑΗΒ = Β =  . 

(β) Επειδή το τρίγωνο ΑΒΗ είναι ισοσκελές με 1
ˆ ˆ 20ΑΗΒ = Β =   θα είναι      

                                     ( )ˆ 180 20 20 140ΒΑΗ = − + =     
Όμως έχουμε ότι: 
                    ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ140 40 100 .ΒΑΗ = ΒΑΓ+ΓΑΗ⇒ = +ΓΑΗ⇒ΓΑΗ =     
Επειδή ΑΓ = ΑΒ = ΑΗ  , το τρίγωνο ΓΑΗ είναι ισοσκελές, οπότε  
      
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                                   Σχήμα 1 
 
 
 
(γ) Από το ερώτημα (β) έχουμε ότι ˆ ˆ 40ΑΗΓ = ΑΓΗ =  , ενώ από το ερώτημα (γ) έχουμε 
ότι  ΑΗ�Β = 20°, Επομένως θα έχουμε  

ˆ ˆ ˆ 40 20 20ΒΗΓ = ΑΗΓ−ΑΗΒ = − =   , 
δηλαδή ˆ ˆ 20ΒΗΓ = ΑΗΒ =  , οπότε η  ΒΗ είναι η διχοτόμος της γωνίας ˆΑΗΓ . 
 
Πρόβλημα 3 
Ο Νίκος επισκέφθηκε για ψώνια 3 καταστήματα στη σειρά. Στο πρώτο κατάστημα 
ξόδεψε 30 ευρώ περισσότερα από το μισό των  χρημάτων  που είχε μαζί του. Στο 
δεύτερο κατάστημα ξόδεψε 40 ευρώ περισσότερα από το μισό των  χρημάτων  που του 
είχαν μείνει, όταν βγήκε από το πρώτο κατάστημα. Στο τρίτο κατάστημα ξόδεψε 50 
ευρώ περισσότερα από το μισό των  χρημάτων που του είχαν μείνει, όταν βγήκε από 
το δεύτερο κατάστημα. Αν μετά την αγορά του στο τρίτο κατάστημα τελείωσαν τα 
χρήματα του, να βρείτε πόσα χρήματα είχε μαζί του όταν ξεκίνησε τις αγορές του. 
 
Λύση 
Ας υποθέσουμε ότι πηγαίνοντας στο τρίτο κατάστημα είχε x  ευρώ. Εκεί ξόδεψε τα 
μισά από τα χρήματα του συν 50 ευρώ και δεν του έμειναν καθόλου χρήματα. 
Επομένως ξόδεψε όσα χρήματα του είχαν απομείνει  και έχουμε την εξίσωση: 

50 50 50 100.
2 2 2
x x xx x x= + ⇔ − = ⇔ = ⇔ =  

Επομένως, όταν έφυγε από το δεύτερο κατάστημα του είχαν μείνει 100 ευρώ.  

ˆ180 180 100ˆˆ ˆ2 180 40 .
2 2
−ΓΑΗ −

⋅ΑΓΗ = −ΓΑΗ⇒ ΑΓΗ = = =
  

 
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Ας υποθέσουμε ότι πηγαίνοντας στο δεύτερο κατάστημα είχε y  ευρώ. Εκεί ξόδεψε τα 
μισά από τα χρήματα του συν 40 ευρώ και του έμειναν 100 ευρώ. Επομένως έχουμε: 

40 100 100 40 140 280.
2 2 2
y y yy y y= + + ⇔ − = + ⇔ = ⇔ =  

Επομένως όταν πήγε στο δεύτερο κατάστημα του είχαν μείνει 280 ευρώ.  
Ας υποθέσουμε ότι πηγαίνοντας στο πρώτο κατάστημα είχε z  ευρώ. Εκεί ξόδεψε τα 
μισά από τα χρήματα του συν 30 ευρώ και του έμειναν 280 ευρώ. Επομένως έχουμε: 

30 280 280 30 310 620.
2 2 2
z z zz z z= + + ⇔ − = + ⇔ = ⇔ =  

Επομένως όταν πήγε στο πρώτο κατάστημα είχε μαζί του 620 ευρώ.  
 
Πρόβλημα 4 
Τρεις θετικοί ακέραιοι ,α β  και γ , με α β γ< < , έχουν μέγιστο κοινό διαιρέτη τον 
ακέραιο 72 και ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο τον ακέραιο 1008. Αν γνωρίζετε ότι ο 
μέγιστος κοινός διαιρέτης των ,α β  ισούται με το μέγιστο κοινό διαιρέτη των ,β γ , να 
βρείτε τις δυνατές τιμές των , ,α β γ . 
 
Λύση 
Σύμφωνα με την υπόθεση οι αριθμοί ,α β  και γ  είναι διαφορετικά πολλαπλάσια του 
72. Επομένως, θα είναι της μορφής 
   72 , 72 , 72α κ β λ γ µ= = =   (όπου , ,κ λ µ  διαφορετικοί ανά δύο με κ λ µ< <  ). 
Επειδή πρέπει οι αριθμοί ,α β  και γ  να είναι και διαιρέτες του 1008 14 72= ⋅ , πρέπει 
τα κλάσματα  

              1008 72 14 14 1008 72 14 14 1008 72 14 14, , ,
72 72 72 72 72 72κ κ κ λ λ λ µ µ µ

⋅ ⋅ ⋅
= = = = = =   

να είναι ακέραιοι, δηλαδή πρέπει οι διαφορετικοί ανά δύο ακέραιοι , ,κ λ µ  να είναι 
διαιρέτες του 14. Επομένως οι δυνατές τιμές τους είναι 1, 2, 7 και 14. 
Λόγω της προϋπόθεσης κ λ µ< <  οι δυνατές τιμές για την τριάδα ( ), ,κ λ µ  είναι:        

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , 1, 2,7 ή , , 1, 2,14 ή , , 1,7,14 ή , , 2,7,14κ λ µ κ λ µ κ λ µ κ λ µ= = = = . 
Επομένως, έχουμε τις περιπτώσεις:        

• Αν είναι ( ) ( ), , 1, 2,7κ λ µ = , τότε 72, 144, 504α β γ= = =  , η οποία είναι 

δεκτή, γιατί ( ) ( ), , 72.α β β γΜΚ∆ =ΜΚ∆ =  

• Αν είναι ( ) ( ), , 1, 2,14κ λ µ = , τότε 72, 144, 1008α β γ= = =  , η οποία δεν  είναι 

δεκτή, γιατί ( ) ( ), 72 144 , .α β β γΜΚ∆ = ≠ =ΜΚ∆  

• Αν είναι ( ) ( ), , 1,7,14κ λ µ = , τότε 72, 504, 1008α β γ= = =  , η οποία δεν είναι 

δεκτή, γιατί ( ) ( ), 72 504 , .α β β γΜΚ∆ = ≠ =ΜΚ∆  

• Αν είναι ( ) ( ), , 2,7,14κ λ µ = , τότε 144, 504, 1008α β γ= = =   που δεν είναι 

δεκτή  γιατί ( ) ( ), 72 504 , .α β β γΜΚ∆ = ≠ =ΜΚ∆  

Επομένως, οι δυνατές τιμές είναι 72, 144, 504α β γ= = = . 
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Γ΄ ΓΥΜΝΑΣΙΟΥ 
Πρόβλημα 1 
Να υπολογίσετε την τιμή της αριθμητικής παράστασης: 

( ) ( )
( )

( ) ( )11 11 20 20
2

1111 20

20 25 8 12018 200.
4 2 45

−   − − −  Α = + ⋅ − + − +        −   
 

Λύση 
Έχουμε ότι   

( ) ( )
( )

( ) ( )

( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

11 11 20 20
2

1111 20

11 11 20 20
2

11 11 2 20 20

211 11 20 20

20 25 8 12018 200
4 2 45

20 25 8 42018 200
4 5 2 1

5 5 2018 4 4 200

5 5 2018 4 4 2

−   − − −  Α = + ⋅ − + − +        −   
   − − −       = + ⋅ − + − +             −          

= − + + ⋅ − + − − +

= − + ⋅ − + − + ( )200 0 2018 0 200 200.= ⋅ − + + =

 

Πρόβλημα 2 
Ο Νίκος αγόρασε 4 μήλα από τα οποία το βαρύτερο ζυγίστηκε πρώτο και ήταν 120 
γραμμάρια. Στη συνέχεια ζυγίστηκε το δεύτερο μήλο και ο μέσος όρος του βάρους των 
δύο πρώτων μήλων ήταν 115 γραμμάρια. Στη συνέχεια ζυγίστηκε το τρίτο μήλο  και 
παρατήρησε ότι ο μέσος όρος του βάρους  των τριών μήλων ήταν μικρότερος από τον 
προηγούμενο μέσο όρο του βάρους των δύο πρώτων μήλων κατά 10 γραμμάρια. Τέλος 
όταν ζυγίστηκε το τέταρτο μήλο παρατήρησε ότι ο μέσος όρος του βάρους των 
τεσσάρων μήλων ήταν επίσης μικρότερος κατά 10 γραμμάρια από τον προηγούμενο 
μέσο όρο του βάρους των τριών μήλων. Να βρείτε πόσα γραμμάρια ήταν καθένα από 
τα τρία μήλα που ζυγίστηκαν μετά το πρώτο. 

Σημείωση: Ο μέσος όρος ν αριθμών 1 2, ,..., να α α  είναι ο αριθμός 1 2 ... να α α
ν

+ + + . 

Λύση 
Ονομάζουμε Α το βάρος σε γραμμάρια του πρώτου μήλου, Β του δεύτερου, Γ του 
τρίτου και Δ του τέταρτου. Τότε είναι Α = 120 γραμμάρια και 

115 230 120 230 230 120 110
2

Α+Β
= ⇔ Α+Β = ⇔ +Β = ⇔ Β = − = . 

Άρα το δεύτερο μήλο ήταν 110 γραμμάρια. 
Μετά τη ζύγιση του τρίτου μήλου είχαμε ότι: 

115 10 105 315 330 ( )
3 3

315 (120 110) 315 230 85.

Α+Β+Γ Α+Β+Γ
= − ⇔ = ⇔ Α+Β+Γ = ⇔ Γ = − Α+Β

⇔ Γ = − + ⇔ Γ = − =
 

Άρα το τρίτο μήλο ήταν 85 γραμμάρια. 
Μετά τη ζύγιση του τέταρτου μήλου είχαμε ότι: 
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105 10 95 380
4 4
380 ( ) 380 (120 110 85) 380 315 65.

Α+Β+Γ + ∆ Α+Β+Γ + ∆
= − ⇔ = ⇔ Α+Β+Γ + ∆ =

⇔ ∆ = − Α+Β+Γ ⇔ ∆ = − + + ⇔ ∆ = − =
 

Επομένως το τέταρτο μήλο ήταν 65 γραμμάρια.  
Πρόβλημα 3 

Να βρείτε όλες τις τιμές του ακεραίου α , για τις οποίες η εξίσωση 1
2 6

x x
x x

α− −
=

− −
  έχει 

ακέραιες λύσεις. 
 
Λύση 
Πρέπει 2 6x xκαι≠ ≠ . Με απαλοιφή των παρονομαστών παίρνουμε ότι:                                                             

( )( ) ( )( ) 2 21 6 2 7 6 (2 ) 2 ( 5) 2 6x x x x x x x x xα α α α α− − = − − ⇔ − + = − + + ⇔ − = −  

Επομένως για 5α ≠  έχουμε      
2 6 2( 5) 4 42

5 5 5
x α α

α α α
− − +

= = = +
− − −

. 

Για να είναι ακέραιος ο αριθμός αυτός, θα πρέπει ο παρονομαστής  ( 5)α −  να είναι 
διαιρέτης του 4, οπότε { }5 1, 2, 4α − ∈ ± ± ± . Επομένως  { }1,3,4,6,7,9α ∈ .  

Για τις παραπάνω τιμές προκύπτουν οι λύσεις 1, 0, 2, 6, 4, 3,x = −  από τις οποίες η 
6x =  πρέπει να εξαιρεθεί λόγω των περιορισμών. Επομένως οι ζητούμενες τιμές του 

α  είναι: 1, 3, 4, 7, 9. 
 
Πρόβλημα 4  
Στο διπλανό σχήμα το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές (ΑΒ = ΑΓ) 
με Α� = 40° και για το σημείο Δ ισχύει ότι:  ΔΑ = ΔΒ = ΔΓ. 
Αν η ΓΜ είναι παράλληλη στην ΑΔ και το τρίγωνο ΑΒΕ είναι 
ισοσκελές (ΑΒ = ΑΕ), να αποδείξετε ότι: 
(α) Η ΑΔ είναι διχοτόμος της γωνίας   Α�. 
(β) ΓΑ�Ε = 100°. 
(γ) η ΑΜ είναι κάθετη στην ΓΕ. 
Σημείωση: Να κάνετε το δικό σας σχήμα στην κόλλα με τις απαντήσεις 
σας. 
 
Λύση 
(α) Επειδή το τρίγωνο ΔΒΓ είναι ισοσκελές (ΔΒ=ΔΓ), το σημείο Δ θα ανήκει στη 
μεσοκάθετη της βάσης ΒΓ του ισοσκελούς τριγώνου ΑΒΓ. Η  κορυφή Α ανήκει επίσης 
στη μεσοκάθετη της ΒΓ (διότι το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές). Άρα η ΑΔ είναι η 
μεσοκάθετη της ΒΓ και κατά συνέπεια θα είναι διχοτόμος της γωνίας  Α�. 
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                                                      Σχήμα 2 
(β) Επειδή το τρίγωνο ΑΔΒ είναι ισοσκελές (ΔΑ=ΔΒ) και Α�1 = 20°, θα ισχύει Β�1 =
20° . Το τρίγωνο ΑΒΕ είναι ισοσκελές, οπότε Β�1 = Ε�1 = 20° και από το άθροισμα των 
γωνιών του έχουμε: 
       Α�1 + Α�2 + Α�3 + Β�1 + Ε�1 = 180° ⇔ 20° + 20° + Α�3 + 20° + 20° = 180°.   
Άρα είναι:  Α�3 = 100°. 
 
(γ) Το τρίγωνο ΑΕΓ είναι ισοσκελές (ΑΕ = ΑΓ) με ΓΑ�Ε = Α�3 = 100°, οπότε: 

    Ε�1 + Ε�2 = Γ�1 + Γ�2 = 40°. 
Ισχύει όμως Γ�2 + Α�2 = 20° (διότι Γ�2,Α�2 εντός εναλλάξ ΑΔΓΜ και ΑΓ τέμνουσα). 
Στο ερώτημα (β) είδαμε ότι Β�1 = Ε�1 = 20°. Άρα Γ�1 = Ε�2 = 20° , οπότε το τρίγωνο 
ΓΜΕ είναι ισοσκελές με ΜΓ = ΜΕ. Επομένως, το Μ θα ανήκει στη μεσοκάθετη της 
βάσης ΓΕ του ισοσκελούς τριγώνου ΑΓΕ, όπως και το Α,  οπότε θα είναι ΑΜ⊥ΓΕ.  
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Α΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 
 

Πρόβλημα 1 
Να προσδιορίσετε τους ακέραιους x   που ικανοποιούν συγχρόνως την εξίσωση    

( )( )21 7 10 0x x x− − + =  και την ανίσωση ( ) ( )1 5
2 6

2 2
x x x x− −

− < + . 

                                      
Λύση 
Θα λύσουμε την εξίσωση και την ανίσωση και θα επιλέξουμε τους ακέραιους που 
ικανοποιούν και τις δύο. Για την εξίσωση έχουμε: 
  ( )( )2 21 7 10 0 1 0 ή 7 10 0 1 ή 2 ή 5,x x x x x x x x x− − + = ⇔ − = − + = ⇔ = = =  

αφού η διακρίνουσα της δευτεροβάθμιας εξίσωσης είναι ( )27 4 1 10 9 0∆ = − − ⋅ ⋅ = > . 
Για την ανίσωση έχουμε 

( ) ( ) 2 21 5
2 6 4 5 12

2 2
5 12 4 4 16 4.

x x x x
x x x x

x x x x

− −
− < + ⇔ − − < − +

⇔ − < + ⇔ < ⇔ <

. 

Επομένως. η εξίσωση και η ανίσωση αληθεύουν συγχρόνως για  1 ή 2x x= = . 
 
Πρόβλημα 2 

Αν οι πραγματικοί αριθμοί ,α β  είναι τέτοιοι ώστε 
2 2

4 4

5 1,
36

α β
α β

=
−

 να βρείτε τις 

δυνατές τιμές της παράστασης 
α β
α β
−

Κ =
+

. 

Λύση  
Από τη δεδομένη σχέση έχουμε ότι: 

                    4 4 2 2 4 2 2 436 5 5 36 0α β α β α α β β− = ⇔ − − = .                 (1) 
Για να προκύψει απλούστερη σχέση μεταξύ των ,α β  πρέπει να γίνει 
παραγοντοποίηση της παράστασης 4 2 2 45 36α α β β− − . Αυτό μπορεί να γίνει με δύο 
τρόπους. Στον πρώτο τρόπο προσπαθούμε να χωρίσουμε την παράσταση σε ομάδες με 
κατάλληλη διάσπαση ενός όρου της σε δύο. Έτσι έχουμε         

  
( ) ( )

( )( )

4 2 2 4 4 2 2 2 2 4 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

5 36 9 4 36 9 4 9

9 4

α α β β α α β α β β α α β β α β

α β α β

− − = − + − = − + −

= − +
  

Επομένως έχουμε  
( )( )4 2 2 4 2 2 2 2

2 2

5 36 0 9 4 0

9 0 3 ή 3 .

α α β β α β α β

α β α β α β

− − = ⇔ − + =

⇔ − = ⇔ = = −
 

Αν 3 ,α β=  τότε 3 1
3 2

α β β β
α β β β
− −

Κ = = =
+ +

, ενώ 

Αν 3 ,α β= −  τότε 3 4 2.
3 2

α β β β
α β β β
− − − −

Κ = = = =
+ − + −

 

 
Στο δεύτερο τρόπο διαιρούμε την παράσταση με 4β  (αν είναι 0β =  , τότε η δεδομένη 
ισότητα γίνεται 0 = 1`, άτοπο), οπότε η εξίσωση (1) γίνεται: 
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    ( )

4 2 4 2
4 2 2 4 4

24 2 2 2 2

2 2

5 36 0 5 36 0 5 36 0

5 169 5 135 36 0 5 36 0
2 2

9 ή 4 (απορρίπτεται) 3 ή 3 3 ή 3 .

α ω
β

α α α αα α β β β
β β β β

ω ω ω ω ω

ω ω ω ω α β α β

=

        
− − = ⇔  − −  = ⇔ − − =                

± ±
− − = ⇔ − − = ⇔ = =

⇔ = = − ⇔ = = − ⇔ = = −

⇔  

Επομένως έχουμε, όπως και στον πρώτο τρόπο: 

Αν 3 ,α β=  τότε 3 1
3 2
β β
β β
−

Κ = =
+

, ενώ, αν 3 ,α β= −  τότε 3 4 2.
3 2
β β
β β

− − −
Κ = = =

− + −
 

 
Πρόβλημα 3 
Να συγκριθούν οι αριθμοί  

Α =
2
3

+
2
6

+
2
9

+ ⋯+
2

99
 

και  

Β =
1
2

+
1
4

+
1
5

+
1
7

+
1
8

+
1

10
+ ⋯+

1
95

+
1

97
+

1
98

+
1

100
 

 
Λύση 
Παρατηρώντας προσεκτικά τους αριθμούς Α και Β διαπιστώνουμε ότι: 

 οι προσθετέοι του Α είναι της μορφής 2 , 1,2,...,33
3

κ
κ

=  , δηλαδή ο Α έχει 33 όρους. 

Επίσης διαπιστώνουμε ότι ο Β έχει προσθετέους της μορφής 1 ,
ν

 όπου το ν  παίρνει 

όλες τις τιμές από το 2 μέχρι το 100, εκτός αυτών που είναι πολλαπλάσια του 3, δηλαδή 
ο Β έχει 99 33 66− =  όρους, δηλαδή έχει διπλάσιους όρους από τον αριθμό Α.  
Επομένως πρέπει να βρούμε μία ανισωτική σχέση μεταξύ των όρων του Α και των 
όρων του Β η οποία σε κάθε όρο του Α θα αντιστοιχίζει δύο όρους του Β. Με απλή 

παρατήρηση βλέπουμε ότι πρέπει να βρούμε τη σχέση μεταξύ του όρου 2
3κ

 του Α και 

του αθροίσματος των όρων 1 1και
3 1 3 1κ κ− +

 του Β, για  1,2,...,33κ =  . 

Επειδή βλέπουμε ότι 1 1 3 2
2 4 4 3
+ = > , θα αποδείξουμε ότι ισχύει 

1
3𝜅𝜅 − 1

+
1

3𝜅𝜅 + 1
>

2
3𝜅𝜅

  , 

για κάθε 𝜅𝜅 = 1,2, … ,33.  Πράγματι,  κάνοντας την πρόσθεση στο πρώτο μέλος, αρκεί 
να αποδείξουμε ότι  

6𝜅𝜅
9𝜅𝜅2 − 1

>
2

3𝜅𝜅
 

ή ισοδύναμα 18𝑘𝑘2 > 18𝑘𝑘2 − 2, που ισχύει για κάθε 1,2,...,33κ =    
Επομένως,  έχουμε τις 33 ομόστροφες ανισότητες: 

1
2

+ 1
4

> 2
3
,  1
5

+ 1
7

> 2
6
,  … , 1

98
+ 1

100
> 2

99
  , 

από τις οποίες με πρόσθεση κατά μέλη παίρνουμε ότι Β > Α .  
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Πρόβλημα 4  
Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ=ΑΓ) με Α� = 30°. Εξωτερικά του τριγώνου 
κατασκευάζουμε ισόπλευρο τρίγωνο ΒΓΔ και τετράγωνο ΑΓΕΖ. Αν το σημείο Μ είναι 
το μέσο της ΑΔ και το σημείο Κ είναι το συμμετρικό της κορυφής Β ως προς το σημείο 
Μ, να αποδείξετε ότι: 
α)  Το τρίγωνο ΑΔΕ είναι ισόπλευρο.  
β)  Οι ευθείες ΑΚ, ΕΜ και ΔΓ περνάνε από το ίδιο σημείο. 

 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

Σχήμα 3 
Λύση 
(α) Επειδή το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές με ΑΒ = ΑΓ και Α� = 30° θα ισχύει: Β�1 =
Γ�1 = 75°. Η ΑΔ είναι μεσοκάθετος της ΒΓ, οπότε είναι και διχοτόμος της γωνίας Α� =
30°, οπότε θα είναι:   Α�1 = Α�2 = 15°.  
Συγκρίνουμε τώρα τα τρίγωνα ΑΒΔ και ΔΓΕ. Αυτά έχουν από τις υποθέσεις: 
(i) ΑΒ=ΑΓ=ΓΕ    (ii) ΒΔ=ΓΔ και επιπλέον για τις περιεχόμενες γωνίες έχουμε: 

ΑΒ�Δ = Β�1 + Β�2 = 75° + 60° = 135° και 
ΔΓ�Ε = 360° − Γ�1 − 90° − 60° = 360° − 150° − 75° = 135° , 

δηλαδή ισχύει ότι: (iii) ΑΒ�Δ = ΔΓ�Ε = 135°. 
Άρα τα τρίγωνα ΑΒΔ και ΔΓΕ είναι ίσα και κατά συνέπεια ΑΔ = ΔΕ, οπότε το τρίγωνο 
ΑΔΕ είναι ισοσκελές. Για τη γωνία ΔΑ�Ε του ισοσκελούς τριγώνου ΑΔΕ έχουμε: 

ΔΑ�Ε = Α�2 + Α�3 = 15° + 45° = 60°, 
αφού η γωνία 3Α̂  είναι οξεία γωνία του ορθογώνιου και ισοσκελούς τριγώνου ΑΓΕ. 
Άρα το τρίγωνο ΑΔΕ είναι ισόπλευρο. 
 
(β) Για τη γωνία ΔΓ�Ζ έχουμε: ΔΓ�Ζ = Γ�2 + ΕΓ�Ζ = 135° + 45° = 180°. Άρα τα σημεία 
Δ, Γ, Ζ είναι συνευθειακά και επειδή η ΓΖ είναι μεσοκάθετη της ΑΕ, συμπεραίνουμε 
ότι η ΔΖ είναι μεσοκάθετη της ΑΕ .       
Επειδή το Μ είναι μέσο της ΑΔ, και το τρίγωνο ΑΔΕ είναι ισόπλευρο, η ΕΜ θα είναι 
μεσοκάθετη της ΑΔ . 
Εφόσον το Κ είναι το συμμετρικό του Β ως προς το Μ, ΜΑ=ΜΒ και ΒΜ�Δ = ΑΜ�Κ τα 
τρίγωνα ΜΑΚ και ΜΔΒ είναι ίσα, οπότε ΒΔ�Μ = ΜΑ�Κ = 30°. Από τις προηγούμενες 
ισότητες, συμπεραίνουμε ότι η ΑΚ είναι διχοτόμος, άρα και μεσοκάθετη του 
τριγώνου ισόπλευρου τριγώνου  𝚨𝚨𝚨𝚨𝚨𝚨 . 
Επομένως,  οι ευθείες ΑΚ, ΕΜ και ΔΓ περνάνε από το σημείο τομής των μεσοκάθετων 
του ισοπλεύρου τριγώνου ΑΔΕ.  
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Β΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 
 
Πρόβλημα 1 

Αν οι πραγματικοί αριθμοί ,α β  είναι τέτοιοι ώστε 
3 3

6 6

26 1,
27
α β

α β
= −

−
 να βρείτε τις 

δυνατές τιμές της παράστασης 
2 2

2 2

α β
α β

−
Κ =

+
. 

Λύση 
Από τη δεδομένη σχέση έχουμε ότι: 

                    6 6 3 3 6 3 3 627 26 26 27 0α β α β α α β β− = − ⇔ + − = .                 (1) 
Για να προκύψει απλούστερη σχέση μεταξύ των ,α β  πρέπει να γίνει 
παραγοντοποίηση της παράστασης 6 3 3 626 27α α β β+ − . Αυτό μπορεί να γίνει με δύο 
τρόπους. Στον πρώτο τρόπο προσπαθούμε να χωρίσουμε την παράσταση σε ομάδες με 
κατάλληλη διάσπαση ενός όρου της σε δύο. Έτσι έχουμε         

  
( ) ( )

( )( )

6 3 3 6 6 3 3 3 3 6 3 3 3 3 3 3

3 3 3 3

26 27 27 27 27

27 .

α α β β α α β α β β α α β β α β

α β α β

+ − = − + − = − + −

= + −
    

Επομένως έχουμε  

               

( )( )
( )( )( )( )

6 3 3 6 3 3 3 3

2 2 2 2

26 27 0 27 0

3 3 9 0

3 0 ή 0 3 ή ,

α α β β α β α β

α β α αβ β α β α αβ β

α β α β α β α β

+ − = ⇔ + − =

⇔ + − + − + + =

⇔ + = − = ⇔ = − =

 

αφού 
2 2

2 2 3 453 9 0
2 4
β βα αβ β α − + = − + > 

 
, για 0αβ ≠ (ισχύει από την υπόθεση) 

και  
2 2

2 2 3 0,
2 4
β βα αβ β α + + = + + > 

 
 για 0αβ ≠ . 

Αν 3 ,α β= −  τότε 
2 2 2 2

2 2 2 2

9 8 4
9 10 5

α β β β
α β β β

− −
Κ = = = =

+ +
, ενώ, αν ,α β=  τότε            

2 2 2 2

2 2 2 2 0.α β β β
α β β β

− −
Κ = = =

+ +
 

Στο δεύτερο τρόπο διαιρούμε την παράσταση με 6β  (αν είναι 0β =  , τότε η δεδομένη 
ισότητα γίνεται 0 = 1, άτοπο), οπότε η εξίσωση (1) γίνεται: 
    

3

6 3
6 3 3 6 6

6 3
2 2

3 3 3 3

26 27 0 26 27 0

26 784 26 2826 27 0 26 27 0
2 2

1 ή 27 ή 27 ή 3

α ω
β

α αα α β β β
β β

α α ω ω ω
β β

ω ω α β α β α β α β

 
= 

 

    
+ − = ⇔  + −  =        

    − ± − ±
⇔ + − = + − = ⇔ = =   

   
⇔ = = − ⇔ = = − ⇔ = = −

⇔  

Επομένως έχουμε, όπως και στον πρώτο τρόπο 4
5

Κ =   ή 0.Κ =  
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Πρόβλημα 2 
Αν οι πραγματικοί αριθμοί , , ,x y z w  είναι όλοι μεγαλύτεροι ή ίσοι του 1 και μικρότεροι 
ή ίσοι του 5 και επιπλέον ισχύει ότι 8x y z w+ + + = , να βρείτε τη μέγιστη δυνατή τιμή 
της παράστασης  

2 2 2 2x y z wΑ = + + + . 
Λύση 
Ξεκινώντας από την υπόθεση 1 5x≤ ≤ , θα έχουμε ότι:                

2 21 5 ( 1)( 5) 0 6 5 0 6 5,x x x x x x x≤ ≤ ⇔ − − ≤ ⇔ − + ≤ ⇔ ≤ −  
όπου η ισότητα ισχύει για 1 ή 5.x x= =   
Ομοίως, λαμβάνουμε 
                                        2 2 26 5, 6 5, 6 5y y z z w w≤ − ≤ − ≤ − ,  
όπου οι ισότητες ισχύουν μόνον όταν οι , ,y z w  παίρνουν τις τιμές 1 ή  5. 
Προσθέτοντας τις παραπάνω τέσσερις ανισότητες κατά μέλη, έχουμε     

2 2 2 2A 6( ) 20 6 8 20 28x y z w x y z w= + + + ≤ + + + − = ⋅ − = . 
Έχουμε ισότητα όταν ένας από τους αριθμούς ισούται με 5 και οι άλλοι με 1, οπότε η 
μέγιστη δυνατή τιμή της παράστασης είναι 28.  
 
Πρόβλημα 3 
Αν ο τετραψήφιος ακέραιος 3 2

3 2 1 0 3 2 1 010 10 10α α α α α α α αΑ = = ⋅ + ⋅ + ⋅ +  έχει ψηφία 
τέτοια ώστε 0 1 2 3 0.α α α α> > > >  να προσδιορίσετε το άθροισμα των ψηφίων του 
αριθμού 9 ⋅Α . 
 
Λύση 
Χρησιμοποιώντας τη διαφορά 9 10⋅Α = ⋅Α −Α , έχουμε ότι: 

( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

3 2 1 0 3 2 1 0

4 3 2 3 2
3 2 1 0 3 2 1 0

4 3 2
3 2 3 1 2 0 1 0

4 3 2
3 2 3 1 2 0 1 0

9 10 0

10 10 10 10 10 10 10

10 10 10 10

10 10 10 1 10 (10 )

α α α α α α α α

α α α α α α α α

α α α α α α α α

α α α α α α α α

⋅Α = ⋅Α −Α = −

= ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ − ⋅ + ⋅ + ⋅ +

= ⋅ + − ⋅ + − ⋅ + − ⋅ −

= ⋅ + − ⋅ + − ⋅ + − − ⋅ + −

 

οπότε, λόγω των υποθέσεων 0 1 2 3 0,α α α α> > > >    ο αριθμός 9 ⋅Α   έχει τα ψηφία  

3 2 3 1 2 0 1 0, , , 1, 10α α α α α α α α− − − − −  , τα οποία έχουν άθροισμα ίσο με 9. 
Σημείωση:  Η αφαίρεση  10Α−Α  μπορεί να γίνει και κατακόρυφα με το συνήθη 
τρόπο, αφού λάβουμε υπόψη ότι 0 1 2 3 0,α α α α> > > >  ως εξής: 

                                     3 2 1 0

3 2 1 0

3 2 3 1 2 0 1 0

1
0

1 10 ,

α α α α
α α α α

α α α α α α α α

−

− − − − −


  

οπότε καταλήγουμε στο ίδιο συμπέρασμα. 
 
Πρόβλημα 4 
Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ (με ΑΒ < ΑΓ < ΒΓ) εγγεγραμμένο σε κύκλο c(O, R). Η 
παράλληλη από το Ο προς την ΑΓ τέμνει την  ΑΒ στο σημείο Δ. Ο περιγεγραμμένος 
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κύκλος, έστω (c1), του τριγώνου  ΑΔΟ τέμνει την ΑΓ στο σημείο Ε και το κύκλο c(O, R) 
στο σημείο Ζ. Έστω ότι η ΔΖ τέμνει τον κύκλο c(O, R) στο Η. Να αποδείξετε ότι: 
(α) Τα τρίγωνα ΟΑΔ και ΟΓΕ είναι ίσα. 
(β) Τα τρίγωνα ΟΖΕ και ΟΓΕ είναι ίσα. 
(γ) Τα σημεία  Γ, Ο, Η  είναι συνευθειακά. 
 
Λύση 
(α) Επειδή ΟΔΑΕ το τετράπλευρο ΑΔΟΕ είναι ισοσκελές τραπέζιο, οπότε ΑΔ = ΟΕ. 
Τα τρίγωνα ΟΑΔ και ΟΓΕ έχουν: 
(1) ΑΔ=ΟΕ (από το ισοσκελές τραπέζιο ΑΔΟΕ). 
(2)  ΟΑ=ΟΓ (ακτίνες του περιγεγραμμένου κύκλου του τριγώνου ΑΒΓ). 
(3) Το τρίγωνο ΟΑΓ είναι ισοσκελές (ΟΑ=ΟΓ) οπότε: Γ�1 = Α�3. Η γωνία Ε�1 είναι 
εξωτερική στο τετράπλευρο ΑΔΟΕ, οπότε: Ε�1 = Δ�1. Από τις δύο τελευταίες ισότητες 
γωνιών, καταλήγουμε και στην ισότητα:  Ο�1 = Α�2 

   
Σχήμα 4 

Από τις σχέσεις  (1), (2) και (3) προκύπτει η ισότητα των τριγώνων ΟΑΔ και ΟΓΕ. 

(β) Τα τρίγωνα ΟΓΕ και ΟΖΕ  έχουν: 

(i)   ΟΖ = ΟΓ (ακτίνες του περιγεγραμμένου κύκλου του τριγώνου ΑΒΓ), 
(ii)  η ΟΕ  είναι κοινή πλευρά. 
(iii) Ισχύουν η ισότητα γωνιών: 
  Α�1 = Ο�2 (είναι εγγεγραμμένες στον κύκλο (c1) και βαίνουν στο τόξο ΖΕ). 

 1 2
1

ˆ ˆˆˆ
2 2

Ο +ΟΖΟΓ
Α = =  (η γωνία  Α�1 είναι εγγεγραμμένη και στον περιγεγραμμένο 

κύκλο του τριγώνου ΑΒΓ με αντίστοιχη επίκεντρη την ΓΟ�Ζ ), οπότε 

1 2
1 2 1 2 2 1 2

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 .
2

Ο +Ο
Α = Ο = ⇒Ο +Ο = Ο ⇒Ο = Ο  

Από τις σχέσεις (i), (ii) και (iii) προκύπτει ότι τα τρίγωνα ΟΓΕ και ΟΖΕ είναι ίσα. 
(γ) Τελικά, από τις προηγούμενες ισότητες τριγώνων, έχουμε ότι και  τα τρίγωνα ΟΑΔ 
και ΟΖΕ είναι ίσα, οπότε ΟΔ = ΕΖ. Επομένως το τετράπλευρο ΟΔΖΕ είναι ισοσκελές 
τραπέζιο και .∆Ζ ΟΕ  
Από την ισότητα των τριγώνων ΟΓΕ και ΟΖΕ προκύπτουν οι δύο παρακάτω ισότητες 
τμημάτων ΟΖ = ΟΓ και  ΕΖ = ΕΓ, από τις οποίες προκύπτει ότι η ΟΕ είναι μεσοκάθετη 
της ΓΖ. Άρα και η ΔΖ θα είναι κάθετη στην ΓΖ, δηλαδή το σημείο Η είναι το 
αντιδιαμετρικό του σημείου Γ, οπότε τα σημεία  Γ, Ο, Η  είναι συνευθειακά. 
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Γ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 
 
Πρόβλημα 1  
Στο σύνολο των πραγματικών αριθμών να προσδιορίσετε τις ρίζες της εξίσωσης 

4 3 218 3 9 0x x x x− − + + =  . 
 

Λύση.  
Μία πρώτη παρατήρηση είναι ότι οι ακέραιοι αριθμοί 1, 3, 9± ± ±  που είναι διαιρέτες 
του σταθερού όρου δεν ικανοποιούν την εξίσωση. Επομένως πρέπει να εργαστούμε με 
κατάλληλο μετασχηματισμό και παραγοντοποίηση.  Παρατηρούμε ότι το 0x =  δεν 
είναι λύση της εξίσωσης. Για 0x ≠  μπορούμε να διαιρέσουμε τα δύο μέλη της 
εξίσωσης με το 2x , οπότε προκύπτει η  ισοδύναμη εξίσωση:  

2 2
2 2

3 9 9 318 0 18 0x x x x
x x x x

   − − + + = ⇔ + − − − =   
   

            (1) 

Θέτουμε 2 2 2 2
2 2

3 9 9, οπότε 6 6x x x
x x x

ω ω ω− = + − = ⇒ + = + . Με αντικατάσταση 

στην (1)  έχουμε την εξίσωση                 
2 26 18 0 12 0 4 ή 3.ω ω ω ω ω ω+ − − = ⇔ − − = ⇔ = = −  

 Άρα έχουμε; 
2 23 34 ή 3 4 3 0 ή 3 3 0

4 28 3 21 3 21ή 2 7 ή .
2 2 2

x x x x x x
x x

x x x x

− = − = − ⇔ − − = + − =

± − ± − ±
⇔ = = ⇔ = ± =

 

 
Πρόβλημα 2 
Αν ο πενταψήφιος ακέραιος 4 3 2

4 3 2 1 0 4 3 2 1 010 10 10 10α α α α α α α α α αΑ = = ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ +  
έχει ψηφία τέτοια ώστε 0 1 2 3 4 0.α α α α α> > > > >  να προσδιορίσετε το άθροισμα των 
ψηφίων του αριθμού 9 ⋅Α . 
 
Λύση 
Χρησιμοποιώντας τη διαφορά 9 10⋅Α = ⋅Α −Α  έχουμε ότι 

  
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

4 3 2 1 0 4 3 2 1 0

5 4 3 2 4 3 2
4 3 2 1 0 4 3 2 1 0

5 4 3 2
4 3 4 2 3 1 2 0 1 0

5 4 3 2
4 3 4 2 3 1 2 0 1

9 10 0

10 10 10 10 10 10 10 10 10

10 10 10 10 10

10 10 10 10 1 10 (10

α α α α α α α α α α

α α α α α α α α α α

α α α α α α α α α α

α α α α α α α α α α

⋅Α = ⋅Α −Α = −

= ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ − ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ +

= ⋅ + − ⋅ + − ⋅ + − ⋅ + − ⋅ −

= ⋅ + − ⋅ + − ⋅ + − ⋅ + − − ⋅ + − 0 )

  

οπότε, λόγω των υποθέσεων 0 1 2 3 4 0,α α α α α> > > > >  ο αριθμός 9 ⋅Α   έχει τα ψηφία  

4 3 4 2 3 1 2 0 1 0, , , , 1, 10α α α α α α α α α α− − − − − − , τα οποία έχουν άθροισμα ίσο με 9. 
 
 Σημείωση:  Η αφαίρεση  10 ⋅Α −Α  μπορεί να γίνει και κατακόρυφα με το συνήθη 
τρόπο, αφού λάβουμε υπόψη ότι 0 1 2 3 4 0,α α α α α> > > > >  ως εξής: 
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                                     4 3 2 1 0

4 3 2 1 0

4 3 4 2 3 1 2 0 1 0

1
0

1 10 ,

α α α α α
α α α α α

α α α α α α α α α α

−

− − − − − −


 , 

οπότε καταλήγουμε στο ίδιο συμπέρασμα. 
 
Πρόβλημα 3  
Αν οι αριθμοί , ,x y z  είναι θετικοί ακέραιοι, να λύσετε το σύστημα: 

2 3

2 3

2 3

2 3
2 3
2 3

x y z
y z x
z x y

+ =

+ =

+ =

 

Λύση 
Ας υποθέσουμε ότι ο z  είναι μεγαλύτερος ή ίσος από τους άλλους δύο αγνώστους, 
δηλαδή { }max ,z x y≥ . (Οι άλλες περιπτώσεις αντιμετωπίζονται ομοίως). 
Διακρίνουμε τις περιπτώσεις: 

• 1.z >  Τότε , αφού { }max ,z x y≥ , θα είναι 2 2 32 2 3x y z z z+ < + < , άτοπο.  

• 1.z =  Τότε 22 3x y+ =  και αφού { }1 max ,x y≥ έπεται ότι η τελευταία ισότητα 

ισχύει, αν και μόνον αν 1x y= =  . Άρα έχουμε τη λύση: ( ) ( ), , 1,1,1x y z = . 

Αυτή είναι η μοναδική λύση του συστήματος, αφού οι περιπτώσεις με { }max ,y x z≥

ή { }max ,x y z≥ οδηγούν στην ίδια λύση. 
 
Πρόβλημα 4 
Δίνεται ισοσκελές τραπέζιο 𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢 (με ΑΒ Γ∆  και 𝛢𝛢𝛢𝛢 < 𝛤𝛤𝛤𝛤) εγγεγραμμένο σε 
κύκλο 𝑐𝑐(𝑂𝑂,𝑅𝑅). Η εφαπτομένη στο 𝛣𝛣 του κύκλου (𝑐𝑐) τέμνει την ευθεία 𝛥𝛥𝛥𝛥 στο σημείο 
𝛦𝛦. Έστω Μ είναι το σημείο τομής των διαγωνίων του τραπεζίου ΑΒΓΔ.   
Να αποδείξετε ότι: 
(α) Η ευθεία ΑΔ είναι εφαπτομένη του περιγεγραμμένου κύκλου, έστω ( )1c , του 
τριγώνου ΔΒΕ. 
(β) Το σημείο Μ ανήκει στον περιγεγραμμένο κύκλο, έστω ( )2c , του τριγώνου ΟΒΓ . 
(γ)  Οι περιγεγραμμένοι κύκλοι των τριγώνων 𝛥𝛥𝛥𝛥𝛥𝛥 και 𝛰𝛰𝛰𝛰𝛰𝛰 έχουν κοινή εφαπτομένη στο 
σημείο Β. 
 
Λύση 
(α) Επειδή το τετράπλευρο 𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢 είναι ισοσκελές τραπέζιο θα ισχύουν οι ισότητες 
γωνιών:  

𝛤𝛤�1 = 𝛥̂𝛥1, 𝛤𝛤�2 = 𝛥̂𝛥2. 
Επίσης, επειδή η 𝛣𝛣𝛣𝛣 εφάπτεται στον κύκλο (𝑐𝑐), θα ισχύει: 𝛣𝛣�1 = 𝛥̂𝛥1 (γωνία από τη 
χορδή 𝛣𝛣𝛣𝛣 και την εφαπτόμενη 𝛣𝛣𝛣𝛣). Άρα έχουμε 
                                                          𝛣𝛣�1 = 𝛤𝛤�1 = 𝛥̂𝛥1                                       (1). 
Έστω (𝑐𝑐1) και (𝑐𝑐2) οι περιγεγραμμένοι κύκλοι των τριγώνων 𝛥𝛥𝛥𝛥𝛥𝛥 και 𝛰𝛰𝛰𝛰𝛰𝛰, 
αντίστοιχα. Στη συνέχεια θα αποδείξουμε ότι η γωνία 𝛥̂𝛥2 (που δημιουργείται από τη 
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χορδή 𝛣𝛣𝛣𝛣 και την 𝛢𝛢𝛢𝛢) είναι ίση με την γωνία 𝛦𝛦� , οπότε η 𝛢𝛢𝛢𝛢 θα εφάπτεται στον κύκλο 
(𝑐𝑐1). Πράγματι, η γωνία 𝛣𝛣𝛤𝛤�𝛥𝛥 είναι εξωτερική του τριγώνου 𝛣𝛣𝛣𝛣𝛣𝛣, οπότε: 

𝛣𝛣𝛤𝛤�𝛥𝛥 = 𝛣𝛣�1 + 𝛦𝛦� ⇔ 𝛤𝛤�1 + 𝛤𝛤�2 = 𝛣𝛣�1 + 𝛦𝛦�  
και επειδή 𝛣𝛣�1 =  𝛤𝛤�1 = 𝛥̂𝛥1, καταλήγουμε στις ισότητες: 𝛤𝛤�2 = 𝛥̂𝛥2 = 𝛦𝛦� . 

 

Σχήμα 5 

 (β) Θα αποδείξουμε ότι το σημείο τομής 𝛭𝛭 των διαγωνίων του ισοσκελούς τραπεζίου 
𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢  ανήκει στον κύκλο (𝑐𝑐2). Αρκεί να αποδείξουμε ότι το τετράπλευρο 𝛣𝛣𝛣𝛣𝛣𝛣𝛣𝛣 είναι 
εγγράψιμο. 
Πράγματι, η 𝛰𝛰𝛰𝛰 είναι μεσοκάθετος της 𝛢𝛢𝛢𝛢 , οπότε: 

𝛭𝛭𝛰𝛰�𝛣𝛣 = 𝛭𝛭�1 =
𝛢𝛢𝛰𝛰�𝛣𝛣

2
= 𝛢𝛢𝛤𝛤�𝛣𝛣 = 𝛤𝛤�2. 

Επομένως,  το τετράπλευρο 𝛣𝛣𝛣𝛣𝛣𝛣𝛣𝛣 είναι εγγράψιμο. 
(γ) Θεωρούμε την εφαπτόμενη του κύκλου (𝑐𝑐1) στο σημείο 𝛣𝛣 και έστω ότι τέμνει την 
προέκταση της 𝛢𝛢𝛢𝛢 στο σημείο  𝛫𝛫. Θα αποδείξουμε ότι η ευθεία ΒΚ είναι εφαπτομένη 
και του κύκλου (𝑐𝑐2). 
Πράγματι, έχουμε ότι  
                                                      𝛣𝛣�2 = 𝛥̂𝛥2                                                   (2)  
γιατί  η 𝛫𝛫𝛫𝛫 είναι εφαπτομένη του (𝑐𝑐1) (όπως αποδείξαμε στα ερώτημα (α)) 
Ισχύουν όμως οι ισότητες γωνιών: 𝐾𝐾𝐵𝐵�𝑀𝑀 = 𝛣𝛣�2 = 𝛥̂𝛥2 = 𝛤𝛤�2 = 𝛣𝛣𝛤𝛤�𝛭𝛭. Άρα η 𝛣𝛣𝛣𝛣 
εφάπτεται και του κύκλου (𝑐𝑐2). 
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ΕΠΙΤΡΟΠΗ ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΩΝ 

80ος ΠΑΝΕΛΛΗΝΙΟΣ ΜΑΘΗΤΙΚΟΣ ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΟΣ 
ΣΤΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ “Ο ΘΑΛΗΣ” 

9 Νοεμβρίου 2019 
Ενδεικτικές λύσεις 

 
Β΄ ΓΥΜΝΑΣΙΟΥ 

 
Πρόβλημα 1  
Να υπολογίσετε την τιμή της αριθμητικής παράστασης: 

( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

5 5 3 3

5 35 3

16 12 16 12
1 2019

6 88 6

   − − − −
Α = + + ⋅ + +   

   − −   
. 

Λύση  
Έχουμε 

( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

( )( ) ( )( )
( ) ( )

5 5 3 3

5 35 3

5 5 3 3

5 35 3

5 5 3 3

16 12 16 12
1 2019

6 88 6

16 12 16 121 2019
8 6 8 6

2 2 1 2 2 2019

2 2 1 2 2 2019 1 2019 2019.

   − − − −
Α = + + ⋅ + +   

   − −   
   − − − −       = + + ⋅ + +             − −          

= + − + ⋅ − + +

= − + ⋅ − + + = ⋅ =

 

 
Πρόβλημα 2 

Ένας ταξιδιώτης έμεινε σε μία πόλη ένα τριήμερο. Την πρώτη μέρα ξόδεψε το 1
3

 των 

χρημάτων που είχε μαζί του. Τη δεύτερη μέρα ξόδεψε το 1
4

 των χρημάτων που του 

είχαν μείνει στο τέλος της πρώτης μέρας και την τρίτη μέρα ξόδεψε το 1
5

 των 

χρημάτων που του είχαν μείνει στο τέλος της δεύτερης μέρας. Αν στο τέλος της τρίτης 
μέρας του είχαν μείνει 240 ευρώ, να βρείτε πόσα χρήματα είχε μαζί του ο ταξιδιώτης 
στην αρχή της πρώτης μέρας. 
      
Λύση (1ος τρόπος) 
Έστω ότι ο ταξιδιώτης είχε μαζί του την πρώτη μέρα x  ευρώ.  
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Τότε την πρώτη μέρα ξόδεψε 
3
x  ευρώ και του έμειναν 2

3 3
x xx − =  ευρώ. Τη δεύτερη  

μέρα ξόδεψε 2 1
3 4 6
x x
⋅ =  ευρώ και του έμειναν 2 3

3 6 6 2
x x x x
− = =  ευρώ. Την τρίτη μέρα 

ξόδεψε 1
2 5 10
x x
⋅ =  ευρώ και του έμειναν 4 2

2 10 10 5
x x x x
− = =  ευρώ.  

Επομένως έχουμε την εξίσωση:  
2 2 240 1200240 2 1200 600
5 5 1 2
x x x x x= ⇔ = ⇔ = ⇔ = ⇔ =  ευρώ. 

2ος τρόπος (χωρίς εξίσωση) 
Την πρώτη μέρα του μένουν τα  3

3
− 1

3
= 2

3
  μέρους των χρημάτων του. 

Τη δεύτερη μέρα ξοδεύει το  1
4
∙ 2
3

= 1
6
 μέρους των χρημάτων του και του μένει το 

 2
3
− 1

6
= 3

6
= 1

2
 μέρους των χρημάτων. 

Την τρίτη μέρα ξοδεύει το  1
5
∙ 1
2

= 1
10

 μέρους των χρημάτων του και του μένουν τα  

 1
2
− 1

10
= 4

10
= 2

5
  μέρους των χρημάτων που είναι 240€. Άρα το 1

5
  είναι 240: 2 = 120€, 

και επομένως τα χρήματα που είχε ήταν 120 ∙ 5 = 600€. 
 
3ος τρόπος 

Επειδή την τρίτη μέρα ξόδεψε το 1
5

 των χρημάτων που του είχαν μείνει στο τέλος της 

δεύτερης μέρας, του απέμειναν τα 4
5

 των χρημάτων που του είχαν μείνει στο τέλος της 

δεύτερης μέρας που ήταν 240 ευρώ. Επομένως, με αναγωγή στη μονάδα βρίσκουμε ότι  

του είχαν μείνει στο τέλος της δεύτερης μέρας 5240 300
4
⋅ =  ευρώ. 

Επειδή την δεύτερη μέρα ξόδεψε το 1
4

 των χρημάτων που του είχαν μείνει από την 

πρώτη μέρα, του απέμειναν τα 3
4

 των χρημάτων που του είχαν μείνει στο τέλος της 

πρώτης μέρας που ήταν 300 ευρώ. Επομένως, με αναγωγή στη μονάδα βρίσκουμε ότι  

του είχαν μείνει στο τέλος της πρώτης μέρας 4300 400
3
⋅ =  ευρώ. 

Επειδή την πρώτη μέρα ξόδεψε το 1
3

 των χρημάτων που είχε μαζί του, του απέμειναν 

τα 2
3

 των χρημάτων που του είχε μαζί του που ήταν 400 ευρώ. Επομένως, με αναγωγή 

στη μονάδα βρίσκουμε ότι  είχε μαζί του στο ξεκίνημα της πρώτης μέρας 3400 600
2
⋅ =  

ευρώ.   
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Πρόβλημα 3 
Δίνεται κύκλος με διάμετρο ΑΒ , κέντρο Ο  και οι ευθείες 

1 2,ε ε  που είναι κάθετες στα άκρα Α και Β της διαμέτρου 
.ΑΒ  Στην ευθεία  2ε  παίρνουμε ευθύγραμμο τμήμα ΒΓ  ίσο 

με τη διάμετρο του κύκλου και στη συνέχεια σχεδιάζουμε την 
ευθεία η  να διέρχεται από το κέντρο του κύκλου και να είναι 
παράλληλη προς το ευθύγραμμο τμήμα .ΑΓ  Η ευθεία η  
τέμνει το  ευθύγραμμο τμήμα ΒΓ  στο σημείο ∆ . 
(α) Να αποδείξετε ότι οι ευθείες 1 2,ε ε  είναι παράλληλες και    
      να υπολογίσετε τις γωνίες των τριγώνων ΑΒΓ  και ΟΒ∆ . 
(β) Να αποδείξετε ότι το Δ είναι μέσον του ευθυγράμμου  
      τμήματος ΒΓ . 
(γ) Να εξετάσετε το είδος του τετράπλευρου  ΑΟ∆Γ . 
 
Λύση 
(α) Οι ευθείες 1 2,ε ε  είναι μεταξύ τους παράλληλες, αφού είναι κάθετες στα άκρα Α
και Β της διαμέτρου ΑΒ . Το τρίγωνο ΑΒΓ  είναι ορθογώνιο και ισοσκελές αφού 

0ˆ 90ΑΒΓ =  , ΑΒ = ΒΓ , επομένως οι γωνίες της βάσης του ΑΓ  είναι 045 η καθεμία.  
Στο τρίγωνο Ο∆Β ,  έχουμε 0ˆ 90∆ΒΟ = , 0ˆ 45∆ΟΒ = , ως εντός εκτός και επί τα αυτά 
μέρη με την 0ˆ 45ΓΑΟ =  και  0ˆ 45Ο∆Β = , ως εντός εκτός και επί τα αυτά μέρη με την 

0ˆ 45ΑΓΒ = . 

(β) Από το προηγούμενο ερώτημα προκύπτει ότι το τρίγωνο ΟΒΔ είναι ισοσκελές και 
από την υπόθεση ΒΓ = ΑΒ  έχουμε: 

2 2
ΑΒ ΒΓ

∆Β = ΟΒ = = . 

Επομένως το Δ είναι μέσον του ευθυγράμμου τμήματος ΒΓ . 
 
(γ) Το τετράπλευρο ΑΟ∆Γ  είναι τραπέζιο αφού οι πλευρές του ,ΑΟ Γ∆ τέμνονται στο 
σημείο Β και οι πλευρές του ,ΑΓ Ο∆  είναι μεταξύ τους παράλληλες. Επίσης ισχύει 

2 2
ΑΒ ΒΓ

ΑΟ = = = Γ∆ . Επομένως, το τετράπλευρο ΑΟΔΓ είναι ισοσκελές τραπέζιο. 

Πρόβλημα 4 
Χρησιμοποιώντας μία μόνο φορά καθέναν από τους ακέραιους από το 1 μέχρι και το 
26 γράφουμε 13 κλάσματα. Πόσα το πολύ από αυτά τα κλάσματα μπορεί να είναι ίσα 
με ακέραιο αριθμό; 
 
Λύση 
Για να ισούται ένα κλάσμα με ακέραιο πρέπει ο παρονομαστής του να διαιρεί τον 
αριθμητή του. Από τους 26 δεδομένους ακέραιους πρώτοι, δηλαδή αυτοί που 
διαιρούνται μόνο με τον εαυτό τους και τη μονάδα, είναι οι 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 
23. Οι 6 μικρότεροι από αυτούς, 2, 3, 5, 7, 11, 13, μπορούν να τοποθετηθούν ως 
παρονομαστές με αριθμητή πολλαπλάσιο τους, ώστε το κλάσμα να ισούται με ακέραιο. 
Από τους υπόλοιπους, δηλαδή το 17, 19, 23   ο ένας μπορεί να δημιουργήσει κλάσμα 
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με παρονομαστή το 1, δηλαδή ίσο με ακέραιο, έστω το 23 23.
1
=  Με τους 17 και 19 θα 

γράψουμε υποχρεωτικά ένα κλάσμα που δεν είναι ακέραιος, οπότε ο μεγαλύτερος 
δυνατός αριθμός κλασμάτων που μπορούμε να γράψουμε ίσα με ακέραιους είναι 12. 
Θα εξετάσουμε τώρα, αν είναι δυνατόν να γραφούν ακριβώς 12 τέτοια κλάσματα. Αυτό 
μπορεί να γίνει ως εξής: 

26 25 23 22 21 20 18 15 14, , , , , , , , (υποχρεωτική επιλογή παρονομαστών)
13 5 1 11 7 10 9 3 2
24 16 12, , (υπάρχει δυνατότητα αλλαγής των παρονομαστών).
8 4 6

 

 
Γ΄ ΓΥΜΝΑΣΙΟΥ 

 
Πρόβλημα 1 
Να υπολογίσετε την τιμή της αριθμητικής παράστασης: 

( ) ( )
( )

( ) ( )9 9 10 10
2

99 10

32 16 10 12019 20 100
4 2 52

−    − − −   Α = + ⋅ − + ⋅ − − +          −    
. 

Λύση 
Έχουμε ότι   

( ) ( )
( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )

9 9 10 10
2

99 10

9 9 10
2 10

9 9 2 10 10

9 9

32 16 10 12019 20 100
4 2 52

32 16 102019 20 5 100
4 2 2

8 8 2019 20 5 5 100

8 8 20

−    − − −   Α = + ⋅ − + ⋅ − − +          −    
    − − −     = + ⋅ − + ⋅ − − +             −         

= − + + ⋅ − + ⋅ − − − +

= − + ⋅ −( )( ) ( ) ( )( ) ( )2 219 20 0 100 0 2019 20 100 20 100 2000.+ ⋅ + = ⋅ − + ⋅ + = ⋅ =

  

 
Πρόβλημα 2 
Σε ένα τηλεοπτικό παιγνίδι ο Γιώργος πριν την τελική φάση του παιγνιδιού έχει 
κερδίσει 600 ευρώ. Στην τελική φάση πρέπει να απαντήσει σε 12 ερωτήσεις. Για κάθε 
σωστή απάντηση κερδίζει 80 ευρώ, ενώ για κάθε λανθασμένη απάντηση χάνει 40 ευρώ.  
Αν ο Γιώργος κέρδισε τελικά 1320 ευρώ, να βρείτε σε πόσες ερωτήσεις απάντησε 
σωστά. 
 
Λύση 
Έστω ότι ο Γιώργος απάντησε σωστά σε x  ερωτήσεις. Τότε δεν απάντησε σωστά σε 
12 x−  ερωτήσεις, οπότε το τελικό κέρδος του, έστω Κ,  θα είναι:  

( )600 80 40 12 K 600 80 480 40 K 120 120x x x x xΚ = + − − ⇔ = + − + ⇔ = + .  
Επομένως, για την εύρεση του x  πρέπει να λύσουμε την εξίσωση: 

120 120 1320 120 1320 120 120 1200 10.x x x x+ = ⇔ = − ⇔ = ⇔ =  
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Πρόβλημα 3 
(α) Να προσδιορίσετε το μεγαλύτερο και το μικρότερο από τα κλάσματα: 

2020 2021 2022 3020 3021 3022, , , , ,
2019 2020 2021 3019 3020 3021

 , 

χωρίς να τα μετατρέψετε σε δεκαδικό αριθμό.  
(β) Να προσδιορίσετε το μεγαλύτερο και το μικρότερο από τα κλάσματα: 

4020 4021 4022 5020 5021 5022, , , , ,
4021 4022 4023 5021 5022 5023

 , 

χωρίς να τα μετατρέψετε σε δεκαδικό αριθμό.  
Να αιτιολογήσετε την απάντηση σας και στα δύο ερωτήματα. 
 
Λύση.  
(α) Το κοινό χαρακτηριστικό των έξι κλασμάτων είναι το ότι ο αριθμητής τους είναι 

μεγαλύτερος από τον παρονομαστή τους κατά 1. Όλα είναι της μορφής  1 11ν
ν ν
+

= + , 

οπότε σε σύγκριση δύο τέτοιων κλασμάτων 1 1,µ ν
µ ν
+ +   έχουμε: 

1 1 1 1 1 11 1µ ν µ ν
µ ν µ ν µ ν
+ +

> ⇔ + > + ⇔ > ⇔ < . 

Επομένως μεγαλύτερο από τα δεδομένα κλάσματα είναι το κλάσμα που έχει το 

μικρότερο παρονομαστή, δηλαδή το 2020
2019

, και μικρότερο είναι αυτό που έχει το 

μεγαλύτερο παρονομαστή, δηλαδή το 3022
3021

. 

2ος τρόπος 
Παρατηρούμε ότι τα κλάσματα γράφονται ως: 

2020
2019

= 1 +
1

2019
= 1

1
2019

 

2021
2020

= 1 +
1

2020
= 1

1
2020

 

. 

. 

. 
 

3022
3021

= 1 +
1

3021
= 1

1
3021

 

Όμως 1
2019

> 1
2020

> ⋯ > 1
3021

 , οπότε μεγαλύτερο κλάσμα το πρώτο, δηλαδή το 
2020 ,
2019

 και μικρότερο το τελευταίο, δηλαδή το 3022
3021

. 

 
(β) Παρατηρούμε ότι τα αντίστροφα των δεδομένων κλασμάτων   

4021 4022 4023 5021 5022 5023, , , , ,
4020 4021 4022 5020 5021 5022

, 
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είναι της ιδίας μορφής με αυτά του ερωτήματος (α). Σύμφωνα με το ερώτημα (α) 
συμπεραίνουμε ότι μεγαλύτερο κλάσμα είναι το πρώτο και μικρότερο το τελευταίο. 
Επομένως, για τα αντίστροφα τους το συμπέρασμα είναι ότι μεγαλύτερο είναι το 

τελευταίο, δηλαδή το 5023
5022

,  και μικρότερο το πρώτο, δηλαδή το 4021
4020

. 

       
Πρόβλημα 4  
Στο διπλανό σχήμα οι γωνίες ˆ ˆˆ, ,ΒΑΓ ∆ΒΓ Ε∆Γ  και ˆΖΕΓ
είναι ορθές. Δίνεται ακόμη ότι: ΑΒ = ΑΓ , ΒΓ = Β∆ , 
∆Γ = ∆Ε , ΕΓ = ΕΖ  και 4 cmΓΖ = .  
Στο σημείο Η τέμνονται οι ευθείες ΒΔ και ΖΕ. 
 
(α) Να βρείτε το μήκος της πλευράς ΑΒ. 
(β) Να αποδείξετε ότι τα σημεία Α, Γ και Ζ βρίσκονται   
      πάνω στην ίδια ευθεία. 
(γ) Να βρείτε το εμβαδόν του τετραπλεύρου ΒΓΕΗ. 
 
Λύση 
(α) Αν xΑΒ = ΑΓ = , τότε από το ορθογώνιο ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ με το 
Πυθαγόρειο θεώρημα παίρνουμε ότι: 

2 2 2 22 2 .x x x xΒΓ = + = ⇒ ΒΓ = = Β∆  
Από το ορθογώνιο ισοσκελές τρίγωνο ΓΒΔ με το Πυθαγόρειο θεώρημα παίρνουμε ότι: 

( ) ( )2 2
2 22 2 4 2 .x x x xΓ∆ = + = ⇒ Γ∆ = = ∆Ε  

Από το ορθογώνιο ισοσκελές τρίγωνο ΓΔΕ με το Πυθαγόρειο θεώρημα παίρνουμε ότι: 
( ) ( )2 22 22 2 8 2 2 .x x x xΓΕ = + = ⇒ ΓΕ = = ΕΖ  

Από το ορθογώνιο ισοσκελές τρίγωνο ΓΕΖ με το Πυθαγόρειο θεώρημα παίρνουμε ότι: 

( ) ( )2 2
2 22 2 2 2 16 4 ,x x x Z xΓΖ = + = ⇒ Γ =  

οπότε 4 4 1 .Z x x cmΓ = = ⇒ =  
 
(β) Επειδή τα τρίγωνα  , ,ΒΑΓ ∆ΒΓ Ε∆Γ  και ΖΕΓ είναι ορθογώνια ισοσκελή οι οξείες 

γωνίες τους είναι ίσες με 
0 0

0180 90 45 .
2
−

=  Επομένως, έχουμε:   

0 0ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ 4 45 180 ,ΑΓΖ = ΑΓΒ+ΒΓ∆ + ∆ΓΕ+ΕΓΖ = ⋅ =  
οπότε τα σημεία Α, Γ και Ζ βρίσκονται πάνω στην ίδια ευθεία.  
 
(γ) Το τετράπλευρο ΒΓΕΗ έχει τρεις γωνίες του ορθές, αφού 0ˆ 90 ,ΓΒ∆ =  

0 0 0ˆˆ ˆ 45 45 90ΒΓΕ = ΒΓ∆ +Γ∆Ε = + = και 0 0 0 0ˆ ˆ180 180 90 90 .ΓΕΗ = −ΓΕΖ = − =  Επομένως 
και η τέταρτη γωνία του θα είναι ορθή, οπότε αυτό είναι ορθογώνιο και έχει εμβαδό  

2
( ) 2 2 2 4 cmΒΓΕΗ = ΒΓ ⋅ΓΕ = ⋅ =Ε . 
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Α΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 
 

Πρόβλημα 1 
Οι αριθμοί ,α β  είναι θετικοί και τέτοιοι ώστε  

( )2 210 29 και 7.α β αβ α β+ = + =  

Να υπολογίσετε την τιμή των αθροισμάτων 2 2

1 1 1 1και
α β α β
+ + .   

 
Λύση 
Από την ταυτότητα ( )2 2 2 2α β α β αβ+ = + +  και τις σχέσεις    

                           ( )2 210 29 και 7.α β αβ α β+ = + =  
παίρνουμε ότι: 

( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 272

10 2 29 10 20 29

10 10 710 49 10.
49 49

α β

α β αβ αβ α β αβ αβ

α β
α β αβ αβ αβ

+ =

 + − = ⇒ + − = 

+ ⋅
⇒ + = ⇒ = = ⇒ =

 

Έτσι έχουμε: 

2 2

2 2

1 1 7 και
10

1 1 1 1 2 7 2 49 2 29 .
10 10 100 10 100

α β
α β αβ

α β α β αβ

+
+ = =

   + = + − = − = − =  
  

 

 
Διαφορετικά, αφού πρώτα βρούμε ότι 10αβ =  μπορούμε να προχωρήσουμε ως εξής: 
Από την εξίσωση 7α β+ =  έχουμε ότι 7 ,β α= −  οπότε με αντικατάσταση του β  
στην εξίσωση 10αβ =  έχουμε:  

( ) 2 27 10 7 10 7 10 0.α α α α α α− = ⇔ − = ⇔ − + =  

Η τελευταία εξίσωση έχει διακρίνουσα 9∆ =  και ρίζες 7 3 5 ή 2,
2

α α α±
= ⇔ = =  

οπότε έχουμε: ( ) ( ) ( ) ( ), 5, 2 ή , 2,5α β α β= = . Με αντικατάσταση βρίσκουμε άμεσα 

και από τα δύο ζεύγη:  2 2

1 1 7 1 1 29και .
10 100α β α β

+ = + =  

              
Πρόβλημα 2 
Να προσδιορίσετε το μεγαλύτερο και το μικρότερο από τα κλάσματα: 

3019 3020 3021 4019 4020 4021, , , , ,
3020 3021 3022 4020 4021 4022

 , 

χωρίς να τα μετατρέψετε σε δεκαδικό αριθμό. Να αιτιολογήσετε την απάντηση σας. 
 
Λύση 
Το κοινό χαρακτηριστικό των έξι κλασμάτων είναι το ότι ο παρονομαστής τους είναι 
μεγαλύτερος από τον αριθμητή τους κατά 1. Όλα είναι της μορφής 



 8 

1 1 11
1 1 1

ν ν
ν ν ν

+ −
= = −

+ + +
, 

οπότε σε σύγκριση δύο τέτοιων κλασμάτων ,
1 1

µ ν
µ ν+ +

  έχουμε: 

1 1 1 1 1 11 1
1 1 1 1 1 1 1 1

µ ν µ ν
µ ν µ ν µ ν µ ν

> ⇔ − > − ⇔ − > − ⇔ < ⇔ >
+ + + + + + + +

. 

Επομένως μεγαλύτερο από τα δεδομένα κλάσματα είναι το κλάσμα που έχει το 

μεγαλύτερο αριθμητή, δηλαδή το 4021
4022

, και μικρότερο είναι αυτό που έχει το 

μικρότερο αριθμητή, , δηλαδή το 3019
3020

.   

Πρόβλημα 3 
Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ τέτοιο ώστε ˆ ˆ2ΑΒΓ = ⋅ΒΓΑ . H διχοτόμος της γωνίας ˆΒΑΓ  
τέμνει την πλευρά ΒΓ στο σημείο Δ έτσι ώστε ΑΒ = ∆Γ . Η διχοτόμος της γωνίας ˆΑΒΓ  
τέμνει την πλευρά ΑΓ στο σημείο Ε.   
(α) Να αποδείξετε ότι τα τρίγωνα ΑΒΕ και ΔΓΕ είναι ίσα. 
(β) Να βρείτε πόσες μοίρες είναι η γωνία ˆΒΑΓ . 
 
Λύση 

 
Σχήμα 3 

Έστω ότι ˆ ˆ 2ωΑ = ΒΑΓ = , ˆ ˆ ,ϕΓ = ΒΓΑ =  οπότε θα είναι ˆ ˆ 2 .ϕΒ = ΑΒΓ =   

(α) Από την υπόθεση έχουμε 
ˆˆ ˆ
2

ΑΒΓ
ΕΒΓ = = ΒΓΕ , οπότε το τρίγωνο ΒΕΓ είναι 

ισοσκελές με ΒΕ = ΕΓ . Επιπλέον 
ˆˆ ˆ
2

ΑΒΓ
ΑΒΕ = = ΒΓΕ  και από την υπόθεση 

.ΑΒ = ∆Γ  Επομένως τα τρίγωνα ΑΒΕ και ΔΓΕ είναι ίσα, γιατί έχουν δύο πλευρές ίσες 
μία προς μία και τις περιεχόμενες γωνίες των πλευρών αυτών ίσες. 
(β) Από το ερώτημα (α) προκύπτουν τα εξής:  

• ˆ ˆ ˆ 2ωΕ∆Γ = ΒΑΕ = Α =  

•  ΑΕ = Ε∆⇒  το τρίγωνο ΑΕΔ είναι ισοσκελές
ˆ ˆ .
2

ωΑ
⇒ Α∆Ε = ∆ΑΕ = = = ΒΑ∆  

Επομένως οι ευθείες ΑΒ και ΔΕ είναι παράλληλες, γιατί τεμνόμενες από την ΑΔ 
σχηματίζουν δύο εντός εναλλάξ γωνίες ίσες.  Επομένως θα έχουν και  
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ˆ ˆ 2 2ω ϕ ω ϕΕ∆Γ = ΑΒ∆⇒ = ⇒ = ,  
οπότε έχουμε 

0 0 0 0ˆ ˆ ˆ 180 2 2 180 5 180 36 .ω ϕ ϕ ω ωΑ+Β+Γ = ⇒ + + = ⇒ = ⇒ =  

Άρα είναι 0ˆ 2 72ωΒΑΓ = = . 
 
Πρόβλημα 4 
Να προσδιορίσετε τις τιμές του ακέραιου αριθμού α  για τις οποίες ο ρητός αριθμός  

( )
( )

32

4

1

1

α

α

−
Α =

−
 είναι ακέραιος. 

 
Λύση  
Για 1,α ≠  έχουμε 

( )
( )

( ) ( )
( )

( )
3 3 3 32

4 4

1 1 1 1
11 1

α α α α
αα α

− − + +
Α = = =

−− −
. 

Αν τώρα θέσουμε 1 ,xα − =  τότε έχουμε 1 2xα + = +  και 

( )3 3 2
22 6 12 8 86 12

x x x x x x
x x x
+ + + +

Α = = = + + + . 

Επομένως, ο ρητός αριθμός Α είναι ακέραιος, αν και μόνον αν,  

( )

{ }
{ }

8 8 1 είναι διαιρέτης του 8
1

1 1, 2, 4, 8

2,3,5,9.0, 1, 3, 7 .

x
α

α
α

α

= ∈ ⇔ −
−
⇔ − ∈ ± ± ± ±

⇔ ∈ − − −



 

 
Β΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 

 
Πρόβλημα 1 
Οι αριθμοί ,α β  είναι θετικοί και τέτοιοι ώστε  

2 2 3 316 90 .α β αβ και α β αβ+ = + =  

Να υπολογίσετε την τιμή των αθροισμάτων α β+  και 1 1 .
α β
+  

Λύση 
Από τις ταυτότητες 

( ) ( )( )2 2 2 3 3 2 22 καια β α β αβ α β α β α β αβ+ = + + + = + + −  

και τις σχέσεις  3 3 90α β αβ+ =  και 2 2 15α β αβ+ =  παίρνουμε ότι: 

( )( ) ( )( )

( )

2 2 16
2 2

0

90 16 90

15 90 6.

α β αβ

αβ

α β α β αβ αβ α β αβ αβ αβ

α β αβ αβ α β

+ =

≠

+ + − = ⇒ + − =

⇒ + ⋅ = ⇒ + =
 

Επιπλέον, έχουμε    
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( )

( ) ( )

22 2

2 2
2

16 2 16

618 2,
18 18

α β αβ α β αβ αβ

α β
αβ α β αβ

+ = ⇒ + − =

+
⇒ = + ⇒ = = =

 

οπότε θα είναι:  1 1 6 3
2

α β
α β αβ

+
+ = = = . 

 
Πρόβλημα 2 

Να λύσετε στους πραγματικούς αριθμούς το σύστημα: 
( )

3 8
2

xy
x y y

 = − 
 + =  

 . 

Λύση (1ος τρόπος) 
Πρέπει 0xy ≠ , αφού διαφορετικά δεν μπορεί να αληθεύει το σύστημα, το οποίο 
γράφεται:  

( )
( )

2

4 2
2 23 2

2
2 2

2 22
0

2
22

2 8 0
2 88 8

22 2 2

2 62 36 4
222 ή22 12

y

y y
y yxy xy y

yx y y xxy y xy y y

y yy y
yy xxy xx yyy

≥

 − − =   − ⋅ = −= −  ⋅ = −     ⇔ ⇔ ⇔       −+ = =+ =  = −         
  ± ±  = ==    =      ⇔ ⇔ ⇔ ⇔       −− = −=−       ==       

2
.

1
y
x
= − 

 = 

 

2ος τρόπος 
Πρέπει 0xy ≠ , αφού διαφορετικά δεν μπορεί να αληθεύει το σύστημα, το οποίο 
γράφεται:  

( )

3 2

2

8 8
.

2 2
xy xy y

x y y xy y
 = −  ⋅ = − ⇔   + = + =    

 

Αν θέσουμε: 2, 0xy yϕ ω= = >  , τότε με αγνώστους καιϕ ω  προκύπτει το σύστημα:                 

  

( )

( ) ( )

( ) ( )

28 8 2 8 2 8 0
2 2 2 2

, 4, 22 62 36 4 ή 2
ή .22 222 , 2,4

ϕω ϕω ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ ω ω ϕ ω ϕ ω ϕ

ϕ ω
ϕ ϕϕϕ

ω ϕω ϕω ϕ ϕ ω

= − = −   − = −  − − =   
⇔ ⇔ ⇔       + = = − = − = −       

= −   ± ± = = −=  =     ⇔ ⇔ ⇔ ⇔       = −      = −= − = −    

 

Επειδή πρέπει 2 0,yω = >  δεκτή είναι μόνο η λύση ( ) ( ), 2, 4ϕ ω = − , οπότε οι τιμές 
των ,x y  θα βρεθούν από το σύστημα: 

                ( ) ( ) ( ) ( )2

2 2
, 1, 2 ή , 1, 2 .

4 2 ή 2
xy xy

x y x y
y y y
= − = −   

⇔ ⇔ = − = −   = = = −   
                              

 
Πρόβλημα 3 
Δίνεται ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ. Στο ημιεπίπεδο που δεν ανήκει η κορυφή Α 
κατασκευάζουμε ορθογώνιο ΒΓΔΕ. Αν Η είναι το μέσο του ΑΕ και Ζ είναι το μέσο 
του ΓΔ, να αποδείξετε οι ευθείες ΑΒ και ΖΗ είναι κάθετες και να βρείτε πόσες μοίρες 
είναι η γωνία ˆΓΖΗ . 
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Λύση                                                                                                              
Έστω Θ το μέσο της πλευράς ΑΒ. Τότε στο τρίγωνο ΑΒΕ 
η ΘΗ συνδέει τα μέσα δύο πλευρών του, οπότε είναι 
παράλληλη προς την πλευρά ΒΕ και ίση με το μισό της, 

δηλαδή 
2
ΒΕ

ΘΗ = . Επειδή το τετράπλευρο ΒΓΔΕ είναι 

ορθογώνιο, έχει ίσες τις απέναντι πλευρές του, οπότε 
ΒΕ = Γ∆ . Επομένως τα ευθύγραμμα τμήματα ΘΗ και ΓΖ 
είναι ίσα και παράλληλα, οπότε το τετράπλευρο ΓΖΗΘ 
είναι παραλληλόγραμμο. Τότε θα είναι και ΖΗ ΓΘ . 
Όμως η ΓΘ είναι κάθετη προς τη ΑΒ (ως διάμεσος του 
ισοπλεύρου τριγώνου ΑΒΓ είναι και ύψος), οπότε θα 
είναι και ΖΗ ⊥ ΑΒ  . 
Επιπλέον οι γωνίες ˆΓΖΗ  και ˆΑΒΓ  είναι οξείες και έχουν 
πλευρές ανά δύο κάθετες, οπότε είναι ίσες, δηλαδή                                                  

0ˆ ˆ 60ΓΖΗ = ΑΒΓ =  .                                                                               Σχήμα 4     
 
Πρόβλημα 4 
Να προσδιορίσετε όλες τις τιμές της παραμέτρου { }3λ∈ −  για τις οποίες οι λύσεις 
της εξίσωσης 

( ) ( ) ( )2 23 1 11 18 0x xλ λ λ− + + − − =  
είναι τα μήκη των δύο καθέτων πλευρών ορθογώνιου τριγώνου με υποτείνουσα μήκους 

17 . 
 
Λύση 
Αν ,β γ  είναι οι ρίζες της εξίσωσης , τότε πρέπει: 

                                               ( )22 2 17 17β γ+ = = .                         (1) 

Με τον περιορισμό 3λ ≠ , οι ρίζες της εξίσωσης ικανοποιούν τους τύπους Vieta:  

                                       
2 1 11 18,

3 3
λ λβ γ βγ
λ λ
+ −

+ = − = −
− −

                 (2) 

Επομένως η σχέση (1) γίνεται:              

( ) ( )
( )

( )

( ) ( )( ) ( )

22
22 2

2

2 22 4 2

2

1 2 11 18
17 2 17 17 0

33

1 2 11 18 3 17 3 0 7 44 0

7 225 4(η άλλη ρίζα είναι αρνητική και απορρίπτεται) 2.
2

λ λ
β γ β γ βγ

λλ

λ λ λ λ λ λ

λ λ

+ −
+ = ⇔ + − = ⇔ + − =

−−

⇔ + + − − − − = ⇔ + − =

− +
⇔ = = ⇔ = ±

 

Για 2λ =  η εξίσωση γίνεται: 2 25 4 0 5 4 0 1 ή 4x x x x x x− + − = ⇔ − + = ⇔ = = , ενώ 
για 2λ = −  η εξίσωση γίνεται: 2 25 5 40 0 8 0x x x x− + + = ⇔ − − =  με ρίζες ετερόσημες, 
οπότε δεν μπορεί η μία από αυτές να είναι το μήκος πλευράς τριγώνου. Επομένως η 
μόνη αποδεκτή τιμή για την παράμετρο λ  είναι το 2. 
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Γ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 
 
Πρόβλημα 1  
Στο σύνολο των πραγματικών αριθμών να προσδιορίσετε τις λύσεις της εξίσωσης 

( ) ( )34 2108 2 4 0x x− + − =  . 
Λύση  
Η εξίσωση γράφεται: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

34 4 3 32

4 3 3 3 3

3 33 2 3 2

3 33 2 3 2

3 2

108 2 4 0 108 2 2 2 0

108 2 2 2 0 2 108 2 2 0

2 108 216 6 12 8 0 2 6 96 224 0

2 6 96 224 0 2 0 ή 6 96 224 0

2(τριπλή ρίζα) ή 6 96 22

x x x x x

x x x x x x

x x x x x x x x x

x x x x x x x x

x x x x

− + − = ⇔ − + − + =

 ⇔ − − − + = ⇔ − − − + = 

⇔ − − − − − − = ⇔ − − − + − =

⇔ − + − + = ⇔ − = + − + =

⇔ = + − + 4 0.=

 

Η εξίσωση 3 26 96 224 0x x x+ − + =  έχει πιθανές ακέραιες ρίζες, όλους τους διαιρέτες 
του 224. Με το σχήμα Horner διαπιστώνουμε εύκολα ότι μία ακέραια ρίζα της είναι 
το 4 με παραγοντοποίηση: 

( )( ) ( ) ( )23 2 26 96 224 4 10 56 4 14x x x x x x x x+ − + = − + − = − + . 

Επομένως η εξίσωση έχει τις λύσεις: 2 (τριπλή), 4 (διπλή) και -14.   
 
Πρόβλημα 2  
Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ = ΑΓ. Παίρνουμε σημείο Δ πάνω στην πλευρά 
ΑΒ και σημείο Ε πάνω στην πλευρά ΒΓ έτσι ώστε οι ευθείες ΔΕ και ΑΓ να είναι 
παράλληλες. Στην προέκταση της ΔΕ προς το μέρος του Ε παίρνουμε σημείο Ζ τέτοιο 
ώστε ΕΖ = ΑΔ. Αν Ο είναι το κέντρο του περιγεγραμμένου κύκλου του τριγώνου ΔΒΕ, 
να αποδείξετε ότι τα σημεία  Ο, Ζ, Α και Δ ανήκουν στον ίδιο κύκλο. 
 
Λύση 

 
Σχήμα 5 
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Παρατηρούμε ότι το τρίγωνο ΒΔΕ είναι ισοσκελές, αφού από την παραλληλία 
∆Ε ΑΓ  έπεται ότι ˆ ˆ ˆ∆ΕΒ = ΑΓΒ = ΑΒΓ . Επομένως η ευθεία ΟΔ είναι μεσοκάθετη της 
πλευρά ΒΕ και διχοτόμος της γωνίας ˆΒ∆Ε , οπότε ˆ ˆ .Ο∆Ε = Ο∆Β   
Παρατηρούμε τώρα ότι τα τρίγωνα ΟΑΔ και ΟΖΕ έχουν από τις υποθέσεις δύο πλευρές 
τους ίσες, ΑΔ = ΕΖ και ΟΔ = ΟΕ. Επιπλέον, έχουμε 

0 0 0 0
ˆˆ ˆ ˆˆ ˆ180 180 180 180
2

Β∆Ε
ΟΕΖ = −ΟΕ∆ = −Ο∆Ε = − = −Ο∆Β = Ο∆Α . 

Επομένως τα τρίγωνα ΟΑΔ και ΟΖΕ είναι ίσα, οπότε θα έχουν και ˆ ˆ ˆ∆ΑΟ = ΟΖΕ = ΟΖ∆ , 
δηλαδή οι κορυφές Α και Ζ του τετραπλεύρου ΟΖΑΔ βλέπουν την πλευρά ΑΟ υπό 
ίσες γωνίες, οπότε τα σημεία  Ο, Ζ, Α και Δ ανήκουν στον ίδιο κύκλο. 
 
Πρόβλημα 3 

Να λύσετε στους πραγματικούς αριθμούς το σύστημα: 
( )

3 108
3

xy
x y y

 = − 
 + = −  

 . 

 
Λύση (1ος τρόπος) 
Πρέπει 0xy ≠ , αφού διαφορετικά δεν μπορεί να αληθεύει το σύστημα, το οποίο 
γράφεται:  

( )
( )

2

4 2
2 23 2

2
2 2

2 22
0

2
22

3 108 0
3 108108 108

33 3 3

3 213 441 9
22

333

y

y y
y yxy xy y

yx y y xxy y xy y y

y yy
yy xy xx yyy

≥

 + − =   − − ⋅ = −= −  ⋅ = −     ⇔ ⇔ ⇔       − −+ = − =+ = −  = − −         
  − ± − ± = ==       ⇔ ⇔ ⇔     ++ = −+    = −= −      

3 3
ή .

4 4
y y

x x


= = −   ⇔    = − =   



 
2ος τρόπος 
Πρέπει 0xy ≠ , αφού διαφορετικά δεν μπορεί να αληθεύει το σύστημα, το οποίο 
γράφεται:  

( )

3 2

2

108 108
.

3 3
xy xy y
x y y xy y

 = −  ⋅ = − ⇔   + = − + = −    
 

Αν θέσουμε: 2, 0xy yϕ ω= = >  , τότε με αγνώστους καιϕ ω  προκύπτει το σύστημα:                 

  

( )

( ) ( )

( ) ( )

2108 108 3 108 3 108 0
3 3 3 3

, 9, 123 213 441 9 ή 12
ή .22 333 , 12,9

ϕω ϕω ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ ω ω ϕ ω ϕ ω ϕ

ϕ ω
ϕ ϕϕϕ

ω ϕω ϕω ϕ ϕ ω

= − = −   − − = −  + − =   
⇔ ⇔ ⇔       + = − = − − = − − = − −       

= −   − ± − ± = = −=  =     ⇔ ⇔ ⇔ ⇔       = − −      = − −= − − = −    

 

Επειδή πρέπει 2 0,yω = >  δεκτή είναι μόνο η λύση ( ) ( ), 12,9ϕ ω = − , οπότε οι τιμές 
των ,x y  θα βρεθούν από το σύστημα: 

                ( ) ( ) ( ) ( )2

12 12
, 4, 3 ή , 4, 3 .

9 3 ή 3
xy xy

x y x y
y y y
= − = −   

⇔ ⇔ = − = −   = = = −   
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Πρόβλημα 4 
Με κ διαφορετικά χρώματα θέλουμε να χρωματίσουμε τους αριθμούς 2, 3, 4,…,1024 
έτσι ώστε κανένας αριθμός να μην έχει το ίδιο χρώμα με οποιοδήποτε πολλαπλάσιο 
του. Να βρείτε την ελάχιστη δυνατή τιμή του .κ   
 
Λύση 
Παρατηρούμε ότι κάθε αριθμός της μορφής 2κ  είναι πολλαπλάσιο όλων των δυνάμεων   
του 2 με μικρότερο θετικό εκθέτη. Έτσι καθένας από τους αριθμούς  

2 3 4 5 6 7 8 9 102, 4 2 , 8 2 , 16 2 , 32 2 , 64 2 , 128 2 ,256 2 ,512 2 ,1024 2= = = = = = = = =  
είναι πολλαπλάσιο όλων των προηγουμένων του, εκτός του πρώτου,  οπότε όλοι πρέπει 
να έχουν διαφορετικά χρώματα. Επομένως ο αριθμός των χρωμάτων που θα 
χρειαστούμε είναι 10.κ ≥   
Θα αποδείξουμε ότι με τα  10  χρώματα, έστω , για τον αριθμό 2 , 1,2,3,...,10i

iX i =  
μπορούμε να χρωματίσουμε όλους τους υπόλοιπους έτσι ώστε να μην υπάρχει το ίδιο 
χρώμα μεταξύ ενός αριθμού και κάποιου πολλαπλασίου του. Πράγματι, αρκεί να 
κάνουμε την αντιστοίχιση: 

{ }1 10
102 , 2 1,..., 2 1 , 1,2,...,9 και 2 1024.i i i

iX i X+→ + − = → =  

Επομένως η ελάχιστη δυνατή τιμή είναι min 10κ =  . 
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Ενδεικτικές λύσεις 
 

Β΄ ΓΥΜΝΑΣΙΟΥ 
 
Πρόβλημα 1 (μονάδες 5) 
Να υπολογίσετε την τιμή της αριθμητικής παράστασης: 

( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

17 16 31 31
0

16 3115 31

6 12 8 20
2 2020

6 43 10

   − − − −
Α = + + ⋅ + +   

   − −   
. 

Λύση  
Έχουμε 

( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )

( ) ( )

17 16 31 31
0

16 3115 31

16 1 15 31 31
0

16 15

16 15 31
0

6 12 8 20
2 2020

6 43 10

6 6 12 12 8 202 2020
6 4 103

6 12 8 206 12 2
3 6 4 10

   − − − −
Α = + + ⋅ + +   

   − −   
   − − − − − −   = + + ⋅ + +         −   −   
 − − − −     = − ⋅ + − ⋅ + ⋅ +       − −      

( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

31

15 3116 0 31

1516 31 31

1616

2020

6 2 12 2 2 2 2 2020

6 2 6 ( 2) 2 1 2 2 2020

6 2 6 2 1 0 2020 0 1 2020 2020.

   +     

= − ⋅ + − ⋅ − + ⋅ − + +

= − ⋅ − − ⋅ − ⋅ − + ⋅ − + +

= − ⋅ − − ⋅ − + ⋅ + = + ⋅ =

 

 
Πρόβλημα 2 (μονάδες 7) 
Οι ομάδες μπάσκετ δώδεκα Γυμνασίων της Αθήνας παίρνουν μέρος σε ένα σχολικό 
πρωτάθλημα μπάσκετ. Κάθε μία ομάδα θα παίξει μία μόνο φορά με όλες τις υπόλοιπες 
ομάδες. Σε κάθε αγωνιστική ημέρα οι ομάδες θα παίζουν την ίδια ώρα ανά ζεύγη και 
θα έχουμε 6 αγώνες. Μετά το τέλος κάθε αγωνιστικής θα βγαίνει η βαθμολογία σε 
φθίνουσα σειρά σύμφωνα με τους βαθμούς που θα έχει κάθε ομάδα. Στο σύστημα 
βαθμολογίας των ομάδων η νίκη παίρνει έναν βαθμό, η ήττα μηδέν βαθμούς και δεν 
υπάρχει ισοπαλία. Υπάρχει αγωνιστική ημέρα μετά το τέλος της οποίας η βαθμολογία 
που θα βγει θα δίνει σε κάθε ομάδα διαφορετικούς βαθμούς από όλες τις άλλες ομάδες 
Λύση 



 2 

Για να έχουν οι δώδεκα ομάδες διαφορετικούς βαθμούς στον πίνακα της βαθμολογίας, 
δεδομένου ότι ο μέγιστος αριθμός παιγνιδιών και βαθμών  είναι 11, η μοναδική δυνατή 
βαθμολογία είναι η παρακάτω: 
Ο1 Ο2 Ο3 Ο4 Ο5 Ο6 Ο7 Ο8 Ο9 Ο10 Ο11 Ο12 
11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0 

Επομένως, αν υπάρχει τέτοια αγωνιστική ημέρα που μπορεί να δώσει διαφορετικούς 
βαθμούς σε όλες τις ομάδες, αυτή θα είναι η ενδέκατη. 
Η απάντηση αυτή θα είναι αποδεκτή, εφόσον αποδείξουμε ότι είναι δυνατόν να 
προκύψει η παραπάνω βαθμολογία στο τέλος της ενδέκατης αγωνιστικής ημέρας. 
Πράγματι, η παραπάνω βαθμολογία είναι εφικτή, αν υποθέσουμε ότι κάθε ομάδα έχει 
κερδίσει όλα τα παιγνίδια με ομάδες που βρίσκονται κάτω από αυτή στη βαθμολογία, 
δηλαδή η Ο1 θα κερδίσει όλες τις υπόλοιπες ομάδες, η Ο2 θα κερδίσει τις Ο3 , Ο4, 
…Ο12, κοκ. Επομένως, η αγωνιστική ημέρα που μπορεί να δώσει διαφορετικούς 
βαθμούς σε όλες τις ομάδες είναι η ενδέκατη. 
 
Πρόβλημα 3 (μονάδες 8) 
Στο διπλανό σχήμα οι ευθείες ΑΒ και ΗΓ είναι 
παράλληλες και οι ευθείες ΒΓ και ΑΗ είναι 
παράλληλες. Το σημείο Δ ανήκει στο ευθύγραμμο 
τμήμα ΒΓ και οι ευθείες ΑΔ και ΒΗ τέμνονται στο 
σημείο Ζ έτσι ώστε να  ισχύει: 
                                ΑΖ = ΒΓ.  
Επίσης οι ευθείες ΑΔ και ΗΕ είναι παράλληλες και 
οι ευθείες ΖΕ και ΑΗ είναι παράλληλες. 
Αν ˆ ωΑΖΗ = , τότε: 
(α) Να βρείτε τη γωνία ˆΓ∆Ζ  συναρτήσει του ω .  
(β) Να αποδείξετε ότι οι ευθείες ΑΕ και ΖΗ είναι 
κάθετες.                                                                                           Σχήμα 1 
 
Λύση  
(α) Επειδή οι ευθείες ΑΒ και ΓΗ είναι παράλληλες και οι ευθείες ΒΓ και ΑΗ είναι 
παράλληλες, το τετράπλευρο ΑΒΓΗ είναι παραλληλόγραμμο, οπότε οι απέναντι 
πλευρές του είναι ίσες, δηλαδή έχουμε ΒΓ = ΑΗ . Όμως από υπόθεση ΑΖ = ΒΓ, οπότε 
θα είναι και ΑΖ = ΑΗ. Επομένως το τρίγωνο ΑΖΗ είναι ισοσκελές, οπότε θα έχει τις 
δύο γωνίες της βάσης του ίσες, δηλαδή  
                                              ˆ ˆ ωΑΗΖ = ΑΖΗ = .                                       (1) 
Επίσης από το ισοσκελές τρίγωνο ΑΖΗ έχουμε ότι: 
                                  0 0ˆ ˆ180 2 180 2 .ωΖΑΗ = − ⋅ΑΖΗ = −                         (2) 
Τέλος, επειδή ΑΗ ΒΓ  που τέμνονται από την ΑΔ, έχουμε ότι οι εντός εναλλάξ 
γωνίες είναι παραπληρωματικές, δηλαδή                                                     
                                              0ˆ ˆ 180 .Γ∆Ζ+ ΖΑΗ =                                      (3)  
Από τις σχέσεις (2) και (3) έπεται ότι:    
                                0 0ˆ ˆ180 2 180 2ω ω− + ΖΑΗ = ⇒ ΖΑΗ = .                                             
(β) Επειδή οι ευθείες ΑΔ και ΗΕ είναι παράλληλες και οι ευθείες ΖΕ και ΑΗ είναι 
παράλληλες, το τετράπλευρο ΑΖΕΗ είναι παραλληλόγραμμο, οπότε ΑΗ = ΖΕ και ΑΖ 
= ΗΕ. Όμως, όπως αποδείξαμε στο ερώτημα (α) είναι ΑΖ = ΑΗ, οπότε το τετράπλευρο 
ΑΖΕΗ έχει τις τέσσερις πλευρές του ίσες και είναι ρόμβος. Άρα οι διαγώνιες του ΑΕ 
και ΖΗ είναι κάθετες. 
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Γ΄ ΓΥΜΝΑΣΙΟΥ 

Πρόβλημα 1 (μονάδες 5) 
Να υπολογίσετε την τιμή της αριθμητικής παράστασης: 

( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

7 8 35 35
0

6 357 35

3 6 10 22
20 2021

12 56 11

− − − −

− −− −

   − − − −
Α = + + ⋅ + +   

   − −   
. 

Λύση 

( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( ) ( ) ( )

7 8 35 35
0

6 357 35

6 7 35 35

7 35 358

6 35 357

6 7

3 6 10 22
20 2021

12 56 11

6 12 5 11
1 2021

( 6)3 10 22

6 12 1 11 2021
( 6) 6 2 23 3

1

− − − −

− −− −

   − − − −
Α = + + ⋅ + +   

   − −   
   − + + −

= + + ⋅ + +   
   −− − −   
   −    = + + ⋅ − + + +        − ⋅ −    − −   

= −

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

6 7 35 35

7 66 6

66

6 1 12 1 11 2021
3 3 6 6 2 2

21 1 12 2 1 0 2021 2 2 1 2021
3 6 3 6

1 12 2 1 2021 0 1 2021 1 2021 2021.
3 3

   −       ⋅ − ⋅ − + ⋅ − + + + +             −          
−  = − ⋅ − ⋅ − + ⋅ + = − ⋅ − ⋅ − + ⋅  

   
 = − ⋅ + ⋅ − + ⋅ = + ⋅ = ⋅ = 
 

 

 
Πρόβλημα 2 (μονάδες 7) 
Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο 𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢 με 𝛢𝛢𝛢𝛢 = 𝛢𝛢𝛢𝛢 > 𝛣𝛣𝛣𝛣 . 
Εξωτερικά του τριγώνου 𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢  θεωρούμε ισόπλευρο 
τρίγωνο 𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢. Προεκτείνουμε τη διάμεσο ΑΜ του τριγώνου 
ΑΒΓ προς το μέρος του Α κατά τμήμα ΑΕ = ΑΒ. 
 Να αποδείξετε ότι: 
                                 𝛥𝛥𝛥𝛥𝛥𝛥� = 𝛤𝛤𝛤𝛤𝛤𝛤� = 30°.   
(Σημείωση: Να σχεδιάσετε στην κόλλα σας το δικό σας 
σχήμα) 
 
Λύση  
1ος τρόπος 
Έστω 𝛢̂𝛢 = 𝑥𝑥�  και 𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢� = 𝛣𝛣�2 = 𝑦𝑦�. Τότε από το ισοσκελές τρίγωνο 𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢 (𝛢𝛢𝛢𝛢 = 𝛢𝛢𝛢𝛢) 
έχουμε 𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢� = 𝛥̂𝛥1 = 𝑦𝑦�  και 

2𝑦𝑦� + 𝑥𝑥� + 60° = 180° ⇔ 𝟐𝟐𝒚𝒚� + 𝒙𝒙� = 𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏°      (𝟏𝟏). 

Από το ισοσκελές τρίγωνο 𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢 (𝛢𝛢𝛢𝛢 = 𝛢𝛢𝛢𝛢) έχουμε: 

2�𝑦𝑦� + 𝛣𝛣�1� + 𝑥𝑥� = 180° ⇔ 

⇔ 𝟐𝟐𝒚𝒚� + 2𝛣𝛣�1 + 𝒙𝒙� = 180° ⇔
(1)

2𝛣𝛣�1 = 60° ⇔  𝜝𝜝� 𝟏𝟏 = 𝟑𝟑𝟑𝟑°. 



 4 

Για τη γωνία ˆΓΕ∆  παρατηρούμε ότι: 
                                                 ˆ ˆ ˆΓΕ∆ = ΑΕ∆ −ΑΕΓ                                (2) 

Έχουμε ότι 
ˆˆ
2 2

xΑ
ΜΑΓ = =  και 0ˆ 60ΓΑ∆ =  . Επιπλέον τα τρίγωνα ΕΑΔ και ΕΑΓ είναι 

ισοσκελή, αφού ΕΑ = ΑΒ = ΑΓ = Α∆ . Για τις εξωτερικές γωνίες τους ˆΜΑ∆  και 
ˆΜΑΓ  έχουμε: 

            0ˆ ˆˆ ˆ 60
2 2
x x

ΜΑ∆ = +ΓΑ∆ = +  , αφού ΑΓΔ ισόπλευρο τρίγωνο 

            και 
ˆˆ
2 2

xΑ
ΜΑΓ = = , αφού η διάμεσος ΑΜ είναι και διχοτόμος. 

 
Σχήμα 2 

Επομένως, έχουμε  
0 0ˆ ˆˆ ˆ ˆ60 2 30

2 4
x x

ΜΑ∆ = + = ⋅ΑΕ∆⇒ ΑΕ∆ = +  

και 
ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ2
2 2 4

x xΑ
ΜΑΓ = = = ⋅ΑΕΓ⇒ ΑΕΓ = . 

Επομένως, έχουμε 0 0ˆ ˆˆ ˆ ˆ 30 30 .
4 4
x x

ΓΕ∆ = ΑΕ∆ −ΑΕΓ = + − =  

2ος τρόπος 
Επειδή ΕΑ = ΑΒ = ΑΓ = Α∆ ο κύκλος κέντρου Α και ακτίνας ΑΒ περνάει από τα 
σημεία Γ, Δ και Ε. Οι γωνίες ˆ ˆκαι∆ΒΓ ΓΕ∆  είναι εγγεγραμμένες που βαίνουν στο ίδιο 
τόξο χορδής ΓΔ, οπότε θα είναι  

0
0

ˆ 60ˆ ˆ 30 .
2 2

ΓΑ∆
∆ΒΓ=ΓΕ∆ = = =  

         
Πρόβλημα 3 (μονάδες 8) 
Σε μία παρέα κάποια μέλη της αποτελούν την ομάδα Μ που  αγαπάει τα Μαθηματικά, 
ενώ τα υπόλοιπα μέλη αποτελούν την ομάδα Φ που αγαπάει τη Φυσική. Ο μέσος όρος 
των ηλικιών των μελών που αγαπούν τα Μαθηματικά είναι 25 χρόνια, ενώ αυτών που 
αγαπούν τη Φυσική είναι 35 χρόνια. Όμως δύο μέλη της ομάδας Φ δήλωσαν ότι πλέον 
άλλαξαν προτίμηση και ζήτησαν να ενταχθούν στην ομάδα Μ. Τότε ο μέσος όρος των 
ηλικιών της ομάδας Μ έγινε 27, ενώ ο μέσος όρος των ηλικιών της ομάδας Φ έγινε 37. 
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Να βρείτε πόσα μέλη είχε συνολικά η παρέα και να δώσετε ένα παράδειγμα μιας 
τέτοιας παρέας. 
 
Λύση 
Έστω ότι η ομάδα Μ έχει  µ   μέλη και η ομάδα Φ έχει ϕ   μέλη. Τότε το άθροισμα των 
ηλικιών των μελών της ομάδας Μ είναι 25µ , το άθροισμα των ηλικιών των μελών της 
ομάδας Φ είναι 35ϕ  και το άθροισμα των ηλικιών όλων  των μελών της παρέας είναι         

25 35 .µ ϕ+  
Με την αλλαγή προτίμησης των 2 μελών της ομάδας Φ, το άθροισμα των ηλικιών των 
μελών της ομάδας Μ είναι ( )27 2µ + , το άθροισμα των ηλικιών των μελών της ομάδας 

Φ είναι ( )37 2ϕ −  και το άθροισμα των ηλικιών όλων  των μελών της παρέας είναι         

( ) ( )27 2 37 2 .µ ϕ+ + −  
Επομένως, έχουμε την εξίσωση 

( ) ( )25 35 27 2 37 2
25 35 27 37 54 74

2 2 20 10,

µ ϕ µ ϕ
µ ϕ µ ϕ
µ ϕ µ ϕ

+ = + + −

⇔ + − − = −
⇔ − − = − ⇔ + =

 

οπότε η παρέα είχε συνολικά 10 μέλη. 
Ένα παράδειγμα τέτοιας παρέας είναι το εξής:  
Ομάδα Μ: 4 μέλη με ηλικίες 25 έτη και μέσο όρο ηλικιών τα 25 έτη. 
Ομάδα Φ:  6 μέλη από τα οποία 4 έχουν ηλικία 37 έτη και τα δύο έχουν ηλικία με 

ηλικίες 31 έτη. Μέσος όρος ηλικιών: 2 31 4 37 62 148 210 35
6 6 6

⋅ + ⋅ +
= = =  έτη. 

Αν αλλάξουν προτίμηση τα μέλη με την ηλικία των 31 ετών, τότε στην ομάδα Μ 

έχουμε μέσο όρο ηλικιών 4 25 2 31 162 27
6 6

⋅ + ⋅
= =  έτη , ενώ στην ομάδα Φ έχουμε 

μέσο όρο ηλικιών 4 37 37
4
⋅

= έτη. 
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Α΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 
Πρόβλημα 1 (μονάδες 6) 
Να αποδείξετε ότι ο ακέραιος αριθμός 𝛢𝛢 = 813𝑛𝑛 + 42𝑛𝑛+1 είναι σύνθετος για 
οποιονδήποτε θετικό ακέραιο 𝑛𝑛. 
 
Λύση 
Ο αριθμός 𝛢𝛢 γράφεται: 𝛢𝛢 = (34)3𝑛𝑛  + (22)2𝑛𝑛+1 = (33𝑛𝑛)4  + (2𝑛𝑛)422 = 

= (33𝑛𝑛)4  + 4(2𝑛𝑛)4. 
 Θέτουμε  𝑥𝑥 = 33𝑛𝑛  και  𝑦𝑦 = 2𝑛𝑛 οπότε:  

𝛢𝛢 = 𝑥𝑥4 + 4𝑦𝑦4 = (𝑥𝑥2)2 + (2𝑦𝑦2)2 + 4𝑥𝑥2𝑦𝑦2 − 4𝑥𝑥2𝑦𝑦2 = 
= (𝑥𝑥2 + 2𝑦𝑦2)2 − (2𝑥𝑥𝑥𝑥)2 = (𝑥𝑥2 + 2𝑦𝑦2 + 2𝑥𝑥𝑥𝑥)(𝑥𝑥2 + 2𝑦𝑦2 − 2𝑥𝑥𝑥𝑥) = 

= ((𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)2 + 𝑦𝑦2)((𝑥𝑥 − 𝑦𝑦)2 + 𝑦𝑦2) . 
Επειδή οι αριθμοί (𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)2 + 𝑦𝑦2 και (𝑥𝑥 − 𝑦𝑦)2 + 𝑦𝑦2 είναι ακέραιοι μεγαλύτεροι του 1, 
ο 𝛢𝛢 είναι σύνθετος. 
 
2ος τρόπος: Θα αποδείξουμε ότι το τελευταίο ψηφίο του αριθμού Α είναι 5, άρα ο 
αριθμός διαιρείται με το 5 και επειδή Α>5, έπεται ο Α είναι σύνθετος.  
Πράγματι, γράφοντας 𝛢𝛢 = (34)3𝑛𝑛  + (4)2𝑛𝑛+1, αρκεί να δούμε το τελευταίο ψηφίο 
του πρώτου προσθετέου και του δεύτερου.  
Υπολογίζουμε το τελευταίο ψηφίο των δυνάμεων του 3:  

1 2 3 43 3, 3 9, 3 7, 3 1, . .ή ή ή ήλ γεισε λ γεισε λ γεισε λ γεισε κ ο κ  
Ο εκθέτης που έχουμε είναι πολλαπλάσιο του 4, άρα ο (34)3𝑛𝑛 λήγει σε 1.  
Υπολογίζουμε το τελευταίο ψηφίο των δυνάμεων του 4:  

1 2 3 44 4, 4 6, 4 4, 4 6, . .ή ή ή ήλ γεισε λ γεισε λ γεισε λ γεισε κ ο κ  
Ο εκθέτης που έχουμε είναι περιττός, άρα ο (4)2𝑛𝑛+1 λήγει σε 4. 
Προσθέτοντας έχουμε ότι ο Α λήγει σε 5, που είναι το ζητούμενο. 
 
Πρόβλημα 2 (μονάδες 7) 
Ο Ανδρέας προσθέτει όλους τους θετικούς ακέραιους από το 1 μέχρι και το 2019. Ο 
Βασίλης προσθέτει τα τετράγωνα όλων των θετικών ακέραιων από το 1 μέχρι και το 
2019. Η Γεωργία προσθέτει τα τριπλάσια των αριθμών που βρήκαν ο Ανδρέας και ο 
Βασίλης και στο άθροισμα που βρίσκει προσθέτει τον αριθμό 2020. Να βρείτε τον 
αριθμό που θα βρει η Γεωργία.  
 
Λύση 
Ο Ανδρέας θα βρει τον αριθμό 1 2 3 ... 2019Α = + + + + , ενώ ο Βασίλης θα βρει τον 
αριθμό  2 2 2 21 2 3 ... 2019Β = + + + + . Η Γεωργία πρέπει να υπολογίσει τον αριθμό: 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2 2

2 2 2 2

3 3 3 33 3 3 3

3 3 3 3 3 3 3 3 3

3 3 2020 3 1 2 3 ... 2019 3 1 2 3 ... 2019 2020

3 1 3 1 1 3 2 3 2 1 3 3 3 3 1 ... 3 2019 3 2019 1 1

1 1 1 2 1 2 3 1 3 ... 2019 1 2019 1

2 1 3 2 4 3 ... 2020 2019 1 1 2020 1

Γ = Α+ Β+ = + + + + + + + + + +

= ⋅ + ⋅ + + ⋅ + ⋅ + + ⋅ + ⋅ + + + ⋅ + ⋅ + +

= + − + + − + + − + + + − +

= − + − + − + + − + = − + + 32020 .=

 

Σημείωση: Κάποιος μπορεί να χρησιμοποιήσει για με n = 2019 τους τύπους  
2 2 2( 1)1 2 3 ... , ( 1)(2 1)1 2

2 6
n n nn nn n + +

+
+

+ + + + = +…+ = . 
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Πρόβλημα 3 (μονάδες 7) 
Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο 𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢 (𝛢𝛢𝛢𝛢 = 𝛢𝛢𝛢𝛢) με 𝛢̂𝛢 = 30° και έστω 𝛭𝛭, 𝛮𝛮 τα μέσα των 
πλευρών του 𝛣𝛣𝛣𝛣 και 𝛢𝛢𝛢𝛢 αντίστοιχα. Ο περιγεγραμμένος κύκλος του τριγώνου 𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢 
(𝐶𝐶𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢)  τέμνει τη πλευρά 𝛢𝛢𝛢𝛢 στο σημείο 𝛥𝛥. Να αποδείξετε ότι η κάθετη από το σημείο 
𝛮𝛮 προς την πλευρά 𝛢𝛢𝛢𝛢 και η κάθετη από σημείο 𝛤𝛤 προς την  𝛥𝛥𝛥𝛥 τέμνονται σε σημείο 
του κύκλου 𝐶𝐶𝛢𝛢𝛤𝛤𝛤𝛤 που είναι το κέντρο του περιγεγραμμένου κύκλου του τριγώνου 𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢. 
(Σημείωση: Για ένα τρίγωνο ΧΥΖ, ο περιγεγραμμένος κύκλος είναι ο κύκλος που 
περνά από τις κορυφές του Χ, Υ, Ζ. Αν Ο είναι το κέντρο αυτού του κύκλου, τότε 
ΟΧ=ΟΥ=ΟΖ) 

 Λύση  
Το 𝛭𝛭 είναι μέσο της βάσης 𝛣𝛣𝛣𝛣 του ισοσκελούς τριγώνου 𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢, άρα  η γωνία ∠𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢 
είναι ορθή (διότι η 𝛢𝛢𝛢𝛢 είναι διάμεσος, μεσοκάθετος και διχοτόμος), οπότε κέντρο του 
κύκλου 𝐶𝐶𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢 είναι το μέσο 𝛮𝛮 της πλευράς 𝛢𝛢𝛢𝛢. Άρα θα ισχύουν οι ισότητες: 

𝛮𝛮𝛮𝛮 = 𝛮𝛮𝛮𝛮 = 𝛮𝛮𝛮𝛮 =
𝛢𝛢𝛢𝛢
2

= 𝜌𝜌                  (1) 

Έστω ότι η κάθετη από το 𝛮𝛮 προς την 𝛢𝛢𝛢𝛢 (που είναι μεσοκάθετος της 𝛢𝛢𝛢𝛢) τέμνει τον 
κύκλο 𝐶𝐶𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢 στο σημείο 𝛦𝛦  και θα ισχύει ότι 

𝛮𝛮𝛮𝛮 = 𝛮𝛮𝛮𝛮 = 𝛮𝛮𝛮𝛮 = 𝜌𝜌.                         (2) 
Επειδή 

𝛮𝛮�2 = 𝛦𝛦𝛮𝛮�𝛢𝛢 = 90° − 𝛢̂𝛢 = 90° − 𝛢̂𝛢 = 30° = 60° 
και 𝛮𝛮𝛮𝛮 = 𝛮𝛮𝛮𝛮 = 𝜌𝜌 συμπεραίνουμε ότι το τρίγωνο 𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢 είναι ισόπλευρο, οπότε: 

                             𝛮𝛮𝛮𝛮 = 𝛮𝛮𝛮𝛮 = 𝛦𝛦𝛦𝛦 = 𝜌𝜌                                  (3). 
Επιπλέον, το σημείο 𝛦𝛦 είναι το μέσο του τόξου 𝛢𝛢𝛢𝛢 και θα ισχύει  ότι: 
                                                    𝛦𝛦𝛦𝛦 = 𝛦𝛦𝛦𝛦 = 𝜌𝜌.                                     (4) 
Επειδή από τις προηγούμενες ισότητες  𝛦𝛦𝛦𝛦 = 𝛮𝛮𝛮𝛮 = 𝛦𝛦𝛦𝛦 = 𝜌𝜌, το σημείο Ε είναι το 
κέντρο του περιγεγραμμένου κύκλου του τριγώνου ΑΔΝ. 
Επίσης, επειδή 𝛮𝛮𝛮𝛮 = 𝛮𝛮𝛮𝛮 = 𝛦𝛦𝛦𝛦 = 𝜌𝜌, το τρίγωνο 𝛥𝛥𝛥𝛥𝛥𝛥 είναι ισόπλευρο και επίσης το 
τρίγωνο 𝛥𝛥𝛥𝛥𝛥𝛥 είναι ισόπλευρο, αφού 𝛮𝛮𝛮𝛮 = 𝛮𝛮𝛮𝛮 = 𝜌𝜌 και 𝛥𝛥𝛮𝛮�𝛤𝛤 = 2𝛢̂𝛢 = 2 ∙ 30° = 60°. 
Επομένως, η ευθεία 𝛤𝛤𝛤𝛤 είναι η μεσοκάθετη του ευθύγραμμου τμήματος 𝛮𝛮𝛮𝛮. 

 

Σχήμα 1 
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Β΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 
 
Πρόβλημα 1 (μονάδες 6) 
Έστω ( )νΣ  το άθροισμα των ψηφίων του θετικού ακέραιου ν . Να βρείτε όλους τους 

θετικούς ακέραιους ν  που ικανοποιούν την ισότητα: ( ) 2025ν νΣ = − . 
Λύση  
1ος τρόπος  
Επειδή ( ) 2025 0 2025ν ν νΣ = − > ⇒ < , το άθροισμα των ψηφίων του ν  μπορεί να 
πάρει τιμές από το 1, για τους αριθμούς 1,10,100, 1000,  μέχρι 28, για τον αριθμό 1999. 
Επομένως, έχουμε 

( )1 2025 28 2024 1997 1997 2024ν ν ν ν≤ Σ = − ≤ ⇔ − ≤ − ≤ − ⇔ ≤ ≤ , 
οπότε πρέπει να βρούμε ποιοι από τους ακέραιους από το 1997 μέχρι και το 2024 
ικανοποιούν την ισότητα ( ) 2025ν νΣ = − . Με έλεγχο βρίσκουμε ότι την ισότητα αυτή 
ικανοποιούν μόνο οι αριθμοί 1998 και 2016. 
 
2ος τρόπος 
 Από το κριτήριο διαιρετότητας με το 9, ξέρουμε ότι για κάθε θετικό ακέραιο ν  ισχύει 
9 | ( )ν ν−Σ . Από τη συνθήκη του προβλήματος έχουμε 9 | 2025 ( )ν ν= +Σ . Επομένως 
9 | ( ( )) ( ( )) 2ν ν ν ν ν−Σ + −Σ = , οπότε 9 |ν . Επομένως από τους αριθμούς 
1997 2024ν≤ ≤ , μένει να ελέγξουμε μόνο τα πολλαπλάσια του 9, που είναι οι αριθμοί 
1998, 2007 και 2016, από τους οποίους μόνο οι 1998, 2016 ικανοποιούν τη συνθήκη.  
 
Πρόβλημα 2 (μονάδες 7) 
Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο 𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢 (𝛢𝛢𝛢𝛢 = 𝛢𝛢𝛢𝛢) με 𝛢̂𝛢 = 45°. Θεωρούμε το ύψος 𝛣𝛣𝛣𝛣 του 
τριγώνου 𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢, του οποίου η προέκταση τέμνει τον περιγεγραμμένο κύκλο του, έστω  
𝐶𝐶𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢 , στο σημείο 𝛥𝛥. Η προέκταση του ύψους 𝛣𝛣𝛣𝛣 τέμνει επίσης στο σημείο 𝛬𝛬 την 
εφαπτόμενη του κύκλου 𝐶𝐶𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢 στο σημείο του 𝛤𝛤. Η 𝛢𝛢𝛢𝛢  τέμνει τον κύκλο 𝐶𝐶𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢 στο 
σημείο 𝛧𝛧. Να αποδείξετε ότι το σημείο 𝛥𝛥 είναι το ορθόκεντρο του τριγώνου 𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢 και 
το κέντρο του περιγεγραμμένου κύκλου του τριγώνου 𝛧𝛧𝛧𝛧𝛧𝛧.  

Λύση 

 
Σχήμα 2 
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 Εφόσον 𝛢̂𝛢 = 𝛢̂𝛢2 = 45° και το τρίγωνο 𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢 είναι ισοσκελές θα ισχύουν οι 
ισότητες γωνιών: 

𝛣𝛣� = 𝛣𝛣�1 + 𝛣𝛣�2 = 𝛤𝛤�1 = 𝛤𝛤� = 67,5°   (1) . 
Από το ορθογώνιο τρίγωνο 𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢, έχουμε:  

𝛢̂𝛢2 = 𝛣𝛣�1 = 45°                                 (2) 
και κατά συνέπεια 

𝛣𝛣�2 = 22,5°                                        (3). 
Οι γωνίες 𝛢̂𝛢1 και 𝛣𝛣�2 είναι εγγεγραμμένες στο κύκλο 𝐶𝐶𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢 και βαίνουν στο τόξο 𝛤𝛤𝛤𝛤. 
Άρα 

 𝛢̂𝛢1 = 𝛣𝛣�2 =
(3)

22,5°                          (4). 
Οι γωνίες 𝛤𝛤�2 και 𝛣𝛣�1 είναι (επίσης) εγγεγραμμένες στο κύκλο 𝐶𝐶𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢 και βαίνουν στο 
τόξο 𝛢𝛢𝛢𝛢. 
Άρα 

 𝛤𝛤�2 = 𝛣𝛣�1 =
(2)

45°                                         (5). 
Η γωνία 𝛤𝛤�3 σχηματίζεται (στο κύκλο 𝐶𝐶𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢) από τη χορδή 𝛤𝛤𝛤𝛤 και την εφαπτομένη 
𝛤𝛤𝛤𝛤. Άρα 

                                        𝛤𝛤�3 = 𝛢̂𝛢1 = 𝛣𝛣�2 =
(4)

22,5°                          (6). 
Συνδυάζοντας τις παραπάνω ισότητες γωνιών, έχουμε: 

𝛤𝛤�1 = 𝛤𝛤� =
(1)

67,5° = 𝛤𝛤�2 + 𝛤𝛤�3 =
(5),(6)

45° + 22,5° . 
Δηλαδή (στο τρίγωνο 𝛣𝛣𝛣𝛣𝛣𝛣) η 𝛤𝛤𝛤𝛤 είναι ύψος και διχοτόμος οπότε το τρίγωνο 𝛣𝛣𝛣𝛣𝛣𝛣 

είναι ισοσκελές και κατά συνέπεια 𝛤𝛤�3 = 𝛬̂𝛬1 =
(6)

22,5°    (7) και 𝛤𝛤𝛤𝛤 = 𝛤𝛤𝛤𝛤. 
Από την ισότητα (7) καθώς και το γεγονός ότι η 𝛢𝛢𝛢𝛢 είναι μεσοκάθετος της 𝛣𝛣𝛣𝛣. 
Άρα τα τρίγωνα 𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢 και 𝛥𝛥𝛥𝛥𝛥𝛥 είναι ισοσκελή. Από αυτό συμπεραίνουμε ότι 
 𝛢𝛢𝛢𝛢 ⊥ 𝛤𝛤𝛤𝛤, το οποίο σε συνδυασμό με τη καθετότητα 𝛬𝛬𝛬𝛬 ⊥ 𝛢𝛢𝛢𝛢, μας δίνει ότι το 
σημείο 𝛥𝛥 είναι ορθόκεντρο του τριγώνου 𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢. 
Προηγουμένως αποδείξαμε ότι η 𝛢𝛢𝛢𝛢 είναι μεσοκάθετος της 𝛤𝛤𝛤𝛤. Άρα η 𝛢𝛢𝛢𝛢 είναι 
διχοτόμος της 𝛤𝛤𝛢̂𝛢𝛬𝛬. Οπότε 𝛥𝛥𝛥𝛥 = 𝛥𝛥𝛥𝛥 και επειδή 𝛥𝛥𝛥𝛥 = 𝛥𝛥𝛥𝛥, το σημείο 𝛥𝛥 είναι 
περίκεντρο του τριγώνου 𝛧𝛧𝛧𝛧. 
 
Πρόβλημα 3 (μονάδες 7) 
Θεωρούμε το τριώνυμο 2( )f x ax bx c= + + , όπου οι , ,a b c  είναι πραγματικοί αριθμοί 
τέτοιοι ώστε 2b a> . Αν ( ) 0f x ≥  για κάθε πραγματικό αριθμό x , τότε να βρείτε την 
ελάχιστη τιμή της παράστασης  

2
a b cA
b a
+ +

=
−

. 

Λύση 
Έχουμε ότι (1)a b c f+ + =  και   

(1) ( 3) ( ) (9 3 ) 4 8 4( 2 )f f a b c a b c b a b a− − = + + − − + = − = −  

Οπότε (1) 4 (1)
(1) ( 3)2 (1) ( 3)

4

a b c f fA f fb a f f
+ +

= = =
− −− − −

. Όμως από την εκφώνηση έχουμε 

ότι ( ) 0f x ≥  για κάθε πραγματικό αριθμό x , οπότε  
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4 (1)(1) ( 3) (1) 4 4
(1) ( 3)

ff f f A
f f

− − ≤ ⇒ ≤ ⇒ ≥
− −

. 

Η ισότητα ισχύει, αν, και μόνο αν, ( 3) 0f − = , και το τριώνυμο 2 2( 3) 6 9x x x+ = + +  
είναι ένα τέτοιο παράδειγμα για το οποίο επιπλέον ισχύει 2b a> .  
 
2ος τρόπος: Αφού ( ) 0f x ≥ , η διακρίνουσα του τριωνύμου θα είναι μη θετική και 

0a >  , οπότε έπεται ότι 2 4b ac , δηλαδή 
2

4
bc
a

≥ . Επομένως, έχουμε: 

2

2 4 44
2 4 2)2 (

ba b
aa b cA

b b aa
λ λ

λ
+ + + + +

≥ =
−

+
− −

= , 

όπου 2b
a

λ = > . Όμως  

2 24 4 ( 2) 8( 2) 16 2 4 2 2 2 4
4( 2) 4( 2) 4 2

λ λ λ λ λ
λ λ λ
+ + − + − + −

= = + + ≥ + =
− − −

, 

με ισότητα για λ = 6.  
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Γ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 
 

Πρόβλημα 1 (μονάδες 6) 
Να βρεθούν οι περιττοί πρώτοι αριθμοί 𝑝𝑝 για τους οποίους ο ακέραιος 3𝑝𝑝 − 8 
ισούται με τον  κύβο θετικού ακέραιου αριθμού. 
 
Λύση 
Έστω 𝑎𝑎 θετικός ακέραιος για τον οποίο ισχύει: 3𝑝𝑝 − 8 = 𝑎𝑎3 . 
Τότε θα ισχύουν οι ισοδυναμίες: 

3𝑝𝑝 − 8 = 𝑎𝑎3 ⇔ 3𝑝𝑝 = 𝑎𝑎3 + 8 ⇔ 3𝑝𝑝 = 𝑎𝑎3 + 23 ⇔ 
⇔ 3𝑝𝑝 = (𝑎𝑎 + 2)(𝑎𝑎2 − 2𝑎𝑎 + 4)      (1). 

Από την εξίσωση (1) (επειδή ο αριθμός 𝑝𝑝 είναι πρώτος) μπορεί να ισχύουν οι 
παρακάτω περιπτώσεις: 

𝑎𝑎 + 2 = 3 και 𝑎𝑎2 − 2𝑎𝑎 + 4 = 𝑝𝑝       (𝛼𝛼) 
𝑎𝑎 + 2 = 𝑝𝑝 και 𝑎𝑎2 − 2𝑎𝑎 + 4 = 3      (𝛽𝛽) 

𝑎𝑎 + 2 = 1 και 𝑎𝑎2 − 2𝑎𝑎 + 4 = 3𝑝𝑝      (𝛾𝛾) 
𝑎𝑎 + 2 = 3𝑝𝑝 και 𝑎𝑎2 − 2𝑎𝑎 + 4 = 1      (𝛿𝛿) 

Από τη περίπτωση (𝛼𝛼) έχουμε: 𝑎𝑎 = 1 και 𝑝𝑝 = 3 
Από τη περίπτωση (𝛽𝛽) έχουμε: 𝑎𝑎2 − 2𝑎𝑎 + 1 = 0 ⇔ 𝑎𝑎 = 1 και 𝑝𝑝 = 3. 
Από τη περίπτωση (𝛾𝛾) έχουμε: 𝑎𝑎 = −1 και 3𝑝𝑝 = 7 (αδύνατο). 
Από τη περίπτωση (𝛿𝛿) έχουμε: 𝑎𝑎2 − 2𝑎𝑎 + 3 = 0 με 𝛥𝛥 = −8 < 0 (αδύνατο). 
Από όλες τις παραπάνω περιπτώσεις έχουμε: 𝑝𝑝 = 3. 
 
Πρόβλημα 2 (μονάδες 7) 
Αν οι  , ,x y z  είναι θετικοί ακέραιοι, να προσδιορίσετε όλες τις τριάδες  ( ), ,x y z , που 
είναι λύσεις του συστήματος: 

3

2 2

2

8 4 3
3 2 1

3 4 68

x y z
x y z

x y z

 + − = −
 + − = 
 − + = 

  

Λύση 
Με πρόσθεση κατά μέλη των τριών εξισώσεων λαμβάνουμε την εξίσωση: 

( ) ( ) ( )

3 2 2 2

3 2 2

3 3 4 6 66

1 2 3 80.

x x x y y z z

x y z

+ + + + + − =

⇔ + + + + − =
 

Στην τελευταία εξίσωση ο αριθμός 80 είναι το άθροισμα δύο τέλειων τετραγώνων και 
ενός τέλειου κύβου θετικού ακέραιου. Οι κύβοι θετικών ακέραιων που είναι 
μικρότεροι του 80 δίνουν επιτρεπτές τιμές για το 1x +  τις 1. 2, 3 και 4. 
Για 1 1 0,x x+ = ⇒ =  που απορρίπτεται γιατί πρέπει 0.x >   
Για 1 2 1,x x+ = ⇔ =  έπεται ότι ( ) ( )2 22 3 72y z+ + − = , οπότε η μοναδική 
περίπτωση που το 72 είναι άθροισμα δύο τέλειων τετραγώνων είναι   

( ) ( )2 22 3 36 2 6 και 3 6
4 και 9, αφού , 0,

y z y z
y z y z
+ = − = ⇔ + = ± − = ±

⇔ = = >
 

οπότε έχουμε την τριάδα ( ) ( ), , 1, 4,9x y z = , η οποία εύκολα επαληθεύουμε ότι είναι 
λύση του συστήματος. 
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Για 1 3 2,x x+ = ⇔ =  έπεται ότι ( ) ( )2 22 3 53y z+ + − = , οπότε οι περιπτώσεις που το 
53 είναι άθροισμα δύο τέλειων τετραγώνων είναι:              

( ) ( ) ( ) ( )

{ } { }
( ) ( ) ( ) ( ){ }

2 2 2 22 4, 3 49 ή 2 49, 3 4
( 2 2 και 3 7) ή ( 2 7 και 3 2)

0 και 10 ή 5και 5 ή 1 , αφού , 0

, 0,10 , 5,5 , 5,1 .

y z y z
y z y z
y z y z z y z

y z

+ = − = + = − =

⇔ + = ± − = ± + = ± − = ±

⇔ = = = = = >

⇔ ∈

 

Επομένως το σύστημα έχει λύσεις ( ), ,x y z  τα στοιχεία του συνόλου 

( ) ( ) ( ){ }2,0,10 , 2,5,5 , 2,5,1 ,  
από τις οποίες καμία δεν είναι λύση του συστήματος. 
Για 1 4 3,x x+ = ⇔ =  έπεται ότι ( ) ( )2 22 3 16y z+ + − = , οπότε οι περιπτώσεις που το 
16 είναι άθροισμα δύο τέλειων τετραγώνων είναι: 

( ) ( ){ } ( ) ( ){ }
{ } { }
{ }

2 2 2 22 0 και 3 16 ή 2 16 και 3 0

2 0 και 3 4 ή 2 4 και 3 0

2και 3 ,αφού , 0.

y z y z

y z y z

y z y z

+ = − = + = − =

⇔ + = − = ± + = ± − =

⇔ = = >

 

Επομένως προκύπτει η τριάδα ( ) ( ), , 3, 2,3x y z = , που  δεν είναι λύση του 
συστήματος. 
 
Πρόβλημα 3 (μονάδες 7) 
Δίνεται οξυγώνιο μη ισόπλευρο τρίγωνο 𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢 εγγεγραμμένο σε κύκλο  𝑐𝑐(𝑂𝑂, 𝑅𝑅) με  
𝛢̂𝛢 = 60°. Δίνονται επίσης τα ύψη του  𝛣𝛣𝛣𝛣, 𝛤𝛤𝛤𝛤 καθώς και τα μέσα 𝛭𝛭, 𝛮𝛮 των 
πλευρών του  𝛢𝛢𝛢𝛢 και 𝛢𝛢𝛢𝛢 αντίστοιχα. Έστω  ακόμη 𝛧𝛧 το σημείο τομής των 𝛰𝛰𝛰𝛰, 𝛦𝛦𝛦𝛦 
και 𝛨𝛨 το σημείο τομής των 𝛭𝛭𝛭𝛭, 𝛥𝛥𝛥𝛥 .  
(α) Να αποδείξετε ότι τα σημεία 𝛢𝛢, 𝛨𝛨, 𝛧𝛧, 𝛭𝛭 ανήκουν σε κύκλο, έστω 𝑐𝑐1.   
(β) Αν οι κύκλοι 𝑐𝑐 και   𝑐𝑐1 τέμνονται στο σημείο 𝛩𝛩, να αποδείξετε ότι τα σημεία 
𝛣𝛣, 𝛨𝛨, 𝛩𝛩 είναι συνευθειακά. 
 
 Λύση 

 
Σχήμα 3 
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(α) Επειδή τα τρίγωνα 𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢 και 𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢 είναι ορθογώνια  με 𝛢̂𝛢 = 60°, θα ισχύει: 𝛣𝛣�1 =
𝛤𝛤�1 = 30° και κατά συνέπεια θα έχουμε: 

𝛢𝛢𝛢𝛢 =
𝛢𝛢𝛢𝛢
2

= 𝛢𝛢𝛢𝛢 και 𝛢𝛢𝛢𝛢 =
𝛢𝛢𝛢𝛢
2

= 𝛢𝛢𝛢𝛢.  

Από τις δύο τελευταίες ισότητες προκύπτει ότι τα τρίγωνα 𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢 και 𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢 είναι 
ισοσκελή. Άρα 
                                          𝛢𝛢𝛢𝛢 ⊥ 𝛦𝛦𝛦𝛦                                          (1). 
Από το τρίγωνο 𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢 έχουμε: 𝛢𝛢𝛰𝛰�𝛤𝛤 = 2 𝛣𝛣�  και κατά συνέπεια     𝛢̂𝛢2 = 90° − 𝛣𝛣�    (𝛼𝛼). 
Το τετράπλευρο 𝛣𝛣𝛣𝛣𝛣𝛣𝛣𝛣  είναι εγγράψιμο, οπότε 𝛢𝛢𝛥̂𝛥𝛦𝛦 = 𝛣𝛣�    (𝛽𝛽). 
Από τις ισότητες (𝛼𝛼) και (𝛽𝛽) συμπεραίνουμε ότι: 
                                          𝛢𝛢𝛢𝛢 ⊥ 𝛦𝛦𝛦𝛦                                           (2)  (∗∗). 
Από  τις καθετότητες (1) και (2) συμπεραίνουμε ότι οι γωνίες 𝛢̂𝛢1 και 𝛦𝛦�1 είναι ίσες: 
𝛢̂𝛢1 = 𝛦𝛦�1 (διότι έχουν τις πλευρές κάθετες). 
Από τα ισόπλευρα τρίγωνα 𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢 και 𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢, συμπεραίνουμε ότι και το τρίγωνο 
𝛨𝛨𝛨𝛨𝛨𝛨 είναι ισοσκελές. Άρα 𝛦𝛦�1 = 𝛭𝛭�1 και σε συνδυασμό με την προηγούμενη 
ισότητα γωνιών �𝛢̂𝛢1 = 𝛦𝛦�1� καταλήγουμε 𝛢̂𝛢1 = 𝛭𝛭�1, δηλαδή το τετράπλευρο 𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢 
είναι εγγράψιμο. 
(β) Επειδή τα σημεία 𝛭𝛭, 𝛮𝛮 είναι μέσα των πλευρών 𝛢𝛢𝛢𝛢 και 𝛢𝛢𝛢𝛢 συμπεραίνουμε ότι 
𝛭𝛭𝛭𝛭 ⫽ 𝛣𝛣𝛣𝛣, οπότε 𝛭𝛭�2 = 𝛤𝛤� . Από το εγγράψιμο τετράπλευρο 𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢 συμπεραίνουμε 
ότι 𝛭𝛭�2 = 𝛢𝛢𝛩𝛩�𝛨𝛨. Άρα 

                                       𝛢𝛢𝛩𝛩�𝛨𝛨 = 𝛤𝛤�                                          (3). 
Από το εγγεγραμένο τετράπλευρο 𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢 έχουμε: 𝛢𝛢𝛩𝛩�𝛣𝛣 = 𝛤𝛤�   (4).  
Από τις σχέσεις (3) και (4) συμπεραίνουμε ότι τα σημεία 𝛣𝛣, 𝛨𝛨, 𝛩𝛩 είναι 
συνευθειακά. 
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