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ΕΠΙΤΡΟΠΗ ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΩΝ 
67ος ΠΑΝΕΛΛΗΝΙΟΣ ΜΑΘΗΤΙΚΟΣ ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΟΣ ΣΤΑ 

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ  "Ο ΕΥΚΛΕΙΔΗΣ" 
ΣΑΒΒΑΤΟ, 20 ΙΑΝΟΥΑΡΙΟΥ 2007 

 
 

Β΄ ΓΥΜΝΑΣΙΟΥ 
 
1. Να προσδιορίσετε τους φυσικούς αριθμούς ν  που είναι τέτοιοι ώστε ο αριθμός          

42
2 1ν +   να  είναι ακέραιος. 

 

2. Θεωρούμε οξεία γωνία ΑΟΒ  και την προέκταση ΟΓ της πλευράς ΟΑ. Στο ημιεπίπεδο 
που ορίζεται από την ΑΓ και περιέχει το σημείο Β, φέρουμε ευθεία  ΟΔ ⊥ΟΑ  και ευ-

θεία ΟΕ ⊥ΟΒ . Αν είναι 4ΓΟΕ = ΑΟΒ , να υπολογίσετε τη  γωνία ΑΟΒ . 
 

3. Αν , , ,α β γ δ  είναι πραγματικοί αριθμοί τέτοιοι ώστε ( )( ) 0γ δ γ δ− + ≠  και 

α β α β α β α β
γ δ γ δ γ δ γ δ
+ − + −

+ = +
+ − − + , 

να αποδείξετε ότι ένας τουλάχιστον από τους , , ,α β γ δ  ισούται με 0. 
 

4. Να αποδείξετε ότι κάθε εξαψήφιος φυσικός αριθμός  της μορφής  xyzxyz , όπου , ,x y z  

είναι ψηφία με 0x ≠  διαιρείται με τους αριθμούς   7,  11   και  13. 
 

 
 

Διάρκεια διαγωνισμού: 3 ώρες                                                   Καλή επιτυχία 
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ΕΠΙΤΡΟΠΗ ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΩΝ 
67ος ΠΑΝΕΛΛΗΝΙΟΣ ΜΑΘΗΤΙΚΟΣ ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΟΣ ΣΤΑ 

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ  " Ο ΕΥΚΛΕΙΔΗΣ " 
ΣΑΒΒΑΤΟ, 20 ΙΑΝΟΥΑΡΙΟΥ 2007 

 
 

Γ΄ ΓΥΜΝΑΣΙΟΥ 
 

1.  Δίνεται ο αριθμός 92 90 4 22 5 3 7Α = ⋅ ⋅ ⋅ . Να βρείτε σε πόσα μηδενικά λήγει ο Α και 
ποιο είναι το τελευταίο μη μηδενικό ψηφίο του. 

 
2.  Να προσδιορίσετε τους φυσικούς αριθμούς , ,x y z  που είναι τέτοιοι ώστε: 

6
3 4
x y

z
= = . 

 
3.   Έστω Μ σημείο της βάσης  ΒΓ ισοπλεύρου τριγώνου ΑΒΓ με ΑΒ=6. Αν είναι  

ΜΚ ⊥ ΑΒ ,  ΜΛ ⊥ ΑΓ   και  1 1Κ Λ  είναι η προβολή του ΚΛ στη ΒΓ, να  υπο-

λογίσετε το εμβαδόν του τραπεζίου 1 1ΚΚ Λ Λ . 
 

4. Οι 15 μαθητές μιας τάξης έχουν συνολικά στις τσάντες τους 115 τετράδια. Αν κάθε μαθη-
τής έχει ένα τουλάχιστον τετράδιο, να αποδείξετε ότι δύο τουλάχιστον μαθητές έχουν τον 
ίδιο αριθμό τετραδίων. 
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ΕΠΙΤΡΟΠΗ ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΩΝ 
67ος ΠΑΝΕΛΛΗΝΙΟΣ ΜΑΘΗΤΙΚΟΣ ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΟΣ ΣΤΑ 

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ  " Ο ΕΥΚΛΕΙΔΗΣ " 
ΣΑΒΒΑΤΟ, 20 ΙΑΝΟΥΑΡΙΟΥ 2007 

 
Α΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 

 
1.  Δίνονται οι πραγματικοί αριθμοί  , , , ,α β γ δ ε   με  α β γ δ ε< < < <   και 

η παράσταση   
α δ γ α δ ε ε β α ε β γ

β α β γ δ γ δ ε
− + − + − + −

Κ =
− + − + − + − . 

      (i)  Να αποδείξετε ότι:  β δ< Κ < . 
      (ii) Αν είναι  

( )( ) ( )( ) ( )( ), ,x y zα β γ δ α γ β δ α δ β γ= + + = + + = + + , 
            να συγκρίνετε τους αριθμούς , ,x y z . 

 
2. Στο εσωτερικό τριγώνου ΑΒΓ υπάρχει σημείο Μ τέτοιο ώστε ΜΒΓ =ΜΓΒ  και πάνω 

στις ΜΒ και ΜΓ υπάρχουν σημεία Δ και Ε, αντίστοιχα, έτσι ώστε ΑΔ=ΑΕ και 
ΜΑΔ =ΜΑΕ . Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές. 
 

3. Αν είναι   , 0x y >    και   
3 2 64x y+ ≤ ,   να αποδείξετε ότι: 

4 3 512x y+ < . 
 
4. Έχουμε κέρματα και χαρτονομίσματα των 1, 10 και 100 ευρώ. Είναι δυνατόν με 1000 α-

κριβώς από αυτά να σχηματίσουμε το ποσό των 50000 ευρώ; 
 
 

Διάρκεια διαγωνισμού: 3 ώρες                                                   Καλή επιτυχία 
 

ΕΛΛΗΝΙΚΗ  ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ  ΕΤΑΙΡΕΙΑ 
Πανεπιστημίου (Ελευθερίου Βενιζέλου) 34 

106 79   ΑΘΗΝΑ 
Τηλ. 3616532 - 3617784 - Fax: 3641025 

 
 

GREEK      MATHEMATICAL      SOCIETY 
34, Panepistimiou (Εleftheriou Venizelou) Str. 

GR.  106 79 - Athens – HELLAS 
Tel. 3616532 - 3617784 - Fax: 3641025 

Web site: www.hms.gr 



 

 
ΕΠΙΤΡΟΠΗ ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΩΝ 

67ος ΠΑΝΕΛΛΗΝΙΟΣ ΜΑΘΗΤΙΚΟΣ ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΟΣ ΣΤΑ 
ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ  " Ο ΕΥΚΛΕΙΔΗΣ " 
ΣΑΒΒΑΤΟ, 20 ΙΑΝΟΥΑΡΙΟΥ 2007 

 
Β΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 

 
1.  Δίνεται ότι το πολυώνυμο ( ) 3x x xκ λΡ = + +  με ,κ λ ∈  έχει τις πραγματικές 

ρίζες 1,x  2 ,x  και 3x  που ανά δύο είναι διαφορετικές μεταξύ τους. Να εκφράσετε την πα-
ράσταση           

( )( )( )2 2 2
1 2 31 1 1Γ = − − −x x x  

     συναρτήσει  των ,κ λ . 
 

2.  Θεωρούμε τόξο 90ΑΒ =  και προεκτείνουμε τη χορδή ΑΒ κατά ευθύγραμμο τμήμα 

ΒΓ=ΑΒ.  Ονομάζουμε Δ το σημείο επαφής της εφαπτομένης του τόξου ΑΒ  από το Γ 
και Κ το ίχνος της κάθετης από το Α προς τη ΒΔ. Να αποδείξετε ότι:  ΚΒ= 2ΚΑ. 

 
3.  Αν ,α β  είναι θετικοί ακέραιοι, να αποδείξετε ότι: 

4 4
3

α β
α βα β α β

α β

+
⎛ ⎞+

≥⎜ ⎟+⎝ ⎠
. 

 
4.  Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ. Από σημείο Μ της πλευράς ΒΓ φέρουμε παράλληλες  προς  τις ΑΓ 

και ΑΒ που τέμνουν τις ΑΒ και ΑΓ στα σημεία Κ και Λ, αντίστοιχα. Αν είναι ΜΚ= x , 
ΜΛ= y , να βρείτε το ελάχιστο της παράστασης 

2 2= +S x y  
 και τη θέση του σημείου Μ για την οποία λαμβάνεται αυτό. 
 
 

Διάρκεια διαγωνισμού: 3 ώρες                                                   Καλή επιτυχία 
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ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ  "Ο ΕΥΚΛΕΙΔΗΣ " 
ΣΑΒΒΑΤΟ, 20 ΙΑΝΟΥΑΡΙΟΥ 2007 

 
 

Γ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 
 
 

1. Αν     150 150log 2 x, log 3 y= =     τότε να υπολογιστεί η τιμή της παράστασης  

( )
1 x y
2 1 yA 50
− −
−=  

 
 
2.  Δίνεται ότι το πολυώνυμο  ( ) 3x x xκ λΡ = + +    με   ,κ λ ∈    έχει τις πραγματι-

κές ρίζες 1,x  2 ,x  και 3x  που ανά δύο είναι διαφορετικές μεταξύ τους. Να εκφράσετε 
την παράσταση           

( )( )( )2 2 2
1 2 31 1 1Γ = + + +x x x  

     συναρτήσει των ,κ λ . 
 

3. Να λύσετε στο  την εξίσωση: 
 

3
3

3 1 2 1
2 3

x x− +
= . 

 
 

4.  Αν Ι είναι το έγκεντρο τριγώνου  ΑΒΓ   με   ΒΓ=2   και  60ΒΑΓ = , να αποδεί-
ξετε ότι: 

 

2 3ΙΑ + ΙΒ+ ΙΓ ≤ . 
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67ος ΠΑΝΕΛΛΗΝΙΟΣ ΜΑΘΗΤΙΚΟΣ ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΟΣ ΣΤΑ 
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ΕΝΔΕΙΚΤΙΚΕΣ ΛΥΣΕΙΣ 
 
 Οι λύσεις είναι ενδεικτικές και όχι μοναδικές. Οποιαδήποτε 
μαθηματικώς σωστή λύση είναι αποδεκτή ανεξάρτητα από τα 
χρησιμοποιούμενα εργαλεία, π.χ. η Αναλυτική Γεωμετρία και ο 
Απειροστικός Λογισμός μπορούν να χρησιμοποιηθούν από μαθητές 
οποιασδήποτε τάξης. 
 
 
 

Β΄ ΓΥΜΝΑΣΙΟΥ 
 

1. 42
2 1ν

∈
+

  με  { }422 1 1, 2,3,6,7,14, 21, 42∈ ⇒ + ∈Δ =ν ν . 

    Επειδή ο 2 1ν +  είναι περιττός έπεται ότι: 
2 1 1ν + =  ή  2 1 3ν + =  ή 2 1 7ν + =  ή  2 1 21ν + =  

0ν⇔ =  ή 1ν =  ή 3ν =  ή 10ν = . 
 

2. Αν θέσουμε ωΑΟΒ = , τότε από την    
    υπόθεση του προβλήματος έχουμε: 
 
    4 90 180 5 90ω ω ω+ + = ⇔ =  
                    18ω⇔ =  
 
 
 
 
3. Από τις υποθέσεις έχουμε 

( )2 2 2 0

2 0 0 0 ή 0.

+ − + − + − + −
+ = + ⇒ − = −

+ − − + + + − −

⇒ = ⇒ − − − =
+ −

⇒ − = ⇒ = ⇒ = =

α β α β α β α β α β α β α β α β
γ δ γ δ γ δ γ δ γ δ γ δ γ δ γ δ

β β β γ δ γ δ
γ δ γ δ
βδ βδ β δ

 

 
4. Έχουμε ότι 

ΕΛΛΗΝΙΚΗ  ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ  ΕΤΑΙΡΕΙΑ 
Πανεπιστημίου (Ελευθερίου Βενιζέλου) 34 

106 79   ΑΘΗΝΑ 
Τηλ. 3616532 - 3617784 - Fax: 3641025 

e-mail : info@hms.gr 
www.hms.gr 

 

GREEK     MATHEMATICAL      SOCIETY 
34, Panepistimiou (Εleftheriou Venizelou) Street 

GR.  106 79 - Athens - HELLAS 
Tel. 3616532 - 3617784 - Fax: 3641025 

e-mail : info@hms.gr 
www.hms.gr 

Ο

Α

Γ  

Β  
Δ  

Ε  



 
( )

100000 10000 1000 100 10
100100 10010 1001
1001 100 10

7 11 13 .

xyzxyz x y z x y z
x y z
x y z

xyz

Ν = = + + + + +
= + +

= ⋅ + +

= ⋅ ⋅ ⋅

 

    Άρα οι αριθμοί 7,11 και 13 διαιρούν τον αριθμό Ν. 
 
 

Γ΄ ΓΥΜΝΑΣΙΟΥ 
 
1. Έχουμε 

( )90 2 4 2 90 902 5 2 3 7 10 4 81 49 15876 10Α = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ . 
    Άρα ο Α λήγει σε 90 μηδενικά και το τελευταίο μη μηδενικό ψηφίο του είναι το 6. 
 
2. Έχουμε  

6 44 3 και 18  και 18
3 4 3
x y xx y xz y xz

z
= = ⇔ = = ⇔ = = . 

    Επειδή οι αριθμοί ,x z  είναι φυσικοί έχουμε 
                ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )18 , 1,18 ή 2,9 ή 3,6 ή 6,3 ή 9, 2 ή 18,1xz x z= ⇔ = , 

    οπότε, από την ισότητα 4
3
xy =  προκύπτει ότι : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , 3, 4,6 ή 6,8,3 ή 9,12, 2 ή 18, 24,1x y z = . 
 
3. Έχουμε  

( ) ( ) ( ) 36 3 1 16 6
4 2 2

3 3 (1)

ΑΒΓ = ΑΒΜ + ΑΓΜ ⇔ = ⋅ ⋅ΜΚ + ⋅ ⋅ΜΚ ⇔

ΜΚ +ΜΛ =

 

 
A

K

Λ

ΓΒ K1 Λ1M  
 
Από τα ορθογώνια τρίγωνα ΚΚ1Μ και ΛΛ1Μ γεωμετρικά ή τριγωνομετρικά έχουμε 

1 1
1 1KK MK,
2 2

= ΛΛ = ΜΛ και  

1 1
3 3,

2 2
ΜΚ =ΜΚ ΜΛ =ΜΛ   

Οπότε 1 1 1 1
3 9( ) .

2 2
Κ Λ =ΜΚ +ΜΛ = ΜΚ +ΜΛ =  



και ( )1 1
1 1 3 33 3 .
2 2 2

ΚΚ +ΛΛ = + Λ = =MK M  

Άρα είναι ( ) ( )1 1 1 1 1 1
1 27 3
2 8

ΚΚ ΛΛ = ΚΚ +ΛΛ Κ Λ = . 

 
 
4. Αν υποθέσουμε ότι όλοι οι μαθητές έχουν διαφορετικό αριθμό τετραδίων, τότε ο   
    ελάχιστος αριθμός τετραδίων που μπορούν να έχουν όλοι μαζί είναι  

1 2 15 120 115+ + ⋅⋅⋅ + = > . 
    Άρα δεν είναι δυνατόν να έχουν όλοι οι μαθητές διαφορετικό αριθμό τετραδίων,   
    οπότε δύο τουλάχιστον θα έχουν τον ίδιο αριθμό τετραδίων. 
 

Α΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 
1. (i)   Λαμβάνοντας υπόψη τις ανισότητες α β γ δ ε< < < <  εύκολα βρίσκουμε ότι   
          γΚ = , οπότε β δ< Κ < . 
    (ii) Έχουμε 

( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) 0.

x y α β γ δ α γ β δ αγ βδ αβ γδ

α γ β δ β γ γ β α δ

− = + + − + + = + − −

= − + − = − − <
 

           Άρα είναι 0− <x y  δηλαδή <x y . 
           Ομοίως λαμβάνουμε ( )( ) 0y z δ γ α β− = − − < . 
 
2.     Επειδή είναι ΜΒΓ =ΜΓΒ , το τρίγωνο  
      ΜΒΓ είναι ισοσκελές με  
                               ΜΒ = ΜΓ.                      (1) 
         Επιπλέον, τα τρίγωνα ΜΑΔ και ΜΑΕ  
     είναι ίσα γιατί έχουν: 
     ΑΜ κοινή πλευρά, ΑΔ = ΑΕ, ΜΑΔ =ΜΑΕ . 
        Άρα θα έχουν και    
                            ΑΜΔ = ΑΜΕ .                (2) 
     Λόγω των (1) και (2) τα τρίγωνα ΜΑΒ και   
     ΜΑΓ είναι ίσα, οπότε θα έχουν και 
                                  ΑΒ =ΑΓ, 
     δηλαδή το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές. 
 
3. Επειδή είναι , 0x y >  έχουμε 

3 2 3 2 4 3 3 264 64 και 64 4 και 8 4 και 8x y x y x y x x y y+ ≤ ⇒ < < ⇒ < < ⇒ < < , 
    από τις οποίες με πρόσθεση κατά μέλη λαμβάνουμε 

( )4 3 3 2 3 24 8 8 8 64 512x y x y x y+ < + < + ≤ ⋅ = . 
 
 
4.  Αν υποθέσουμε ότι παίρνουμε x  κέρματα του ενός ευρώ, y  χαρτονομίσματα των   
     10 ευρώ και z  χαρτονομίσματα των 100 ευρώ, τότε θα έχουμε τις ισότητες 

10 100 50000x y z+ + =   και  1000x y z+ + = , (1) 
     από τις οποίες με αφαίρεση κατά μέλη λαμβάνουμε: 

Μ
 

Ε   
Δ

ΓΒ

Α



( )9 99 49000 9 11 49000 9 49000y z y z+ = ⇒ ⋅ + = ⇒ , 
     που είναι άτοπο, γιατί το άθροισμα των ψηφίων του 49000 είναι ο αριθμός 13 που    
     δεν διαιρείται με το 9. 
 
 

Β΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 
 
1.  Από την υπόθεση έχουμε ότι: 

   ( ) ( )( )( )1 2 3x x x x x x xΡ = − − − .              (1) 
     Η παράσταση Κ γράφεται: 

( ) ( )( )( )( )( )( )
( )( )( )( )( )( )
( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( )

1 2 3 1 1 2 2 3 3

1 2 3 1 2 3

1 2 3

2 2

, , 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1 1 .

x x x x x x x x x

x x x x x x

x x x

κ λ κ λ κ λ

Κ = − + − + − +

= − − − + + +

= Ρ − − − − − − −⎡ ⎤⎣ ⎦

= −Ρ Ρ − = − + + − − + = + −

 

 
2.

 
1ος Τρόπος 
Έχουμε: 2 22R 2 R 2 4R 2R 2 O .ΓΔ = ΓΑ⋅ΓΒ = ⋅ = ⇒ ΓΔ = = ⋅ Δ  

Επειδή επιπλέον ˆ 90οΟΔΓ = , αρκεί να αποδείξουμε ότι 
Δ Δ

ΟΓΔ ≈ ΑΚΒ  ή ισοδύναμα 
αρκεί να αποδείξουμε ότι: ˆ ˆO .ΓΔ = ΑΒΚ  
Πράγματι αν Ε είναι το αντιδιαμετρικό σημείο του Α ως προς τον κύκλο Ο, τότε: 

OB E έ ά
ˆˆ ˆ ˆ2 2

ˆ ˆ

Γ⇒ ΕΓ ⊥ ΟΕ⇒ΟΔΓΕ εγγεγραμμ νο τετρ πλευρο

⇒ ΔΓΕ = ΔΟΑ⇒ ΔΓΟ = ⋅ΑΒΚ

⇒ ΔΓΟ = ΑΒΚ

 

 
2ος Τρόπος 

 

Α

Δ

Κ

Β

Ο
Ε  

Γ  

 1Α

1Β



    Έστω Ε το αντιδιαμετρικό σημείο του Α ως προς τον κύκλο κέντρου Ο 
    Από το εγγεγραμμένο τετράπλευρο ΑΔΒΕ έπεται ότι 45ΚΔΑ = ΑΕΒ = , οπότε και 
το τρίγωνο ΑΔΚ είναι ορθογώνιο ισοσκελές. Άρα είναι  

                                 2
2

ΑΔ
ΚΑ = ΚΔ = .                                   (1) 

    Επιπλέον, αν είναι  1ΑΑ ⊥ ΓΔ , 1ΒΒ ⊥ ΓΔ  και RΟΑ = , τότε με χρήση του τύπου 
της απόστασης σημείου κύκλου από εφαπτομένη του, λαμβάνουμε 

                       
22

1
2

1

2 2
2

R

R

ΔΑ ΑΑΔΑ ΓΑ⎛ ⎞ = = = =⎜ ⎟ ΔΒΔΒ ΒΒ ΓΒ⎝ ⎠
.                   (2) 

    Από τη (2) έπεται ότι 2
2

ΑΔ
ΔΒ = , οπότε από την (1) έπεται ότι ΔΒ = ΚΔ = ΚΑ 

και 
2ΚΒ = ΚΔ + ΔΒ = ⋅ΚΑ . 

            
3.  Από την ανισότητα αριθμητικού – γεωμετρικού μέσου έχουμε 
            

( ) ( ) ( )
4 4 3 3 3 3 3 3 33 3

− −

+ ++ + + ⋅⋅⋅ + + + + ⋅⋅⋅
= ≥ =

+ +

έ έα φορ ς β φορ ς

α β α βα β α βα β α α α β β β α β α β
α β α β

, 

      από την οποία έπεται το ζητούμενο. 
 
4. Έστω ότι είναι κΜΒ =  και λΜΓ = , οπότε θα είναι  κ λ α+ = . 
     Τότε θα έχουμε 

     x β
κ α
=  και y γ

λ α
=  x βκ

α
⇒ =  και y γλ

α
= . 

     Άρα η παράσταση S  γίνεται 
2 2 2 2

2 2
2 2= + = +S x y β κ γ λ

α α
 (1) 

( )

( )

22 2 2

2

2 2 2
2 2

2

2 .

+ −
⇔ =

⎛ ⎞+
= − + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

S

f

β κ γ α κ
α

β γ γκ κ γ κ
α α

 

    Άρα η παράσταση S  είναι τριώνυμο ως προς 
κ  με συντελεστή του 2κ  τον    

   
2 2

2 0β γ
α
+

> , οπότε η παράσταση έχει ελάχιστο για ( )

2
2

2 22 2

2

2

2

γ
αγακ

β γβ γ
α

−
= − =

++
. 

    Τότε είναι 
2

2 2

αβλ α κ
β γ

= − =
+

, οπότε το σημείο Μ στο οπο0ίο λαμβάνεται το   

    ελάχιστο της παράστασης S  χωρίζει την πλευρά ΒΓ σε λόγο 
2

2

γ
β

ΜΒ
=

ΜΓ
. 

    Η τιμή του ελάχιστου είναι 

Λ  

Κ

Γ    Β

Α

 Μ



2

2 2f αγ
β γ

⎛ ⎞
=⎜ ⎟+⎝ ⎠

22 2 2 2 2 2 2
2

2 2 2 2 2 2 2

2β γ αγ γ αγ β γγ
α β γ α β γ β γ

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞+
− ⋅ + =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ + +⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. 

 
2ος τρόπος 
 
Μέσω της σχέσης (1) θα μπορούσαμε να προχωρήσουμε ως εξής: 

( )
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2
2 2 2 2 2 2 2 2

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
⋅ + = + + ≥ + = ⇒ ≥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
S Sα α β κ γ λ α α β γκ λ α

β γ α α β β β γ
 

 

οπότε έχουμε: 
2 2

2 2Smin β γ
=
β + γ

. 

Η ισότητα ισχύει όταν 
2

2ή

βκ γλ
κ γα α= =

α α λ β
β γ

, δηλαδή όταν το σημείο Μ χωρίζει τη 

ΒΓ σε λόγο 
2

2

γ
β

. 

 
Γ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 
 
1.  x y150 2, 150 3= =  

( ) ( ) ( ) ( )

1 x y 1 x y
1 x y1 x y2 1 y 2 1 y 1 y 22 1 y

y

150 150A 150 150
3 150

− − − −
− −− −− − − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

( ) ( )
1 x y1 x y

1 y 1 x y22 1 y
x y x y

150 150150 150 150
150 150 150

− −− −
− − −−

+= = = = = =
⋅

 

150 25 5.
2 3

= = =
⋅

 

 
2ος τρόπος 

( )
150

150 150 150 150 150

150

150log
1 x y 16log A log 50 log 50 log 25 log 5.

1502 1 y 22log
3

⎛ ⎞
⎜ ⎟− − ⎝ ⎠= = = = =

− ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Άρα Α=5. 
 
2.  Από την υπόθεση έχουμε ότι: 

   ( ) ( )( )( )1 2 3x x x x x x xΡ = − − − .              (1) 
     Η παράσταση Κ γράφεται: 

( ) ( )( )( )( )( )( )
( )( )( )( )( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( )

1 2 3 1 1 2 2 3 3

1 2 3 1 2 3

22

, ,

1 1 1 .

x x x i x i x i x i x i x i x

i x i x i x i x i x i x

i i i iκ λ κ λ λ κ

Κ = − − − − − − − − −

= − − − − − − − − −

= Ρ Ρ − = − + + − + = + −

 

 



3. Η συνάρτηση ( )
22x 1h x
3
+

=  είναι γνησίως αύξουσα, άρα αντιστρέφεται και  

( )
3

1

3

3x 1 1, x
2 3h x

1 3x 1, x
2 3

−

⎧ −
≥⎪⎪= ⎨

−⎪− <⎪⎩

 

Άρα ( ) ( ) ( )1 11 h x h x x
3

−⇔ = με ≥ . 

Αφού f γνησίως αύξουσα, τα κοινά σημεία των 1 hh
G , G−  θα βρίσκονται στη πρώτη 

διχοτόμο y=x. 

Έχουμε: 
( )

3 32x 1 2x 1y h x y x
3 3

y x y x y x

⎫ ⎫+ += ⎫ = =⎪ ⎪ ⎪⇔ ⇔ ⇔⎬ ⎬ ⎬
= ⎪⎭ ⎪ ⎪= =⎭ ⎭

 

3 3 1 3 1 3 1x 1, , x 1,2x 3x 1 0
2 2 2

y x
y x y x

⎫ ⎫⎧ ⎫ ⎧ ⎫− + −⎪ ⎪ ⎪ ⎪∈ − ∈⎫− + = ⎪ ⎪⎨ ⎬ ⎨ ⎬⇔ ⇔⎬ ⎬ ⎬⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭= ⎭ ⎪ ⎪= =⎭ ⎭

 αφού 1x
3

≥ . 

 

Άρα ( ) 3 11 x 1,
2

⎧ ⎫−⎪ ⎪⇔ ∈⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

. 

 
2ος τρόπος 

( )
( )

( )
( ) ( )

3 3

1 3
3 3

2x 1 2x 1 (2)y yy h x y h x 3 3
2x h yy h x 2y 1 x y y x (3)x
33

−

⎫+ ⎫+= =⎪ ⎪= ⎫ = ⎫⎪ ⎪ ⎪ ⎪⇔ ⇔ ⇔⎬ ⎬ ⎬ ⎬
== +⎪⎪ ⎪ ⎪⎭⎭ − = −= ⎪ ⎪⎭⎭

 

( )3 x y⇔ =  ή 2 22x 2yx 2y 3 0+ + + =  ( ) ( )4 x y ύ 4⇔ = αφο η  έχει 

( )212y 24 0, yΔ = − + < ∀ ∈  κ.λπ. 
 

4. Θεωρούμε τον περιγεγραμένο κύκλο ( )1C K, R  του A B
Δ

Γ και τον συμμετρικό του 

( )2C , RΛ  ως προς τη ΒΓ. Τότε το Λ θα είναι μέσο του μικρού τόξου ΒΓ. 
Έστω  Α΄ το αντιδιαμετρικό του Α στον C1 και Α΄΄ το αντιδιαμετρικό του Κ στον 
C2. 
Το τρίγωνο ΒΑ΄΄Γ είναι ισόπλευρο οπότε I ΄΄ IB IΑ = + Γ . Επίσης 

ˆ ˆBI 120οΓ = ΒΚΓ = . 
Επομένως IA IB I ΄́ .+ + Γ = ΙΑ + ΙΑ  
Αλλά IA΄΄ ΄΄ 2R≤ ΚΑ =  (R η ακτίνα του περιγεγραμμένου κύκλου) και 
IA A R A΄ R KA΄ R.= Λ − < Λ − = =  

Άρα 2 3IA IB I 3R 3 2 3
3

+ + Γ ≤ = = , αφού ΒΓ=2 2 2 3R
33

⇒ = = . 

 



A
A΄

ΓΒ

Ι

K

Λ

Α΄΄  
 
 
2ος τρόπος 
Έστω ΙΑ=x, IB=y, IΓ=ω 

Τότε oÂ 30 x 2
2
= ⇒ = ρ  

( ) ( )2 22 2ˆBI 120 y y 4 y y 4 y 4 yοΓ = ⇒ +ω + ω = ⇒ +ω − ω = ⇒ +ω = + ω⇒  

y 4 y 4+ω = + ω = + λ  με λ=yω. 

Εξάλλου ( ) 1IB 2
2

Γ = ⋅ρ⋅ = ρ  

( ) 1 3 3IB y
2 2 4

λ
Γ = ω = , οπότε 3

4
λ

ρ = . 

Αρκεί λοιπόν 3 4 2 3
2

λ
+ + λ ≤ , ή 3 2 4 4 3λ + + λ ≤ . 

Όμως 2R 3 2 R
3

= ⇒ =  και 2 2 3 8 8R 8 3 4
4 3 33

> ρ⇒ > ⇒ > λ⇒ > λ⇒ > > λ . 

Οπότε αρκεί ( )2 4 3 4+ λ ≤ −λ ,  ή  ( ) ( )24 4 2 4+ λ ≤ −λ ,   ή   23 28 32 0λ − λ + ≥  
που ισχύει αφού Δ=−188. 
 

I

A

Β Γ

x

y ω
120

30

ρ
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68ος ΠΑΝΕΛΛΗΝΙΟΣ ΜΑΘΗΤΙΚΟΣ ∆ΙΑΓΩΝΙΣΜΟΣ 
ΣΤΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ 

“Ο ΕΥΚΛΕΙ∆ΗΣ” 
ΣΑΒΒΑΤΟ, 19 ΙΑΝΟΥΑΡΙΟΥ 2008 

 

B΄ τάξη Γυμνασίου 
       
Πρόβλημα 1. 

      Αν ισχύει ότι 8 10 1x y+ = , να βρείτε την τιμή της παράστασης 

( )2008 4 4 5 48 60 .x y x yΑ = − + − −  
        
Πρόβλημα 2. 
       Σε μία ατελή διαίρεση ενός τριψήφιου φυσικού αριθμού a  με τον αριθμό 5, το πηλίκο είναι 
μεγαλύτερο κατά 5 του εξαπλάσιου  του υπολοίπου. Ποιες είναι οι δυνατές τιμές του a ; 
  
        
Πρόβλημα 3 
       Στο διπλανό σχήμα δίνεται το τρίγωνο ABC  και  
ευθεία ε  που περνάει από το C  παράλληλη προς την 
πλευρά AB . Επιπλέον,  δίνεται ότι  

.CD CE AB= =  
 Στην προέκταση της AB  προς το B  παίρνουμε 
ευθύγραμμο τμήμα BF AB= . 
α)  Να βρεθούν τα τρίγωνα που υπάρχουν στο σχήμα   
     και έχουν ίσο εμβαδόν. 
     (Να δικαιολογήσετε  πλήρως την απάντησή σας). 
β) Τι μέρος του εμβαδού του σχήματος AFED  είναι    
    το εμβαδόν του τριγώνου ABC ; 
 
 
Πρόβλημα 4 
(α)  Να αποδείξετε ότι κάθε εξαψήφιος θετικός ακέραιος της μορφής abababΑ = , όπου ,a b    
      ψηφία, διαιρείται με το 3. 
(β) Να προσδιορίσετε τους εξαψήφιους θετικούς ακέραιους της μορφής abababΑ = , όπου ,a b    
     ψηφία, οι οποίοι διαιρούνται με το 5 και το 9. 
 
 
   

ΚΑΛΗ ΕΠΙΤΥΧΙΑ 
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Γ΄ τάξη Γυμνασίου 
        
        Πρόβλημα 1  
        Αν ισχύει ότι 12 26 1b a+ = , να βρείτε την τιμή της παράστασης 

( ) ( )2 15 24 52 72 156 .
12

b a b a− −Α = − + − +  

       Πρόβλημα 2  
       Τρία σχολεία νοίκιασαν ένα αθλητικό κέντρο για τις ανάγκες του μαθήματος της 
Γυμναστικής και θα πληρώνουν 3000 ευρώ μηνιαίως. Τα χρήματα που θα πληρώνει κάθε 
σχολείο είναι  ανάλογα προς τον αριθμό των ημερών που θα  χρησιμοποιεί το αθλητικό κέντρο. 
Το πρώτο σχολείο θα χρησιμοποιεί το αθλητικό κέντρο 12 μέρες το μήνα, το δεύτερο σχολείο 

θα χρησιμοποιεί το αθλητικό κέντρο 10 μέρες το μήνα και το τρίτο σχολείο κατά το 1
2

 των 

ημερών του πρώτου σχολείου συν 2 μέρες ακόμα. 
       Πόσο θα κοστίσουν σε κάθε σχολείο οι τρεις πρώτοι μήνες; 
  
      Πρόβλημα 3  
      Στο διπλανό σχήμα το ευθύγραμμο τμήμα BC  είναι 
διάμετρος του κύκλου και επιπλέον 2 7AB =  και 6AC = . 
α) Να βρεθεί το μήκος της διαμέτρου του κύκλου. 
β) Να βρεθεί το μήκος της διαμέσου και του ύψους του τριγώνου   
   ABC  που αντιστοιχούν στην πλευρά BC . 
γ) Αν E  είναι το εμβαδόν του κυκλικού δίσκου και  xE  είναι το   
    εμβαδόν του μέρους της επιφάνειας του κυκλικού δίσκου που  
    βρίσκεται εξωτερικά του τριγώνου ABC , να αποδείξετε ότι  

2
3

xE
E

> . 

 
   Πρόβλημα 4 
      Έστω ο τριψήφιος θετικός ακέραιος αριθμός abcΑ = , όπου , ,a b c  ψηφία με 0.a >  Αν 
εναλλάξουμε το πρώτο με το τρίτο ψηφίο του, τότε προκύπτει ο ακέραιος Β που είναι 
μικρότερος από τον Α κατά 396. Επιπλέον, αν από τον Α αφαιρέσουμε 41 ο αριθμός που 
προκύπτει ισούται με  50 φορές το άθροισμα των ψηφίων  του Α.  Να  προσδιορίσετε  τον  
αριθμό Α. 

ΚΑΛΗ ΕΠΙΤΥΧΙΑ 
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Α΄ τάξη Λυκείου 
       Πρόβλημα 1  
      (α) Να απλοποιήσετε την παράσταση 

( ) ( )3 3 2 3K 6x y x y x y y= + − − − −  
      (β) Να αποδείξετε ότι ο αριθμός  

3 3 2200004 199996 24 200000 64Α = − − ⋅ −  
     είναι κύβος ακεραίου. 
 
      Πρόβλημα 2 
      Αν για τους πραγματικούς αριθμούς ,a b  ισχύει ότι 

2 2 2 2 4a b a b ab+ − = + − , 
      να βρεθούν οι λύσεις της εξίσωσης 

( ) ( )3 3 32 0x a x b x− − − − = . 
.     

      Πρόβλημα 3  
      Δίνεται ορθογώνιο ΑΒΓΔ με πλευρές 2αΑΒ =  και αΑΔ = . Να αποδείξετε ότι το μέσον Μ 
της πλευράς ΑΒ έχει την ιδιότητα:    
       το άθροισμα ΔΜ +ΜΓ  είναι το ελάχιστο δυνατό για τις διάφορες θέσεις του σημείου Μ   
       πάνω στην ευθεία ΑΒ. 
 
      Πρόβλημα 4 
      Αν οι αριθμοί , ,x y z  είναι τέτοιοι ώστε 0, 1 0, 2 0 και 3x y z x y z> + > + > + + = , 
να αποδείξετε ότι 

( ) ( )( ) ( )1 1 2 2
3

1 3 2
x y y z x z
x y y z x z

+ + + +
+ + ≤

+ + + + + + . 

Για ποιες τιμές των , ,x y z  ισχύει η ισότητα; 
      

 

ΚΑΛΗ ΕΠΙΤΥΧΙΑ 
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ΕΠΙΤΡΟΠΗ ∆ΙΑΓΩΝΙΣΜΩΝ 

68ος ΠΑΝΕΛΛΗΝΙΟΣ ΜΑΘΗΤΙΚΟΣ ∆ΙΑΓΩΝΙΣΜΟΣ 
ΣΤΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ 

“Ο ΕΥΚΛΕΙ∆ΗΣ” 
ΣΑΒΒΑΤΟ, 19 ΙΑΝΟΥΑΡΙΟΥ 2008 

 

Β΄ τάξη Λυκείου 
      Πρόβλημα 1  
      Να λύσετε την εξίσωση: 

2 2 3 3 2x x+ = − . 
 
      Πρόβλημα 2 
     Σε ένα “τουρνουά” ποδοσφαίρου συμμετέχουν n  ομάδες οι οποίες θα παίξουν όλες μεταξύ 
τους μία μόνο φορά. Για τη νίκη μιας ομάδας δίνονται 3  βαθμοί, για την ισοπαλία 2  βαθμοί και 
για την ήττα 1 βαθμό. Αν στο τέλος του “τουρνουά” ο συνολικός αριθμός των βαθμών που 
συγκέντρωσαν όλες οι ομάδες είναι 364 , να βρεθεί ο αριθμός n  των ομάδων που συμμετείχαν.  
  
      Πρόβλημα 3  
     Αν για τους πραγματικούς αριθμούς , ,x y z  ισχύει  

2 2 2 2 4 6 13 0x y z x y z+ + + + + + = , 
τότε να προσδιορίσετε το μέγιστο θετικό αριθμό  m  που είναι τέτοιος  ώστε: 

0x y z m+ + + ≤ . 
 
      Πρόβλημα  4. 

      Δίνεται τραπέζιο ΑΒΓΔ με ˆ ˆ 90 , και 2 .α αΑ = Β = ΑΔ = ΑΒ = ΒΓ =   

(i) Να αποδείξετε ότι: ΔΑ + ΑΓ < ΔΒ+ΒΓ . 
(ii) Να βρείτε σημείο Μ πάνω στην ευθεία ΑΒ για το οποίο το άθροισμα ΔΜ +ΜΓ  

είναι το ελάχιστο δυνατό. 
(iii) Για το σημείο Μ που θα βρείτε, να υπολογίσετε το εμβαδόν του τριγώνου ΔΜΓ. 
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ΕΠΙΤΡΟΠΗ ∆ΙΑΓΩΝΙΣΜΩΝ 
68ος ΠΑΝΕΛΛΗΝΙΟΣ ΜΑΘΗΤΙΚΟΣ ∆ΙΑΓΩΝΙΣΜΟΣ 

ΣΤΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ 
“Ο ΕΥΚΛΕΙ∆ΗΣ” 

ΣΑΒΒΑΤΟ, 19 ΙΑΝΟΥΑΡΙΟΥ 2008 
 

Γ΄ τάξη Λυκείου 
      

      Πρόβλημα 1  
      Αν ο z είναι μιγαδικός με Re( ) 0 , Im( ) 0z z≠ ≠ και 

4 2

4 2

6 5 6
3 3
z z
z z
+ +

∈
+ + , 

να αποδείξετε ότι: | | 1z = . 
 
       Πρόβλημα 2 
       Να λύσετε το σύστημα 

3 3

3 2 3 2

3 1x xy y
x x y y

⎧ ⎫+ + =
⎨ ⎬

− = −⎩ ⎭
             (Σ) 

 
      Πρόβλημα 3  

      Δίνεται η ακολουθία να  με ν ∗∈ , για την οποία ισχύει: 

1 - 2 1ν να α ν+ = + ,  για κάθε ν ∗∈  . 
       Να αποδείξετε ότι το γινόμενο δύο οποιωνδήποτε διαδοχικών όρων της ακολουθίας είναι 
επίσης όρος της ακολουθίας. 
 
 
      Πρόβλημα 4 
     . Έστω Σ  εσωτερικό σημείο οξυγωνίου τριγώνου ΑΒΓ . Οι ευθείες ΑΣ , ΒΣ  και ΓΣ  
τέμνουν τις πλευρές ΒΓ , ΑΓ  και ΑΒ  στα σημεία Α′ , Β′  και Γ′  αντίστοιχα, ώστε 
ΣΑ ΑΣ′ ≤ , ΣΒ ΒΣ′ ≤  και ΣΓ ΓΣ′ ≤ . 
         Αν θέσουμε (ΣΑΒ)x = ,  (ΣΒΓ)y =  και (ΣΑΓ)z = ,να αποδείξετε ότι: 

4 4 4 2 2 2 2 2 22 2 2x y z x y x z y z+ + ≤ + + . 
  ΚΑΛΗ ΕΠΙΤΥΧΙΑ 
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ΔΥΚΛΔΙΓΗΣ 2008 

ΛΥΣΔΙΣ ΘΔΜΑΤΩΝ 
 

Β΄ ΓΥΜΝΑΣΙΟΥ 
 

Πρόβλημα 1  

Αλ ηζρύεη όηη 8 10 1x y  , λα βξείηε ηελ ηηκή ηεο παξάζηαζεο 

 2008 4 4 5 48 60 .x y x y      

 

Λύση (1
ος

 τρόπος) 

 

   

   

2008 4 4 5 48 60

2008 2 2 4 5 6 8 10

2008 2 8 10 6 8 10 2008 2 1 6 1 2000.

     

       

            

x y x y

x y x y

x y x y

 

(2
ος

 τρόπος) 

 

 

2008 4 4 5 48 60

2008 16 20 48 60

2008 64 80 2008 8 8 10 2008 8 1 2000.

     

    

         

x y x y

x y x y

x y x y

 

 

Πρόβλημα 2  

Σε κία αηειή δηαίξεζε ελόο ηξηςήθηνπ θπζηθνύ αξηζκνύ a  κε ηνλ αξηζκό 5, ην 

πειίθν είλαη κεγαιύηεξν θαηά 5 ηνπ εμαπιάζηνπ ηνπ ππνινίπνπ. Πνηεο είλαη νη 

δπλαηέο ηηκέο ηνπ αξηζκνύ a ; 

 

Λύση 

Αλ   είλαη ην πειίθν θαη   είλαη ην ππόινηπν ηεο δηαίξεζεο, ηόηε ζύκθσλα κε ηελ 

ππόζεζε ηνπ πξνβιήκαηνο έρνπκε 6 5    θαη 

     5 6 5 , 1,2,3,4 31 25, 1,2,3,4 .       a a      

Η ηηκή 0   απνθιείεηαη γηαηί ε δηαίξεζε είλαη αηειήο. 

 Γηα 1  , ιακβάλνπκε 31 1 25 56a     . 

 Γηα 2  , ιακβάλνπκε 31 2 25 87a     . 

 Γηα 3  , ιακβάλνπκε 31 3 25 118a      

 Γηα 4  , ιακβάλνπκε 31 4 25 149a     . 

Άξα νη δπλαηέο ηηκέο ηνπ ηξηςήθηνπ αξηζκνύ a  είλαη : a 118  ή a 149. 

 

Πρόβλημα 3  

Γίλεηαη ην ηξίγσλν ABC  θαη ε επζεία   πνπ 

πεξλάεη από ην C  θαη είλαη παξάιιειε πξνο 

ηελ πιεπξά AB . Δπηπιένλ  δίλεηαη όηη  

                       .CD CE AB   

 Σηελ πξνέθηαζε ηεο AB  πξνο ην B  παίξλνπκε 

επζύγξακκν ηκήκα BF AB . 

α) Να βξεζνύλ ηα ηξίγσλα πνπ ππάξρνπλ ζην 

ζρήκα θαη έρνπλ ίζν εκβαδόλ. 

 Να δηθαηνινγήζεηε  πιήξσο ηελ απάληεζή ζαο. 

Α 

B 

F 

C 

D 

E 

  
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β) Τη κέξνο ηνπ εκβαδνύ ηνπ ζρήκαηνο AFED  είλαη ην εκβαδόλ ηνπ ηξηγώλνπ  

ABC ; 

 

Λύση 

α) Τα ηεηξάπιεπξα ABCD  θαη BFEC  έρνπλ ηηο απέλαληη πιεπξέο ηνπο παξάιιειεο, 

νπόηε είλαη παξαιιειόγξακκα. Άξα ζα έρνπλ ηηο απέλαληη πιεπξέο ηνπο ίζεο, δειαδή 

είλαη AD BC FE  . Έηζη ηα ηξίγσλα , , θαηABC BFE BEC ACD έρνπλ ίζεο βάζεηο.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Τα ηξίγσλα ABC  θαη ACD  έρνπλ πξνο ηηο ίζεο βάζεηο ηνπο ύςε ίζα πξνο ην ύςνο 

ηνπ παξαιιεινγξάκκνπ ABCD  σο πξνο ηε βάζε .BC  Οκνίσο ηα ύςε ησλ ηξηγώλσλ 

,BFE BEC  πξνο ηηο ίζεο βάζεηο ηνπο είλαη ίζα. Δπηπιένλ, αλ AK BC  θαη 

FE  , ηόηε ηα ηξίγσλα ABK  θαη BF  είλαη ίζα, αθνύ είλαη νξζνγώληα πνπ 

έρνπλ ίζεο ππνηείλνπζεο θαη ˆ ˆABK BF  (εληόο ελαιιάμ ζηηο παξάιιειεο   ,BC EF  

κε ηέκλνπζα ηε BF ). Άξα ζα έρνπλ θαη ΑΚ= BΛ  Δπνκέλσο ηα ηξίγσλα 

, , θαηABC BFE BEC ACD  έρνπλ ίζα ύςε πξνο ηηο ίζεο βάζεηο ηνπο, νπόηε ζα έρνπλ 

θαη ίζα εκβαδά. 

(β) Δπεηδή  4AFED ABC ACD BFE BEC ABC         έπεηαη όηη 

1

4 4

ABC ABC

AFED ABC

 
 

 
. 

 

Πρόβλημα 4 

(α) Να απνδείμεηε όηη θάζε εμαςήθηνο ζεηηθόο αθέξαηνο ηεο κνξθήο ababab , 

όπνπ ,a b  ςεθία, δηαηξείηαη κε ην 3. 

(β) Να πξνζδηνξίζεηε ηνπο εμαςήθηνπο ζεηηθνύο αθέξαηνπο ηεο κνξθήο ababab , 

όπνπ ,a b  ςεθία, νη νπνίνη δηαηξνύληαη κε ην 5 θαη ην 9. 

 

Λύση 

(α) Τν άζξνηζκα ησλ ςεθίσλ ηνπ αξηζκνύ Α είλαη ν αξηζκόο 

   3 3 3a b a b a b a b a b               , 

πνπ είλαη πνιιαπιάζην ηνπ 3, νπόηε ν αξηζκόο Α δηαηξείηαη κε ην 3. 

 

(β) Γηα λα δηαηξείηαη ν αξηζκόο Α κε ην 5, πξέπεη θαη αξθεί ην ηειεπηαίν ςεθίν ηνπ b  

λα είλαη 0 ή 5. Έηζη δηαθξίλνπκε ηηο πεξηπηώζεηο: 

Α 

B 

F 

C 

D 

E 

K  

Λ 

  
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 Αλ 0,b   ηόηε    3 0 3a a       . Δπνκέλσο ν αξηζκόο Α δηαηξείηαη κε 

ην 9, όηαλ ν 3 a  είλαη πνιιαπιάζην ηνπ 9. Δπεηδή ν a  είλαη ςεθίν 

κεγαιύηεξν ηνπ 0, απηό ζπκβαίλεη όηαλ  3,6,9a , νπόηε πξνθύπηνπλ νη 

αξηζκνί 303030  ή Α=606060 ή 909090. 

 Αλ 5b  , ηόηε ην άζξνηζκα ησλ ςεθίσλ ηνπ Α είλαη    3 5a      θαη 

είλαη πνιιαπιάζην ηνπ 9, όηαλ  5 3,6,9,12a  , νπόηε αθνύ 1 9a   

έπεηαη όηη  1,4,7a . Έηζη πξνθύπηνπλ νη αξηζκνί  Α=151515 ή Α=454545 ή 

Α=757575. 

 

Γ΄  ΓΥΜΝΑΣΙΟΥ 
 

Πρόβλημα 1.  

Αλ ηζρύεη όηη 12 26 1b a  , λα βξείηε ηελ ηηκή ηεο παξάζηαζεο 

   
2 15

24 52 72 156 .
12

b a b a
 

       

Λύση 

   

   

   

2 1

2 1

2
2 1

5
24 52 72 156

12

5
2 12 26 6 12 26

12

5 5 1 1 5 1 1
2 1 6 1 0.

12 12 2 6 12 4 6

b a b a

b a b a

 

 

 

     

           

 
            

 

 

 

Πρόβλημα 2.  

Τξία ζρνιεία λνίθηαζαλ έλα αζιεηηθό θέληξν γηα ηηο αλάγθεο ηνπ καζήκαηνο ηεο 

Γπκλαζηηθήο θαη ζα πιεξώλνπλ 3000 επξώ κεληαίσο. Τα ρξήκαηα πνπ ζα πιεξώλεη 

θάζε ζρνιείν είλαη αλάινγα πξνο ηνλ αξηζκό ησλ εκεξώλ πνπ ζα ρξεζηκνπνηεί  ην 

αζιεηηθό θέληξν.  Τν πξώην ζρνιείν ζα ρξεζηκνπνηεί ην αζιεηηθό θέληξν 12 κέξεο ην 

κήλα, ην δεύηεξν ζρνιείν ζα ρξεζηκνπνηεί ην αζιεηηθό θέληξν 10 κέξεο ην κήλα θαη 

ην ηξίην ζρνιείν θαηά ην 
1

2
 ησλ εκεξώλ ηνπ πξώηνπ ζρνιείνπ ζπλ 2 κέξεο αθόκα. 

Πόζν ζα θνζηίζνπλ ζε θάζε ζρνιείν νη ηξεηο πξώηνη κήλεο; 

 

Λύση 

Τν ηξίην ζρνιείν ζα ρξεζηκνπνηεί ην αζιεηηθό θέληξν γηα 
1

12 2 8
2
    εκέξεο. 

Αλ , θαηx y z  είλαη ην κεληαίν θόζηνο γηα ην πξώην, δεύηεξν θαη ηξίην ζρνιείν, 

αληίζηνηρα, ηόηε  

12 10 8

x y z
   , 

νπόηε ιακβάλνπκε 12 , 10 , 8x y z      θαη έρνπκε 

3000 12 10 8 3000 100x y z             . 

Άξα έρνπκε: 
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100 12 100 1200
12

x
x      επξώ ην κήλα , ζα πιεξώλεη ην πξώην ζρνιείν, νπόηε 

γηα ηνπο ηξεηο κήλεο ζα πιεξώζεη 3600 επξώ. 

100 12 100 1000
10

y
y      επξώ ην κήλα , ζα πιεξώλεη ην δεύηεξν ζρνιείν, 

νπόηε γηα ηνπο ηξεηο κήλεο ζα πιεξώζεη 3000 επξώ. 

100 8 100 800
8

z
z      επξώ ην κήλα, ζα πιεξώλεη ην ηξίην ζρνιείν, νπόηε γηα 

ηνπο ηξεηο κήλεο ζα πιεξώζεη 2400 επξώ. 

 

Πρόβλημα 3  

Σην δηπιαλό ζρήκα ην επζύγξακκν ηκήκα 

BC  είλαη δηάκεηξνο ηνπ θύθινπ θαη είλαη 

αθόκα 2 7AB   θαη 6AC  . 

α) Να βξεζεί ην κήθνο ηεο δηακέηξνπ ηνπ 

θύθινπ. 

β) Να βξεζεί ην κήθνο ηεο δηακέζνπ θαη ηνπ 

ύςνπο ηνπ ηξηγώλνπ ABC  πνπ αληηζηνηρνύλ 

ζηελ πιεπξά BC . 

γ) Αλ E  είλαη ην εκβαδόλ ηνπ θπθιηθνύ 

δίζθνπ θαη  xE  είλαη ην εκβαδόλ ηνπ κέξνπο 

ηεο επηθάλεηαο ηνπ θπθιηθνύ δίζθνπ πνπ 

βξίζθεηαη εμσηεξηθά ηνπ ηξηγώλνπ ABC , λα 

απνδείμεηε όηη  

2

3

xE

E
 . 

 

Λύση 

α) Δπεηδή είλαη ˆ 90A   , από ην Ππζαγόξεην ζεώξεκα έρνπκε: 

 
2

2 2 2 26 2 7 36 4 7 64BC AB AC        . 

Άξα είλαη 8BC  . 

β) Η δηάκεζνο AO  ηζνύηαη κε ηελ αθηίλα ηνπ θύθινπ, νπόηε είλαη 
8

4
2

AO   . 

Γηα ηελ εύξεζε ηνπ ύςνπο AD  ρξεζηκνπνηνύκε ηνπο ηύπνπο γηα ην εκβαδόλ ηνπ 

νξζνγώληνπ ηξηγώλνπ ABC  θαη έρνπκε: 

        
12 7 3 7

8 6 2 7 .
2 2 8 2

AB AC BC AD
ABC AD AD

 
          

γ) Έρνπκε  2 24 16 .E R       

Η επηθάλεηα ηνπ θπθιηθνύ δίζθνπ πνπ βξίζθεηαη εμσηεξηθά ηνπ ηξηγώλνπ ABC  έρεη 

 εκβαδόλ  
6 2 7

16 16 6 7
2

xE E ABC  


      , νπόηε   

           
2 2

2 16 6 7 2
48 18 7 32 16 18 7

3 16 3

567
8 9 7 64 81 7 ,

64

xE

E


  



  


       

      

. 

A  

B  

C  

O  

D
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πνπ ηζρύεη, γηαηί είλαη 2 2 23,14 3 9    , ελώ 
567

9.
64

  

 

Πρόβλημα 4  

        Έζησ ν ηξηςήθηνο ζεηηθόο αθέξαηνο αξηζκόο abc , όπνπ , ,a b c  ςεθία κε 

0.a   Αλ ελαιιάμνπκε ην πξώην κε ην ηξίην ςεθίν ηνπ, ηόηε πξνθύπηεη ν αθέξαηνο 

Β πνπ είλαη κηθξόηεξνο από ηνλ Α θαηά 396. Δπηπιένλ, αλ από ηνλ Α αθαηξέζνπκε  

41 πξνθύπηεη αξηζκόο πνπ ηζνύηαη κε 50 θνξέο ην άζξνηζκα ησλ ςεθίσλ ηνπ Α. Να 

βξείηε ηνλ αξηζκό Α. 

 

       Λύση 

       Δίλαη 100 10abc a b c    , νπόηε κεηά ηελ ελαιιαγή πξώηνπ θαη ηξίηνπ 

ςεθίνπ πξνθύπηεη ν αξηζκόο 100 10cba c b a    , νπόηε από ηα δεδνκέλα ηνπ 

πξνβιήκαηνο έρνπκε: 

                                   396 99 396 4a c a c             

                                                                4.c a                                                  (1)       

       Δπηπιένλ δίλεηαη όηη 

                            
 41 50 100 10 41 50 50 50

50 40 49 41,

a b c a b c a b c

a b c

          

   
 

νπόηε, ιόγσ ηεο (1), ιακβάλνπκε 

                                50 40 49 4 41 40 155.a b a a b                                   (2) 

        Δπεηδή ν αθέξαηνο a  είλαη ςεθίν κεγαιύηεξν ηνπ κεδελόο, έπεηαη όηη  

156 164
1 9 1 40 155 9 156 40 164 ,

40 40
a b b b             

νπόηε ιακβάλνπκε 4b  . Έηζη από ηηο (1) θαη (2) πξνθύπηεη 5a   θαη 1.c    

        Άξα  ν δεηνύκελνο αξηζκόο είλαη ν Α=541. 

 

 

Α΄ ΛΥΚΔΙΟΥ 
 

Πρόβλημα 1  

(α) Να απινπνηήζεηε ηελ παξάζηαζε 

   
3 3 2 3K 6x y x y x y y      . 

(β) Να απνδείμεηε όηη ν αξηζκόο  
3 3 2200004 199996 24 200000 64      

     είλαη θύβνο αθεξαίνπ. 

      

      Λύση 

(α)  Έρνπκε 

   

 

3 3 2 3

3 2 2 3 3 2 2 3 2 3

3 2 2 3 3 2 2 3 2 3

3

6

3 3 3 3 6

3 3 3 3 6

.

x y x y x y y

x x y xy y x x y xy y x y y

x x y xy y x x y xy y x y y

y

      

         

         



 

 (β) Έρνπκε  
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   

3 3 2

3 3 2 3

200004 199996 24 200000 64

200000 4 200000 4 6 200000 4 4 ,

     

       
 

νπόηε, αλ ζέζνπκε 200000x   θαη 4y   ζηελ πξνεγνύκελε παξάζηαζε, απηή   

γίλεηαη 3 34y   . 

 

Πρόβλημα 2  

Αλ γηα ηνπο πξαγκαηηθνύο αξηζκνύο ,a b  ηζρύεη όηη 
2 2 2 2 4a b a b ab     , 

λα βξεζνύλ νη ιύζεηο ηεο εμίζσζεο 

                                                 
3 3 32 0x a x b x     . 

 

      Λύση 

      Έρνπκε 

     

2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 4 2 2 2 0

1
2 2 0

2

2 2 0 2.

           

       
 

         

a b a b ab a b ab a b

a b b a

a b b a a b

 

 

      Τόηε ε εμίζσζε γίλεηαη 

       

     

   

3 3 3 33 3

3 3 3

2 0 2 2 2 0

2 2 2 0

3 2 2 2 0,

x a x b x x x x

x x x

x x x

          

      

    

 

αθνύ ηζρύεη όηη      2 2 2 0,x x x       όπσο πξνθύπηεη άκεζα από ηελ 

ηαπηόηεηα ησλ θύβσλ. Η ηειεπηαία παξαγνληνπνίεζε κπνξεί επίζεο λα πξνθύςεη 

εύθνια , κεηά από πξάμεηο. 

      Άξα ε εμίζσζε είλαη ηζνδύλακε κε ηελ 

   2 2 2 0 2 2 0 ή 2 0 ή 0 1 ή 2 ή 0.              x x x x x x x x x  

 

Πρόβλημα 3  

Γίλεηαη νξζνγώλην ΑΒΓΓ κε πιεπξέο 2  θαη   . Να απνδείμεηε όηη ην 

κέζνλ Μ ηεο πιεπξάο ΑΒ έρεη ηελ ηδηόηεηα : 

ην άζξνηζκα   είλαη ην ειάρηζην δπλαηό γηα ηηο δηάθνξεο ζέζεηο ηνπ ζεκείνπ 

Μ πάλσ ζηελ επζεία ΑΒ. 

Λύση 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

          

Μ   
Β Α 

Γ Γ 

Δ 
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Τν ηξίγσλν ΜΒΓ είλαη νξζνγώλην ηζνζθειέο (ΜΒ = BΓ =  ), νπόηε ˆ 45   . 

Δπεηδή είλαη   

                         ˆ ˆ ˆ90 180 225 180         , 

ε πξνέθηαζε ηεο ΓΜ ηέκλεη ηελ πξνέθηαζε ηεο ΓΑ πξνο ην Α, έζησ  ζην ζεκείν Δ. 

Τα ηξίγσλα ΜΒΓ θαη ΜΑΔ  είλαη ίζα , γηαηί είλαη νξζνγώληα θαη έρνπλ   

θαη ˆ ˆ  (σο θαηά θνξπθή). Άξα ζα έρνπλ θαη  

                                                        . 

Τόηε όκσο θαη ηα ηξίγσλα ΑΜΓ θαη ΑΜΔ είλαη ίζα, γηαηί είλαη νξζνγώληα ζην Α θαη 

έρνπλ ηελ πιεπξά ΑΜ θνηλή θαη ΑΔ = ΑΓ. Άξα ζα έρνπλ θαη  ΓΜ = ΔΜ, νπόηε  

                                           .                                   (1) 

Έζησ ηώξα ηπρόλ ζεκείν   ηεο επζείαο ΑΒ δηαθνξεηηθό από ην ζεκείν  Μ. Τόηε 

πξνθαλώο ηα νξζνγώληα ηξίγσλα θαη     είλαη ίζα , νπόηε ζα έρνπλ 

    θαη 

                                                      .                                     (2) 

Δπεηδή ε γξακκή    είλαη ηεζιαζκέλε, ελώ ε γξακκή ΔΜΓ είλαη επζεία πνπ έρεη 

ηα ίδηα άθξα κε ηελ ηεζιαζκέλε   , από ηηο (1) θαη (2) έπεηαη όηη 

                                       .                

 

Πρόβλημα 4  

Αλ νη αξηζκνί , ,x y z  είλαη ηέηνηνη ώζηε 0, 1 0, 2 0 θαη 3x y z x y z        , λα 

απνδείμεηε όηη 

      1 1 2 2
3

1 3 2

x y y z x z

x y y z x z

   
  

     
. 

Γηα πνηεο ηηκέο ησλ , ,x y z  ηζρύεη ε ηζόηεηα; 

 

Λύση 

Δπεηδή ηα θιάζκαηα ηνπ πξώηνπ κέινπο ηεο δεηνύκελεο αληζόηεηαο παξνπζηάδνπλ 

ζηνλ αξηζκεηή ην άζξνηζκα δύν ζεηηθώλ αξηζκώλ θαη ζηνλ παξαλνκαζηή ην γηλόκελό 

ηνπο, ζεσξνύκε ηε γλσζηή αληζόηεηα  

                                         
2

4 ,a b ab  , γηα θάζε ,a b ,                                (1) 

ε νπνία αιεζεύεη, αθνύ είλαη ηζνδύλακε κε ηελ πξνθαλή αληζόηεηα  
2

0a b  . Η 

ηζόηεηα αιεζεύεη  όηαλ .a b  Γηα ,a b  ζεηηθνύο, από ηελ (1) ιακβάλνπκε 

                                                   
4

ab a b

a b





,                                              (2) 

ελώ ε ηζόηεηα αιεζεύεη όηαλ .a b  

Από ηελ (2) γηα , 1a x b y    ιακβάλνπκε 

                                                
 1 1

1 4

x y x y

x y

  


 
                                          (3) 

θαη νκνίσο πξνθύπηνπλ νη αληζόηεηεο 

                                                     
  1 2 3

3 4

y z y z

y z

   


 
,                                  (4) 

                                                         
 2 2

2 4

x z x z

x z

  


 
 .                                     (5) 

Με πξόζζεζε θαηά κέιε ησλ (3), (4) θαη (5) ιακβάλνπκε 
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      1 1 2 2 2( ) 6

1 3 2 4

x y y z x z x y z

x y y z x z

      
  

     
 

      1 1 2 2 2 3 6
3

1 3 2 4

x y y z x z

x y y z x z

     
   

     
. 

Η ηζόηεηα αιεζεύεη όηαλ 1 2x y z    , νπόηε από ηελ ζρέζε 3x y z    

πξνθύπηεη όηη 1 2 3 3 6 2x x x x x          θαη 1, 0.y z   

 

Β΄  ΛΥΚΔΙΟΥ 
 

Πρόβλημα 1  

Να ιύζεηε ηελ εμίζσζε 
2 2 3 3 2x x   . 

 

Λύση (1
ος

 τρόπος) 

Θα αλαδεηήζνπκε ιύζεηο πνπ ηθαλνπνηνύλ ηελ αλίζσζε  

2
3 2 0 .

3
x x     

Δπεηδή θαη ηα δύν κέιε ηεο εμίζσζεο είλαη ζεηηθά, ε δεδνκέλε εμίζσζε είλαη 

ηζνδύλακε κε ηελ  

   
2

2 4 22 9 3 2 4 27 22 0x x x x x        .                (1) 

Οη πηζαλέο αθέξαηεο ιύζεηο ηεο (1) είλαη νη : 1, -1, 2, -2, 11, -11, 22, -22. 

Δύθνια δηαπηζηώλνπκε όηη ε ν αθέξαηνο 1 είλαη ξίδα ηεο εμίζσζεο θαη κέζσ ηνπ 

ζρήκαηνο Horner θαηαιήγνπκε ζηελ εμίζσζε 

  3 21 5 22 0.x x x x      

Χξεζηκνπνηώληαο θαη πάιη ην ζρήκα Horner γηα 2x  , γηα ην πνιπώλπκν 
3 2 5 22x x x    θαηαιήγνπκε ζηελ εμίζσζε 

   2

2

1 2 3 11 0

1 ή 2 ή 3 11 0

1 ή 2,

x x x x

x x x x

x x

    

     

  

 

αθνύ ην ηξηώλπκν 2 3 11 0x x    έρεη δηαθξίλνπζα 35 0    . 

 

2
ος

 τρόπος 

Οκνίσο πξέπεη 
2

3
x  . Χξεζηκνπνηνύκε ηνλ κεηαζρεκαηηζκό 

3 2,y x   γηα 
2

3
x  . 

Τόηε ιακβάλνπκε 
20 θαη 3 2y y x   , 

ελώ ε δεδνκέλε εμίζσζε γίλεηαη 

                                                          2 2 3x y  .   

Έηζη έρνπκε ην ζύζηεκα 
2

2

3 2

3 2

x y

y x

  
 

  
 κε 

2

3
x   θαη 0y  . 
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Με αθαίξεζε ησλ δύν εμηζώζεσλ θαηά κέιε ιακβάλνπκε  

    2 2 3 3 0

0 ή 3 0 ή 3.

       

          

x y y x x y x y

x y x y x y x y
 

Η εμίζσζε 3x y    είλαη αδύλαηε ιόγσ ησλ πεξηνξηζκώλ 
2

3
x   θαη 0y  . 

Γηα x y  έρνπκε ηελ εμίζσζε 
2 23 2 3 2 0 1 ή 2.x x x x x x          

 
Πρόβλημα 2  

Σε έλα “ηνπξλνπά” πνδνζθαίξνπ ζπκκεηέρνπλ n  νκάδεο νη νπνίεο ζα παίμνπλ όιεο 

κεηαμύ ηνπο κία κόλν θνξά. Γηα ηε λίθε κηαο νκάδαο δίλνληαη 3  βαζκνί, γηα ηελ 

ηζνπαιία 2  βαζκνί θαη γηα ηελ ήηηα 1 βαζκόο. Αλ ζην ηέινο ηνπ “ηνπξλνπά” ν 

ζπλνιηθόο αξηζκόο ησλ βαζκώλ πνπ ζπγθέληξσζαλ όιεο νη νκάδεο είλαη 364 , λα 

βξεζεί ν αξηζκόο n  ησλ νκάδσλ πνπ ζπκκεηείραλ.  

 

Λύση 

Έζησ όηη ζπκκεηέρνπλ n  νκάδεο. 

Η 1
ε
 νκάδα παίδεη κε ηηο ππόινηπεο -1n  νκάδεο , νπόηε δηεμάγνληαη  -1n  αγώλεο.

 

Η 2
ε
 νκάδα παίδεη κε ηηο ππόινηπεο - 2n  νκάδεο , νπόηε δηεμάγνληαη  - 2n  αγώλεο.

 

Η 3
ε
 νκάδα παίδεη κε ηηο ππόινηπεο -3n  νκάδεο , νπόηε δηεμάγνληαη  -3n  αγώλεο.

 

.......................................................................................................................................... 

Η (n-1)
ε
 νκάδα παίδεη κε ηελ ηειεπηαία 1 νκάδα , νπόηε δηεμάγεηαη  1 αγώλαο .

 

Άξα ν ζπλνιηθόο αξηζκόο ησλ αγώλσλ είλαη:  

                               1 2 3 ( 1)n       .                         (1) 

Αλ γξάςνπκε ηηο ηζόηεηεο 

                                      
   

   

1 2 ... 2 1

1 2 ... 2 1

n n

n n

       

      
 

θαη ηηο πξνζζέζνπκε θαηά κέιε, ηόηε ιακβάλνπκε 

     
 1

2 1 1 1 1
2

n n
n n n n


           . 

Σε θάζε αγώλα ν ζπλνιηθόο αξηζκόο ησλ βαζκώλ πνπ δίλνληαη ζηηο δύν νκάδεο πνπ 

ζπκκεηέρνπλ  (αλεμάξηεηα από ην απνηέιεζκα) είλαη 4 . Άξα ν ζπλνιηθόο αξηζκόο 

ησλ αγώλσλ είλαη: 

                                   
364

= 91
4

.                                       (2) 

Από ηηο ζρέζεηο (1)  θαη (2)  έρνπκε:  

( -1)
91

2

n n
 

( -1)
7 13

2

n n
  

( -1) 13 14

2 2

n n 
  14n  . 

Άξα ζπκκεηείραλ 14  νκάδεο. 

 

Πρόβλημα 3.  

Αλ γηα ηνπο πξαγκαηηθνύο αξηζκνύο , ,x y z  ηζρύεη  

                                         
2 2 2 2 4 6 13 0x y z x y z       ,  

λα πξνζδηνξίζεηε ην κέγηζην ζεηηθό αξηζκό  m  πνπ είλαη  ηέηνηνο  ώζηε: 

                                                         0x y z m    . 
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Λύση 

Έρνπκε 
2 2 2 2 4 6 13 0x y z x y z        2 2 22 1 4 4 6 9 1x x y y z z          

2 2 2( 1) ( 2) ( 3) 1x y z        

θαη ζέηνληαο  1a x  , 2y    θαη 3z   , έρνπκε ηειηθά  
2 2 2 1     . 

Ιζρύεη όκσο ε αληζόηεηα  
2 2 2 23( ) ( )          , 

πνπ είλαη ηζνδύλακε κε ηε γλσζηή αληζόηεηα 2 2 2          .  

Η ηζόηεηα ηζρύεη όηαλ     . 

Δπνκέλσο έρνπκε 

  2( ) 3 1      3      6 3x y z      

- 3 6 3x y z      3 - 3 6- 3 0x y z      . 

Δπεηδή ε ηζόηεηα ηζρύεη γηα 
3

1 2 3
3

x y z      , έπεηαη όηη ν δεηνύκελνο 

κέγηζηνο ζεηηθόο αξηζκόο είλαη  ν 6- 3m  . 

 

Πρόβλημα 4  

Γίλεηαη ηξαπέδην ΑΒΓΓ κε ˆ ˆ 90 , θαη 2 .           

(i) Να απνδείμεηε όηη:   . 

(ii) Να βξείηε ζεκείν Μ πάλσ ζηελ επζεία ΑΒ γηα ην νπνίν ην άζξνηζκα 

  είλαη ην ειάρηζην δπλαηό. 

(iii) Γηα ην ζεκείν Μ πνπ ζα βξείηε, λα ππνινγίζεηε ην εκβαδόλ ηνπ ηξηγώλνπ 

ΓΜΓ. 

 

Λύση 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(i) Σύκθσλα κε ηηο ππνζέζεηο ηνπ πξνβιήκαηνο θαη ην Ππζαγόξεην ζεώξεκα έρνπκε 

 2 2 1 2 2       ,  5 2 2 5       , νπόηε  

   1 2 2 2 5 2 2 1 5

8 6 2 5 1 5, πνπ ηζρύεη.

         

    

 

Α 

Γ 

Β 

Γ 

Μ Ν 

Δ 

Ο 
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(ii) Αλ Δ είλαη ην ζπκκεηξηθό  ηνπ Γ σο πξνο ηελ επζεία ΑΒ θαη ην επζύγξακκν 

ηκήκα  ΔΓ ηέκλεη ηελ επζεία ΑΒ ζην ζεκείν Μ, ηόηε     θαη                     

                                            .                                   (1) 

Σηε ζπλέρεηα ζεσξνύκε ηπρόλ ζεκείν Ν πάλσ ζηελ επζεία ΑΒ, δηαθνξεηηθό από ην 

Μ,  νπόηε ζα ηζρύεη ΓΝ = ΝΔ θαη  

                                             .                                      (2) 

Δπεηδή ε γξακκή ΔΜΓ είλαη επζεία, ελώ ε γξακκή ΔΝΓ έρεη ηα ίδηα άθξα κε ηελ 

ΔΜΓ θαη είλαη ηεζιαζκέλε, έπεηαη όηη 

                                           . 

Άξα ην ζεκείν Μ είλαη ηέηνην ώζηε ην άζξνηζκα ΓΜ + ΜΓ λα είλαη ην ειάρηζην 

δπλαηό. 

(iii) Δπεηδή είλαη 2    θαη ,    , ην 

ηεηξάπιεπξν ΓΔΒΓ είλαη παξαιιειόγξακκν. Αλ νη δηαγώληνη ηνπ ΓΔΒΓ ηέκλνληαη 

ζην Ο, ηόηε ην Ο είλαη ην κέζνλ ηεο ΓΒ θαη ε ΔΟ είλαη δηάκεζνο ηνπ ηξηγώλνπ ΓΔΒ. 

Δπίζεο ε ΑΒ είλαη δηάκεζνο ηνπ ηξηγώλνπ ΓΔΒ, αθνύ ηζρύεη ΑΓ =ΑΔ = . Άξα ην 

ζεκείν ηνκήο Μ ησλ δύν δηακέζσλ ηνπ ηξηγώλνπ ΓΔΒ είλαη ην βαξύθεληξν ηνπ 

ηξηγώλνπ ΓΔΒ, νπόηε ζα ηζρύεη:  

2

3 3


   . 

Άξα έρνπκε:  

     
21 1 2 4

2 2 2 .
2 2 3 3

 
               

Γηαθνξεηηθά έρνπκε   

2 4
2

3 3

 
     θαη 

       

 

2 2 2
2

2 2 1 2 1 4
2

2 2 3 2 3

4 4
3 .

3 3 3

    
 

  


      

 
      

   

 

 

 

Γ΄  ΛΥΚΔΙΟΥ 
 

Πρόβλημα 1  Δάλ ν z είλαη κηγαδηθόο κε Re( ), Im( ) 0z z  θαη 
4 2

4 2

6 5 6

3 3

z z

z z

 


 
 , 

λα απνδείμεηε όηη | | 1z  . 

 

Λύση (1
ος

 τρόπος) 

Αλ ζέζνπκε  
4 2

4 2

6 5 6

3 3

z z
w

z z

 


 
, 

ηόηε έρνπκε  
4 2 4 2

4 2 4 2

6 5 6 6 5 6

3 3 3 3

z z z z
w w

z z z z

   
  

   
, 
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ε νπνία κεηά από ηηο πξάμεηο θαη ιακβάλνληαο ππόςε όηη 
2

zz z  θαηαιήγεη ζηελ 

ηζόηεηα                                     
4 2 21 0 1,z z z z      

αθνύ ιόγσ ηεο ππόζεζεο Re( ), Im( ) 0z z   έπεηαη όηη 2 2 0z z  . 

 

(2
ος

 τρόπος) 

Δθηειώληαο ηε δηαίξεζε έρνπκε, 
4 2 2

4 2 4 2

6 5 6 3
2

3 3 3 3

z z z

z z z z

 
  

   
  

δειαδή ηζνδύλακα 
2 4 2

2 2

4 2 2 2 2

3 3 3 1 1 1
.

3 3 3 3

 
         

 
   

z z z
z z

z z z z z
 

Άξα έρνπκε 

 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 4

1 1 1 1 1
0 1 0.

| |

  
              

   
z z z z z z

z z z z z
 

Όκσο,  ιόγσ ηεο ππόζεζεο Re( ), Im( ) 0z z   έπεηαη όηη  
2 2 0z z  , νπόηε  ηειηθά 

ιακβάλνπκε  
4

1 1.z z    

 

Πρόβλημα 2 

Να ιύζεηε ην ζύζηεκα 
3 3

3 2 3 2

3 1x xy y

x x y y

   
 

   
             (Σ) 

 

Λύση 

Η εμίζσζε 3 33 1x xy y    είλαη ηζνδύλακε κε ηελ εμίζσζε 

 
33 3 1 3 ( 1)x y xy     , 

ε νπνία από ηελ ηαπηόηεηα ηνπ Euler είλαη ηζνδύλακε κε ηηο εμηζώζεηο 

1 0x y    ή 1x y   . 

Άξα έρνπκε 

                     (Σ)    1 23 2 3 2 3 2 3 2

1 1
ή

x y x y

x x y y x x y y

       
     

        
. 

Τν ζύζηεκα  2  έρεη ηε ιύζε    , 1, 1x y    , ελώ  

 
    

 
   

   

1 3 3 2 2 2 2

2 2

2

1 1

0 0

1 1
ή

0 0

11 1
, , ή

2 2 0

11 1 1 1
, , ή , ,

02 2 2 2

         
     

               

      
    

         

    
    

        

     
       

    

x y x y

x y x y x y x xy y x y

x y x y

x y x xy y x y

x y
x y

x y xy x y

x y
x y x y

xy
       ή , 1,0 ή , 0,1 . x y x y
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Πρόβλημα 3  

Γίλεηαη ε αθνινπζία   κε   , γηα ηελ νπνία ηζρύεη: 

1 - 2 1      ,  γηα θάζε    . 

Να  απνδείμεηε όηη ην γηλόκελν δύν νπνησλδήπνηε δηαδνρηθώλ όξσλ ηεο αθνινπζίαο 

είλαη επίζεο όξνο ηεο αθνινπζίαο. 

 

Λύση 

   Δθαξκόδνληαο ηελ αλαδξνκηθή ζρέζε 121    , γηα 1,2, ,( 1)    

έρνπκε: 

Γηα 1  έρνπκε  11212   

Γηα 2  έρνπκε  12223   

.......................... 

    Γηα 1   έρνπκε: 1 2( 1) 1       . 

 

   Πξνζζέηνληαο θαηά κέιε ηηο παξαπάλσ ηζόηεηεο ιακβάλνπκε: 

 

 1 2 1 2 3 ( 1) 1             

    1

( 1)
2 1

2


 
  


     1 ( 1) 1           

                                 2

11      .                                           (1) 

                                2

     , όπνπ  11 a   .                       (2) 

 

Γηα ην γηλόκελν δύν νπνησλδήπνηε δηαδνρηθώλ όξσλ ηεο αθνινπζίαο έρνπκε: 

  1mm    2 2( 1)m m       2 2( 2 1m m m       

 4 3 2 2 2 22 2m m m m m m              

 4 2 2 3 22 2 2m m m m m            
2

2m m    2m m


 



. 

 

        Πρόβλημα 4  

        Έζησ   εζσηεξηθό ζεκείν νμπγσλίνπ ηξηγώλνπ  . Οη επζείεο  ,   

θαη   ηέκλνπλ ηηο πιεπξέο  ,   θαη   ζηα ζεκεία  ,    θαη    

αληίζηνηρα, ώζηε   ,    θαη   . 

         Αλ ζέζνπκε )(x  ,  )(y   θαη )(z  ,λα απνδείμεηε όηη: 
222222444

zy2zx2yx2zyx  . 

 

        Λύση 

        Από ην δεδνκέλν ζεκείν  ζεσξνύκε παξάιιειε πξνο ηε   πνπ ηέκλεη ην 

ύςνο   ζην ζεκείν  . Τόηε πξνθαλώο )()(   . 

Από ηε ζρέζε     πξνθύπηεη πξνθαλώο 

                                                          .                                             (1)   

       Από ηε ζρέζε (1) έρνπκε: 

   
2

1

2

1
 

                                      .(ΤΓΒ) (ΤΑΒ)≤                                    (2) 
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Από ηε ζρέζε )1(  έρνπκε επίζεο: 

   
2

1

2

1
 

                                       ( ) ( )                                      (3) 

Πξνζζέηνληαο ηηο ζρέζεηο (2) θαη (3) έρνπκε:  

     )()()()(   )()()(    

)()()(    

θαη ζε ζπλδπαζκό κε ηε ζρέζε )()(   ,  παίξλνπκε ηειηθά :  

                     )()()(   )()()(   . 

Με όκνην ηξόπν απνδεηθλύνπκε  όηη;  

)()()(    θαη )()()(   . 

Δπεηδή έρνπκε ζέζεη )(x  , )(y   θαη )(z  , από ηηο ηξεηο 

ηειεπηαίεο αληζώζεηο, έρνπκε: 

                  zyx0  , zxy0   θαη yxz0  .                  (4) 

Αξθεί ηώξα λα απνδείμνπκε όηη: 
222222444

zy2zx2yx2zyx   

0)xz2(zx2zy2yx2zyx
2222222444   

   0)xz2(yzx
22222   

    0yxz2zxyxz2zx
222222   

    0y)zx(y)zx(
2222   

       0zyxzyxyzxzyx   

       0xzyzyxyzxzyx  , 

  πνπ ηζρύεη, ιόγσ ησλ ζρέζεσλ (4). 
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B΄ τάξη Γυμνασίου 
       
      Πρόβλημα 1. 
      Αν ισχύει ότι 4 5 10x y− = , να βρείτε την τιμή της παράστασης 

( ) ( )24 5 36 35 8 : 4 2 .x y x yΑ = + − + + −  
      Λύση 
      Η παράσταση γίνεται:  

                                                 

( ) ( )
( )
( )

2

2

2

4 5 36 35 8 : 4 2

4 5 36 35 2 2

32 40 0 8 4 5 0 8 10 80.

x y x y

x y x y

x y x y

Α = + − + + −

= + − + + −

= − + + = − − + = − ⋅ = −

 

                   
      Πρόβλημα 2 
      Τρίγωνο ΑΒΓ έχει πλευρές  3 2, 12x xΑΒ = − ΒΓ = +  και 2 8, 2x xΓΑ = + ≥ . Να βρείτε τις 
τιμές του x  για τις οποίες το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές. Υπάρχει τιμή του x  για την οποία 
το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισόπλευρο;   
       
      Λύση 
      Το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές, αν ισχύει: 

ή ή
3 2 12 ή 3 2 2 8 ή 2 8 12
2 14 ή 10ή 4 7 ή 10ή 4.
x x x x x x
x x x x x x

ΑΒ = ΒΓ ΑΒ = ΑΓ ΑΓ = ΒΓ
⇔ − = + − = + + = +
⇔ = = = ⇔ = = =

 

      Από τη λύση των παραπάνω εξισώσεων διαπιστώνουμε ότι δεν υπάρχει τιμή του x  που να 
επαληθεύει την ισότητα ΑΒ = ΒΓ = ΑΓ , οπότε το τρίγωνο ΑΒΓ δεν μπορεί να είναι ισόπλευρο. 
 
      Πρόβλημα 3 
      Δίνεται ορθογώνιο ΑΒΓΔ με πλευρές  ΑΒ = ΓΔ  και ΑΔ = ΒΓ  μήκους α  και β , αντίστοι-
χα. Αν αυξήσουμε το μήκος α  κατά 20% και το μήκος β  κατά 30%, να βρεθεί πόσο επί τοις 
εκατό θα αυξηθεί το εμβαδόν του ορθογωνίου. 
 
      Λύση 
      Το εμβαδόν του ορθογωνίου ΑΒΓΔ είναι αβΕ = . Μετά την αύξηση του μήκους των πλευ-
ρών του τα μήκη των πλευρών του νέου ορθογωνίου είναι: 



20 2 12
100 10 10
α α αα α α′ = + = + =  και 30 3 13

100 10 10
β β ββ β β′ = + = + = . 

      Έτσι το εμβαδόν του νέου ορθογωνίου θα είναι: 

                                12 13 156 56 56
10 10 100 100 100
α β αβ αβ αβαβ′Ε = ⋅ = = + = Ε+  

56 56 .
100 100

′Ε Ε −Ε′⇒ Ε −Ε = ⇒ =
Ε

 

      Άρα η αύξηση της τιμής του εμβαδού είναι 56% πάνω στην αρχική τιμή του. 
 
      Πρόβλημα 4 

      Δίνεται τρίγωνοΑΒΓ  ( )ΑΒ>ΑΓ   με τη γωνία 
∧

Α  διπλάσια της  γωνίας 
∧

Β  και τη γωνία 
∧

Β  

μεγαλύτερη από τη γωνία 
∧

Γ  κατά είκοσι μοίρες. Δίνονται ακόμα το ύψος  του ΑΗ  και η διχο-
τόμος  του ΑΔ . 
      (α) Αν , ,′ ′ ′Α Β Γ  είναι τα συμμετρικά των κορυφών Α, Β, Γ του τριγώνου ΑΒΓ, ως προς ά 
      ξονα  συμμετρίας την ευθεία του ύψους ΑΗ , να αποδείξετε ότι τα τρίγωνα ′ΑΒΒ  και  
     ′ΑΓΓ  είναι ισοσκελή και να βρείτε τις γωνίες τους. 
      (β) Να βρείτε τη γωνία που σχηματίζεται από το ύψος ΑΗ και τη διχοτόμο ΑΔ. 
 
      Λύση 
      

 
      (α) Από την υπόθεση έχουμε ˆ ˆ2Α = Β  και 0ˆ ˆ 20Γ = Β− , οπότε από τη γνωστή ισότητα 

0ˆ ˆ ˆ 180Α+Β+Γ =  λαμβάνουμε 0 0ˆ ˆ ˆ2 20 180Β+Β+Β− = 0ˆ4 200⇔ Β = 0ˆ 50⇔Β = .  
      Άρα έχουμε και 0 0ˆ ˆ100 και 30Α = Γ = . 
      Λόγω συμμετρίας ως προς τον άξονα ΑΗ, τα τρίγωνα ΑΒΓ και ′ ′ΑΒ Γ  είναι ίσα ( ′Α ≡ Α , 
αφού το σημείο Α ανήκει στον άξονα συμμετρίας), οπότε θα έχουν τις αντίστοιχες πλευρές τους 
ίσες, δηλαδή  ′ΑΒ = ΑΒ  και ′ΑΓ = ΑΓ . Άρα τα τρίγωνα ′ΑΒΒ  και ′ΑΓΓ  είναι ισοσκελή. 
      Επιπλέον έχουμε 

0ˆ 50′Β = Β =  , 0ˆ ˆ 30′Γ = Γ = ,  
0 0 0ˆ 180 2 50 80′ΒΑΒ = − ⋅ = και  0 0 0ˆ 180 2 30 120′Γ ΑΓ = − ⋅ = .  

      (β) Από το ορθογώνιο τρίγωνο ΑΗΔ έχουμε την ισότητα: 
                                                           ˆ ˆ90ΗΑΔ = −ΑΔΗ                                    (1) 
      Όμως από το τρίγωνο ΑΒΔ λαμβάνουμε την ισότητα: 

0 0 0 0 0ˆ ˆ ˆˆ180 180 50 50 80ΑΔΗ = ΑΔΒ = −Β−ΔΑΒ = − − = .           (2) 
      Από τις σχέσεις (1) και (2) προκύπτει ότι: 
                                                          0 0ˆ 90 80 10ΗΑΔ = − = .                
                                       
 

A

B 

Γ 

Η Δ ′Β  ′Γ  



Γ΄ τάξη Γυμνασίου 
        
        Πρόβλημα 1  

        Αν ισχύει ότι 12
2

a b+ = , να βρείτε την τιμή της παράστασης 

( ) ( )
34

2 3 4216 32 32 64 : 3
3

a b a b
−

− − ⎡ ⎤⎛ ⎞Α = + − + + −⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

. 

      Λύση 
      Η παράσταση γίνεται 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

34
2 3 4

34

2 3 42 3

34

2 3 4 4
2 34 5

8 2 15 3 4 3 6 12 12 6

216 32 32 64 : 3
3

1 1 3 1
2 316 2 32 2

1 1 3 1
2 31 12 2

2 2
1 1 1 1 1 1 1 1 .

2 2 2 2 2 2 2 64

a b a b

a b a b

−
− −

− − ⋅

⎡ ⎤⎛ ⎞Α = + − + + −⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤⎛ ⎞= − + − ⋅⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠+ + ⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤
= − + ⋅⎢ ⎥

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎣ ⎦
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= − + = − + = =

 

 
       Πρόβλημα 2  
       Αν οι θετικοί πραγματικοί αριθμοί ,x y  ικανοποιούν την ισότητα 

2 2 204
3

x y xy+ = , 

να βρείτε την τιμή της παράστασης 
2
2

x y
x y
+

Α =
−

. 

      Λύση 

      Από τη σχέση 2 2 204
3

x y xy+ =  λαμβάνουμε: 

( )

( )

22 2

22 2

20 324 2 2 4 2 ,
3 3

20 84 2 2 4 2 0,
3 3

x y x y xy xy x y xy

x y x y xy xy x y xy

+ + ⋅ = + ⇒ + =

+ − ⋅ = − ⇒ − = >
 

οπότε έχουμε: 

( )
( )

2
2

2

32
2 3 4 2 ή 2.82

3

xyx y
x y xy

+
Α = = = ⇔ Α = Α = −

−
 

      Δεύτερος τρόπος 

      Από τη σχέση 2 2 204
3

x y xy+ =  με διαίρεση των δύο μελών με 2y  και την αντικατάσταση 

xu
y

=  λαμβάνουμε: 



2 2
220 20 10 644 0 4 0 0

3 3 3 9
x x u u u
y y

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − = ⇔ − + = ⇔ − − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

10 8 10 8 2ή 6 ή .
3 3 3 3 3

u u u u− = − = − ⇔ = =  

      Για 6xu
y

= =  λαμβάνουμε 6x y= , οπότε : 6 2 2.
6 2

y y
y y
+

Α = =
−

 

      Για 2
3

xu
y

= =  λαμβάνουμε 3 2x y= , οπότε : 3 2.
3

x x
x x
+

Α = = −
−

 

 
      Πρόβλημα 3  
      Να βρείτε τους διψήφιους θετικούς ακέραιους 10 ,n ab a b= = +  όπου ,a b  ψηφία, 0a ≠ ,που 
έχουν την ιδιότητα: 
      Το γινόμενο των ψηφίων τους αυξημένο κατά το τετραπλάσιο του αθροίσματος των ψηφίων 
τους, ισούται με τον αριθμό. 
 
      Λύση 
      Σύμφωνα με την υπόθεση έχουμε την εξίσωση: 

( )4 10ab a b a b+ + = + , 
όπου ,a b  ψηφία, 0a ≠ . Ισοδύναμα έχουμε: 

( ) ( ) ( )( )
( )( )

4 4 10 6 3 0
6 3 6 18 3 6 18

3 6 18.

ab a b a b ab a b
a b b a b

a b

+ + = + ⇔ − + =

⇔ − + − = − ⇔ + − = −

⇔ + − =

 

      Από την τελευταία εξίσωση, δεδομένου ότι 4 3 12a≤ + ≤ , προκύπτει ότι: 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
3,6 6,3 ή 9,2

, 3,3 ή 6,4 ,

a b

a b

+ − =

⇔ =
 

δηλαδή οι αριθμοί που ζητάμε είναι οι 33 και 64. 
 
      Πρόβλημα 4 
      Σε κύκλο κέντρου Ο θεωρούμε δύο χορδές ΑΒ και ΓΔ που είναι κάθετες μεταξύ τους και 
δεν περνάνε από το κέντρο του κύκλου. Οι δύο χορδές τέμνονται στο σημείο Κ, έτσι ώστε να 
είναι ΑΚ > ΚΒ . Έστω Μ το συμμετρικό του Β ως προς κέντρο συμμετρίας το σημείο Κ. Να 
αποδείξετε ότι το σημείο Μ είναι το σημείο τομής των υψών του τριγώνου ΑΓΔ.  
 
      Λύση 
      Έστω ότι η ευθεία ΓΜ τέμνει την πλευρά ΑΔ στο σημείο Ε.  Η  ΓΕ είναι ύψος του τριγώνου 
ΑΓΔ, αν είναι ΓΕ ⊥ ΑΔ  ή ˆ 90ΓΕΔ = . Αρκεί να ισχύει: ˆˆ 90ΕΓΔ +ΓΔΕ = . 
Όμως είναι  
                                                                  ˆ ˆΕΓΔ = ΚΓΒ ,                                                        (1) 
λόγω συμμετρίας ως προς την ευθεία ΓΔ. 
Επίσης έχουμε 
                                                       ˆ ˆ ˆ ˆΓΔΕ = ΓΔΑ = ΓΒΑ = ΓΒΚ , 
αφού οι γωνίες ˆ ˆ,ΓΔΑ ΓΒΑ είναι εγγεγραμμένες στο ίδιο τόξο του κύκλου. Άρα είναι 
                                                                   ˆ ˆΓΔΕ = ΓΒΚ ,                                                       (2) 
ως εγγεγραμμένες στο ίδιο τόξο του κύκλου. 
Με πρόσθεση κατά μέλη των (1) και (2) λαμβάνουμε: 



 
 

0 0ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ180 180 90 90ΕΓΔ + ΔΓΕ = ΚΓΒ+ΓΒΚ = −ΓΚΒ = − = , 
αφού οι γωνίες   ˆΓΒΚ και  ˆΚΓΒ  είναι οι δύο οξείες γωνίες του ορθογώνιου τριγώνου ΓΚΒ. 
Επειδή οι δύο χορδές είναι κάθετες θα είναι και ΑΚ ⊥ ΓΔ , δηλαδή ΑΚ είναι επίσης ύψος του 
τριγώνου ΑΓΔ, οπότε το σημείο Μ είναι το σημείο τομής των υψών του τριγώνου ΑΓΔ. 
  

Α΄ τάξη Λυκείου 
      Πρόβλημα 1  
      Να απλοποιήσετε την αλγεβρική παράσταση 

2
2

2
2

1 1

1 1

m n m
m n

m nn
m n

x y y
y x

y x x
x y

−
+

−
+

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− ⋅ + ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠Α =
⎛ ⎞⎛ ⎞− ⋅ − ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

, 

όπου ,m n  ακέραιοι και ,x y  πραγματικοί αριθμοί με 0, 1 και 1.xy xy xy≠ ≠ ≠ −  
 
      Λύση 

( ) ( )
( )

( ) ( )

2 2
2

22

2 2
2

2 2

2 2 2

2

1 11 1

1 1 1 1

1 1
1

1 1

mm n mn m
m nm n

m n n m nn
m n m n

m n n mn m n m n

m nm m nn m

m n m

x y xy yx y y
y xy x

x y xyy x x x
x y x y

x y x xy y y
y xxy x

xy xy

−−
++

− −
+ +

− − − +

− +−

− −

⎛ ⎞⎛ ⎞ − +⎛ ⎞⎛ ⎞ ⋅− ⋅ + ⋅ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠Α = =
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −⎛ ⎞− ⋅ − ⋅ ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

− ⋅ + ⋅
= ⋅ ⋅

− ⋅

+ −
=

( )
( )

2 2 2 21
1.

1

n n m
n n m m

m n

xy
x y

xy

−
− −

−

⋅ +
⋅ ⋅ =

−

 

          
      Πρόβλημα 2 
      Να βρεθούν οι ακέραιοι αριθμοί α , β  αν γνωρίζετε ότι ισχύουν: 



α β α β− = +   και 3 2 2 3 2 22 37α β α β α β α β+ + − − = . 
 

      Λύση 
      Από την ισότητα 0α β α β− = + ≥  προκύπτει ότι: 

                                             α β α β− = + ( )22α β α β⇔ − = +  

                                                     2 2 2 22 2α αβ β α αβ β− + = + +  

                                   αβ αβ− = ( ) ( )0 και 0 0 και 0 .ήα β α β⇔ ≥ ≤ ≤ ≥   
      Από τη δεύτερη ισότητα λαμβάνουμε: 

( ) ( )
( )( )

3 2 2 3 2 2 2 2

2 2

2 37 2 2 35

2 1 35,

α β α β α β α β α β α β α β

α β α β

+ + − − = ⇔ + + − + + =

⇔ + + − =
 

από την οποία έχουμε ότι ο  2 2 1α β −  είναι ένας από τους παράγοντες του 35, δηλαδή έχουμε: 
2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

1 1 ή 1 5 ή 1 7 ή 1 35
2 ή 0 ή 6 ή 4 ή 8

ή 6 ή 36 ή 34.

α β α β α β α β

α β α β α β α β α β

α β α β α β

− = ± − = ± − = ± − = ±

⇔ = = = = − =

= − = = −

 

Οι αποδεκτές περιπτώσεις, αφού ,α β ∈  και 2 2 0α β ≥ , είναι οι:  
• 2 2 0α β = , η οποία οδηγεί στις λύσεις ( ) ( ) ( ) ( ), 0, 37 ή , 37,0α β α β= − = − . 

• 2 2 36 6α β αβ= ⇔ = −  (αφού ,α β  ετερόσημοι), η οποία οδηγεί στο σύστημα: 

( ) ( ) ( ) ( )
1

, 3,2 ή , 2, 3
6

α β
α β α β

αβ
+ = −⎧ ⎫

⇔ = − = −⎨ ⎬= −⎩ ⎭
. 

       
 
      Πρόβλημα 3 
      Δίνεται τετράγωνο ΑΒΓΔ πλευράς 3α . Πάνω στις πλευρές ΒΓ και ΓΔ λαμβάνουμε σημεία  
Ε και Ζ τέτοια ώστε αΕΓ = ΖΔ = . Τα ευθύγραμμα τμήματα ΒΖ και ΔΕ τέμνονται στο σημείο 
Κ. Αν η ευθεία ΑΚ τέμνει την ευθεία ΕΖ στο σημείο Λ, τότε: 
(α) Να αποδείξετε ότι: ΑΛ ⊥ ΕΖ  
(β) Να υπολογίσετε το μήκος της ΑΛ συναρτήσει του α . 
 
      Λύση 
   (α) Τα ορθογώνια τρίγωνα ΑΔΖ και ΔΕΓ έχουν τις κάθετες πλευρές τους ίσες ( ΑΔ = ΔΓ=3α ,  
ΔZ = ΕΓ = α ). Άρα είναι ίσα και έχουν ˆ ˆZΔΑ = ΕΔΓ . Αν Μ είναι το σημείο τομής ΑΖ και ΔΕ, 
τότε  έχουμε: 

 
0 0

ˆ ˆˆ ˆ

ˆ180 180 90 90 .

ΜΔΖ+ ΔΖΜ = ΔΑΖ+ ΔΖΑ

= −ΑΔΖ = − =
 

Άρα είναι ΕΔ ⊥ ΑΖ  και ομοίως αποδεικνύουμε ότι είναι ΖΒ ⊥ ΑΕ , οπότε το σημείο Κ είναι το 
σημείο τομής των υψών του τριγώνου ΑΕΖ. 
       Άρα θα είναι και  

ήΑΚ ⊥ ΕΖ ΑΛ ⊥ ΕΖ . 
 



 
 
    
(β) Έχουμε ότι                                  

( ) 1 5
2 2

α
ΑΕΖ = ⋅ΕΖ ⋅ΑΛ = ⋅ΑΛ  και 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

2 2 2 3 79 3
2 2
α αα α αΑΕΖ = ΑΒΓΔ − ΑΒΕ − ΕΓΖ − ΑΔΖ = − − − = , 

οπότε λαμβάνουμε: 7 5
5
α

ΑΛ = . 

   
      Πρόβλημα 4 
      Να προσδιορίσετε τριψήφιο θετικό ακέραιο 100 10abc a b c= + + , όπου , ,a b c  ψηφία, 0a > , 
ο οποίος ικανοποιεί την ισότητα: 

( )22 3abc a b c= + +  
                                                
   Λύση 
   Από τη σχέση ( )22 3100 1000abc a b c≤ = + + <  προκύπτει ότι:                     

                                                           2 310 31a b c≤ + + ≤ ,                                            (1) 
   Από τη σχέση (1) , δεδομένου ότι  { }1, 2,...,9a∈  και { }, 0,1, 2,...,9b c∈ , συμπεραίνουμε ότι: 

                                                { } { }0,1, 2,3 και 0,1, 2,3, 4,5c b∈ ∈ .                                 (2) 
   Επιπλέον η δεδομένη ισότητα γίνεται: 

                       ( ) ( )2 22 3 2 3100 10abc a b c a b c a b c= + + ⇔ + + = + + .                  (3) 
   Διακρίνουμε τώρα τις περιπτώσεις: 

• Για 0c =  η εξίσωση (3) γίνεται:  
                                        ( )22100 10a b a b+ = + ,                                           (4) 

      από την οποία για { }0,1, 2,3, 4,5b∈ δεν προκύπτουν ,a b  που την επαληθεύουν. 
      Πράγματι, τα ψηφία ,a b που ικανοποιούν την εξίσωση (4) πρέπει να είναι τέτοια ώστε ο  
      αριθμός 2a b+  να λήγει σε 0. Έτσι πιθανά ζεύγη είναι τα     

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), 9,1 ή 6, 2 ή 1,3 ή 4, 4 ή 5,5a b = , 
      από τα οποία κανένα δεν ικανοποιεί την εξίσωση (4). 

Δ 



• Για 1c =  η εξίσωση (3) γίνεται: 

( )22100 10 1 1a b a b+ + = + + , 

      από την οποία προκύπτει ότι ο αριθμός 2 1a b+ +  πρέπει να λήγει σε 1  ή  9. Έτσι πιθανά  
      ζεύγη είναι τα 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

, 8,0 ή 7,1 ή 9,1 ή 4,2 ή 6,2 ή 1,3

ή 9,3 ή 2,4 ή 4,4 ή 3,5 ή 5,5 ,

a b =
 

      από τα οποία προκύπτει μόνο η λύση ( ) ( ), 4, 4a b =  και ο αριθμός 441abc = . 
• Για 2c =  η εξίσωση (3) γίνεται: 

( )22100 10 2 2a b a b+ + = + + , 
      η οποία είναι αδύνατη, αφού δεν είναι δυνατόν το τετράγωνο ενός ακεραίου να τελειώ-  
      νει σε 2. 
• Για 3c =  η εξίσωση (3) γίνεται: 

( )22100 10 3 3a b a b+ + = + + , 
      η οποία είναι αδύνατη, αφού δεν είναι δυνατόν το τετράγωνο ενός ακεραίου να τελειώ-  
      νει σε 3. 

 

Β΄ τάξη Λυκείου 
      Πρόβλημα 1  
      Να προσδιορίσετε τις τιμές του  πραγματικού αριθμού a  για τις οποίες το σύστημα  

2 2 24 4
2

x y a
ax y a
+ =
− =

 

έχει μία μόνο λύση. 
      Για τις τιμές του a  που θα βρείτε να λύσετε  το σύστημα. 
 
     Λύση 
     Το σύστημα είναι ισοδύναμο με το σύστημα 

              
( ) ( )

2 2 2

2 2 2 2 22 2

224 4
1 4 16 12 02 4 2 4

y ax ay ax ax y a
a x a x aax y a x ax a a

= −= − ⎧ ⎫⎧ ⎫⎧ ⎫+ = ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⇔ ⇔⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬+ − + =− = + − =⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭
. 

Το σύστημα έχει μία μόνο λύση, αν, και μόνον αν, η εξίσωση ( )2 2 2 21 4 16 12 0a x a x a+ − + =  έ-
χει μία διπλή ρίζα, δηλαδή, αν, και μόνον αν, ισχύει: 

( )2 2 3 316 4 3 0 0 ή ή .
2 2

a a a a aΔ = − = ⇔ = = = −  

• Για 0a = , το σύστημα έχει τη λύση ( ) ( ), 0,0 .x y =  

• Για 3
2

a = ±  η εξίσωση ( )2 2 2 21 4 16 12 0a x a x a+ − + =   γίνεται 24 12 9 0x x− + = και έ-

χει τη διπλή ρίζα 3
2

x = , οπότε το σύστημα έχει τη μοναδική λύση ( ) 3 3, ,
2 4

x y
⎛ ⎞

= −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 

αν 3
2

a =  και ( ) 3 3, ,
2 4

x y
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

, αν 3
2

a = − . 

 



      Πρόβλημα 2  
      Έστω 1 2καιS x y z S xy yz zx= + + = + + , όπου , ,x y z∈  τέτοιοι ώστε να ικανοποιούν 
την ισότητα 

( ) ( ) ( )2 2 2 6x y z y z x z x y+ + + + + = . 
(α) Να αποδείξετε ότι:  1 23 6xyz S S= − . 
(β) Να προσδιορίσετε τους αριθμούς , ,x y z , αν είναι 1 3S =  και 2 2S = . 
 
      Λύση 
      (α) Έχουμε 

          
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

2 2 2

2 2 2

2 1 2

6 6

6

3 6 3 6.

x y z y z x z x y x xy xz y yz yx z zx zy

x S yz y S zx z S xy

x y z S xyz xyz S S

+ + + + + = ⇔ + + + + + =

⇔ − + − + − =

⇔ + + − = ⇔ = −

 

      (β) Για 1 3S =  και 2 2S =  έχουμε το σύστημα: 
3 3

2 2
0 0 ή 0 ή 0

x y z x y z
xy yz zx xy yz zx

xyz x y z

+ + = + + =⎧ ⎫ ⎧ ⎫
⎪ ⎪ ⎪ ⎪+ + = ⇔ + + =⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪ ⎪ ⎪= = = =⎩ ⎭ ⎩ ⎭

, 

από το οποίο εύκολα προκύπτουν οι λύσεις  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , 2,1,0 ή 1, 2,0 ή 2,0,1 ή 1,0, 2 ή 0, 2,1 ή 0,1, 2x y z = . 

 
      Πρόβλημα 3 
     Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ με ˆ 90Α = . Αν ΑΔ είναι ύψος του τριγώνου και 1 2 3, ,Κ Κ Κ  
είναι τα κέντρα των εγγεγραμμένων κύκλων των τριγώνων ΑΒΔ, ΑΓΔ, ΑΒΓ, αντίστοιχα, να 
αποδείξετε ότι 3 1 2ΑΚ = Κ Κ . 
 
       Λύση           
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
      Τα σημεία 1 3καιΚ Κ  βρίσκονται πάνω στη διχοτόμο της γωνίας Β̂ , ενώ τα σημεία 

2 3καιΚ Κ  βρίσκονται πάνω στη διχοτόμο της γωνίας Β̂ . Έτσι έχουμε 

0 0
3

ˆ ˆˆ 180 180 45 135
2

⎛ ⎞Β +Γ
ΒΚ Γ = − = − =⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

      Ομοίως λαμβάνουμε  

1 3
ˆ ˆ135 και 135ΒΚ Α = ΓΚ Α = . 

      Άρα έχουμε 

Ε 

Α

Β 
Δ 

3Κ
Ζ

1Κ   2Κ
Γ



0
1 3 3 1 3 2 3 2

ˆ ˆ ˆ ˆ 45Κ Κ Ε = Κ Κ Ε = Κ Κ Ζ = ΖΚ Κ = , 
ως παραπληρώματα κάποιας  γωνίας 0135 .  Επομένως τα τρίγωνα  3 3 1,ΑΕΚ Κ ΕΚ  και 3 2Κ ΖΚ  
είναι ορθογώνια ισοσκελή, οπότε το σημείο 3Κ  είναι ορθόκεντρο του τριγώνου 1 2ΑΚ Κ . 
            Τα ορθογώνια τρίγωνα 3 2 1καιΑΚ Ε Κ ΕΚ  είναι ίσα, γιατί έχουν 3 1ΕΚ = ΕΚ  και 

1 2 3
ˆˆΚ Κ Ε = ΕΑΚ , αφού έχουν τις πλευρές τους κάθετες. Άρα  είναι 3 1 2ΑΚ = Κ Κ  

 
 
  Πρόβλημα  4. 
      Να προσδιορίσετε την τιμή του ακέραιου αριθμού  , 1 30k k< <  και μη σταθερό πολυώνυμο 
( )P x  με πραγματικούς συντελεστές, έτσι ώστε να ισχύει: 

                                      ( ) ( ) ( ) ( )3 1 ,x k P x k x P x− = −  για κάθε x∈ . 
        
      Λύση 
      Έστω ( ) 1

1 1 0... , 0, 1n n
n n nP x a x a x a x a a n−

−= + + + + ≠ ≥  το ζητούμενο πολυώνυμο. Τότε εξι-
σώνοντας τους συντελεστές των μεγιστοβάθμιων όρων των δύο μελών της δεδομένης ισότητας 
πολυωνύμων, λαμβάνουμε 

3 3 .n n
n na ka k= ⇔ =  

      Επειδή είναι 1 30k< <  οι μόνες δυνατές τιμές του n  είναι οι 1 ή 2 ή 3n n n= = = . 
      Έτσι η δεδομένη ισότητα γίνεται:       
                                      ( ) ( ) ( ) ( )3 3 3 1 ,n nx P x x P x− = −  για κάθε x∈ .                          (1) 

      Για 1n =  η (1) γίνεται ( ) ( ) ( ) ( )3 3 3 1 ,x P x x P x− = −  για κάθε x∈ , από την οποία για 

1x =  προκύπτει ( )3 0P = . Άρα είναι ( ) ( )1 3P x a x= − . 

      Για 2n =  η (1) γίνεται ( ) ( ) ( ) ( )2 23 3 3 1 ,x P x x P x− = −  για κάθε x∈ , από την οποία για  

προκύπτει ( )3 0P =  και ( )9 0P = . Άρα είναι ( ) ( )( )2 3 9P x a x x= − − . 

      Για 3n =  η (1) γίνεται ( ) ( ) ( ) ( )3 33 3 3 1 ,x P x x P x− = −  για κάθε x∈ , από την οποία για  

προκύπτει ( )3 0P = , ( )9 0P =  και ( )27 0P = . Άρα είναι ( ) ( )( )( )3 3 9 27 .P x a x x x= − − −  

 

 

 

 

 

 

 

 



Γ΄ τάξη Λυκείου     
      Πρόβλημα 1 
      Να προσδιορίσετε τις τιμές της παραμέτρου m  για τις οποίες το εμβαδόν του τριγώνου που 
ορίζεται από τις γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων ( ) 3 6f x x= − +  , ( ) ,g x mx m= ∈  
και τον άξονα των x  ισούται με 3. 
 
      Λύση 
     
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   
      Από το σύστημα , 3 6y mx y x= = − +  προκύπτει ότι οι συντεταγμένες του σημείου Μ είναι 

6 6,
3 3

m
m m

⎛ ⎞
⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

, οπότε έχουμε: 

                 ( ) 1 6 6 6E 2 3 3 ή 3 3ή 1.
2 3 3 3

m m m m m
m m m

ΟΑΜ = ⋅ ⋅ = ⇔ = = − ⇔ = = −
+ + +

 

 
 
      Πρόβλημα 2  
      Έστω H  το ορθόκεντρο και O το περίκεντρο οξυγωνίου τριγώνουABΓ. Έστω ακόμη 
Δ, Ε και Ζ  τα μέσα των πλευρών του ΒΓ, ΑΓ και ΑΒ, αντίστοιχα. Θεωρούμε τα σημεία 

1 1 1, καιΔ Ε Ζ  έτσι ώστε: 1 λΟΔ = ⋅ΟΔ ,  1 λΟΕ = ⋅ΟΕ  και 1 λΟΖ = ⋅ΟΖ , με 1.λ > . Ο κύκλος 
Cα  που έχει κέντρο το σημείο 1Δ  και διέρχεται από το  H  τέμνει την ευθεία   ΒΓ  στα σημεία 

1Α  και 2Α . Όμοια,  οι κύκλοι ( ) ( )1 1 1 1, και ,C Cβ γΕ Ε Η Ζ Ζ Η  ορίζουν τα σημεία 1B , 2B  και 

1Γ , 2Γ  στις ευθείες ΑΓ και ΑΒ, αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι τα σημεία 1 2 1 2 1, , , ,Α Α Β Β Γ  
και 2Γ  είναι ομοκυκλικά. 
 
      Λύση 
      Έστω Η  το ορθόκεντρο του τριγώνου ΑΒΓ . Επειδή  τα σημεία , ,Δ Ε Ζ  είναι τα μέσα των 
πλευρών του ΒΓ , ΑΓ  και ΑΒ  αντίστοιχα, τα τρίγωνα  ΑΒΓ  και ΔΕΖ   έχουν τις πλευρές τους 
παράλληλες. Τα τρίγωνα ΔΕΖ  και 1 1 1Δ Ε Ζ  έχουν επίσης τις πλευρές τους παράλληλες, γιατί    

1 λΟΔ = ⋅ΟΔ ,  1 λΟΕ = ⋅ΟΕ  και 1 λΟΖ = ⋅ΟΖ . 
      Η 1 1Δ Ζ  είναι μεσοκάθετη  της κοινής χορδής ΚΗ των κύκλων Cα  και Cγ . Επειδή η 1 1Δ Ζ  
είναι παράλληλη με την ΑΓ , έπεται ότι ΚΗ ⊥ ΑΓ . 
      Επειδή όμως  ισχύει και ότι ΒΗ ⊥ ΑΓ  καταλήγουμε στο συμπέρασμα, ότι τα σημεία 

, ,Β Κ Η  είναι συνευθειακά. 

Μ

( )2,0Α

Ο x

y

y= mx



      Με όμοιο τρόπο, αν ΜΗ, ΛΗ είναι η κοινή χορδή των κύκλων Cβ , Cγ  και Cα , Cβ , αντί-
στοιχα, καταλήγουμε  στο συμπέρασμα ότι τα σημεία , ,Α Μ Η  και τα σημεία , ,Γ Λ Η είναι συ-
νευθειακά. 
 
 

 
       
      Από τη δύναμη του σημείου Β  ως προς τους κύκλους αC  και γC , έχουμε: 

1 2 1 2ΒΚ ⋅ΒΓ = ΒΑ ⋅ΒΑ = ΒΓ ⋅ΒΓ , 
οπότε τα σημεία 1 2 1 2, , ,Α Α Γ Γ  είναι ομοκυκλικά στο κύκλο  με κέντρο το Ο , που είναι το ση-
μείο τομής των μεσοκαθέτων των τμημάτων 1 2Α Α  και 1 2Γ Γ . 
      Όμοια εργαζόμαστε και με τα άλλα ζευγάρια σημείων, οπότε τα σημεία 1 2 1 2 1, , , ,Α Α Β Β Γ  
και 2Γ  βρίσκονται σε κύκλο κέντρου Ο. 
 
      Πρόβλημα 3 
      Να προσδιορίσετε την τιμή του θετικού ακέραιου k  και μη σταθερό πολυώνυμο ( )P x , n  
βαθμού, με πραγματικούς συντελεστές, έτσι ώστε να ισχύει: 
                                      ( ) ( ) ( ) ( )3 1 ,x k P x k x P x− = −  για κάθε x∈ . 
 
      Λύση 
      Έστω ( ) 1

1 1 0... , 0, 1n n
n n nP x a x a x a x a a n−

−= + + + + ≠ ≥ , το ζητούμενο πολυώνυμο. Τότε εξι-
σώνοντας τους συντελεστές των μεγιστοβάθμιων όρων των δύο μελών της δεδομένης ισότητας 
πολυωνύμων, λαμβάνουμε 

3 3 .n n
n na ka k= ⇔ =  

      Έτσι η δεδομένη ισότητα γίνεται:       
                                      ( ) ( ) ( ) ( )3 3 3 1 , 1,n nx P x x P x n− = − ≥  για κάθε x∈ .                       (1) 

      Από την (1) για 1x =  προκύπτει ότι ( )3 0P = , οπότε στη συνέχεια για 3x =  προκύπτει 

( )23 0P = . Συνεχίζοντας έτσι λαμβάνουμε τις σχέσεις ( )3 0,kP =  για 3,... 1k n= − . 



      Επίσης από την (1) για 3nx =  λαμβάνουμε: 
( ) ( ) ( )0 3 3 1 3 0 3 0.n n n nP P= − = ⇔ =  

      Άρα το ζητούμενο πολυώνυμο n  βαθμού έχει τις n  ρίζες 3 , 1,2,...,k k n= , οπότε  

( ) ( )( ) ( )23 3 3 , .n
n nP x a x x x a= − − ⋅⋅⋅ − ∈  

       
   .  Πρόβλημα 4 
      Δίνεται η συνάρτηση :f →  με πεδίο ορισμού και σύνολο τιμών, το σύνολο των πραγ-
ματικών αριθμών ( )( )f = . Αν για οποιουσδήποτε πραγματικούς αριθμούς ,x y  ισχύει η 
σχέση:  

                                       ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )f f f x f y f x f f y− = − ,                                (1) 
να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f , είναι περιττή. 
 
      Λύση 
      Θέτουμε στη δεδομένη σχέση όπου y  το )x(f  και έχουμε: 

( ) ( )( ) ( )( ))x(fff)x(f)x(ff)x(fff −=−  
( )( )(0) ( ) ( )f f x f f f x⇔ = −  

( )( )( ) ( ) (0)f f f x f x f⇔ = −  

                                              ( ) ( ) ( ) (0)f f f x f x f⇔ = −                                    (2) .  
 
      Από τη σχέση (2)  έχουμε τις ισότητες 

( ) ( )
( ) ( ) ⎭

⎬
⎫

−=
−=

)0(f)x(ff)x(ffff
)0(f)x(ff)x(ffff

, 

από τις οποίες προκύπτει ότι: 
                                                 ( ) ( ) )0(f)x(ff)0(f)x(ff −=− .                                   (3)   
      Από την (3)  για 0x =  παίρνουμε: 

( ) ( ) )0(f)0(ff)0(f)0(ff −=−  
( )(0) (0) (0)f f f f⇔ = −  

                                                      ( )(0) 2 (0)f f f⇔ =                                                (4). 
      Από τη σχέση (1)  για 0yx ==  και σε συνδυασμό με τη σχέση  (4), έχουμε: 

( )( ) ( ))0(ff)0(f)0(f)0(fff −=−  
( )2 (0) (0) (0) 2 (0)f f f f f⇔ − = −  

                                                     ( )(0) (0)f f f⇔ = −                                                (5). 
      Από τις σχέσεις  (4)  και  (5) έχουμε: 0)0(f = . 
      Αν τώρα στη σχέση (1)  θέσουμε 0x =  καταλήγουμε στη σχέση: 

( )( ) ( ))y(ff)0(f)y(f)0(fff −=−  
( ) ( )( ) ( )f f y f f y⇔ − = − . 

      Επειδή όμως σύνολο τιμών της συνάρτησης f  είναι το , έπεται ότι για κάθε  x∈  θα 
υπάρχει ένα τουλάχιστον y∈  τέτοιο,  ώστε x)y(f = . 
      Άρα  έχουμε )x(f)x(f −=− ,  για κάθε  x∈ , δηλαδή η συνάρτηση f  είναι περιττή. 
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ΕΝΔΕΙΚΤΙΚΕΣ ΛΥΣΕΙΣ 

 
B΄ Γυμνασίου 

       
Πρόβλημα 1  
(α) Να υπολογίσετε την τιμή της παράστασης 

2010 2009 2008 2010 2008Α = − ⋅ + ⋅ . 
(β) Να συγκρίνετε τους αριθμούς 

2
2

3 1 2 2 1 1 1 202 : και
8 2 3 3 2 11 3 9
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞Β = ⋅ − − Γ = − ⋅ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

Λύση 
(α) Χρησιμοποιώντας την επιμεριστική ιδιότητα λαμβάνουμε: 

( )2010 2009 2008 2010 2008 2010 2008 2010 2009
2010 2008 1 2010 2008 4018.

Α = − ⋅ + ⋅ = + ⋅ −

= + ⋅ = + =
 

(β) Έχουμε 
23 1 2 2 3 1 3 2 3 3 2 3 48 9 8 3 31 312 : 4 4

8 2 3 3 8 2 2 3 8 4 3 8 12 8 12 32
− − ⋅⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞Β = ⋅ − − = ⋅ − ⋅ − = ⋅ − − = ⋅ = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⋅⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2

1 1 1 20 9 1 20 9 21 21
2 11 3 9 22 9 9 22 9 22

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞Γ = − ⋅ + = ⋅ + = ⋅ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. 

Επειδή ισχύει ότι: 
31 21 31 22 32 21 682 672 10 0
32 22 32 22 32 22 32 22

⋅ − ⋅ −
Β−Γ = − = = = >

⋅ ⋅ ⋅
, 

έπεται ότι είναι Β > Γ . 
 
Πρόβλημα 2  
Ο τριψήφιος θετικός ακέραιος 100 10 , 0,x αβγ α β γ α= = + + ≠  έχει άθροισμα ψηφίων 10. Αν 
εναλλάξουμε το ψηφίο των εκατοντάδων με το ψηφίο των μονάδων του, τότε προκύπτει ακέ-
ραιος μικρότερος από τον x  κατά 297. Ποιες είναι οι δυνατές τιμές του x ; 
 
Λύση 
Ο ακέραιος που προκύπτει μετά την εναλλαγή των ψηφίων των εκατοντάδων και μονάδων είναι 
ο 100 10y γ β α= + +  και, σύμφωνα με την υπόθεση του προβλήματος, ισχύει ότι: 

( ) ( )
( )

297 100 10 100 10 297

99 297 3.

x y α β γ γ β α

α γ α γ

− = ⇔ + + − + + =

⇔ − = ⇔ − =
 



Άρα οι δυνατές τιμές για τα ψηφία καια γ  είναι: 
3, 0 ή 4, 1 ή 5, 2 ή 6, 3 ή 7, 4 ή 8, 5 ή 9, 6α γ α γ α γ α γ α γ α γ α γ= = = = = = = = = = = = = = . 

Επειδή από την υπόθεση δίνεται ότι 10α β γ+ + = , οι ζητούμενοι ακέραιοι x αβγ=  είναι οι: 
370, 451, 532, 613.  

 
Πρόβλημα 3 
 Ορθογώνιο ΑΒΓΔ έχει πλάτος xΑΒ = μέτρα και μήκος yΒΓ = μέτρα, το οποίο είναι διπλάσιο 
του πλάτους του. Αν αυξήσουμε το πλάτος του κατά 25%, να βρείτε πόσο επί τα εκατό πρέπει 
να ελαττώσουμε το μήκος του, ώστε το εμβαδόν του να μείνει αμετάβλητο. 
 
Λύση  

Μετά την αύξηση κατά 25% το πλάτος του ορθογωνίου γίνεται 1
25 125 5
100 100 4

x x xx x= + = = . 

Έστω ότι πρέπει να ελαττώσουμε το μήκος του ορθογωνίου κατά %α , έτσι ώστε να μείνει το 
εμβαδό του αμετάβλητο. Τότε το μήκος του θα γίνει: 

( ) ( )
1

100 100 2
100 100 100

y xyy y
α αα − − ⋅

= − = = , 

ενώ θα ισχύει η ισότητα 
( ) 2 2

1 1

2

100 25 1002 2 2
4 100 80

100 1001 2 0 1 0 (αφού 0)
80 80

80 100 0 20.

xxxy x y x x x x

x x

α α

α α

α α

− ⋅ −
= ⇔ ⋅ = ⋅ ⇔ = ⋅

− −⎛ ⎞⇔ − ⋅ = ⇔ − = ≠⎜ ⎟
⎝ ⎠

⇔ − + = ⇔ =

 

Άρα πρέπει να ελαττώσουμε το μήκος του ορθογωνίου κατά 20%. 
 
Πρόβλημα 4.  
 Στο διπλανό σχήμα το τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι ρόμβος πλευράς α  και το τρίγωνο ΓΕΖ είναι 
ισόπλευρο πλευράς α .Τα σημεία Ε και Ζ βρίσκονται πάνω στις πλευρές ΑΒ και ΑΔ, αντίστοι-
χα. Να βρείτε τις γωνίες του ρόμβου ΑΒΓΔ. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                 
                                                                Σχήμα 1                                                             
Λύση 
Επειδή είναι ΒΓ = ΓΕ = α, το τρίγωνο ΒΓΕ είναι ισοσκελές και έχει: 
                                                                    1

ˆ ˆΒ = Ε                                                       (1) 
Επειδή είναι ΑΒ ΓΔ  και η ΕΓ είναι τέμνουσα των ΑΒ και ΓΔ έχουμε ότι: 
                                                     1 2 3 3

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ60Ε = ΕΓΔ = Γ +Γ = +Γ ,                               (2) 

Β 

Α 
Δ

Ζ

1 

1 

 
 3

Γ 

Ε 
2



αφού κάθε γωνία ισόπλευρου τριγώνου είναι 60 . 
Επίσης από τα ισοσκελή  τρίγωνα ΒΓΕ και ΓΖΔ με ίσες πλευρές ΒΓ = ΓΖ=α, ΓΕ = ΓΔ = α , 
προκύπτει ότι: 
                                                   0 0

1 3
ˆˆ ˆ ˆ180 2 180 2Γ = − Β = − Δ = Γ ,                               (3) 

αφού οι απέναντι γωνίες ρόμβου είναι ίσες,   
Από την παραλληλία των πλευρών ΑΒ και ΓΔ έχουμε 

( )
0 0

1 1

0
1 1

0 0 0
1 1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ180 180 (λόγω της (1) )
ˆ ˆ2 60 180 (λόγωτης (2))

ˆ ˆ3 120 180 20 .

Β+Γ = ⇔ Ε +Γ +ΕΓΔ =

⇔ Γ + ⋅ + Γ =

⇔ ⋅Γ + = ⇔ Γ =

 

Άρα είναι: 
0 0

0180 20ˆ 80
2
−

Β = = , 0ˆ ˆ 80Δ = Β =  και 0 0 0ˆ ˆ 180 80 100 .Α = Γ = − =  

 
Γ΄ Γυμνασίου       

Πρόβλημα 1  
Έστω  ο ακέραιος  

( ) ( ) ( ) ( )2 3 41 1 1 1 ,ν ν ν ν ν⎡ ⎤Α = − + − + − + − ⋅⎣ ⎦ όπου ν θετικός ακέραιος.  

Αν ο Α είναι διαιρέτης του 24, να βρείτε τις δυνατές τιμές του ν . 
 
Λύση 
Έχουμε 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

2 3 4 31 1 1 1 1 1 1 1

4 , αν άρτιος
2 2 1

0, αν περιττός.

νν ν ν ν ν

ν

ν ν

ν ν
ν

ν

⎡ ⎤⎡ ⎤Α = − + − + − + − ⋅ = − + + − + ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎧⎡ ⎤= + ⋅ − ⋅ = ⎨⎣ ⎦ ⎩

 

Επειδή ο ακέραιος Α είναι διαιρέτης του 24, έπεται ότι: 
•  0Α ≠ , οπότε ο ν  δεν μπορεί να είναι περιττός. 
• Ο θετικός ακέραιος 4 , όπουν νΑ =  άρτιος θετικός ακέραιος, ανήκει στο σύνολο των 

άρτιων θετικών διαιρετών του 24, δηλαδή είναι: 

                       

{ }4 2,4,6,8,12,24 , όπου άρτιος θετικός ακέραιος,

1 3,1, , 2,3,6 ,όπου άρτιος θετικός ακέραιος,
2 2

2 ή 6.

ν ν

ν ν

ν ν

∈

⎧ ⎫⇔ ∈⎨ ⎬
⎩ ⎭

⇔ = =

  

Άρα οι δυνατές τιμές του ν  είναι το 2 και το 6. 
 
Πρόβλημα 2  
Υπάρχει διψήφιος  θετικός ακέραιος 10 ,N ab a b= = +  όπου ,a b  ψηφία με 0a ≠ , που ισού-
ται με το γινόμενο των ψηφίων του ελαττωμένο κατά το άθροισμα των ψηφίων του;       
 
Λύση 
Ο ζητούμενος  διψήφιος θετικός ακέραιος 10 ,N ab a b= = +  όπου ,a b  ψηφία με 0a ≠ , ικα-
νοποιεί την εξίσωση 

( ) ( )10 11 2 11 2 .a b ab a b a ab b b a b+ = − + ⇔ = − ⇔ − = −  



Η τελευταία εξίσωση δεν είναι δυνατόν να ισχύει, γιατί ο όρος ( )11 b a−  του πρώτου μέλους εί-
ναι θετικός, ενώ ο όρος του δευτέρου μέλους είναι μικρότερος ή ίσος με το μηδέν.  Άρα δεν υ-
πάρχει ο ζητούμενος διψήφιος θετικός ακέραιος. 
 
Πρόβλημα 3  
Να υπολογίσετε το άθροισμα: 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 21 2 3 4 5 6 7 8 997 998 999 1000S = − − + + − − + + ⋅⋅⋅+ − − + .       
 
Λύση 
Παρατηρούμε ότι το άθροισμα S  είναι άθροισμα 250 αθροισμάτων της μορφής 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 24 1 4 2 4 3 4 4 , για 0,1,2,3,..., 249kS k k k k k= + − + − + + + = . 
Όμως έχουμε 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2

2 2 2 2

4 1 4 2 4 3 4 4

16 8 1 16 16 4 16 24 9 16 32 16
4, για κάθε 0,1, 2,3,..., 249.

kS k k k k

k k k k k k k k
k

= + − + − + + +

= + + − − − − − − + + +
= =

 

Άρα έχουμε 
0 1 249... 4 4 ...4 250 4 1000S S S S= + + + = + + = ⋅ =  

 
Πρόβλημα 4  
Στο παρακάτω σχήμα δίνεται ότι: το σημείο Δ είναι το μέσο της πλευράς βΑΓ =  του τριγώνου  
ΑΒΓ , ˆ 90 ,ΔΑΕ =  η ΔΕ είναι κάθετη προς τη ΒΓ , ˆ ˆ θΑΔΕ = ΓΔΖ =  και 0ˆ 30ΓΖΔ = . 
(i)   Να βρείτε τη γωνία θ .                                                                                              
(ii)  Να υπολογίσετε το μήκος του ευθύγραμμου τμήματος ΕΖ  συναρτήσει του β .     

 
Σχήμα 2 

Λύση 
(i) Έστω ότι η ευθεία ΔΕ τέμνει τη ΒΓ στο σημείο Η. Τότε θα είναι 

ˆ θΗΔΓ =  (ως κατά κορυφή) και ˆ ˆ ˆ 2θΗΔΖ = ΗΔΓ +ΓΔΖ = , 
οπότε από το τρίγωνο ΗΔΖ έχουμε: 

0 0 090 2 30 180 30θ θ+ + = ⇔ =  
 



(ii) Το τρίγωνο ΗΕΖ είναι ορθογώνιο με υποτείνουσα ΕΖ, οπότε για τον υπολογισμό της ΕΖ θα 
χρησιμοποιήσουμε το Πυθαγόρειο θεώρημα. Πρέπει όμως να έχουμε υπολογίσει τις κάθετες 
πλευρές ΗΖ και ΗΕ συναρτήσει του β . 

Από το τρίγωνο ΗΔΓ που είναι ορθογώνιο στο Η με 
2
β

ΓΔ =  και έχει 0ˆ 30θΗΔΓ = = λαμβά-

νουμε: 
0 03 3 130 και 30

2 2 4 2 2 4
β β β βσυν ημΗΔ = ΔΓ ⋅ = ⋅ = ΗΓ = ΔΓ ⋅ = ⋅ = . 

 Διαφορετικά, θα μπορούσαμε να υπολογίσουμε τα μήκη των ΗΔ και ΗΓ από το ορθογώνιο τρί-
γωνο ΗΔΓ με  0ˆ 30θΗΔΓ = = , οπότε η κάθετη πλευρά που βρίσκεται απέναντι από την οξεία 

γωνία των 030  θα ισούται με το μισό της υποτείνουσας , δηλαδή είναι 
4
β

ΗΓ =  και στη συνέ-

χεια από το Πυθαγόρειο θεώρημα υπολογίζουμε και την πλευρά   3
4

β
ΗΔ = .     

Το τρίγωνο ΓΔΖ  είναι ισοσκελές ( 0ˆˆ 30ΓΖΔ = ΓΔΖ = ), οπότε θα είναι 
2
β

ΓΖ = ΓΔ =   και 

3
4 2 4
β β β

ΗΖ = ΗΓ+ΓΖ = + = . 

Επιπλέον, από το ορθογώνιο τρίγωνο ΑΔΕ με ˆ 90ΔΑΕ = , 0ˆ 30ΑΔΕ = και 
2
β

ΑΔ = , έχουμε: 

0

/ 2 3
30 33 / 2 3

β β β
συν
ΑΔ

ΔΕ = = = = , 

οπότε θα είναι  
3 3 7 3

4 3 12
β β β

ΗΕ = ΗΔ + ΔΕ = + = . 

Επομένως, από το Πυθαγόρειο θεώρημα στο τρίγωνο ΗΕΖ με ˆ 90Η =  έχουμε: 
2 2

2 2 7 3 3 57
12 4 6
β β β⎛ ⎞ ⎛ ⎞ΕΖ = ΗΕ +ΗΖ = + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

. 

 
Α΄ Λυκείου 

Πρόβλημα 1  
 (i)  Να βρείτε τις τιμές του ρητού αριθμού α , για τις οποίες ο αριθμός 3αΑ =  είναι ρητός.       

(ii) Να αποδείξετε ότι ο αριθμός ( )2
1 3Β = +  είναι άρρητος. 

                                                                                                                                          
Λύση 
(i) Για 0α =  είναι 0,Α =  ρητός. Έστω 0α ≠ . Αν ήταν ο 3αΑ =  ρητός, τότε ο αριθμός  

 3
α
Α
= , θα ήταν επίσης ρητός, ως πηλίκο δύο ρητών αριθμών, που είναι άτοπο. 

Επομένως, ο αριθμός Α είναι ρητός μόνο για 0α = . 

(ii) Έχουμε ( )2
1 3 4 2 3Β = + = + . Αν ο αριθμός Β ήταν ρητός, τότε ο αριθμός 4 2 3Β− =  

θα ήταν επίσης ρητός, ως διαφορά δύο ρητών, το οποίο είναι άτοπο, σύμφωνα με το (i). 
 
 



Πρόβλημα 2 
Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 

1 2x x xα+ − = , 
έχει, για κάθε τιμή της παραμέτρου α ∈ , μία τουλάχιστον πραγματική λύση. 
Για ποιες τιμές του α  η εξίσωση έχει δύο διαφορετικές μεταξύ τους πραγματικές λύσεις; 
 
Λύση 
Επειδή στην εξίσωση εμφανίζεται η απόλυτη τιμή του αγνώστου x  διακρίνουμε δύο περιπτώ-
σεις: 
(i) Έστω 0x ≥ . 
Τότε ισχύει x x=  και η δεδομένη εξίσωση είναι ισοδύναμη με το σύστημα: 

                                       

( )1 2 , 0 1 1, 0

1 , αν 1
1

αδύνατο, αν 1.

x x x x x x

x

α α

α
α

α

+ − = ≥ ⇔ + = ≥

⎧ = > −⎪⇔ +⎨
⎪ ≤ −⎩

 

(ii) Έστω 0x < . 
Τότε ισχύει x x= −  και η δεδομένη εξίσωση είναι ισοδύναμη με το σύστημα: 

                                       

( )1 2 , 0 3 1, 0

1 , αν 3
3

αδύνατο, αν 3.

x x x x x x

x

α α

α
α

α

+ + = < ⇔ − = <

⎧ = <⎪⇔ −⎨
⎪ ≥⎩

 

Επομένως, για κάθε τιμή της παραμέτρου α ∈ , η εξίσωση έχει μία τουλάχιστον πραγματική 
λύση. Η εξίσωση έχει 2 πραγματικές λύσεις διαφορετικές μεταξύ τους, αν ισχύει: 1 3α− < < . 

Πράγματι, για 1 3α− < <  η εξίσωση έχει τις λύσεις 1
1 0

3
x

α
= <

−
 και 2

1 0
1

x
α

= >
+

 που είναι 

διαφορετικές μεταξύ τους. 
 
Πρόβλημα 3  
Δίνεται τρίγωνο ABC  εγγεγραμμένο σε κύκλο  ( , )C O R  και έστω 1 1 1, ,A B C  τα αντιδιαμετρικά 
σημεία των κορυφών του , ,A B C . Στις ευθείες που ορίζουν οι πλευρές , ,BC AC AB  θεωρούμε 
τα σημεία 2 2 2, ,A B C  αντίστοιχα και έστω 1(ε )  η ευθεία που ορίζουν τα σημεία 1 2,A A , 2(ε )  η 
ευθεία που ορίζουν τα σημεία 1 2,B B  και 3(ε )  η ευθεία που ορίζουν τα σημεία 1 2,C C . 
Έστω ακόμη 1(δ )  η παράλληλη ευθεία που φέρουμε από το σημείο A  προς την 1(ε ) , 2(δ )  η 
παράλληλη ευθεία που φέρουμε από το σημείο B  προς την 2(ε )  και 3(δ )  η παράλληλη ευθεία 
που φέρουμε από το σημείο C  προς την 3(ε ) . Να αποδείξετε ότι οι ευθείες 1(ε ) , 2(ε )  και 3(ε )  
συντρέχουν (περνάνε από το ίδιο σημείο), αν, και μόνο αν, οι ευθείες  1(δ ) , 2(δ )  και 3(δ )  συ-
ντρέχουν 
 
Λύση 
Οι ευθείες 1(ε )  και 1(δ )  είναι συμμετρικές ως προς το κέντρο O  του περιγεγραμμένου κύκλου 
του τριγώνου ABC , αφού το O  είναι μέσο της 1AA . 
Οι ευθείες 2(ε )  και 2(δ )  είναι συμμετρικές ως προς το κέντρο O  του περιγεγραμμένου κύκλου 
του τριγώνου ABC , αφού το O  είναι μέσο της 1BB . 



Οι ευθείες 3(ε )  και 3(δ )  είναι συμμετρικές ως προς το κέντρο O  του περιγεγραμμένου κύκλου 
του τριγώνου ABC , αφού το O  είναι μέσο της 1CC . 
Σύμφωνα με τη θεωρία, αν περιστρέψουμε μία ευθεία κατά 0180  γύρω από το κέντρο συμμε-
τρίας, τότε αυτή θα συμπέσει με τη συμμετρική της ευθεία , ως προς κέντρο το σημείο O . Επο-
μένως, οι ευθείες  1(ε ) , 2(ε )  και 3(ε )  συντρέχουν, έστω στο σημείο K , αν, και μόνο αν, οι ευ-
θείες 1(δ ),  2(δ )  και 3(δ )  συντρέχουν στο σημείο K ′ , που είναι το συμμετρικό του σημείου K  
ως προς το σημείο O . 
 

 
 

Σχήμα 3 
 
Παρατήρηση 
Το σημείο K  ταυτίζεται με το ορθόκεντρο του τριγώνου ABC , αν, και μόνο αν, τα σημεία 

222 C,B,A  είναι τα μέσα των πλευρών AB,AC,BC  αντίστοιχα. 
Στη περίπτωση αυτή μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε τη γνωστή πρόταση: 
“Τα συμμετρικά του ορθοκέντρου ως προς τα μέσα των πλευρών τριγώνου, βρίσκονται επάνω στο 
περιγεγραμμένο του κύκλο και είναι αντιδιαμετρικά των κορυφών του” 
 
Πρόβλημα 4  
Οι πραγματικοί αριθμοί ,x y  και z ικανοποιούν τις ισότητες: 

3 3 3

2 2 3

26
6 .

x y z
x y xy z
− =

− =
 

(α) Να εκφράσετε τους ,x y  συναρτήσει του z .                                                            
(β) Αν επιπλέον ισχύει ότι 2 3 8x y z+ + = , να βρείτε τους πραγματικούς αριθμούς ,x y  και z . 
 
Λύση 
Πολλαπλασιάζουμε την δεύτερη ισότητα επί 3 και την αφαιρούμε από την πρώτη, οπότε λαμβά-
νουμε  

                                               ( )3 38 2x y z x y z− = ⇔ − = .                                        (1) 
Τότε η δεύτερη ισότητα γίνεται: 



                                                            32 6zxy z= ,                                                               (2) 
οπότε διακρίνουμε δύο περιπτώσεις: 
(i) Έστω 0z ≠ . 
Τότε η (2) είναι ισοδύναμη με την σχέση 
                                                              23xy z= ,                                                                (3) 
Από τις (1) και (3), προκύπτει η σχέση 
                                  ( ) 2 2 22 3 2 3 0 3 ήx x z z x zx z x z x z− = ⇔ − − = ⇔ = = − , 
οπότε θα είναι 
                                                          3 , ή , 3x z y z x z y z= = = − = − . 
(ii) Για 0z =  οι δύο πρώτες εξισώσεις γίνονται: 

( )( )
( )

2 2 0
0 ή 0

0

x y x xy y
x y x y

xy x y

⎧ ⎫− + + =⎪ ⎪⇔ − = = =⎨ ⎬
− =⎪ ⎪⎩ ⎭

, 

οπότε προκύπτει ότι: 
,x y= ανεξάρτητα από το z . 

 
(β) Για 3 ,x z y z= =  η εξίσωση 2 3 8x y z+ + =  γίνεται 8 8 1z z= ⇔ = , οπότε έχουμε ότι 
( ) ( ), , 3,1,1x y z = , ενώ για , 3x z y z=− =− , η εξίσωση γίνεται 4 8 2,z z− = ⇔ =−  οπότε έχουμε ότι 

( ) ( ), , 2,6, 2x y z = − .   
Για 0z = , είναι x y= , οπότε από την εξίσωση 2 3 8x y z+ + =  προκύπτει ότι        

( ) 8 8, , , ,0
3 3

x y z ⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

 

Β΄ Λυκείου 
Πρόβλημα 1  
 Να προσδιορίσετε όλες τις τριάδες ( ), ,x y z  πραγματικών αριθμών που είναι λύσεις του συστή-
ματος: 

3 3 3

2 2 3

65
20

2 10.

x y z
x y xy z
x y z

+ =

+ =
− + =

                                                                                     

Λύση 
Πολλαπλασιάζουμε την δεύτερη εξίσωση επί 3 και την προσθέτουμε στην πρώτη, οπότε λαμβά-
νουμε την εξίσωση 

                                               ( )3 3125 5x y z x y z+ = ⇔ + = .                                        (1) 
Τότε η  δεύτερη εξίσωση γίνεται  

                                                           35 20zxy z= ,                                                        (2) 
οπότε διακρίνουμε δύο περιπτώσεις: 
(i) Έστω 0z ≠ . 
Τότε από την εξίσωση (2) λαμβάνουμε: 
                                                                       24xy z= .                                                         (3) 
Από τις (1) και (3), προκύπτει η εξίσωση  
                                  ( ) 2 2 25 4 5 4 0 4 ήx z x z x zx z x z x z− = ⇔ − + = ⇔ = = , 
οπότε θα είναι 
                                                          4 , ή , 4x z y z x z y z= = = = . 



Για 4 ,x z y z= =  η τρίτη εξίσωση του συστήματος γίνεται 5 10 2z z= ⇔ = , οπότε το σύστημα 
έχει τη λύση ( ) ( ), , 8,2,2x y z = , ενώ για , 4x z y z= =  η τρίτη εξίσωση γίνεται 10 10,z z− = ⇔ =−  

οπότε το σύστημα έχει τη λύση ( ) ( ), , 10, 40, 10x y z = − − − .                                             
(ii) Για 0z =  οι δύο πρώτες εξισώσεις γίνονται: 

( )( )
( )

2 2 0
0 ή 0

0

x y x xy y
x y x y x y

xy x y

⎧ ⎫+ − + =⎪ ⎪⇔ + = = = ⇔ = −⎨ ⎬
+ =⎪ ⎪⎩ ⎭

, 

οπότε από την τρίτη εξίσωση προκύπτει ότι ( ) ( ), , 5, 5,0x y z = − . 
 
Πρόβλημα 2  
Δίνεται οξυγώνιο και σκαληνό τρίγωνο ABC , K  τυχόν σημείο στο εσωτερικό του και τα ύψη 
του 1 2 3, ,AH BH CH . Ο περιγεγραμμένος κύκλος του τριγώνου  2 3AH H  τέμνει την ημιευθεία 
AK  στο σημείο 1K , ο περιγεγραμμένος κύκλος του τριγώνου 1 3BH H  τέμνει την ημιευθεία 
BK  στο σημείο  2K   και ο περιγεγραμμένος κύκλος του τριγώνου 1 2CH H  τέμνει τη ημιευθεία 
CK  στο σημείο 3K . Να αποδείξτε ότι τα σημεία 1 2 3, , , καιK K K H K  είναι ομοκυκλικά ( δη-
λαδή ανήκουν στον ίδιο κύκλο), όπου H  είναι το ορθόκεντρο του τριγώνου ABC . 
 
Λύση 
Έστω 1(c )  ο περιγεγραμμένος κύκλος του τριγώνου 32 HAH , 2(c )  ο περιγεγραμμένος κύκλος 
του τριγώνου 31HBH  και 3(c )  ο περιγεγραμμένος κύκλος του τριγώνου 21 HCH . 
 

 
Σχήμα 4 

                                                                          
Το τετράπλευρο 32 HHAH  είναι εγγράψιμο, οπότε ο κύκλος 1(c )  περνάει από το σημείο H . 
Το τετράπλευρο 31HHBH  είναι εγγράψιμο, οπότε ο κύκλος 2(c )  περνάει από το σημείο H . 
Το τετράπλευρο 21HHCH  είναι εγγράψιμο, οπότε ο κύκλος 3(c )  περνάει από το σημείο H . 
Τελικά, οι τρεις  κύκλοι 1(c ) , 2(c )  και 3(c )  περνάνε από το ορθόκεντρο H  του τριγώνου 
ABC . 



Ο κύκλος 1(c )  έχει διάμετρο την AH , οπότε  11 AKHK ⊥ , δηλαδή το σημείο 1K  ανήκει στο 
κύκλο διαμέτρου HK . 
Όμοια αποδεικνύουμε ότι και τα σημεία 2K , 3K , ανήκουν στον ίδιο κύκλο. 
 
Πρόβλημα 3  
Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 

2 1 2 , ,x x x xα α+ + − = ∈  
έχει για κάθε α ∈  δύο διαφορετικές μεταξύ τους λύσεις στο σύνολο . 
Για ποιες τιμές του α  οι δύο ρίζες είναι ετερόσημες; 

     
Λύση 
Λόγω της ύπαρξης του x , διακρίνουμε δύο περιπτώσεις: 
(i) Έστω 0x ≥ . 
Τότε η εξίσωση γίνεται: 
                               ( )2 21 2 , 1 1 0, ,x x x x x xα α α α+ + − = ∈ ⇔ − + + = ∈                  (1) 

η οποία έχει διακρίνουσα ( ) ( )( )21 4 1 3α α αΔ = + − = − + . Άρα η εξίσωση (1) έχει πραγματικές 
ρίζες, όταν είναι 3 ή 1α α≤ − ≥ . Επειδή το γινόμενο των ριζών είναι 1 0P = >  οι ρίζες είναι 
ομόσημες, οπότε για να είναι και οι δύο θετικές πρέπει και αρκεί 1 0 1S α α= + > ⇔ > − . 
Επομένως έχουμε: 

• Για 1α > , η εξίσωση (1) έχει δύο ακριβώς διαφορετικές θετικές ρίζες στο . 
• Για 1α = , η εξίσωση (1) έχει τη διπλή θετική ρίζα  1x =  στο . 
• Για 1α < , η εξίσωση (1) δεν έχει μη αρνητικές ρίζες στο . 

 
(ii) Έστω 0x < . 
Τότε η εξίσωση γίνεται: 
                               ( )2 21 2 , 3 1 0, ,x x x x x xα α α α+ + + = ∈ ⇔ − − + = ∈                  (2) 

η οποία έχει διακρίνουσα ( ) ( )( )23 4 5 1α α αΔ = − − = − − . Άρα η εξίσωση (2) έχει πραγματικές 
ρίζες όταν είναι 1 ή 5α α≤ ≥ . Επειδή το γινόμενο των ριζών είναι 1 0P = >  οι ρίζες είναι ομό-
σημες, οπότε για να είναι και οι δύο αρνητικές πρέπει και αρκεί 3 0 3S α α= − < ⇔ < . 
Επομένως έχουμε: 

• Για 1α < , η εξίσωση (2) έχει δύο ακριβώς διαφορετικές αρνητικές ρίζες στο  
• Για 1α = , η εξίσωση (2) έχει τη διπλή αρνητική ρίζα 1x = −  στο . 
• Για 1α > , η εξίσωση (2) δεν έχει  αρνητικές ρίζες στο . 

Από τις περιπτώσεις (1) και (2) προκύπτει ότι η δεδομένη εξίσωση έχει, για κάθε α ∈ , δύο 
πραγματικές ρίζες διαφορετικές μεταξύ τους, οι οποίες είναι ετερόσημες για 1α = . 
                  
Πρόβλημα 4  
Να λύσετε στους πραγματικούς αριθμούς την εξίσωση 

2 22 3 2 2 1 1x x x x x+ + − + + = + . 
 
Λύση 
Κατ’ αρχή παρατηρούμε ότι ισχύει: 2 22 3 2 0 και 1 0,x x x x+ + > + + >  για κάθε x∈ . 

Αν θέσουμε 2 22 3 2, 1,a x x b x x x= + + = + + ∈ , τότε λαμβάνουμε: 

( ) ( ) ( )22 2 2 2 22 3 2 1 2 1 1a b x x x x x x x− = + + − + + = + + = + , 
οπότε από τη δεδομένη εξίσωση προκύπτει η εξίσωση με αγνώστους ,a b , 



( ) ( )22 2 22 4 5 0 4 5 0 4 5 ,a b a b ab b b a b a b− = − ⇔ − = ⇔ − = ⇔ =   
αφού είναι 0b ≠ .  Έτσι έχουμε την εξίσωση 

2 24 2 3 2 5 1x x x x+ + = + + , 
της οποίας τα δύο μέλη είναι θετικά, για κάθε x∈ , οπότε είναι ισοδύναμη με την εξίσωση 

( ) ( )2 2

2

16 2 3 2 25 1

23 3 377 23 7 0 .
14

x x x x

x x x

⋅ + + = ⋅ + +

− ±
⇔ + + = ⇔ =

 

Με έλεγχο διαπιστώνουμε ότι η τιμή 23 3 37
14

x − +
=  δεν επαληθεύει την εξίσωση, οπότε η μο-

ναδική ρίζα της είναι η 23 3 37
14

x − −
= . Αυτό θα μπορούσε να προκύψει και από τη σχέση 

2 0a b− <  η οποία  αληθεύει για κάθε x∈ , οπότε πρέπει να είναι 1.x < −  
 
 
 

Γ΄ Λυκείου 
Πρόβλημα 1 
Η ακολουθία *, ,na n∈  ορίζεται αναδρομικά από τις σχέσεις 

*
1 , ,n na a kn n+ = + ∈  

όπου k  θετικός ακέραιος και 1 1a = . Να βρείτε για ποια τιμή του k  ο αριθμός 2011 είναι όρος  
της ακολουθίας  *, .na n∈  

.                        
Λύση 
 Από τη δεδομένη αναδρομική σχέση έχουμε 

( )
( )

1

2 1

3 2

1 2

1

1

2
.....................

2

1
n n

n n

a
a a k
a a k

a a n k

a a n k
− −

−

=
= +
= +

= + −

= + −

 

από τις οποίες με πρόσθεση κατά μέλη λαμβάνουμε 

( ) ( ) ( )1
1 1 2 ... 1 1 1 2 ... 1 1

2n

k n n
a k n k n

−
= + + + + − = + + + + − = + . 

Επομένως, αρκεί να προσδιορίσουμε τις τιμές  των k  και n  για τις οποίες ισχύει η ισότητα: 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1
1 2011 1 4020 1 1 2 2 3 5 67

2
, 2,2010 ή , 3,670 ή , 4,335 ή , 5,201 ή , 6,134

n

k n n
a k n n k n n

n k n k n k n k n k

−
= + = ⇔ − = ⇔ − = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

⇔ = = = = =
. 

Επομένως, για 2010k =  είναι 2 2011a = , για 670k =  είναι 3 2011a = , για 335k =  είναι 

4 2011a = , για 201k =  είναι 5 2011a = και για 134k =  είναι 6 2011a = . 
              
 



 
Πρόβλημα 2 
Δίνεται οξυγώνιο και σκαληνό τρίγωνο ABC  και έστω 1 2 3, ,M M M  τυχόντα σημεία των πλευ-
ρών του , ,BC AC AB , αντίστοιχα. Έστω ακόμη τα ύψη του 1 2 3, ,AH BH CH . Να αποδείξετε ότι 
οι περιγεγραμμένοι κύκλοι των τριγώνων 2 3 1 3 1 2, ,AH H BM H CM H  περνάνε από το ίδιο σημείο 
(έστω 1K ), οι περιγεγραμμένοι κύκλοι των τριγώνων 1 3 2 3 2 1, ,BH H AM H CM H  περνάνε από το 
ίδιο σημείο (έστω 2K )  και οι περιγεγραμμένοι κύκλοι των τριγώνων 1 2 3 2 3 1, ,CH H AM H BM H  
περνάνε από το ίδιο σημείο (έστω 3K ). Στη συνέχεια να αποδείξετε ότι οι ευθείες 

1 2 3, ,AK BK CK  συντρέχουν , δηλαδή περνάνε από το ίδιο σημείο,  αν, και μόνο αν,  οι ευθείες 

1 2 3, ,AM BM CM  συντρέχουν. 
 
Λύση 
Έστω 1(c )  ο περιγεγραμμένος κύκλος του τριγώνου 31HBM , 2(c )  ο περιγεγραμμένος κύκλος 
του τριγώνου 21HCM , 3(c )  ο περιγεγραμμένος κύκλος του τριγώνου 32 HAH  και (c)  ο περι-
γεγραμμένος κύκλος του εγγράψιμου τετραπλεύρου CHBH 23 . 
 

 
                                                                        

Σχήμα 5 
 
Θεωρώντας τις τέμνουσες AB  και AC  του κύκλου (c) , συμπεραίνουμε: 

23 AHACAHAB ⋅=⋅ . 
Το γινόμενο όμως 3AHAB ⋅  εκφράζει τη δύναμη του σημείου A  ως προς το κύκλο 1(c )  ενώ 
το γινόμενο 2AHAC ⋅  εκφράζει τη δύναμη του σημείου A  ως προς το κύκλο 2(c ) . 
Άρα  το σημείο A , ανήκει στον ριζικό άξονα των κύκλων 1(c )  και 2(c ) . 
Έστω τώρα ότι οι κύκλοι 1(c )  και 2(c )  τέμνονται στο σημείο 1K  (εκτός βέβαια από το σημείο 

1M ). Τότε η ευθεία που ορίζουν τα σημεία αυτά (δηλαδή τα 1K  και 1M ) είναι ο ριζικός άξο-
νας των κύκλων 1(c )  και 2(c ) . 
Από τους παραπάνω συλλογισμούς προκύπτει ότι τα σημεία  1K,A  και 1M  είναι συνευθειακά. 
Θα αποδείξουμε ότι και ο κύκλος 3(c )  περνάει από το σημείο 1K , δηλαδή ότι το τετράπλευρο 

312 HKAH  είναι εγγράψιμο. 



Από το εγγράψιμο τετράπλευρο CHBH 23 έχουμε: ˆˆ Bϕ = . Από το εγγεγραμμένο  τετράπλευρο 

311 HKBM  έχουμε: ˆˆ Bω = . Άρα είναι ϕω ˆˆ =  και κατά συνέπεια το τετράπλευρο 312 HKAH  
είναι εγγράψιμο. 
Με όμοιο τρόπο αποδεικνύουμε ότι και οι δύο άλλες τριάδες κύκλων, περνάνε από το ίδιο ση-
μείο. 
Προφανώς τώρα οι ευθείες 321 CK,BK,AK  συντρέχουν, αν, και μόνο αν, συντρέχουν οι ευθεί-
ες 321 CM,BM,AM  (δεδομένου ότι τα σημεία 11 M,K,A , τα σημεία  22 M,K,B  και τα ση-
μεία 33 M,K,C , είναι συνευθειακά. 
            
Πρόβλημα 3  
Αν , , ,a b x y∈  με ( ) ( ), 0,0a b ≠  και ( ) ( ), 0,0x y ≠  και ισχύουν  

( ) ( )
( ) ( )

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

2 2 ,

a x y bxy x a b aby

b x y axy y a b abx

− − = − −

− + = − +
 

να αποδείξετε ότι x a=  και y b= .    
 
Λύση 
Σύμφωνα με τον ορισμό της ισότητας μιγαδικών αριθμών, προκύπτει ότι το σύστημα των δύο 
δεδομένων εξισώσεων είναι ισοδύναμο με την εξίσωση: 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 22 2 2 2a x y bxy b x y axy i x a b aby y a b abx i⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤− − + − + = − − + − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦    

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2 2

2 2

2 2

(αφού , 0,0 και , 0,0 )
, .

a bi x y xyi a b abi x yi

a bi x yi a bi x yi

x yi a bi x y
x a y b
α β

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⇔ + ⋅ − + = − + ⋅ +⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⇔ + ⋅ + = + ⋅ +

⇔ + = + ≠ ≠

⇔ = =

 

 
Πρόβλημα 4  
Σημείο Μ βρίσκεται στο εσωτερικό κύκλου ( )O, rC , όπου r 15cm= , σε απόσταση  9cm  από το 

κέντρο του κύκλου. Να βρείτε τον αριθμό των χορδών του κύκλου ( )O, rC  που περνάνε από το 
σημείο Μ  και το μήκος τους είναι ακέραιος αριθμός. 
 
Λύση 
Θεωρούμε τη χορδή ΑΒ που περνάει από το σημείο Μ και το κέντρο O  του κύκλου, καθώς και 
την κάθετη προς αυτήν χορδή ΓΜΔ , οπότε το σημείο Μ είναι το μέσο της χορδής ΓΔ. Η χορδή 
ΑΒ έχει ακέραιο μήκος 30cm . Από το θεώρημα τεμνομένων χορδών έχουμε ότι: 

             ( )
2 2

6 9 15 144 12 24.
2 2 2
ΓΔ ΓΔ ΓΔ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ΓΜ ⋅ΜΔ = ΑΜ⋅ΜΒ⇔ = ⋅ + ⇔ = ⇔ = ⇔ ΓΔ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

Έτσι μέχρι τώρα έχουμε βρει δύο χορδές του κύκλου ( )O, rC  που περνάνε από το σημείο Μ και 

έχουν ακέραιο μήκος. Θεωρούμε τυχούσα χορδή ΚΛ του κύκλου ( )O, rC  που περνάει από το 

Μ και έστω ˆ, ,x θΜΕ = ΜΟΕ =  όπου Ε είναι το μέσο της ΚΛ, σχήμα 6. Αν υποθέσουμε ότι 

0
2
πθ≤ ≤ , τότε έχουμε θεωρήσει όλες τις χορδές του κύκλου ( )O, rC  που περνάνε από το Μ 

και τα άκρα τους Κ και Λ βρίσκονται στα ελάσσονα τόξα ΑΓ  και ΒΔ , αντίστοιχα . Για κάθε 



μία από αυτές τις χορδές αντιστοιχεί και μία ακόμη που είναι η συμμετρική της ως προς τη διά-
μετρο ΑΒ. 

 
Σχήμα 6 

Για τη χορδή ΚΛ, αν συμβολίσουμε το μήκος της ως ( )θ ,  έχουμε  

                                              ( ) 22 225 81 , 0
2
πθ συν θ θ= − ≤ ≤ . 

Επειδή είναι  ( )
2

81 2 0, 0,
2225 81

ημ θ πθ θ
συν θ

⎛ ⎞′ = > ∈⎜ ⎟
⎝ ⎠−

, έπεται ότι η συνάρτηση ( )θ  είναι 

γνησίως αύξουσα στο διάστημα 0,
2
π⎡ ⎤

⎢ ⎥⎣ ⎦
, οπότε η συνάρτηση ( )θ  έχει σύνολο τιμών το διά-

στημα ( ) [ ]0 , 24,30
2
π⎡ ⎤⎛ ⎞ =⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

.  Άρα το μήκος της χορδής ΚΛ μπορεί να πάρει όλες τις ακέραι-

ες τιμές του διαστήματος [ ]24,30 . Αν λάβουμε υπόψιν και τη συμμετρική χορδή της ΚΛ ως 
προς τη διάμετρο ΑΒ, τότε τα πέντε μήκη 25, 26, 27, 28, 29 λαμβάνονται δύο φορές το καθένα, 
ενώ τα μήκη 24 και 30 λαμβάνονται από μία φορά. Έτσι έχουμε συνολικά 12 χορδές που περ-
νάνε από το Μ με ακέραιο μήκος. 
 
Παρατήρηση 1 
Θα μπορούσαμε επίσης να χρησιμοποιήσουμε το θεώρημα μέγιστης και ελάχιστης τιμής για τη 

συνεχή συνάρτηση ( ) 22 225 81 , 0
2
πθ συν θ θ= − ≤ ≤ , η οποία έχει ελάχιστη τιμή την 

( )0 24=  και μέγιστη τιμή την 30
2
π⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

. Αυτό προκύπτει από την παρατήρηση ότι τα μήκη 

των χορδών είναι αντιστρόφως ανάλογα από τα αποστήματά τους και ότι το μέγιστο απόστημα 

λαμβάνεται για 0θ = , ενώ το ελάχιστο απόστημα λαμβάνεται για 
2
πθ = . 

 
Παρατήρηση 2 
Σημειώνουμε ακόμη ότι οι χορδές με ακέραια μήκη 25, 26, 27, 28, 29, μπορούν να κατασκευα-
στούν γεωμετρικά, αφού αν θέσουμε xΚΜ =  και yΜΛ = , τότε έχουμε  

{ }, 25, 26, 27, 28, 29x y m m+ = ∈  και 2144 12xy = = . 
Έτσι εξασφαλίζουμε την ύπαρξη αυτών των χορδών με ακέραιο μήκος, χωρίς τη χρήση του δι-
αφορικού λογισμού. 
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“Ο ΕΥΚΛΕΙΔΗΣ” 
ΣΑΒΒΑΤΟ, 15 ΙΑΝΟΥΑΡΙΟΥ 2011 

 
ΕΝΔΕΙΚΤΙΚΕΣ ΛΥΣΕΙΣ 

 
B΄ τάξη Γυμνασίου 

       
 
      Πρόβλημα 1 
      (α) Να συγκρίνετε τους αριθμούς 

2
3

2 3 7

1 1 3 1 1 1 10 2 32 1 : και :
8 4 2 6 3 27 3 9 2

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞Α = ⋅ + + − Β = − − ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. 

      (β) Αν ισχύει ότι: 
2 4 1

6 6
γ

α β
+ + = , 

να βρείτε την τιμή της παράστασης: 
8 12 2 2 3
4 3 12
α β γ
α β
− − −

Γ = + + . 

      Λύση 
      (α) Έχουμε 

3
2

1 1 3 1 1 1 2 1 1 1 1 1 92 1 : 8 1 9 9
8 4 2 6 64 4 3 6 64 6 6 64 64

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞Α = ⋅ + + − = ⋅ + + ⋅ − = ⋅ + − = ⋅ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

, 

2

3 7

1 1 10 2 3 9 1 10 6 9 8 4 9 8 27 9 9: : : .
3 27 3 9 2 27 27 27 27 128 27 27 128 27 4 128 64

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞Β = − − ⋅ = − − ⋅ = ⋅ = ⋅ ⋅ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

      Άρα είναι  Α = Β . 
Σημείωση. Λόγω της μη ύπαρξης παρενθέσεων που να δίνουν προτεραιότητα στις πράξεις διαί-
ρεσης και πολλαπλασιασμού  θεωρούμε δεκτή και τη λύση της μορφής 

2

3 7

1 1 10 2 3 9 1 10 6 9 8 4 9 8 1 768: : : : .
3 27 3 9 2 27 27 27 27 128 27 27 128 27 96 27

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞Β = − − ⋅ = − − ⋅ = ⋅ = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

Στην περίπτωση αυτή είναι Α< 1<Β , δηλαδή  Α < Β. 

      (β) Λόγω της υπόθεσης 2 4 1
6 6
γ

α β
+ + = , έχουμε ότι: 

                      

8 12 2 2 3 8 12 2 2 3
4 3 12 4 4 3 3 12 12
2 1 4 2 1 2 4 1 2 1 1 7 1.

4 3 6 4 6 4 3 4 6 6

α β γ α β γ
α β α α β β

γ γ
α β α β

− − −
Γ = + + = − + − + −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + − + − = + + − + + = − = −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠
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      Πρόβλημα 2 
      Ένας έμπορος αυτοκινήτων είχε στο κατάστημά του την αρχή της περυσινής χρονιάς 20 αυ-
τοκίνητα τύπου Α και 60 αυτοκίνητα τύπου Β. Η τιμή πώλησης για κάθε αυτοκίνητο τύπου Α 
είναι 10000 ευρώ, ενώ για κάθε αυτοκίνητο τύπου Β είναι 12000 ευρώ. 
      Στο τέλος της χρονιάς είχε πουλήσει το 30% των αυτοκινήτων τύπου Α και το 60% του συ-
νόλου των αυτοκινήτων τύπου Α και Β. 
      Να βρείτε ποιο θα είναι το κέρδος του από την πώληση των αυτοκινήτων, αν γνωρίζετε ότι 
από καθένα αυτοκίνητο τύπου Α κερδίζει το 5% της τιμής πώλησής του, ενώ από καθένα αυτο-
κίνητο τύπου Β κερδίζει το 10% της τιμής πώλησής του. 
 
      Λύση 

      Το 30% των αυτοκινήτων τύπου Α είναι 3020 6
100
⋅ =  αυτοκίνητα, ενώ το 60% του συνόλου 

των αυτοκινήτων τύπου Α και Β είναι ( ) 60 6020 60 80 48
100 100

+ ⋅ = ⋅ =  αυτοκίνητα. Επομένως από 

τα αυτοκίνητα τύπου Β πουλήθηκαν  48 6 42− =  αυτοκίνητα. 

      Από την πώληση καθενός αυτοκινήτου τύπου Α κερδίζει 510000 500
100
⋅ =  ευρώ, ενώ από 

την πώληση καθενός αυτοκινήτου τύπου Β κερδίζει 1012000 1200
100
⋅ =  ευρώ. Επομένως από 

την πώληση των αυτοκινήτων ο έμπορος κέρδισε 
                              6 500 42 1200 3000 50400 53400⋅ + ⋅ = + =  ευρώ. 
 

 
      Πρόβλημα 3 
      Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ = ΑΓ  και 0ˆ 36Α = . Από την κορυφή Α φέρουμε ευ-
θεία ε  παράλληλη προς την πλευρά ΒΓ. Η διχοτόμος της γωνίας Β τέμνει την πλευρά ΑΓ στο 
σημείο Δ και την ευθεία ε  στο σημείο Ε. Να αποδείξετε ότι τα τρίγωνα ΑΒΔ, ΒΓΔ, ΑΔΕ και 
ΑΒΕ είναι ισοσκελή. 
                                           
Λύση 

 
Σχήμα 1 

 
      Το άθροισμα των γωνιών του ισοσκελούς τριγώνου ΑΒΓ  είναι 180o  Επειδή όμως ισχύει 
ˆ 36oΑ = , θα έχουμε: ˆ ˆ 72oΒ = Γ = . 

      Η ΒΔ  είναι διχοτόμος της γωνίας Β̂ , οπότε 1 2

ˆ 72ˆ ˆ 36
2 2

o
oΒ

Β = Β = = = . 
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      Επειδή τώρα o
1 2

ˆ ˆA  = Β  = 36 , το τρίγωνο ΑΒΔ  είναι ισοσκελές. 

      Στο τρίγωνο ΒΓΔ  ισχύει 1
ˆ 36oΒ =  και ˆ 72oΓ = . Άρα 2

ˆ 72 oΔ = . 

      Από την ισότητα των γωνιών 2
ˆˆ 72 oΓ = Δ = , προκύπτει ότι το τρίγωνο ΒΓΔ  είναι ισοσκε-

λές. 
      Οι γωνίες 2Α̂  και Γ̂  είναι ίσες διότι είναι εντός εναλλάξ των παραλλήλων ΑΕ  και ΒΓ που 
τέμνονται από την ΑΓ . 
      Από την ισότητα τέλος των γωνιών  1 2

ˆ ˆ 72 oΔ = Δ =  (ως κατά κορυφή), προκύπτει η ισότητα 

1 2
ˆ ˆ 72 oΔ = Α = . Επομένως  το τρίγωνο ΑΕΔ  είναι ισοσκελές. 

      Οι γωνίες 1Β̂  και Ε̂  είναι ίσες διότι είναι εντός εναλλάξ των παραλλήλων ΑΕ  και ΒΓ που 

τέμνονται από την ΒΕ . Επίσης 1 2

ˆˆ ˆ 36
2

oΒ
Β = Β = = , οπότε θα είναι και 2

ˆ ˆΒ = Ε . Επομένως και το 

τρίγωνο ΑΒΕ είναι ισοσκελές. 
 
 
      Πρόβλημα 4 
      Να προσδιορίσετε τριψήφιο θετικό ακέραιο 100 10αβγ α β γΑ = = + + , αν ισχύουν και οι 
τρεις επόμενες προτάσεις: 

(i) 27Α−Β = , όπου 100 10αγβ α γ βΒ = = + + . 
(ii) Το άθροισμα των ψηφίων ,β γ  ισούται με το μικρότερο ακέραιο που είναι λύση της  

ανίσωσης:  3 12 5 1x x+ < − . 
(iii) Ο αριθμός Α διαιρείται με το 3. 

 
      Λύση 
      Σύμφωνα με την πρόταση (i) έχουμε:  

                       ( )27 9 9 27 9 27 3β γ β γ β γΑ−Β = ⇔ − = ⇔ ⋅ − = ⇔ − = .                      (1) 
      Για την ανίσωση του ερωτήματος (ii) έχουμε: 

133 12 5 1 3 5 12 1 2 13 2 13
2

x x x x x x x+ < − ⇔ − < − − ⇔ − < − ⇔ > ⇔ > . 

      Άρα, ο μικρότερος ακέραιος που είναι λύση της είναι ο 7, οπότε έχουμε: 
                                                                       7β γ+ = .                                                          (2)                              
      Με πρόσθεση και αφαίρεση κατά μέλη των (1) και (2) λαμβάνουμε  

2 10, 2 4 5, 2β γ β γ= = ⇔ = = . 
      Διαφορετικά, θα μπορούσαμε να σκεφθούμε ως εξής: Επειδή οι ακέραιοι ,β γ  είναι ψηφία 
με διαφορά  3β γ− =  θα είναι β γ>  και επειδή επιπλέον έχουν άθροισμα 7, οι δυνατές τιμές 
τους είναι      
                             7, 0 ή 6, 1 ή 5, 2 ή 4, 3β γ β γ β γ β γ= = = = = = = = . 
      Επειδή πρέπει 3β γ− =  οι αποδεκτές τιμές είναι 5, 2β γ= = . 
      Άρα ο θετικός ακέραιος Α θα έχει τη μορφή 52αΑ =  με άθροισμα ψηφίων 7α + . Επειδή, 
σύμφωνα με την πρόταση (iii) ο Α διαιρείται με το 3, πρέπει και αρκεί ο ακέραιος 7α +  να εί-
ναι πολλαπλάσιο του 3, οπότε, αφού το α  είναι ψηφίο, οι κατάλληλες τιμές του είναι: 2α =  ή  

5 ή 8.α α= =  
      Επομένως, έχουμε 252 ή 552 ή 852Α = Α = Α =  
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Γ΄ τάξη Γυμνασίου 
        
      Πρόβλημα 1  
      (α) Να λύσετε την εξίσωση:  

2 18 7 3 1
4 8

x x+ −
− = . 

      (β) Να βρείτε την τιμή της παράστασης: 
3

2
2

1 1 1 9 20
9 3

β
β β

−
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

Α = + ⋅ − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

, 

             για 1
3

β = − . 

  
      Λύση 
      (α) Έχουμε                                                                                                

( ) ( )2 18 7 3 1 2 2 18 7 3 8 4 36 7 3 8
4 8

7 29 8 7 8 29 7 21 3.

x x x x x x

x x x x

+ −
− = ⇔ ⋅ + − − = ⇔ + − + =

⇔ + = ⇔ = − ⇔ = − ⇔ = −
 

      (β) Για 1
3

β = −  η παράσταση Α γίνεται:                                                            

( ) ( )

3

2 3

2

3

1 1 1 1 1 1 1 19 20 9 20119 3 9 1 91 3
933

1 81 1 829 1 1 20 1 1 20 1 20
9 9 9 9

82 9 180 271.
9 9 9 9

−

−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟ ⎜ ⎟Α = + ⋅ − ⋅ − − = + ⋅ − ⋅ −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ −⎛ ⎞⎜ ⎟ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎛ ⎞ ⎜ ⎟⋅ −− ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠
⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + ⋅ − − − = + ⋅ − − − = − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= − − − = −

 

      
      Πρόβλημα 2  
      Οι  θετικοί ακέραιοι ,α β  είναι μεγαλύτεροι ή ίσοι του 0 και τέτοιοι ώστε 

( ) ( )10, 12 και 12 40 2 0.α β α β≤ ≥ − ⋅ − ≤  
      Να βρείτε τη μεγαλύτερη και τη μικρότερη τιμή της παράστασης  3 2α βΑ = − . 

 
      Λύση 
      Είναι 10α ≤ , οπότε 12 0α − < . Άρα,  για να αληθεύει η ανίσωση ( ) ( )12 40 2 0α β− ⋅ − ≤ , 
αρκεί να ισχύει ότι: 40 2 0 40 2 20.β β β− ≥ ⇔ ≥ ⇔ ≤  Έτσι έχουμε: 

0 10 και 12 20 0 3 30 και 24 2 40
0 3 30 και 40 2 24,

α β α β
α β

≤ ≤ ≤ ≤ ⇒ ≤ ≤ ≤ ≤
⇒ ≤ ≤ − ≤ − ≤ −

 

από τις οποίες με πρόσθεση κατά μέλη λαμβάνουμε: 
40 3 2 6α β− ≤ Α = − ≤ , 

οπότε η μεγαλύτερη τιμή της παράστασης Α είναι 6, ενώ η μικρότερη τιμή της είναι -40. 
                   
      Πρόβλημα 3 
      Δίνεται τετράγωνο ΑΒΓΔ πλευράς α  και ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΕ εξωτερικά του τετραγώ-
νου ΑΒΓΔ. Δίνεται ακόμη ότι ο κύκλος C  που περνάει από τα σημεία  Γ,  Δ  και  Ε  έχει ακτίνα 
4 cm.  
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(i) Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΕΔΓ είναι ισοσκελές.                                          
(ii) Να βρείτε την πλευρά α  του τετραγώνου.                                                         
(iii) Να βρείτε το εμβαδόν της επιφάνειας  που βρίσκεται εξωτερικά του σχήματος ΕΑΔΓΒΕ 

και εσωτερικά του κύκλου ( )c .                                                                          
                                                                                                                                                                 
      Λύση 
      (i)  Στα τρίγωναΑΕΔ  και  ΒΕΓ  ισχύουν: αΑΕ = ΒΕ = , αΑΔ = ΒΓ =  και 
      ˆ ˆ 90 60 150o o oΕΑΔ = ΕΒΓ = + = . 

 
                                                                       Σχήμα 2 
 
      Άρα τα τρίγωνα ΑΕΔ  και ΒΕΓ  είναι ίσα και κατά συνέπεια ΕΔ = ΕΓ , δηλαδή το τρίγωνο 
ΕΔΓ  είναι ισοσκελές. 
 
      (ii) Εφόσον ΕΔ = ΕΓ , το σημείο Ε  ανήκει στη μεσοκάθετη του τμήματος ΔΓ  (που ταυτίζε-
ται με τη μεσοκάθετη του τμήματος ΑΒ ). Επίσης ΕΑ = ΕΒ , οπότε το σημείο Ε  ανήκει στη με-
σοκάθετη του τμήματος ΑΒ . Άρα η OE  είναι μεσοκάθετη της ΑΒκαι κατά συνέπεια διχοτό-
μος της γωνίας ˆΑΕΒ  του ισόπλευρου τριγώνου ΑΕΒ . Άρα είναι 1

ˆ 30oΕ = . 

4
αΑΕ = ΑΔ = ⎫

⇒ΟΑ⎬ΟΕ = ΟΔ = ⎭
 μεσοκάθετη της ΕΔ⇒ΟΑ  διχοτόμος της 1

ˆ ˆ 75oΔΑΕ⇒ Α = . 

Στο τρίγωνο ΑΟΕ έχουμε: 1
ˆ 75oΑ =  και 1

ˆ 30oΕ = . Άρα 1
ˆ 75oΟ = , οπότε το τρίγωνο ΑΟΕ  είναι 

ισοσκελές με 4cmαΕΑ = ΕΟ = = . 
(iii) Το εμβαδόν του κύκλου )c(  είναι: 24 16c π πΕ = ⋅ = . 
 Το εμβαδόν του τετραγώνου ΑΒΓΔ  είναι: 24 16τετΕ = = , ενώ το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΕ  

είναι: 4 3τρΕ = . Άρα το εμβαδόν της ζητούμενης επιφάνειας είναι: 16 16 4 3πΕ = − − . 
 
      Πρόβλημα 4 
      Να προσδιορίσετε τριψήφιο θετικό ακέραιο 100 10αβγ α β γΑ = = + +  , αν ισχύουν και οι 
τρεις επόμενες προτάσεις: 
      (i)    198Α−Β = , όπου  100 10γβα γ β αΒ = = + + , 
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      (ii)   Η εξίσωση 2 2 1
2

x
x

α γ α γ
α γ
+ − −

− =
−

 έχει δύο ρίζες με άθροισμα 4. 

      (iii)  Ο αριθμός Α διαιρείται με το 9. 
 
      Λύση 
      Σύμφωνα με την πρόταση (i) έχουμε:  
                                             ( )198 99 198 2α γ α γΑ−Β = ⇔ ⋅ − = ⇔ − = .                              (1) 
      Η εξίσωση της πρότασης (ii) , αν 2γ α≠  και 0x ≠ , γράφεται: 
 

( )2 2 2 2 1 11 0 0 2 0
2 2 2

1 12 0 ή 0 2 ή 2
2

x x x x
x x x

x x x
x

α γ α γ α γ α γ α γ
α γ α γ α γ

α γ γ α α γ
α γ

⎛ ⎞+ − − + − + −
− − = ⇔ − = ⇔ + − − =⎜ ⎟− − −⎝ ⎠

⇔ + − = − = ⇔ = − = −
−

 

      Επειδή, λόγω της (ii) το άθροισμα των ριζών της εξίσωσης είναι 4, έχουμε ότι 
                                                 ( ) ( )2 2 4 4γ α α γ α γ− + − = ⇔ + = ,                                        (2) 
με τους περιορισμούς για τις παραμέτρους 2γ α≠  και 2α γ≠ . 
      Από τις (1) και (2) με πρόσθεση και αφαίρεση κατά μέλη λαμβάνουμε  

2 6, 2 2 3, 1α γ α γ= = ⇔ = =  
και εύκολα διαπιστώνουμε ότι ικανοποιούνται οι περιορισμοί για την εξίσωση. 
      Άρα ο θετικός ακέραιος Α θα έχει τη μορφή 3 1βΑ =  με άθροισμα ψηφίων 4 β+ . Επειδή, 
σύμφωνα με την πρόταση (iii) ο Α διαιρείται με το 9, πρέπει και αρκεί 4 .(9)β πολ+ = , οπότε, 
αφού το β  είναι ψηφίο, η μοναδική δυνατή τιμή του είναι 5β = . 
      Επομένως, ο ζητούμενος θετικός ακέραιος Α είναι ο 351. 
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Α΄ τάξη Λυκείου 
      Πρόβλημα 1  
      (i)  Να βρείτε τις τιμές των ρητών αριθμών ,α β  για τις οποίες ο αριθμός 10α β+  είναι 
ρητός. 

       

      (ii) Να αποδείξετε ότι ο αριθμός 25
2

x = +  είναι άρρητος. 

                                                                                                                                          
      Λύση 
      (i) Κατ’ αρχή παρατηρούμε ότι για 0β = , ο αριθμός 10α β α+ =  είναι ρητός, για κάθε 
ρητό αριθμό α . 
      Έστω ότι,  για 0β ≠ , ο αριθμός 10ρ α β= +  είναι ρητός. Τότε και ο αριθμός  

( )10 10ρ α α β α β− = + − =  

θα είναι ρητός, αλλά και ο αριθμός 10ρ α
β
−

=  θα είναι ρητός, που είναι άτοπο. 

      Άρα ο αριθμός 10α β+  είναι ρητός, για 0β =  και για κάθε ρητό αριθμό α . 

      (ii) Έστω ότι ο αριθμός 25
2

x = +  είναι ρητός. Τότε και ο αριθμός  
2

2 2 2 115 5 10 10
2 4 2

x
⎛ ⎞

= + = + + = +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 

θα είναι ρητός, το οποίο είναι άτοπο, σύμφωνα με το (i). 
 
      Πρόβλημα 2 
      Να προσδιορίσετε τις λύσεις της εξίσωσης 

( )2 22 4x x α− = + , 
για τις διάφορες τιμές του πραγματικού αριθμού α . 
 
      Λύση 
      Η δεδομένη εξίσωση είναι ισοδύναμη με την εξίσωση 

2 2 2 24 4 4 4 4 4 1− + = + ⇔ − + = + ⇔ = −x x x x x x xα α α . 

      Επειδή είναι  0x ≥ , για κάθε πραγματικό αριθμό x , διακρίνουμε τις περιπτώσεις: 
• 1α < , οπότε είναι 1 0− >α . Τότε η εξίσωση έχει δύο λύσεις:                               

1 ή 1= − = −x xα α . 
• 1,α =  οπότε η εξίσωση έχει μόνο τη λύση 0x = . 
• 1α > , οπότε η εξίσωση είναι αδύνατη. 

 
      Πρόβλημα 3 
      Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ  και ευθεία ε  που διέρχεται από την κορυφή του Α  και είναι παράλ-
ληλη προς τη πλευρά ΒΓ . Η διχοτόμος της γωνίας Β̂  τέμνει την ευθεία ε  στο σημείο Δ  και 
έστω Ε  το συμμετρικό του Δ   ως προς τη κορυφή Α . Από το Α  τέλος θεωρούμε παράλληλη 
προς την ΕΒ  η οποία τέμνει τη ΒΔ   στο σημείο Μ  και τη ΒΓ  στο σημείο Κ . Να αποδείξετε 
ότι : ΑΒ = ΒΚ = ΚΔ = ΔΑ . 
 
         Λύση 
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            Επειδή είναι ΑΔ ΒΓP  θα ισχύει: 1 1

ˆˆ ˆ ˆ
2

x Β
Δ = Β = = . 

      Επίσης  η ΒΔ  είναι διχοτόμος της γωνίας Β̂ , οπότε  θα ισχύει: 1 2

ˆˆ ˆ ˆ
2

x Β
Β = Β = = . 

      Άρα 1 2

ˆˆ ˆ ˆ
2

x Β
Δ = Β = =  και κατά συνέπεια το τρίγωνο ΑΒΔ  είναι ισοσκελές, δηλαδή: 

                                                                ΑΒ = ΑΔ .                                                          (1) 

 
Σχήμα 3 

 
      Επειδή Ε  είναι το συμμετρικό του Δ   ως προς το Α , θα ισχύει: 

                                                    ΑΔ = ΑΕ  .                                                          (2) 
      Από τις σχέσεις (1), (2)  έχουμε ΑΕ = ΑΒ  και κατά συνέπεια 1 3

ˆ ˆ ω̂Ε = Β = . 
      Από το τρίγωνο τώρα ΒΕΔ  έχουμε: 

1 2 3 1
ˆ ˆ ˆ ˆ 180oΔ +Β +Β +Ε = ˆ ˆˆ ˆ2 2 180 90o ox xω ω⇒ + = ⇒ + = , 

δηλαδή το τρίγωνο ΒΕΔ  είναι ορθογώνιο (ΒΕ ⊥ ΒΔ ) και εφόσον ΑΜ ΒΕP  καταλήγουμε: 
AM ΒΔ⊥ . 

      Στο ισοσκελές τρίγωνο ΒΑΔ  η ΑΜ  είναι ύψος, άρα και μεσοκάθετη της πλευράς ΒΔ . 
      Επειδή τώρα το σημείο Κ  ανήκει στη μεσοκάθετη του ΒΔ , το τρίγωνο ΚΒΔ  είναι ισοσκε-

λές και ίσο με το ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΔ  (διότι 1 2

ˆˆ ˆ
2
Β

Β = Β =  και ΒΔ κοινή πλευρά). Άρα θα 

έχουν και ΑΒ = ΑΔ = ΒΚ = ΚΔ , οπότε  το τετράπλευρο ΑΒΚΔ  είναι ρόμβος. 
 
      Πρόβλημα 4 
      Να προσδιορίσετε τους πραγματικούς αριθμούς , ,α β γ  που ικανοποιούν τις ισότητες 

2 2 22010 και 2 3 5 67α β γ αβ βγ γα+ + = + + = ⋅ ⋅ ⋅ . 
   

      Λύση 
      Από τις δεδομένες ισότητες λαμβάνουμε 

( ) ( )
( )
( )

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

2
2 2 2 2 2

2010 2 2010

2010 2

2010 2 2 3 5 67

2 20102010 2010 .
3 3

α β γ α β γ αβ βγ γα

α β γ αβ βγ γα

α β γ

α β γ

+ + = ⇒ + + + + + =

⇒ + + = − + +

⇒ + + = − ⋅ ⋅ ⋅

⇒ + + = − ⋅ =

 

      Άρα έχουμε               
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( )

( )
( ) ( ) ( )

2
2 2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2010 1 2010 0
3 3

0
1 2 2 2 2 2 2 0
2

0
0 ,

α β γ αβ βγ γα

α β γ αβ βγ γα

α β γ αβ βγ γα

α β β γ γ α
α β β γ γ α α β γ

+ + − + + = − ⋅ =

⇔ + + − − − =

⇔ ⋅ + + − − − =

⇔ − + − + − =

⇔ − = − − − = ⇔ = =

 

γιατί, αν ήταν 0 ή 0 ή 0,α β β γ γ α− ≠ − ≠ − ≠  τότε θα είχαμε 

( ) ( ) ( )2 2 2 0.α β β γ γ α− + − + − >  
      Επομένως, από την ισότητα 2010α β γ+ + = λαμβάνουμε 670α β γ= = = . 
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Β΄ τάξη Λυκείου 
      Πρόβλημα 1 
      Να λύσετε στους πραγματικούς αριθμούς την εξίσωση  
                                                                ( )2

1 2 ,x x α− = +  
για τις διάφορες τιμές του πραγματικού αριθμού α . 

                        
      Λύση 
      Η δεδομένη εξίσωση είναι ισοδύναμη με την εξίσωση 
                                         ( )2 22 1 2 2 1 0x x x x x xα α− + = + ⇔ − + + − = .                        (1) 
      Λόγω της παρουσίας της απόλυτης τιμής του x , διακρίνουμε τις περιπτώσεις: 
(i) 0x ≥ . Τότε η εξίσωση (1) είναι ισοδύναμη με την εξίσωση 
                                                                2 4 1 0x x α− + − = ,                                                  (2) 
 η οποία είναι δευτέρου βαθμού με διακρίνουσα ( ) ( )16 4 1 4 3α αΔ = − − = + . 
       Άρα η εξίσωση (2) έχει ρίζες στο ΅ , αν,  και μόνον αν, 3α ≥ − . Για να διαπιστώσουμε πό-
σες από αυτές είναι δεκτές θεωρούμε το γινόμενο και το άθροισμα των ριζών που είναι 

1 και S 4 0.αΡ = − = >  
      Έτσι, για την εξίσωση (2) έχουμε τις υποπεριπτώσεις: 

• Αν 3α = − , τότε η εξίσωση έχει μία διπλή ρίζα, 2x = . 
• Αν 3 1α− < ≤ , τότε η εξίσωση έχει δύο ρίζες μη αρνητικές, 2 3x α= ± + . Ειδικότερα, 
      αν 1α = , τότε η εξίσωση έχει τις ρίζες 4x =  και 0x = . 
• Αν 1α > , τότε η εξίσωση έχει μία μόνο ρίζα μη αρνητική, τη 2 3x α= + +  

(ii) 0x < . Τότε η εξίσωση (1) είναι ισοδύναμη με την εξίσωση                                                                  
                                                               2 1 0x α+ − = ,                                                          (3) 
η οποία έχει μία μόνο αρνητική ρίζα, τη 1x α= − − , αν 1α > . 
      Συνοπτικά, από τις δύο προηγούμενες περιπτώσεις, έχουμε για τη δεδομένη εξίσωση, τα α-
κόλουθα συμπεράσματα: 

• Αν 3α < − , η εξίσωση δεν έχει ρίζες στο ΅ . 
• Αν 3α = − , τότε η εξίσωση έχει μία διπλή ρίζα, 2x = . 
• Αν 3 1α− < ≤ , τότε η εξίσωση έχει δύο ρίζες, 2 3x α= ± + . 
• Αν 1α > , τότε η εξίσωση έχει δύο ρίζες, τις 2 3x α= + + , 1x α= − − . 

 
      Πρόβλημα  2 
      Να λύσετε στους πραγματικούς αριθμούς το σύστημα: 

( )

2 2 2

2

8
26

1 .

x y z
x y z

xy xz yz

+ + =

+ + =

+ = +

                                                                                      

       Λύση 
      Έχουμε                                 

( )
( ) ( )

( ) ( )

22 2 2

2 2 2

88 8
26 2 26 19

1 1 1

x y zx y z x y z
x y z x y z xy yz zx xy yz zx

xy xz yz xy xz yz xy xz yz

+ + =⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫+ + = + + =
⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪+ + = ⇔ + + − + + = ⇔ + + =⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪

+ = + + = + + = +⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭
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( )

( )
( )

( ) ( )

( )
( )

2 2

8 8 8
19 19 19

6 ή 319 1 3 18 0

x y z x y z x y z
xy yz zx x y z yz x y z yz

yz yzyz yz yz yz

⎧ ⎫ ⎧ ⎫+ + = + + = + + =⎧ ⎫
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⇔ + + = ⇔ + + = ⇔ + + =⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪= − =− = + + − = ⎩ ⎭⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭

 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

8 8 8 8
19 ή 19 16 ή 25

3 6 3 6

x y z x y z x y z x y z
x y z yz x y z yz x y z x y z

yz yz yz yz

+ + = + + = + + = + + =⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫
⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⇔ + + = + + = ⇔ + = + =⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪= = − = = −⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭

 

( )
( )

( )
( )

( ) ( )
2 2

8 8 8 8
8 16 ή 8 25 8 16 0 ή 8 25 0

3 6 3 6

x y z x y z x y z x y z
x x x x x x x x

yz yz yz yz

+ + = + + = + + = + + =⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫
⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⇔ − = − = ⇔ − + = − + =⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪= = − = = −⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭

                                   

( ) ( )
2

8 8 4
4 ή 8 25 0(αδύνατη στο ) 4
3 6 3

x y z x y z x
x x x y z

yz yz yz

+ + = + + = =⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫
⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⇔ = − + = ⇔ + =⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪= = − =⎩ ⎭⎩ ⎭ ⎩ ⎭

΅    

( )
( ) ( ) ( ) ( )

2

4 4
4 4 , , 4,1,3 ή , , 4,3,1 .

4 3 4 3 0

x x
z y z y x y z x y z

y y y y

= =⎧ ⎫ ⎧ ⎫
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⇔ = − ⇔ = − ⇔ = =⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪ ⎪ ⎪− = − + =⎩ ⎭⎩ ⎭

 

      Πρόβλημα 3 

      Αν οι , ,α β γ  είναι θετικοί πραγματικοί αριθμοί με  1 1 1 1
+ + =

α β γ αβγ
,  να αποδείξετε ότι: 

( ) ( ) ( )3 3 3 3 3 3

2 2 2 2 2 21 2
α +β γ β + γ α γ + α β

≤ + + <
α +β β + γ γ + α

. 
      Πότε ισχύει η ισότητα;   
      
      Λύση 
      Παρατηρούμε ότι  

          
( ) ( )( ) ( )( ) ( )

3 3 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

α +β γ α +β α −αβ+β γ α +β α +β γ
= < = α +β γ

α +β α +β α +β
,                   (1) 

          
( ) ( )( ) ( )

( )

2 2
2 2

3 3 2 2

2 2 2 2 2 2

2 1
2

⎛ ⎞α +β
α +β α +β − γ⎜ ⎟α +β γ α +β α −αβ+β γ ⎝ ⎠= ≥ = α +β γ

α +β α +β α +β
.    (2) 

      Η ισότητα στη (2) ισχύει, αν, και μόνον αν,  α β= . 
      Άρα  έχουμε 

                                                    ( ) ( ) ( )
3 3

2 2

1
2

α +β γ
α +β γ ≤ < α +β γ

α +β
.                                    (3)  

      Ομοίως λαμβάνουμε           

                                                    ( ) ( ) ( )
3 3

2 2

1
2

β + γ α
β+ γ α ≤ < β+ γ α

β + γ
,                                    (4) 

 

                                               ( ) ( ) ( )
3 3

2 2

1
2

γ + α β
γ + α β ≤ < γ + α β

γ + α
.                                    (5) 

      Οι ισότητα στις (4) και (5) ισχύει αν, και μόνον αν,  β = γ και γ = α, αντίστοιχα.  
      Από τις (3), (4) και (5) με πρόσθεση κατά μέλη λαμβάνουμε :.                                    
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( ) ( ) ( ) ( )

3 3 3 3 3 3

2 2 2 2 2 2 2
α +β γ β + γ α γ +α β

αβ+βγ + γα ≤ + + < αβ+βγ + γα
α +β β + γ γ +α

             (6) 

      Όμως από την υπόθεση έχουμε:          

                                         1 1 1 1 1+ + = ⇔ αβ+βγ + γα =
α β γ αβγ

,                                        (7) 

οπότε από τις (6) και (7) προκύπτουν οι ζητούμενες ανισότητες. 
      Η ισότητα ισχύει αν, και μόνον αν, α β γ= = , οπότε από τη σχέση 1αβ +βγ + γα = , προκύ-

πτει ότι 3α β γ .
3

= = =  

      Παρατήρηση. Η δεύτερη ανισότητα είναι γνήσια από την κατασκευή της άσκησης με τους 

, ,α β γ  θετικούς πραγματικούς αριθμούς, λόγω της ισότητας  1 1 1 1
+ + =

α β γ αβγ
. Στην περίπτωση 

που επιτρέψουμε οι , ,α β γ  να είναι μη αρνητικοί πραγματικοί αριθμοί, δίνοντας στην παραπάνω 
ισότητα τη μορφή αβ βγ γα 1+ + = , τότε η δεύτερη ανισότητα γίνεται 

                                         
( ) ( ) ( )3 3 3 3 3 3

2 2 2 2 2 2 2
α +β γ β + γ α γ + α β

+ + ≤
α +β β + γ γ + α

, 

 όπου η ισότητα ισχύει, αν, και μόνον αν, ένας μόνον από τους , ,α β γ  είναι μηδέν και οι άλλοι 
δύο αντίστροφοι. 
 
      Πρόβλημα 4 
      Δίνεται οξυγώνιο και σκαληνό τρίγωνο ΑΒΓ  (με AΑΒ < Γ ) εγγεγραμμένο σε κύκλο ( )c  με 
κέντρο O  και ακτίνα R . Από το σημείο Α  φέρνουμε τις δύο εφαπτόμενες προς τον κύκλο 

1( )c , που έχει κέντρο το σημείο O  και ακτίνα OMr = ( M  είναι το μέσο της BΓ ). Η μία εφα-
πτόμενη εφάπτεται στο κύκλο 1( )c  στο σημείο T , τέμνει την ΒΓ  στο σημείο Ν  και το κύκλο 
( )c  στο σημείο 1N  (θεωρούμε BN < BM ). Η άλλη εφαπτόμενη εφάπτεται στο κύκλο 1( )c  στο 
σημείο Σ , τέμνει την ΒΓ  στο σημείο K  και το κύκλο ( )c  στο σημείο 1K  (θεωρούμε 
ΓK <ΓM ). Να αποδείξετε ότι οι ευθείες 1BN , 1ΓΚ  και AM  περνάνε από το ίδιο σημείο (συ-
ντρέχουν). 
 
      Λύση 
      Οι χορδές 1AN , 1AΚ  και ΒΓ  του κύκλου )c( , είναι εφαπτόμενες του κύκλου )c( 1  στα ση-
μεία ,Τ Σ  και Μ  αντίστοιχα. Άρα οι ακτίνες OΤ,ΟΣ  και OΜ  του κύκλου )c( 1 , είναι κάθετες 
προς τις χορδές 1AN , 1AΚ  και ΒΓ  του κύκλου )c(  αντίστοιχα. Δηλαδή οι ακτίνες OΤ,ΟΣ  και 
OΜ  του κύκλου )c( 1 , είναι τα αποστήματα που αντιστοιχούν στις χορδές 1AN , 1AΚ  και ΒΓ  
του κύκλου )c( . Τα αποστήματα OΤ,ΟΣ  και OΜ  είναι ίσα μεταξύ τους , αφού είναι ακτίνες 
του κύκλου )c( 1 . 
      Άρα 1AN  = 1AΚ = ΒΓ (*) και τα σημεία , ,Τ Σ Μ  είναι τα μέσα των χορδών 1AN , 1AΚ  και 
ΒΓ , αντίστοιχα. Από τους προηγούμενους συλλογισμούς, προκύπτουν οι παρακάτω ισότητες 
ευθυγράμμων τμημάτων:  
 1 1ΜΒ =ΜΓ = ΤΑ = ΤΝ = ΣΑ = ΣΚ  (1)  

      Το σημείο N  βρίσκεται εκτός του κύκλου )c( 1  και NM, NT  είναι τα εφαπτόμενα τμήματα, 
οπότε 
                                                               NM = NT  (2)  
      Συνδυάζοντας τις σχέσεις (1)  και (2)  έχουμε: 
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(:)

1 1
1

(1) :
(2) : N

ΜΒ = ΤΝ ⎫ ΤΝΜΒ
⇒ = ⇒ΤΜ ΒΝ⎬ΝΜ = ΝΤ Μ ΝΤ⎭

P  (3)  

      Συνδυάζοντας και πάλι τις σχέσεις (1)  και (2)  έχουμε: 

 
(:)(1) :

/ /
(2) :

ΜΓ = ΤΑ ⎫ ΜΓ ΤΑ
⇒ = ⇒ΤΜ ΑΓ⎬ΝΜ = ΝΤ ΝΜ ΝΤ⎭

 (4)  

 

 
                                                                     Σχήμα 4 
     
      Από τις (3)  και (4)  έχουμε 1ΒN ΑΓP . Με ανάλογο τρόπο αποδεικνύουμε ότι 1ΓK ΑΒP . 
Αν λοιπόν Ρ  είναι η τομή των ευθειών 1ΒN  και 1ΓK , τότε το τετράπλευρο ΑΒΡΓ  είναι πα-
ραλληλόγραμμο. Άρα οι ευθείες 1ΒN , 1ΓK  και ΑΜ  θα συντρέχουν στο Ρ . 
 
(*)  “Δύο χορδές ενός κύκλου είναι ίσες αν και μόνο αν τα αποστήματά τους είναι ίσα.” 

(Θεώρημα ΙΙΙ, Σελ.46, του Σχολικού βιβλίου της ΕΜΕ) 
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Γ΄ τάξη Λυκείου 
      Πρόβλημα 1 
      Αν οι , ,α β γ  είναι θετικοί πραγματικοί αριθμοί με άθροισμα 12,  να αποδείξετε ότι: 

( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 24 4 4
12

4 4 4
α + β γ β + γ α γ + α β

+ + >
αβ βγ γα

 
        

      Λύση 
      Από τις γνωστές ανισότητες   

                          2 2 2 2 2 24 4 , 4 4 , 4 4α + β ≥ αβ β + γ ≥ βγ γ + α ≥ γα ,                       (1) 
λαμβάνουμε τις ανισότητες: 

( )

( )

( )

2 22 2

2 22 2

2 22 2

44 4 1 ( ό ύ 2 ) (2)
4 4 4

44 4 1 (η ισότητα ισχύει για 2 ) (3)
4 4 4

44 4 1 (η ισότητα ισχύει για 2 ) (4)
4 4 4

α + β γα + β αβ
≥ = η ισ τητα ισχ ει για α = β ⇒ ≥ γ

αβ αβ αβ

β + γ αβ + γ βγ
≥ = β = γ ⇒ ≥ α

βγ βγ βγ

γ + α βγ + α γα
≥ = γ = α ⇒ ≥ β

γα γα γα

 

      Από τις (2), (3) και (4) με πρόσθεση κατά μέλη λαμβάνουμε: 
 

                   
( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 24 4 4

12
4 4 4

α + β γ β + γ α γ + α β
+ + ≥ α +β+ γ =

αβ βγ γα
.               (5) 

 
      Η ισότητα στη σχέση (5) ισχύει, αν, και μόνον αν, ισχύουν οι ισότητες και στις τρεις σχέσεις 
(2), (3) και (4) ή ισοδύναμα:  
                                                      2 , 2 , 2α = β β = γ γ = α , 
από τις οποίες προκύπτει ότι 0α = β = γ = , που είναι άτοπο, αφού οι αριθμοί , ,α β γ  είναι θετι-
κοί. Επομένως έχουμε αποδείξει ότι:    

                                   
( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 24 4 4

12
4 4 4

α + β γ β + γ α γ + α β
+ + >

αβ βγ γα
. 

                   
      Πρόβλημα 2 
      Να λύσετε στους πραγματικούς αριθμούς το σύστημα: 

                                                
2

2

2 5
3 2

x xy
y xy

⎧ ⎫+ =⎪ ⎪
⎨ ⎬

− = −⎪ ⎪⎩ ⎭
.                                                 ( Σ )           

      Λύση 
      Αν υποθέσουμε ότι υπάρχει λύση ( ,x y ) του συστήματος ( Σ ),  με 0 ή 0x y= = , τότε λαμ-
βάνουμε 0 = 5  ή  0 = -2, άτοπο. 
      Για 0xy ≠ , η μία εξίσωση του συστήματος μπορεί να αντικατασταθεί με αυτήν που προκύ-
πτει από τις δύο εξισώσεις του συστήματος, με διαίρεση κατά μέλη: 
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2
2 2

22

1 2 5
5 11 2 01 22 5 5 3 2

3 2 2
3

1 12 ή 25 5ή .
2

5

my m mx xy m mx yyy xy my y m xxx x

m m mm
y y x xm y
x

+⎧ ⎫ ⎧ ⎫= − − + =+ ⋅ ⎪ ⎪+ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪−= − ⇔ = − ⇔ ⇔⎨ ⎬ ⎨ ⎬− =⎛ ⎞ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪=− ⋅ ⎩ ⎭⎜ ⎟ ⎪ ⎪⎩ ⎭⎝ ⎠
⎧ ⎫ ⎧ ⎫= = =⎪ ⎪ ⎪ ⎪=⎧ ⎫⎪ ⎪ ⎪ ⎪⇔ ⇔⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬=⎩ ⎭⎪ ⎪ ⎪ ⎪= =
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭

 

      Επομένως έχουμε: 

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2
2

2 2
7 5 72 5 5 12 5 5 5 5 7ή ή ή

22 2
5 5 5

5 7 7 5 7 7, 1,2 ή , 1, 2 ή , , ή , , .
7 7 7 7

xx xy xxx xy x
x y xy x y x xy xy y

x y x y x y x y

⎧ ⎫⎧ ⎫⎧ ⎫+ = = =±⎪ ⎪⎪ ⎪ =±⎧ ⎫ ⎧ ⎫+ = = ⎧ ⎫⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪Σ ⇔ ⇔ ⇔⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬== == ⎩ ⎭⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪= =⎩ ⎭ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= = − − = = − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

   
       Πρόβλημα 3 
      Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ  εγγεγραμμένο σε κύκλο  ( )c  με κέντρο Oκαι ακτίνα R . Ο περιγε-
γραμμένος κύκλος του τριγώνου ΑOB  (έστω 1( )c ), τέμνει την AΓ  στο σημείο  K  και την  ΒΓ  
στο σημείο Ν . Έστω 2( )c  ο περιγεγραμμένος κύκλος του τριγώνου  ΓΚΝ και 3( )c  ο περιγε-
γραμμένος κύκλος του τριγώνου  OΓΚ . Να αποδείξετε ότι οι κύκλοι  1( )c , 2( )c  και 3( )c  είναι 
ίσοι μεταξύ τους. 
 
      Λύση 
      Έστω  321 R,R,R  οι ακτίνες των κύκλων )c(),c( 21  και )c( 3  αντίστοιχα. Θα αποδείξουμε ότι 

321 RRR == . 

      Από το εγγεγραμμένο τετράπλευρο AKOB  έχουμε: 1 1
ˆ ˆΑ B= . 

      Από το εγγεγραμμένο τετράπλευρο AOΝB έχουμε: 2 2
ˆ ˆΑ Β= . 

      Από το ισοσκελές τρίγωνο OBΓ , έχουμε: 2 2
ˆ ˆΒ Γ= . 

      Από το ισοσκελές τρίγωνο OΑΓ , έχουμε: 1 1
ˆ ˆΑ Γ= . 

      Από τις παραπάνω ισότητες των γωνιών, προκύπτει   ˆ ˆ ˆΝΑΓ ΚΒΓ Γ= = , δηλαδή τα τρίγωνα 
ΝΑΓκαι ΚΒΓείναι ισοσκελή, οπότε ΝΑ ΝΓ= και ΚΒ ΚΓ= . 
 
      Τα τρίγωνα τώρα ΟΚΒ  και ΟΚΓ  είναι ίσα διότι έχουν: 
      1. ΟΒ ΟΓ=  (ακτίνες του κύκλου )c( ) 
      2. ΟΚ  (κοινή) 
      3. ΚΒ ΚΓ=  (από το ισοσκελές τρίγωνο ΚΒΓ ). 
      Εφόσον λοιπόν τα τρίγωνα ΟΚΒ  και ΟΚΓ  είναι ίσα, θα έχουν ίσους τους περιγεγραμμέ-
νους κύκλους τους )c( 1  και )c( 3 . 
 
      Απόδειξη της Ισότητας των Κύκλων )c( 1  και )c( 2  ( 1ος  τρόπος) 
      Θεωρούμε τώρα τα τρίγωνα ΚΝΒ  και ΚΝΓπου έχουν περιγεγραμμένους κύκλους )c( 1  και 

)c( 2  αντίστοιχα. 
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      Θα χρησιμοποιήσουμε στη συνέχεια τον τύπο (ΑΒΓ)
4

E
R

αβγ
= =  που εκφράζει το εμβαδό 

τριγώνου συναρτήσει του μήκους των πλευρών και της ακτίνας του περιγεγραμμένου κύκλου. 
      Έστω λοιπόν 1 (ΚΝΒ)E =  το εμβαδό του τριγώνου ΚΝΒ  και 2 (ΚΝΓ)E =  το εμβαδό του 
τριγώνου ΚΝΓ.  Τότε: 

      
1

1 1 2

2 1
2

2

ΝΒ ΝΚ ΒΚ(ΚΝΒ)
4 4 ΝΒ ΝΚ ΒΚ
ΝΚ ΓΚ 4 ΝΓ ΝΚ ΓΚ(ΚΝΓ)
4

E
R R

RE
R

⋅ ⋅ ⎫= = ⎪ Ε ⋅ ⋅ ⋅⎪⇒ =⎬ΝΓ⋅ ⋅ Ε ⋅ ⋅ ⋅⎪= =
⎪⎭

1 2

2 1

ΝΒ
ΝΓ

R
R

Ε ⋅
⇒ =

Ε ⋅
,                 (1) 

(για τη τελευταία συνεπαγωγή χρησιμοποιήσαμε την ισότητα ΚΒ ΚΓ= , που προκύπτει από το 
ισοσκελές τρίγωνο ΚΒΓ ). 

 
Σχήμα 5 

       Τα τρίγωνα ΚΝΒ  και ΚΝΓ έχουν τις γωνίες τους ˆΚΝΒ  και ˆΚΝΓ  παραπληρωματικές. 
Άρα: 

                                                   1

2

ΝΒ ΝΚ
ΝΓ ΝΚ

E
E

⋅
=

⋅
1

2

ΝΒ
ΝΓ

Ε
⇒ =

Ε
 .                                              (2) 

      Από τις σχέσεις (1) και (2) έχουμε 21 RR = . 
 
     Απόδειξη της Ισότητας των Κύκλων )c( 1  και )c( 2  (2ος τρόπος) 
      Για την απόδειξη, θα χρησιμοποιήσουμε το νόμο των ημιτόνων: 

2
ημΑ ημΒ ημΓ

a Rβ γ
= = = . 

      Εφαρμόζοντας το νόμο των ημιτόνων στα τρίγωνα ΚΝΒ  και ΚΝΓ  έχουμε: 

12ˆημ( )
RΚΝ

=
ΚΒΝ

 και 22ˆημ( )
RΚΝ

=
Γ

. 

      Από την ισότητα τώρα των γωνιών ˆ ˆΚΒΝ = Γ , καταλήγουμε: 21 RR = . 
 
 
      Πρόβλημα 4 
      Η ακολουθία *, ,na n∈¥  ορίζεται αναδρομικά από τις σχέσεις 
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*
1 , ,

2n n n

ka a n+ = − ∈¥  1 1a = , 

όπου k  θετικός ακέραιος.  
(i) Να προσδιορίσετε το γενικό όρο na  της ακολουθίας ως συνάρτηση των n  και k . 

(ii) Να αποδείξετε ότι υπάρχουν μοναδικοί θετικοί ακέραιοι ,k n  τέτοιοι ώστε : 1000

1
2na = .  

                                                                                                      
      Λύση 
      (i) Από τις υποθέσεις έχουμε 

2 1 3 2 12 1, , ... ,
2 2 2n n n

k k ka a a a a a − −= − = − = − ,  1, 2,3,...n =    

από τις οποίες με πρόσθεση κατά μέλη λαμβάνουμε: 

                                 

( )

1 2 1

1

11
1 1 1 21 1 12 2 2 1

2

11 2 1 1 , 1,2,3,...
2 2

n

n n

n

n n

a a k k

ka k k k n

−

−

⎛ ⎞⎛ ⎞−⎜ ⎟⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎝ ⎠⎜ ⎟= − + + ⋅⋅⋅+ = − − + ⇔⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞= + − − = − + =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

 

      (ii)  Έστω ότι: 

                           ( ) ( ) 1 1000 1000 1
1000 1 1000

1 11 1 2 2 2
2 2 2

n n
n n

ka k k k− + −
−= ⇔ − + = ⇔ − ⋅ + ⋅ = , 

όπου k  θετικός ακέραιος και *, 1n n∈ >¥ . Τότε έχουμε  

( )1 1000 1 1 1000 10002 2 2 2n n nk− + − − +− = − . 
                

                                                 
1 1000 1

1 1000 1000

2 2 0,
2 2

n n

nk k
− + −

− +

−
⇔ = > ∈

−
Ά .                                           (1) 

• Αν υποθέσουμε ότι 1 1000 1001,n n− > ⇔ >  τότε από τη σχέση (1) προκύπτει, ότι 
( )0,1k∈ , άτοπο. 

• Αν υποθέσουμε ότι 1 1000 1001,n n− < ⇔ <  τότε έχουμε: 

                      
1 1000 1 1000 1 1001

1 1000 1000 1 1000 1000 1

2 2 2 2 1 21 1
2 2 2 2 2 1

n n n n

n n nk
− + − − −

− + − + −

− − −
− = − = =

− − −
, 

      οπότε θα είναι 0 1 1k< − < , που είναι άτοπο. 
Άρα είναι 1 1000 1001n n− = ⇔ = , οπότε από την (1) προκύπτει ότι 1k = . 
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ΕNΔΕΙΚΤΙΚΕΣ ΛΥΣΕΙΣ 
 

B΄ τάξη Γυμνασίου 
Πρόβλημα 1 
(α) Να συγκρίνετε τους αριθμούς 

3
3 0

4 2 4

2 3 3 1 1 1 8 2 32 2 : και :
31 8 2 4 4 12 3 9 2

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞Α = ⋅ + + − Β = − − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. 

(β) Αν ισχύει ότι:  
                                     ( )6 11αβ βγ γα αβγ+ + =  και 0αβγ ≠ , 
     να βρείτε την τιμή της παράστασης: 

8 12 16
2 3 4
α β γ
α β γ
− − −

Γ = + + . 

      Λύση 
(α) Έχουμε 

     

3
3 0

4 2 4

2 3 3 1 8 3 2 1 8 1 1 8 722 2 : 8 1 9 9 ,
31 8 2 4 31 8 3 4 31 4 4 31 31
1 1 8 2 3 3 1 8 2 3 1 81 3 9 3 39: : .
4 12 3 9 2 12 12 81 81 16 6 6 16 4 16 16

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞Α = ⋅ + + − = ⋅ + + ⋅ − = ⋅ + − = ⋅ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞Β = − − + = − − + = ⋅ + = + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

    

Επειδή είναι 72 39 72 16 39 31 1152 1209 0,
31 16 31 16 496

⋅ − ⋅ −
Α−Β = − = = <

⋅
 έπεται ότι Α < Β . 

(β) Έχουμε 
8 12 16 8 12 16
2 3 4 2 2 3 3 4 4

1 1 1 1 1 1 1 1 1 134 4 .
2 3 4 12

α β γ α β γ
α β γ α α β β γ γ

α β γ α β γ

− − −
Γ = + + = − + − + −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞= ⋅ + + − + + = ⋅ + + −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

      Από την υπόθεση ( )6 11αβ βγ γα αβγ+ + =  και 0αβγ ≠  με διαίρεση και των δύο μελών 
της ισότητας με 6 0αβγ ≠  προκύπτει ότι: 

6( ) 11 1 1 1 11
6 6 6

αβ βγ γα αβγ
αβγ αβγ α β γ
+ +

= ⇒ + + = , 

οπότε η παράσταση Γ έχει τιμή 
1 1 1 13 11 13 44 13 75 254 4 .

12 6 12 6 12 12 4α β γ
⎛ ⎞

Γ = ⋅ + + − = ⋅ − = − = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

      Πρόβλημα 2 
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      Ένας πελάτης αγόρασε από μία έκθεση αυτοκινήτων ένα αυτοκίνητο για το οποίο πλήρωσε 
με μετρητά το μισό της τιμής πώλησης του αυτοκινήτου, ενώ για τα υπόλοιπα συμφωνήθηκε να 
πληρώσει με 24 μηνιαίες δόσεις των 500 ευρώ. Με αυτόν το διακανονισμό επιβαρύνθηκε με τό-
κους που συνολικά αντιστοιχούν στο 10% της τιμής πώλησης του αυτοκινήτου. Να βρείτε την 
τιμή πώλησης του αυτοκινήτου και πόσα συνολικά θα πληρώσει συνολικά ο πελάτης. 
 
      Λύση. 
      Αν υποθέσουμε ότι η τιμή πώλησης του αυτοκινήτου είναι x , τότε, σύμφωνα με την υπόθε-
ση του προβλήματος θα έχουμε την εξίσωση: 

                

1024 500 12000 5 120000 10
2 100 2 10

1200006 120000 20000.
6

x x x xx x x x x

x x

+ ⋅ = + ⇔ + = + ⇔ + = +

⇔ = ⇔ = =
 

      Άρα η τιμή πώλησης του αυτοκινήτου είναι 20000x = ευρώ και ο πελάτης θα πληρώσει συ-

νολικά   10 11 11 20000 22000
100 10 10

x xx ⋅
+ = = =  ευρώ.    

 
      Πρόβλημα 3 
      Στο διπλανό σχήμα, το τρίγωνο ΑΒΓ  είναι ισοσκελές (ΑΒ = ΑΓ ), 
το τρίγωνο ΑΔΓ  είναι ισόπλευρο και Ε  είναι το μέσο του ΑΔ . Αν το 
Κ  βρίσκεται στη προέκταση της ΒΓ  και οι ,ΒΔ ΓΕ  τέμνονται στο 
σημείο Ζ , να αποδείξετε ότι οι γωνίες ˆΒΖΓ  και ˆΚΓΔ , είναι ίσες. 
                                           
      Λύση 
      Έστω ˆ x̂ΒΑΓ = . Από το ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ  με ˆ ˆΒ = Γ έχουμε:  

                       
ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ180 2 180 90
2

o o o xxΑ+Β+Γ = ⇔ + Γ = ⇔ Β = Γ = − .                     (1) 

 

 
Σχήμα 1 

      Από το ισόπλευρο τρίγωνο ΑΓΔ , έχουμε: 0ˆ 60ΑΓΔ = . Οι γωνίες τώρα Γ̂ , ˆΑΓΔ  και 1Γ̂   εί-
ναι διαδοχικές με την πρώτη και την τελευταία πλευρά τους αντικείμενες ημιευθείες, έχουμε ότι 
Γ̂ ˆ+ΑΓΔ 1

ˆ 180o+Γ = , οπότε 



 
 ΕNΔΕΙΚΤΙΚΕΣ ΛΥΣΕΙΣ 3 

                                1 1
ˆ ˆˆ ˆ180 60 90 30
2 2

o o o ox x⎛ ⎞Γ = − − − ⇔ Γ = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

.                                         (2) 

      Στο ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΔ , θέτουμε 1 1
ˆˆ ω̂Β = Δ =  και παίρνουμε: 

                                       0 ˆˆ ˆˆ2 60 180 60
2

o xxω ω+ + = ⇔ = − .                                   (3) 

      Από το ορθογώνιο τρίγωνο τέλος ΕΔΖ , έχουμε:  

                                               1
ˆ ˆ ˆ90o ωΖ = ΕΖΔ = − 1

ˆˆ 30
2

o x
⇔ Ζ = + .                                  (4) 

 
      Πρόβλημα 4 
      Γράφουμε στον πίνακα το σύνολο Α που περιέχει όλους  τους  ακέραιους από το 1 μέχρι και 
το 2012. Διαγράφουμε από το σύνολο Α όλους τους ακέραιους που είναι πολλαπλάσια του 5 και 
στη συνέχεια, από τους ακέραιους που απέμειναν, διαγράφουμε αυτούς που είναι πολλαπλάσια 
του 8. Να βρείτε πόσοι ακέραιοι θα απομείνουν στο σύνολο Α.       
 
      Λύση 
      Το σύνολο { }1, 2,3,..., 2012Α =  έχει 2012 στοιχεία. Τα πολλαπλάσια του 5 που ανήκουν στο 
σύνολο Α είναι της μορφής 5 ,κ  όπου κ  ακέραιος τέτοιος ώστε  

{ }1 2012 1 21 5 2012 402 1,2,..., 402 ,
5 5 5 5

κ κ κ κ≤ ≤ ⇔ ≤ ≤ ⇔ ≤ ≤ ⇔ ∈  

δηλαδή τα πολλαπλάσια του 5 που ανήκουν στο σύνολο Α είναι 402. 
      Τα πολλαπλάσια του 8 που ανήκουν στο σύνολο Α είναι της μορφής 8 ,κ  όπου κ  ακέραιος 
τέτοιος ώστε  

{ }1 2012 1 41 8 2012 251 1,2,..., 251 ,
8 8 8 8

κ κ κ κ≤ ≤ ⇔ ≤ ≤ ⇔ ≤ ≤ ⇔ ∈  

δηλαδή τα πολλαπλάσια του 8  που ανήκουν στο σύνολο Α είναι 251. 
      Όμως υπάρχουν πολλαπλάσια του 8 που είναι και πολλαπλάσια του 5  και έχουν ήδη δια-
γραφεί. Αυτά είναι όλα τα πολλαπλάσια του { }5,8 40ΕΚΠ =  που ανήκουν στο σύνολο Α.  
      Εργαζόμενοι ομοίως, από τις ανισώσεις  

{ }1 2012 1 121 40 2012 50 1,2,...,50 ,
40 40 40 40

κ κ κ κ≤ ≤ ⇔ ≤ ≤ ⇔ ≤ ≤ ⇔ ∈  

βρίσκουμε ότι τα κοινά πολλαπλάσια των 5 και 8 μέσα στο σύνολο Α είναι 50. 
      Επομένως, διαγράψαμε από το σύνολο Α συνολικά  402 251 50 603+ − =  στοιχεία, οπότε 
απέμειναν τελικά 2012 603 1409− =  στοιχεία. 
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ΕNΔΕΙΚΤΙΚΕΣ ΛΥΣΕΙΣ 

 
Γ΄ τάξη Γυμνασίου 

        
      Πρόβλημα 1 

(α) Να βρείτε την τιμή της παράστασης: 
3 2

2 2 2

9 20237
4

α α α β
β β β

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ −
Α = + ⋅ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
, 

            αν δίνεται ότι 32α β −= = .                                                                                  

      (β) Αν τα ποσά ,x y  είναι ανάλογα με συντελεστή αναλογίας 0x
y

α= > , να αποδείξετε ότι η   

           παράσταση 2 2

2xy
x y

Κ =
+

 έχει τιμή ανεξάρτητη των τιμών των ,x y  και ισχύει ότι 1Κ ≤ . 

           Για ποια τιμή του α  η παράσταση Κ  παίρνει τη μέγιστη τιμή της.                   
 
 
           Λύση 

      (α) Για 32α β −= =  λαμβάνουμε 
( )

3 3
3 6 3

22 63

2 2 2 2 8
22

α
β

− −
− +

−−
= = = = = . 

      Η παράσταση Α γράφεται: 

( )
3 3

2 2 2

3

1 1237 9 20 8 237 8 9 8 20
4 4

245 2 72 20 245 8 52 2012.

α α α
β β β

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞Α = + ⋅ ⋅ + ⋅ − = + ⋅ ⋅ + ⋅ −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= ⋅ + − = ⋅ + =

 

 
      (β) Από την υπόθεση έχουμε ότι x yα= , οπότε η παράσταση γράφεται 

                                           
( )

2

2 2 2 22 2

2 2 2
11

ayy y
y y y

α α
α αα

Κ = = =
+ ++

, 

δηλαδή είναι ανεξάρτητη των ,x y  και εξαρτάται μόνο από το λόγο α . Επιπλέον, ισχύει 

( )22 2
2

2 1 1 2 2 1 0 1 0
1

α α α α α α
α

Κ = ≤ ⇔ + ≥ ⇔ − + ≥ ⇔ − ≥
+

, 

το οποίο είναι αληθές. Επομένως η μέγιστη τιμή της παράστασης είναι 1 και λαμβάνεται όταν 
1 0,α − =  δηλαδή όταν 1α = . 



 
 ΕNΔΕΙΚΤΙΚΕΣ ΛΥΣΕΙΣ 5 

      Πρόβλημα 2 
      Στο διπλανό σχήμα, οι μικροί κύκλοι είναι ίσοι μεταξύ τους (με 
ακτίνα R ), έχουν κέντρα τα σημεία ,Κ Λ  και εφάπτονται εξωτερικά 
στο σημείο Μ . Οι διάμετροι ΑΒ  και ΓΔ  (των μικρών κύκλων) εί-
ναι κάθετες στην διάκεντρό τους ΚΛ . Ο μεγάλος κύκλος τέλος, έχει 
κέντρο το σημείο  Μ  και περνάει από τα σημεία , , ,Α Β Γ Δ . Να υ-
πολογιστεί συναρτήσει του R , το εμβαδό του σκιασμένου χωρίου. 
      Λύση 
      Επειδή είναι και ,ΑΚ = ΔΛ ΑΚ ΔΛ ως κάθετες στη διάκεντρο ΚΛ , το τετράπλευρο 
ΑΚΛΔ  είναι ορθογώνιο, οπότε θα είναι 2RΑΔ = ΚΛ = . Ομοίως προκύπτει ότι και το τετρά-
πλευρο ΚΒΓΛ είναι ορθογώνιο και ότι 2RΒΓ = ΚΛ =  Επομένως, το τετράπλευρο ΑΒΓΔ  είναι 
τετράγωνο με πλευρά R2  και εμβαδό 2( ) 4RΑΒΓΔ = . 

 
Σχήμα 2 

     Το τρίγωνο ΑΚΜ  είναι ορθογώνιο με κάθετες πλευρές RΚΑ = ΚΜ = . Άρα, από το Πυθα-
γόρειο θεώρημα, έχουμε: 2RΜΑ =ΜΒ =ΜΓ =ΜΔ = , δηλαδή ο μεγάλος κύκλος έχει ακτίνα 

2R  και κατά συνέπεια το εμβαδό του θα είναι: 2 2( 2) 2R Rπ πΕ = = . 
      Τα εμβαδά των δύο μικτόγραμμων χωρίων ΜΑΔ  και ΜΒΓ είναι ίσα μεταξύ τους και το ά-
θροισμά τους προκύπτει, αν από το εμβαδό του τετραγώνου αφαιρέσουμε το εμβαδό των δύο 
μικρών ημικυκλίων (δηλαδή το εμβαδό του μικρού κύκλου). 
      Με βάση τους παραπάνω συλλογισμούς προκύπτουν οι σχέσεις: 

2 2 2 2
2 2 2

42 ( ) 2 4
2

R R R Rππ π −⎛ ⎞Ε = ΑΒΓΔ − ⇔ Ε = − ⇔ Ε = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

      Για τα εμβαδά των χωρίων 3Ε  έχουμε: 
2

3 12
Rπ

Ε = −Ε . 

      Άρα το εμβαδό του ζητούμενου χωρίου είναι: 
2 2 2

1 2 3 1 12 2 2 2 (4 ) 2 4R R Rπ πΕ + Ε + Ε = Ε + − + − Ε = . 
      Παρατήρηση 
      Το εμβαδό ενός από τα τέσσερα ίσα κυκλικά τμήματα του μεγάλου κύκλου είναι: 

( ) 22 2

1

2( ) 2 4 .
4 4 2

RR R ππ −Ε − ΑΒΓΔ −
Ε = = = . 

      Ο υπολογισμός όμως δεν είναι απαραίτητος γιατί απλοποιείται με τις πράξεις. 
 
      Πρόβλημα 3 
      Γράφουμε στον πίνακα το σύνολο Α που περιέχει όλους  τους  ακέραιους από το 101 μέχρι 
και το 2012. Διαγράφουμε από το σύνολο Α όλους τους ακέραιους που είναι πολλαπλάσια του 3 
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και στη συνέχεια διαγράφουμε όλους τους ακέραιους που είναι πολλαπλάσια του 8. Να βρείτε 
πόσοι ακέραιοι θα απομείνουν στο σύνολο Α. 
      Λύση 
      Το σύνολο { }101,102,103,..., 2012Α =  έχει 2012 - 100 =1912 στοιχεία. Τα πολλαπλάσια του 
3 που ανήκουν στο σύνολο Α είναι της μορφής 3 ,κ  όπου κ  ακέραιος τέτοιος ώστε  

           { }101 2012 2 2101 3 2012 33 670 34,35,...,670 ,
3 3 3 3

κ κ κ κ≤ ≤ ⇔ ≤ ≤ ⇔ ≤ ≤ ⇔ ∈   

δηλαδή τα πολλαπλάσια του 3 που ανήκουν στο σύνολο Α είναι 670 33 637− = . 
      Τα πολλαπλάσια του 8 που ανήκουν στο σύνολο Α είναι της μορφής 8 ,κ  όπου κ  ακέραιος 
τέτοιος ώστε  

           { }101 2012 5 4101 8 2012 12 251 13,14,..., 251 ,
8 8 8 8

κ κ κ κ≤ ≤ ⇔ ≤ ≤ ⇔ ≤ ≤ ⇔ ∈   

δηλαδή τα πολλαπλάσια του 8 που ανήκουν στο σύνολο Α είναι 251 12 239− = . 
      Όμως υπάρχουν πολλαπλάσια του 8 που είναι και πολλαπλάσια του 3 και έχουν ήδη διαγρα-
φεί. Αυτά είναι όλα τα πολλαπλάσια του { }3,8 24ΕΚΠ =  που ανήκουν στο σύνολο Α.  
      Εργαζόμενοι ομοίως, από τις ανισώσεις  

              { }101 2012 5 20101 24 2012 4 83 5,6,...,83 ,
24 24 24 24

κ κ κ κ≤ ≤ ⇔ ≤ ≤ ⇔ ≤ ≤ ⇔ ∈  

βρίσκουμε ότι τα κοινά πολλαπλάσια των 3 και 8 μέσα στο σύνολο Α είναι 83 4 79− = . 
      Επομένως, διαγράψαμε από το σύνολο Α συνολικά 637 239 79 797+ − =  στοιχεία, οπότε 
απέμειναν τελικά 1912 797 1115− =  στοιχεία. 
      Πρόβλημα 4 
      Δίνονται τα πολυώνυμα  
                ( ) ( )( )( )( )1 1 2 2P x x x x x= − + − +  και ( ) ( )( )2 2 4Q x x x xα β γ δ= + + + , 
όπου , , ,α β γ δ ∈ . Αν ισχύει ότι 3α β γ δ+ + + = − , να βρείτε τις τιμές των παραμέτρων 

, , ,α β γ δ ∈  για τις οποίες τα πολυώνυμα ( ) ( )καιP x Q x  είναι ίσα. 
      Λύση 
      Έχουμε ( ) ( )( )( )( ) ( )( )2 2 4 21 1 2 2 1 4 5 4P x x x x x x x x x= − + − + = − − = − +  και 

( ) ( )( )2 2 4 3 24 4Q x x x x x x x xα β γ δ αγ βγ αδ βδ= + + + = + + + + . 

Τα πολυώνυμα ( ) ( )καιP x Q x  είναι ίσα, αν, και μόνον αν, ισχύουν 

{ } { }
1, 0, 5, 0

0 ή 0 , 0 ή 0 , 1, 5.
αγ βγ αδ βδ

β γ β δ αγ αδ
= = = − =

⇔ = = = = = = −
 

      Οι τιμές 0 και 0γ δ= =  αποκλείονται γιατί δεν επαληθεύουν τις δύο τελευταίες εξισώσεις, 

οπότε λαμβάνουμε 1 50, , , 0.β γ δ α
α α

= = = − ≠  Από την εξίσωση  3α β γ δ+ + + = − , με α-

ντικατάσταση των τιμών των , καιβ γ δ  προκύπτει η εξίσωση 

( )( ) ( ) ( )( )

2 21 5 43 3 3 4 0 1 3 3 0

1 1 3 1 0 1 4 0 1 0 ή 4 0 1 ή 4

α α α α α α
α α α

α α α α α α α α α

+ − = − ⇔ − = − ⇔ + − = ⇔ − + − =

− + + − = ⇔ − + = ⇔ − = + = ⇔ = = −
 

      Επομένως οι τιμές των παραμέτρων , , ,α β γ δ ∈  πρέπει και αρκεί να είναι 
1 51, 0, 1, 5 ή 4, 0, ,
4 4

α β γ δ α β γ δ= = = = − = − = = − = . 
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ΕNΔΕΙΚΤΙΚΕΣ ΛΥΣΕΙΣ 

Α΄ τάξη Λυκείου 
      Πρόβλημα 1  
      Να βρείτε το υποσύνολο των πραγματικών αριθμών  στο οποίο συναληθεύουν οι ανισώσεις: 

( ) ( )222 1 1 21και
4 3 4 2 4 4

x x x x x xx x− + + ++
+ ≤ + > . 

      Λύση 
      Έχουμε 

( )
22

2 21
3 4 1 3 3 4 4 4.

4 3 4
x x xx x x x x x x
− +

+ ≤ ⇔ + − ≤ + ⇔ ≤ ⇔ − ≤ ≤  

( ) ( ) ( ) ( )
2

21 21 2 2 1 2 2 2.
2 4 4

x x xx x x x x x x
+ ++

+ > ⇔ + + + > + ⇔ − > ⇔ < −  

      Επομένως, οι δύο ανισώσεις συναληθεύουν στο διάστημα [ ) { }4, 2 : 4 2x x− − = ∈ − ≤ < − . 
 
      Πρόβλημα 2 
      Να προσδιορίσετε τις λύσεις της εξίσωσης 

( ) ( )
( )

2 2
2

22 2

1

1 1

ax a xx x ab
x a a b

⎡ ⎤+ − ++ ⎣ ⎦⋅ =
− − −

, 

για τις διάφορες τιμές των πραγματικών αριθμών ,a b  με ( )( )21 0ab a b a− − ≠ . 
 

      Λύση 
      Για να ορίζονται οι δεδομένες παραστάσεις πρέπει να ισχύουν: 

2 21 0,1 0(υπόθεση) και (υπόθεση) 1x a a b x− ≠ − ≠ ≠ ⇔ ≠ ± . 
      Για 1x ≠ ± , η δεδομένη εξίσωση είναι ισοδύναμη με την εξίσωση: 

( )
( ) ( )

( )( )
( ) ( )

2 2 2 2 2 2

2 22 2

1 1 1
1 11 1

a x a x a xx ab x ab
x xa aa b a b

+ − − − −
⋅ = ⇔ ⋅ =

− −− −− −
 

( )
( )

( ) ( )2 22
21 0abx x a b x a b x ab

a b
⇔ + = ⇔ − + − − =

−
 

      Επειδή είναι a b≠  η τελευταία εξίσωση είναι δευτέρου βαθμού και έχει διακρίνουσα 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )24 2 2 2 2 2 2 24 4 0.a b ab a b a b a b ab a b a b a b⎡ ⎤Δ = − + − = − − + = − + = − >⎣ ⎦  

      Άρα η εξίσωση έχει τις ρίζες 
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( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

2 2 2 2

1 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

22 2 και
2 2 2

22 2 .
2 2 2

a b a b b a bab b bx
a ba b a b a b

a b a b a a bab a ax
a ba b a b a b

− − + − −−
= = = =

−− − −

− − − − − −− −
= = = =

−− − −

 

      Παρατηρούμε ότι: 

               1 0 και 1 2b bb b a a b b a a b
b a b a

= ⇔ = − ⇔ = = − ⇔ = − + ⇔ =
− −

, 

                 1 2 και 1 0.a aa a b a b a b a b
a b a b
− −

= ⇔ − = − ⇔ = = − ⇔ − = − ⇔ =
− −

 

      Επομένως, για τιμές των παραμέτρων ,a b  που ικανοποιούν τις υποθέσεις  0 , 0,a b≠ ≠  
a b≠  και 1a ≠ ± , έχουμε: 

• Αν ( )( )2 2 0a b a b− − ≠ ,  η εξίσωση έχει δύο ρίζες  

1 2και  .b ax x
a b a b

−
= =

− −
 

• Αν 2a b= , τότε η εξίσωση έχει μόνο τη ρίζα 2 2x = − . 

• Αν 
2
ba = , τότε η εξίσωση έχει μόνο τη ρίζα 2 2x = − . 

 
      Πρόβλημα 3 
      Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ με ˆ 90Β =  και ˆ 45Α < . Θεωρούμε τα μέσα Δ και Ε των 
πλευρών ΒΓ και ΑΓ, αντίστοιχα,  και σημείο Μ ≠ Α  στο ευθύγραμμο τμήμα ΑΕ. Αν η μεσοκά-
θετη του ευθύγραμμου τμήματος ΒΜ  τέμνει την ευθεία ΔΕ στο Ζ και την ευθεία ΑΓ στο Θ, να  
αποδείξετε ότι: 
      (α) ˆˆΒΜΖ = Α . 
      (β)  Η ευθεία ΒΖ  διχοτομεί τη γωνία ˆΘΒΕ . 
      Λύση 
      (α) Επειδή το Ζ ανήκει στη μεσοκάθετη του ΒΜ θα είναι ΖΒ = ΖΜ και  
                                                      ˆ ˆ ωΒΜΖ =ΜΒΖ = . 
      Επειδή είναι ΔΕ ΑΒ  και ΑΒ ⊥ ΒΓ  έπεται ότι ,ΔΕ ⊥ ΒΓ  δηλαδή η ευθεία ΔΕ είναι μεσο-
κάθετη της πλευράς ΒΓ . Αφού Ζ∈ΒΓ  θα είναι ΖΒ = ΖΓ  και  
                                                         ˆ ˆ ϕΖΒΓ = ΖΓΒ = . 
      Επειδή ΜΖ = ΒΖ = ΓΖ  θα είναι και 
                                                         ˆ ˆ θΖΜΓ = ΖΓΜ = . 
      Από το τρίγωνο ΒΜΓ , λόγω των προηγούμενων ισοτήτων, έχουμε  

ˆ ˆ ˆ 180 2 2 2 180ω ϕ θΜΒΓ+ΒΓΜ +ΓΜΒ = ⇒ + + =  
                                   90ω ϕ θ+ + = .                                          (1) 

      Από το ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ  λαμβάνουμε  
                                                         ˆˆ 90 .ϕ θ+ = Γ = −Α                                      (2) 
      Από τις σχέσεις (1) και (2) με αφαίρεση κατά μέλη λαμβάνουμε: 

ˆˆ ωΒΜΖ = = Α . 
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Σχήμα 3 

      (β) Επειδή το σημείο Θ ανήκει στη μεσοκάθετη του ΒΜ η ΘΖ είναι διχοτόμος της γωνίας 
ˆΒΘΕ . Επίσης, επειδή η ΒΕ είναι διάμεσος του ορθογώνιου τριγώνου ΑΒΓ  προς την υποτεί-

νουσα, θα είναι 
2
ΑΓ

ΒΕ = = ΕΓ , οπότε το τρίγωνο ΒΕΓ  είναι ισοσκελές με την ΕΔ ύψος και δι-

χοτόμο της γωνίας ˆΒΕΓ , άρα και της γωνίας ˆΒΕΘ . Επομένως στο τρίγωνο ΒΘΕ το Ζ είναι το 
σημείο τομής των διχοτόμων του, οπότε και η ΒΖ διχοτομεί τη γωνία ˆΘΒΕ . 
 
      Πρόβλημα 4 
      Αν υπάρχουν ακέραιοι , ,x y a  που επαληθεύουν την εξίσωση  

( ) ( )22 2 2 0yx y a x y y a+ − + − = , 
να αποδείξετε ότι ο αριθμός xy  είναι τέλειο τετράγωνο ρητού αριθμού. 
 
      Λύση 
      Έστω ότι οι ακέραιοι , ,x y a  επαληθεύουν την εξίσωση: ( ) ( )22 2 2 0yx y a x y y a+ − + − = . 
Μετά τις πράξεις και αναδιάταξη των όρων η εξίσωση, ως προς άγνωστο το a , γράφεται: 
                                        ( ) ( )2 2 2 22 0y x a y a y x xy y− − + + + = . 
      Σύμφωνα με την υπόθεση, η εξίσωση αυτή με άγνωστο το a  έχει ακέραια λύση, αλλά και 
ακέραιους συντελεστές. Επομένως, η διακρίνουσα της είναι τέλειο τετράγωνο ακεραίου, δηλαδή 
υπάρχει κ ∈ τέτοιο, ώστε 

( )( ) ( ) ( )24 2 2 3 3 3 3 24 4 4 4 2y y y x x xy y y y y x yx xy x κ⎡ ⎤Δ = − − + + = − − = = =⎣ ⎦ . 

      Από την τελευταία ισότητα προκύπτει ότι: 
2

2
xy

x
κ⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
, όπου ο αριθμός 

2x
κ  είναι ρητός.  
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ΕNΔΕΙΚΤΙΚΕΣ ΛΥΣΕΙΣ 
 

Β΄ τάξη Λυκείου 
      Πρόβλημα 1 
      Να προσδιορίσετε τις τιμές της παραμέτρου 0a ≠  για τις οποίες η εξίσωση  

2 3

1 1 2 6
2 2 4

a
a ax x x x x

+
− =

+ − −
, 

      έχει δύο πραγματικές ρίζες με διαφορά 4.  
      Λύση 
      Μετά τις παραγοντοποιήσεις των όρων των κλασμάτων η εξίσωση γράφεται:  

                       
( ) ( ) ( )( )

1 1 2( 3)
2 2 2 2

a
a x x x x x x

+
+ =

+ − − +
.                                  (1) 

      Πρέπει να ισχύουν 0, 2x ≠ ± , δηλαδή η εξίσωση θα λυθεί στο σύνολο { }2,0, 2 .− −  

      Η εξίσωση (1) στο σύνολο  { }2,0, 2− −  είναι ισοδύναμη τελικά με την εξίσωση 

( ) ( )2 22 2 4 0x a x a a+ − − + = , 

η οποία έχει διακρίνουσα ( )23 2aΔ = + και ρίζες 1 2x a= +  και 2 2x a= − . Επειδή  

                { } { }2 2,0, 2 4, 2,0a a+ ∈ − ⇔ ∈ − −  και { } { }2 2,0, 2 1,0, 1a a− ∈ − ⇔ ∈ −  
και αφού από την υπόθεση είναι 0a ≠ , συμπεραίνουμε ότι η εξίσωση (1) έχει δύο ρίζες δεκτές, 
τις 1 2x a= −  και 2 2x a= − , όταν είναι 1, 1, 2, 4a ≠ − + − − .  
      Επειδή είναι 

( ) 22 2 4 3 2 4 3 2 4 ή 3 2 4 ή 2,
3

a a a a a a a+ − − = ⇔ + = ⇔ + = + = − ⇔ = = −  

η τιμή του a  που ζητάμε είναι η 2
3

a = . 

 
      Πρόβλημα 2  
      Αν y  ακέραιος και x∈ , να προσδιορίσετε όλα τα ζευγάρια ( ),x y  που είναι λύσεις του 
συστήματος 

                                            
21 3 1 0

. ( )
2 2 0

y x x

y x

⎧ ⎫+ − − + >⎪ ⎪ Σ⎨ ⎬
− + − <⎪ ⎪⎩ ⎭

        

      Να παραστήσετε γραφικά στο Καρτεσιανό επίπεδο Oxy , το σύνολο των  σημείων ( ),x yΜ , 

όπου ( ),x y  λύση του συστήματος (Σ).                                              
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      Λύση 
      Έχουμε 

2 21 3 1 0 1 3 1 0

2 2 0 2 2 0

y x x y x x

y x y x

⎧ ⎫ ⎧ ⎫+ − − + > + > − + ≥⎪ ⎪ ⎪ ⎪⇔⎨ ⎬ ⎨ ⎬
− + − < − < − − ≤⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭

, 

      Από τις δύο τελευταίες εξισώσεις προκύπτει ότι:  
1 0 και 2 0 1 2y y y+ > − < ⇔ − < < . 

      Επομένως οι δυνατές τιμές του y  είναι 0 ή 1.y y= =  
• Για 0,y =  το σύστημα γίνεται: 

( )

2 2 2 23 1 1 1 3 1 1 3 2 0 και 3 0
2 2 2 2 2 22 2

1 ή 2 και 0 3
0 1 ή 2 3.

0 4

x x x x x x x x
x xx

x x x
x x

x

⎧ ⎫− + < ⎧ ⎫ ⎧ ⎫− < − + < − + > − <⎪ ⎪⇔ ⇔⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬
− < − < − < − <− < ⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎪ ⎪⎩ ⎭

⎧ < > < < ⎫
⇔ ⇔ < < < <⎨ ⎬

< <⎩ ⎭

 

• Για 1,y =  το σύστημα γίνεται: 

 

2 2 2 23 1 2 2 3 1 2 3 3 0 και 3 1 0
1 2 1 1 32 1

3 13 3 13
1 3.2 2

1 3

x x x x x x x x
x xx

x x
x

⎧ ⎫− + < ⎧ ⎫ ⎧ ⎫− < − + < − + > − − <⎪ ⎪⇔ ⇔⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬
− < − < < <− < ⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎪ ⎪⎩ ⎭

⎧ ⎫− +
< <⎪ ⎪⇔ ⇔ < <⎨ ⎬

⎪ ⎪< <⎩ ⎭

 

Για τη γεωμετρική αναπαράσταση του συνόλου των λύσεων του συστήματος έχουμε: 

 
Σχήμα 4 

 
      Πρόβλημα 3 
      Δίνεται οξυγώνιο σκαληνό τρίγωνο ΑΒΓ  με ΑΒ < ΑΓ , εγγεγραμμένο σε κύκλο ( , )c O R . Η 
διχοτόμος της γωνίας Α̂  τέμνει τον κύκλο ( , )c O R  στο σημείο Μ . Ο κύκλος 1( , )c Μ ΑΜ  τέμνει 
την προέκταση  της ΑΓ  στο σημείο Δ . Να αποδείξετε ότι ΓΔ = ΑΒ . 
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      Λύση (1ος τρόπος) 
      Έστω Ε  το δεύτερο κοινό σημείο των περιφερειών )c(  και )c( 1 . Τότε η ΑΕ  είναι η κοινή 
χορδή των δύο κύκλων, άρα η ΟΜ  είναι μεσοκάθετη της ΑΕ . 
      Το Μ  είναι το μέσο του τόξου ΒΓ  (διότι η ΑΜ  είναι διχοτόμος της γωνίας Α̂ ). Άρα η 
ΟΜ  είναι μεσοκάθετη και της ΒΓ . 
      Επειδή οι χορδές ΒΓ  και ΑΕ  έχουν την ΟΜ  κοινή μεσοκάθετη, συμπεραίνουμε ότι το τε-
τράπλευρο ΑΒΓΕ  είναι ισοσκελές τραπέζιο, οπότε: 

                                                 ΑΒ = ΕΓ .                                               (1) 
      Το τρίγωνο ΜΑΔ  είναι ισοσκελές, αφού ΜΑ =ΜΔ  ως ακτίνες του κύκλου )c( 1 . Άρα είναι 

1 1

ˆˆ ˆ
2
Α

Α = Δ = . Ισχύει επίσης 1 1

ˆˆ ˆ
2
Α

Α = Ε =  (εγγεγραμμένες στον κύκλο )c(  και βαίνουν στο τό-

ξο ΜΓ ). 

 
Σχήμα 5 

      Από τις τελευταίες ισότητες γωνιών συμπεραίνουμε ότι 1 1

ˆˆˆ
2
Α

Ε = Δ =  και σε συνδυασμό με 

την ισότητα ˆ ˆΜΔΕ =ΜΕΔ  (που προκύπτει από το ισοσκελές τρίγωνο ΜΔΕ ), καταλήγουμε στην 
ισότητα των γωνιών ˆ ˆΓΔΕ = ΓΕΔ  και στην ισότητα των ευθυγράμμων τμημάτων: 

                                                ΕΓ = ΔΓ .                                               (2) 
      Από τις σχέσεις (1)  και (2)  έχουμε το ζητούμενο. 
      2ος Τρόπος 
      Το τρίγωνο ΑΜΔ  είναι ισοσκελές (ΜΑ =ΜΔ  ακτίνες του κύκλου )c( 1 ). Η ΑΜ  είναι δι-
χοτόμος της γωνίας Α̂ , οπότε έχουμε: 

                                                         1 2 1

ˆˆ ˆ ˆ
2
Α

Α = Α = Δ = .                                         (3) 

      Από το ισοσκελές τρίγωνο ΑΜΔ , έχουμε:  
                                        1 1 1

ˆ ˆ ˆˆ ˆˆ 180 180o oωΜ + = ΑΜΔ = −Α −Δ = −Α                    

                                        1 1
ˆ ˆˆ ˆˆ ˆ180 180o oω ω⇒Μ + = −Α⇔Μ = −Α− .                   (4) 

      Επίσης, ισχύουν οι ισότητες γωνιών: 
ˆ ω̂Β =  (είναι εγγεγραμμένες στο κύκλο )c(  και βαίνουν στο ίδιο τόξο) 

2
ˆ ˆΜ = Γ (είναι εγγεγραμμένες στο κύκλο )c(  και βαίνουν στο ίδιο τόξο). 

      Άρα  έχουμε                                       1 2
ˆˆ ˆ ˆ ˆ180oΜ = −Α−Β = Γ =Μ .                        (5) 
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Σχήμα 6 

      Από τις ισότητες: 1 2
ˆ ˆΜ =Μ , ΜΒ =ΜΓ  (διότι το Μ  είναι μέσο του τόξου ΒΓ ) και 

ΜΑ =ΜΔ  (διότι ,ΜΑ ΜΔ  ακτίνες του κύκλου )c( 1 ), συμπεραίνουμε ότι τα τρίγωνα ΜΑΒ  και 
ΜΔΓ  (*) είναι ίσα, οπότε ΓΔ = ΑΒ . 
(*) Η ισότητα των τριγώνων, μπορεί να αποδειχθεί και με άλλους τρόπους. 
      Παρατηρήσεις 
      Διαφορετικά, θα μπορούσαμε να αποδείξουμε ότι τα σημεία  ,Μ Γ  και το μέσο της ΔΕ  είναι 
συνευθειακά. 
      Ο κύκλος )c( 1  τέμνει και τη προέκταση της ΑΒ . Αν ονομάσουμε Λ  το σημείο τομής, τότε 
θα ισχύει ΒΛ = ΑΓ . Έτσι δημιουργείτε το ισοσκελές τρίγωνο ΑΔΛ  με ΑΔ = ΑΛ = ΑΒ+ΑΓ  
και στη συνέχεια, μπορούμε να αποδείξουμε ότι ΑΜ ⊥ ΔΛ . 
 
      Πρόβλημα  4 
      Βρείτε όλες τις ρητές τιμές του x  για τις οποίες είναι ρητός ο αριθμός 2x ax b+ + , όπου 

,a b  ρητοί τέτοιοι ώστε 2 4a b< . 
      Λύση    
       Επειδή από υπόθεση  2 4 0a b− < , έπεται ότι 2 0x ax b+ + > , για κάθε x∈ .  Αν υποθέ-
σουμε ότι οι αριθμοί x , 2x ax b y+ + =  είναι και οι δύο ρητοί, τότε και η διαφορά τους 
y x r− =  θα είναι ρητός. Έτσι έχουμε 

2
2 2 2 2 22 ,

2
r bx ax b x r x ax b x r x ax b x rx r x
a r

−
+ + − = ⇔ + + = + ⇒ + + = + + ⇒ =

−
 

εφόσον .
2
ar ≠     Αντίστροφα, αν είναι 

2

, όπου ρητός με
2 2

r b ax r r
a r

−
= ≠

−
, τότε έχουμε 

( )
( )
( )

22 22 2 4 3 2 2 2 2
2

2 2
2 2 2

2 2 2 2

− +⎛ ⎞− − − + + − +
+ + = + + = =⎜ ⎟− − − −⎝ ⎠

r ar br b r b r ar a r br abr bx ax b a b
a r a r a r a r

, 

οπότε, αφού από υπόθεση  2 4 0a b− < , θα είναι  
2

2 , ,
2 2

r ar b ay x ax b r
a r
− +

= + + = ≠
−

 

δηλαδή ο y  είναι ρητός. 
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ΕNΔΕΙΚΤΙΚΕΣ ΛΥΣΕΙΣ 

 
Γ΄ τάξη Λυκείου 

      Πρόβλημα 1 
      Να βρεθεί η αριθμητική πρόοδος , 1, 2,3,...να ν =  που έχει πρώτο όρο 1 0α α= ≠ , διαφορά 

0ω ≠  και είναι τέτοια ώστε ο λόγος του αθροίσματος 1 να α+ ⋅⋅⋅+  των ν  πρώτων όρων της 
προς το άθροισμα  1 3ν να α+ + ⋅⋅⋅ +  των επόμενων 2ν  το πλήθος όρων της είναι σταθερός, δηλαδή 
ανεξάρτητος του ν . 
      Λύση 
      Από την υπόθεση δίνεται ότι: 

                                1

3 1 3

(ανεξάρτητο του )cν ν

ν ν ν ν

α α ν
α α+

Σ + ⋅⋅⋅
= =

Σ −Σ + ⋅⋅⋅
.                           (1) 

Επειδή είναι 

                  

( )

( ) ( ) ( )

1

3

2 1
και

2
2 3 1 3 2 1 4 8 2

,
2 2 2

ν ν

ν ν

α ν ω ν
α α

α ν ω ν α ν ω ν α ν ω ν

+ − ⋅⎡ ⎤⎣ ⎦Σ = + ⋅⋅⋅+ =

+ − ⋅ + − ⋅ + − ⋅⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦Σ −Σ = − =

 

η σχέση (1) γίνεται  
( )
( ) ( )

( ) ( )( )

2 1
8 4 2 2 0

4 8 2

8 1 2 1 2 0, για κάθε 1,2,3,...

c c c c

c c

α ν ω
ω ω ν α α ω ω

α ν ω

ων α ω ν

+ −
= ⇔ − + − − + =

+ −

⇔ − + − − = =

 

      Στην τελευταία ισότητα θεωρούμε 1 και 2ν ν= =  και αφαιρούμε κατά μέλη τις ισότητες 
που προκύπτουν, οπότε λαμβάνουμε ( )8 1 0c ω− =  και από αυτή ( )( )2 1 2 0c α ω− − = , οπότε έ-
χουμε το σύστημα: 

                                
( )

( )( )

18 1 0
, αφού 0.8

2 1 2 0 2

c c
c a

ω
ω

ω ω α

⎧ ⎫− =⎧ ⎫ =⎪ ⎪ ⎪ ⎪⇔ ≠⎨ ⎬ ⎨ ⎬− − =⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎪ ⎪=⎩ ⎭

 

      Επομένως η αριθμητική πρόοδος που ζητάμε είναι η: ( ),3 ,5 ,...., 2 1 ,...α α α ν α− . 
           
      Πρόβλημα 2 
      Να λύσετε στους πραγματικούς αριθμούς το σύστημα: 

                                                   
4 4 4

2 2 2
4 4 4

8 8 8, ,
16 16 16

z x yx y z
z x y

= = =
+ + +

.           
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      Λύση 
      Παρατηρούμε ότι 

                              
( ) ( )

4 2 2
2 2 2

2 24 2 2 2 2

8 8 8,αφού ισχύει : 1
16 4 4

z z zx z z
z z z

= = ⋅ ≤ ≤
+ + +

, 

και ομοίως λαμβάνουμε ότι: 2 2 2 2και .z y y x≤ ≤  Επομένως, έχουμε: 2 2 2.x y z= =  
Τότε από την πρώτη εξίσωση λαμβάνουμε: 

                       ( ) ( )
4 22 2 4 2 2 2

4

8 8 16 0 4 0
16

0 ή 2ή 2 (όλες με πολλαπλότητα 2).

xx x x x x x
x

x x x

= ⇔ − + = ⇔ − =
+

⇔ = = − =
 

• Για 0x = , προκύπτει η λύση ( )0,0,0 . 

• Για 2x = , προκύπτουν οι λύσεις: ( ) ( ) ( ) ( )2, 2, 2 , 2, 2, 2 , 2, 2, 2 και 2, 2, 2 .− − − −  

• Για 2x = − , προκύπτουν οι λύσεις: ( ) ( ) ( ) ( )2, 2, 2 , 2, 2, 2 , 2, 2, 2 και 2, 2, 2 .− − − − − − − −  
 
      Πρόβλημα 3 
      Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ  εγγεγραμμένο σε κύκλο ( , )c O R . Τα ύψη του , ,ΑΔ ΒΕ ΓΖ  τέμνουν 
τον περιγεγραμμένο κύκλο στα σημεία 1 1 1, ,Α Β Γ  αντίστοιχα. Αν  2 2 2, ,Α Β Γ  είναι τα μέσα των 
ευθυγράμμων τμημάτων , E, ZΟΔ Ο Ο  αντίστοιχα, να αποδείξετε ότι οι ευθείες 1 2 1 2 1 2Α Α ,Β Β ,Γ Γ  
περνάνε από το ίδιο σημείο. 
      Λύση  
      (1ος τρόπος) 
      Παρατηρούμε ότι το σημείο 1Α  είναι συμμετρικό του ορθοκέντρου Η ως προς την πλευρά 
ΒΓ. Πράγματι, αν θεωρήσουμε το σημείο 1Η  συμμετρικό του Η ως προς την πλευρά ΒΓ, τότε 

έχουμε 1
ˆˆ ˆ 180ΒΗ Γ = ΒΗΓ = −Α . Άρα το τετράπλευρο 1ΑΒΗ Γ  είναι εγγεγραμμένο στον περιγε-

γραμμένο κύκλο του τριγώνου ΑΒΓ, οπότε το σημείο 1Η  συμπίπτει με το σημείο 1Α . 
      Έστω Κ  το αντιδιαμετρικό του σημείου 1Α  και Μ  το σημείο τομής της 1 2Α Α  με την ΗΚ .  
Τότε στο τρίγωνο 1Α ΗΚ  έχουμε ότι το σημείο Ο  είναι μέσο της πλευράς 1Α Κ  και ότι το ση-
μείο Δ  είναι μέσο της πλευράς 1Α Η .(*) Άρα το τμήμα ΟΔ  είναι ίσο και παράλληλο με το τμή-

μα 
2
ΗΚ . 

 
Σχήμα 7 
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      Επειδή τώρα 
2
ΗΚ

ΟΔ =  και η 1 2Α Α  είναι διάμεσος στο τρίγωνο 1Α ΟΔ , συμπεραίνουμε ότι 

η 1Α Μ  είναι διάμεσος του τριγώνου 1Α ΗΚ . Έστω ότι οι διάμεσες 1Α Μ  και ΗΟ  (του τριγώνου 

1Α ΗΚ ) τέμνονται στο σημείο G . Τότε θα ισχύει G 2GΗ = Ο , δηλαδή το σημείο G  χωρίζει το 
τμήμα HO  σε δύο τμήματα με λόγο 2 :1.  
      Με ανάλογο τρόπο αποδεικνύουμε ότι και οι 1 2Β Β , 1 2Γ Γ  διέρχονται από το σημείο G . 
 
       2ος τρόπος (με ομοιοθεσία) 

 
Σχήμα 8 

 
      Χρησιμοποιώντας τη πρόταση: “Τα συμμετρικά του ορθοκέντρου τριγώνου, ως προς τις 
πλευρές του, βρίσκονται στο περιγεγραμμένο κύκλο του”, που αποδείξαμε στην αρχή της προη-
γούμενης λύσης, συμπεραίνουμε ότι το Δ  είναι μέσο του 1Α Η , το Ε  είναι μέσο του 1Β Η  και 
τοΔ  είναι μέσο του 1Γ Η . 
      Άρα το τρίγωνο 1 1 1Α Β Γ  είναι ομοιόθετο του (ορθικού) τριγώνου ΔΕΖ  στην ομοιοθεσία με 
κέντρο το ορθόκεντρο Η  και λόγο 2 , ( 1 2ΗΑ = ΗΔ ). 
      Το 2Α  είναι μέσο του ΟΔ , το 2Β  είναι μέσο του ΟΕ  και το 2Γ  είναι μέσο του ΟΖ . 
      Άρα το ορθικό τρίγωνο ΔΕΖ , είναι ομοιόθετο του τριγώνου 2 2 2Α Β Γ  στην ομοιοθεσία με 
κέντρο το Ο  και λόγο 2 , ( 22ΟΔ = ΟΑ )., δηλαδή το τρίγωνο 2 2 2Α Β Γ  είναι ομοιόθετο του τρι-
γώνου 1 1 1Α Β Γ .  
      Άρα οι ευθείες 1 2 1 2 1 2, ,Α Α Β Β Γ Γ  (που συνδέουν τις ομόλογες κορυφές) θα συντρέχουν στο 
κέντρο της ομοιοθεσίας (έστω Κ ) το οποίο θα βρίσκεται επάνω στην OΗ . 
 
      Πρόβλημα 4 
      Βρείτε όλες τις ρητές τιμές του x  για τις οποίες είναι ρητός ο αριθμός 24x ax b− + , όπου 

,a b ρητοί τέτοιοι ώστε 2 16a b< . 
      Λύση 
      Επειδή από υπόθεση  2 16 0a b− < , έπεται ότι 24 0x ax b− + > , για κάθε x∈ .  Αν υποθέ-
σουμε ότι οι αριθμοί x , 24x ax b y− + =  είναι και οι δύο ρητοί, τότε και η διαφορά 2y x r− =  
θα είναι ρητός. Έτσι έχουμε 
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2
2 2 2 2 24 2 4 2 4 4 4 ,

4
b rx ax b x r x ax b x r x ax b x rx r x
a r
−

− + − = ⇔ − + = + ⇒ − + = + + ⇒ =
+

 

εφόσον .
4
ar ≠ −    

      Αντίστροφα, αν είναι 
2

, όπου ρητός με
4 4

b r ax r r
a r
−

= ≠ −
+

, τότε έχουμε   

( )

( )
( )

( )

2 22
2

224 2 2 2 2 3

2 2

4 4
4 4

2 24 4 8 4 4 ,
4 4

a b rb rx ax b b
a r a r

r ar br a r b br abr ar
a r a r

−⎛ ⎞−
− + = − +⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

+ ++ + + + +
= =

+ +

 

οπότε, αφού από υπόθεση  2 16 0a b− < , θα είναι  
2

2 2 24 , ,
4 4

r ar b ay x ax b r
a r
+ +

= − + = ≠ −
+

 

δηλαδή ο y  είναι ρητός. 
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ΕNΔΕΙΚΤΙΚΕΣ ΛΥΣΕΙΣ 

 
B΄ τάξη Γυμνασίου 

       
Πρόβλημα 1 
Να συγκρίνετε τους αριθμούς 

2
3 0

4 2

2 2 1 2 40 80 79 673 1000 : και 1 :
31 9 3 3 41 3 9 41

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞Α = ⋅ + + − Β = − − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. 

 
Λύση 
Έχουμε 

2
3 0

4 2

2 2 1 2 4 2 3 2 4 2 2 1123 1000 : 27 1 28
31 9 3 3 31 9 1 3 31 3 3 31

40 80 79 67 1 80 79 67 1 1 67 81 67 1481 : : :
41 3 9 41 41 81 81 41 41 81 41 41 41 41

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞Α = ⋅ + + − = ⋅ + + ⋅ − = ⋅ + − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞Β = − − + = − + = + = + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

Επειδή  112 148 112 41 148 31 4592 4588 4 0,
31 41 31 41 1271 1271

⋅ − ⋅ −
Α−Β = − = = = >

⋅
 έπεται ότι Α > Β . 

 
      Πρόβλημα 2 
      Ένας φορητός υπολογιστής έχει τιμή πώλησης 720 ευρώ σε μετρητά. Όταν ο πελάτης τον 
πληρώσει σε 12 ισόποσες μηνιαίες δόσεις, τότε επιβαρύνεται συνολικά με τόκους 5% πάνω 
στην τιμή πώλησης. Όταν ο πελάτης τον πληρώσει σε 24 ισόποσες μηνιαίες δόσεις τότε επιβα-
ρύνεται συνολικά με τόκους 14% πάνω στην τιμή πώλησης. Να βρείτε σε καθεμία από τις δύο 
περιπτώσεις πόση θα είναι η μηνιαία δόση. 
 
      Λύση. 
      Όταν ο πελάτης πληρώσει τον υπολογιστή σε 12 ισόποσες μηνιαίες δόσεις, τότε επιβαρύνε-

ται συνολικά με τόκους 5% πάνω στην τιμή πώλησης., δηλαδή επιβαρύνεται με 5720 36
100
⋅ =  

ευρώ, οπότε θα πληρώσει συνολικά 720 36 756+ =  ευρώ. Επομένως η μηνιαία δόση θα είναι 
756 :12 63=  ευρώ. 
      Όταν ο πελάτης πληρώσει τον υπολογιστή σε 24 ισόποσες μηνιαίες δόσεις, τότε επιβαρύνε-
ται συνολικά με τόκους 14% πάνω στην τιμή πώλησης, δηλαδή επιβαρύνεται με 

14720 100,8
100
⋅ =  ευρώ, οπότε θα πληρώσει συνολικά 720 100,8 820,8+ =  ευρώ. Επομένως η 

μηνιαία δόση θα είναι 820,8 : 24 34,2=  ευρώ. 
 
  



 
 
2 

      Πρόβλημα 3 
      Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ  με ΑΒ = ΑΓ . Από την κορυφή Α φέρουμε ευθύγραμμο 
τμήμα ΑΔ παράλληλο προς τη βάση ΒΓ και ίσο με την πλευρά ΑΒ. Η ευθεία ΒΔ  τέμνει την 
πλευρά ΑΓ  στο σημείο Ε. 
      (α) Να αποδείξετε ότι η ευθεία ΒΔ διχοτομεί τη γωνία ˆΑΒΓ . 
      (β) Αν το τρίγωνο ΑΔΕ  είναι ισοσκελές, να βρείτε πόσων μοιρών είναι η γωνία ˆ ωΒΑΓ = . 
 
      Λύση 
      (α) Το τρίγωνο ΔAB  είναι ισοσκελές ( Δ= AAB ), οπότε: 21

ˆˆ Β=Δ . 
        Οι ΔA  και ΒΓ  είναι παράλληλες, οπότε: 11

ˆˆ Β=Δ , ως εντός εναλλάξ γωνίες. 
      Άρα 1 1 2

ˆ ˆ ˆ x̂Δ = Β = Β = . Επομένως  η ΒΔ  διχοτομεί την γωνία ΓΒΑ ˆ . 

 
Σχήμα 1 

 
      (β) Από ο άθροισμα των γωνιών του τριγώνου ΔΕA , έχουμε : 

 ˆ ˆ ˆ 180 (1)ox y z+ + = . 
       Από το άθροισμα των γωνιών του τριγώνου ΔAB , έχουμε: 

 ˆˆ ˆ2 180 (2)ox y ω+ + = . 
      Από την παραλληλία τέλος των ΔA  και ΒΓ  (με τέμνουσα την ΓA ), έχουμε: 

 ˆ ˆˆ ˆ2 (3)y x= ΑΓΒ = ΑΒΓ = . 
      Από τις σχέσεις (1) και (2) (σε συνδυασμό με τη σχέση (3)), έχουμε: 

ˆ ˆ3 180 (A)ox z+ =    και   ˆˆ4 180 (B)ox ω+ = . 
      Στη συνέχεια διακρίνουμε τις περιπτώσεις: 

• Αν ˆ ˆy z= , τότε ˆ ˆˆ 2y z x= =  και από τις σχέσεις  (Α) και (Β) λαμβάνουμε:                
ˆ 36ox =  και ˆ 36oω = . 

• Αν ˆ ˆx z= , τότε από τη σχέση (Α) παίρνουμε: ˆ ˆ 45ox z= = , οπότε o90ˆ =Β , άτοπο. 
• Αν ˆ ˆx y= , τότε από τη σχέση (3) παίρνουμε: ˆ 0ox = , άτοπο. 
Άρα, αν το τρίγωνο ΑΔΕ είναι ισοσκελές, τότε 0ˆ 36ωΒΑΓ = = . 

 
 
      Πρόβλημα 4 
      Από τους μαθητές ενός Γυμνασίου το 60% παίζει ποδόσφαιρο, το 45% παίζει μπάσκετ, ενώ 
το 15% παίζει και ποδόσφαιρο και μπάσκετ. Αν υπάρχουν 24 μαθητές που δεν παίζουν κανένα 
από τα δύο αθλήματα, να βρείτε πόσους μαθητές έχει το Γυμνάσιο, πόσοι από αυτούς παίζουν 
ποδόσφαιρο και πόσοι από αυτούς παίζουν μπάσκετ. 
 
      Λύση 
      Ο αριθμός των μαθητών που παίζουν ένα τουλάχιστον από τα δύο αθλήματα είναι σε ποσο-
στό ( )60 45 15 90%+ − =  των μαθητών του Γυμνασίου. Επομένως ο αριθμός των μαθητών  που 
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δεν ασχολούνται με κανένα από τα δύο αθλήματα είναι σε ποσοστό 100 90 10%− =  των μαθη-
τών του Γυμνασίου. Σύμφωνα με την υπόθεση, αυτοί οι μαθητές είναι 24, οπότε το Γυμνάσιο 

έχει συνολικά 10024 240
10

⋅ =  μαθητές. Επομένως, οι μαθητές που παίζουν ποδόσφαιρο είναι 

60240 144
100
⋅ = , ενώ οι μαθητές που παίζουν μπάσκετ είναι 45240 108

100
⋅ = . 

 
Γ΄ τάξη Γυμνασίου 

        
      Πρόβλημα 1 

(α) Να βρείτε την τιμή της παράστασης: 
33 2

2 3
2

1 81 27 , όταν 3 , 3
3

x x x y x y
y y y

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ +
Α = + ⋅ + = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
.                          

      (β) Να βρείτε το πλήθος των ψηφίων του αριθμού 23 8916 5Β = ⋅ , όταν αυτός γραφεί στη δε-
καδική αναπαράστασή του. 
 
     Λύση 

     (α) Για 2 33 , 3x y− −= =  έχουμε 
( )
( )

323 6

22 63

3 3 1
33

x
y

− −

−−
= = = , 

2 3

3 2

3 3 3
3 3

x
y

−

−= = =  και            

                
( )22 32 4 3

3
3 3 3

1 181 2781 3 27 381 27 81 3 27 3 81 27 2 3
3 3 3

x y
y

− − − −

− − −

⋅ + ⋅⋅ + ⋅+ ⋅ + ⋅
= = = = ⋅ . 

      Άρα έχουμε  
33 2

3 3
2

1 81 27 1 41 3 2 3 27 2 27 36 54 90.
3 3 3

x x x y
y y y

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ + ⎛ ⎞Α = + ⋅ + = + ⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅ = + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

 

 
      (β) Ο αριθμός Β γράφεται στη μορφή 
                ( ) ( ) ( )23 8923 89 4 89 92 89 3 89 89 3 3 89 8916 5 2 5 2 5 2 2 5 2 2 5 2 10 8 10Β = ⋅ = ⋅ = ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ = ⋅ . 
      Επομένως, ο αριθμός Β έχει πρώτο ψηφίο το 8 και ακολουθούν 89 μηδενικά, δηλαδή έχει 
συνολικά στη δεκαδική του αναπαράσταση 90 ψηφία. 
 
  
      Πρόβλημα 2 
      Από τους μαθητές ενός Γυμνασίου το 65% παίζει ποδόσφαιρο, το 45% παίζει μπάσκετ, ενώ 
το 20% παίζει και ποδόσφαιρο και μπάσκετ. Επιπλέον υπάρχουν 12 μαθητές που δεν παίζουν 
κανένα άθλημα, ενώ υπάρχουν άλλοι 24 μαθητές που παίζουν μόνο βόλεϊ. Να βρείτε πόσους 
μαθητές έχει το Γυμνάσιο, πόσοι από αυτούς παίζουν ποδόσφαιρο και πόσοι από αυτούς παί-
ζουν μπάσκετ. 
 
      Λύση 
      Ο αριθμός των μαθητών που παίζουν ένα τουλάχιστον από τα δύο αθλήματα (ποδόσφαιρο ή 
μπάσκετ) είναι σε ποσοστό ( )65 45 20 90%+ − =  των μαθητών του Γυμνασίου. Επομένως ο α-
ριθμός των μαθητών  που δεν ασχολούνται με κανένα από τα δύο αυτά αθλήματα είναι σε πο-
σοστό 100 90 10%− =  των μαθητών του Γυμνασίου. Σύμφωνα με την υπόθεση, αυτοί οι μαθη-

τές είναι 24 12 36+ = , οπότε το Γυμνάσιο έχει συνολικά 10036 360
10

⋅ =  μαθητές. Επομένως, οι 
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μαθητές που παίζουν ποδόσφαιρο είναι 65360 234
100
⋅ = , ενώ οι μαθητές που παίζουν μπάσκετ 

είναι 45360 162
100
⋅ = . 

 
      Πρόβλημα 3 
      Δίνεται ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ πλευράς α . Προεκτείνουμε το ύψος του ΑΔ προς το μέρος 
του A κατά τμήμα ΑΕ = ΑΔ . Φέρουμε τις ,ΕΒ ΕΓ  και εξωτερικά του τριγώνου ΕΒΓ  κατα-
σκευάζουμε ισόπλευρο τρίγωνο ΕΖΓ . Έστω Μ το μέσον του τμήματος ΑΕ. 
      (i)   Να αποδείξετε ότι: ΑΖ = ΕΓ . 
      (ii)  Να βρείτε το εμβαδό του τετραπλεύρου ΑΓΖΕ  ως συνάρτηση του α . 
      (iii) Να βρείτε το εμβαδόν του τετραπλεύρου ΒΓΖΜ  ως συνάρτηση του α . 
 
      Λύση 

 
Σχήμα 2 

 
      (i) Τα τρίγωνα ΕΒΓ και ΖΑΓ  έχουν: 
           1. ΒΓ = ΑΓ  (διότι το τρίγωνο ΑΒΓ  είναι ισόπλευρο). 
           2. ΕΓ = ΖΓ  (διότι το τρίγωνο ΑΕΓ  είναι ισόπλευρο). 
           3.  ˆ ˆ ˆ60o xΕΓΒ = ΖΓΑ = + , όπου ˆx̂ = ΑΓΕ . 
      Άρα τα τρίγωνα ΕΒΓ και ΖΑΓ  είναι ίσα (έχουν δύο πλευρές και τις περιεχόμενες γωνίες 
ίσες), οπότε θα έχουν και ΑΖ = ΕΓ . 
 
      (ii) Σημειώνουμε πρώτα ότι το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισόπλευρο πλευράς α , οπότε το ύψος 

του ΑΔ έχει μήκος 3
2

α . Άρα είναι 3
2

α
ΑΕ =  και 3αΕΔ =  

      Έχουμε ότι: ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,ΑΓΖΕ = ΑΓΖ + ΖΑΕ = ΕΒΓ + ΖΑΕ  αφού λόγω της ισότητας των 
τριγώνων ΕΒΓ και ΑΓΖ  έπεται ότι έχουν και ίσα εμβαδά. Για το τρίγωνο ΕΒΓ  θεωρούμε ως 

βάση το τμήμα αΒΓ =  με αντίστοιχο ύψος 32 3
2

α αΕΔ = ⋅ = , οπότε έχει εμβαδό 

                                             ( )
21 33

2 2
αα αΕΒΓ = ⋅ ⋅ = . 
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      Στο τρίγωνο ΖΑΕ  θεωρούμε ως βάση το τμήμα  3
2

α
ΑΕ = ΑΔ = . Επειδή το τρίγωνο αυτό 

είναι ισοσκελές  (ΑΖ = ΕΓ = ΖΕ ) και το Μ είναι μέσο του τμήματος ΑΕ έπεται  ότι τοΖΜ  είναι 
ύψος του τριγώνου ΖΑΕ  που αντιστοιχεί στη βάση ΑΕ . Από το Πυθαγόρειο θεώρημα στο τρί-
γωνο ΖΑΜ  λαμβάνουμε 

                                
( )

2 2 2 2 2 2 2

22 2 22
23 3 73 3 .

4 4 4 16 4
α α α α αα α

ΖΜ = ΖΑ −ΑΜ = ΕΓ −ΑΜ = ΕΔ + ΔΓ −ΑΜ

⎛ ⎞
= + − = + − =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

 

      Άρα έχουμε ( )
21 3 7 7 3

2 2 4 16
α α α

ΖΑΕ = ⋅ ⋅ = , οπότε 

( ) ( ) ( )
2 2 23 7 3 15 3
2 16 16

α α α
ΑΓΖΕ = ΕΒΓ + ΖΑΕ = + = . 

      (iii)  Το τετράπλευρο ΒΓΖΜ  είναι τραπέζιο (ΖΜ ΒΓ , αφού και οι δύο είναι κάθετες προς 

την ευθεία ΔΕ . Βάσεις του τραπεζίου αυτού είναι οι 7,
4
ααΒΓ = ΖΜ =  και ύψος το τμήμα  

3 3 3 3
2 4 4

α α α
ΔΜ = ΔΑ+ ΔΜ = + = , οπότε έχει εμβαδό 

( ) ( )
21 1 7 3 3 33 3

2 2 4 4 32
α α αα⎛ ⎞ΒΓΖΜ = ΒΓ+ ΖΜ ⋅ΔΜ = ⋅ + ⋅ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
. 

 
      Πρόβλημα 4 
      Δίνονται τα πολυώνυμα  

( ) ( )( )2P x ax bx c ax b= + + +  και ( ) 2 3 24Q x a x x dx e= + + + , 

όπου οι συντελεστές , , , ,a b c d e  είναι θετικοί  ακέραιοι.  Αν ισχύει ότι ( )1 21P = , να βρείτε τις 

τιμές των  , , , ,a b c d e  για τις οποίες τα πολυώνυμα ( ) ( )καιP x Q x  είναι ίσα. 
 
      Λύση 
      Από την ισότητα ( )1 21P =  έχουμε ότι  ( ) ( )( )1 21P a b c a b= + + + = , από την οποία, λόγω 
της υπόθεσης ότι οι , ,a b c  είναι θετικοί ακέραιοι, οπότε  a b c a b+ + > + , έπεται ότι 

( ) ( )
7 21

1 ή . 2
3 1

a b c a b c
a b a b
+ + = + + =⎧ ⎫ ⎧ ⎫

⎨ ⎬ ⎨ ⎬+ = + =⎩ ⎭ ⎩ ⎭
 

      Επειδή οι ,a b  είναι θετικοί ακέραιοι η εξίσωση 1a b+ =  του συστήματος (2) είναι αδύνατη, 
οπότε και το σύστημα (2) είναι αδύνατο. 
      Από το σύστημα (1) λαμβάνουμε 3a b+ =  και 4c = . 
      Το πολυώνυμο ( )P x  γράφεται στη μορφή 

                              ( ) ( )( ) ( )2 2 3 2 22P x ax bx c ax b a x abx b ac x bc= + + + = + + + + ,  
οπότε έχουμε 

( ) ( ) { }2 2 2, 2 4, ,P x Q x a a ab b ac d bc e= ⇔ = = + = = . 
      Επειδή 4c =  και 3a b+ = , τελικά έχουμε τις εξισώσεις:                                                          

23, 2, 4, 4 , 4 , , , , , θετικοί ακέραιοι,
1, 2, 4, 8 8 ή 2, 1, 4, 9 4.

a b ab c b a d b e a b c d e
a b c d e a b c d e

+ = = = + = =
⇔ = = = = = = = = = =
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Α΄ τάξη Λυκείου 
      Πρόβλημα 1  
      Να λύσετε στους πραγματικούς αριθμούς το σύστημα: 

( ) ( )( )
2 2

2 231
, 4 5 4 0

4 2 4
x x x xx

x x x x
+ + +−

+ ≤ + − + = . 

                                                                                                                                  
      Λύση 
      Έχουμε 

( ) ( ) ( )
2 2

2 2

2 2

31
1 2 3

4 2 4
2 1 2 2 3 2 2 2.

x x x xx
x x x x x

x x x x x x x x

+ + +−
+ ≤ ⇔ − + + ≤ + +

⇔ − + + + ≤ + + ⇔ ≤ ⇔ − ≤ ≤

 

      Επομένως η ανίσωση του συστήματος αληθεύει για [ ]2, 2x∈ − . 
      Επιπλέον, έχουμε 

( )( )2 2 2 24 5 4 0 0 ή 4 0 ή 5 4 0.x x x x x x x x+ − + = ⇔ = + = − + =  

      Η εξίσωση 2 4 0x + =  είναι αδύνατη στο , αφού 2 4 0,x + >  για κάθε x∈ , ενώ η εξίσω-
ση 2 5 4 0x x− + =  έχει διακρίνουσα 9 0Δ = >  και ρίζες 1 ή 4x x= = . 
      Επομένως η εξίσωση του συστήματος έχει τις ρίζες 0 ή 1 ή 4x x x= = =  
      Επειδή [ ]4 2, 2∉ − , το σύστημα αληθεύει για 0 ή 1x x= = . 
 
      Πρόβλημα 2 
      Να απλοποιήσετε τις κλασματικές παραστάσεις 

                  ( ) ( )( )( )
( )( )

2 2 3 3 3 3

2 2 4 4 2 2
,

x y x y x y
x y

x y x y x y

+ − +
Α =

− + +
  και  ( )

2 24 16 16 25,
2 4 5

x y xyx y
x y

+ + −
Β =

+ +
, 

αν και 2 4 5 0y x x y≠ ± + + ≠ , και να λύσετε την εξίσωση  
( ) ( ), ,x y x yΑ = Β . 

      Λύση 
      Λόγω των υποθέσεων και 2 4 5 0y x x y≠ ± + + ≠ , δεν μηδενίζονται οι παρανομαστές των 
δύο παραστάσεων, οπότε αυτές ορίζονται. Με πράξεις στον παρανομαστή και στον αριθμητή  
της παράστασης ( ),x yΑ  λαμβάνουμε: 

                         ( ) ( )( )( )
( )( )

( )( )2 2 3 3 3 3 2 2 6 6
2 2

6 62 2 4 4 2 2
,

x y x y x y x y x y
x y x y

x yx y x y x y

+ − + + −
Α = = = +

−− + +
. 

      Η απλοποίηση μπορεί επίσης να γίνει με χρήση της  παραγοντοποίησης 
                                     ( ) ( ) ( )( )3 36 6 2 2 2 2 4 2 2 4x y x y x y x x y y− = − = − + +  
ή των παραγοντοποιήσεων 
                     ( )( ) ( )( )3 3 2 2 3 3 2 2,x y x y x xy y x y x y x xy y− = − + + + = + − +  

                       ( ) ( )( )24 4 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2x y x y x y x y x y xy x y xy+ + = + − = + + + − . 
      Έχουμε επίσης               



 
 

7

( ) ( )

( )( )

2 22 2 2 4 54 16 16 25,
2 4 5 2 4 5

2 4 5 2 4 5
2 4 5.

2 4 5

x yx y xyx y
x y x y

x y x y
x y

x y

+ −+ + −
Β = =

+ + + +

+ + + −
= = + −

+ +

. 

      Επομένως η εξίσωση ( ) ( ), ,x y x yΑ = Β γίνεται: 

                 

( ) ( )
( ) ( )

2 22 2 2 2

2 2

2 4 5 2 4 5 0 1 2 0

1 0 και 2 0 (διαφορετικά θα είχαμε 1 2 0)
1, 2.

x y x y x x y y x y

x y x y
x y

+ = + − ⇔ − + − + = ⇔ − + − =

⇔ − = − = − + − >

⇔ = =

 

 
      Πρόβλημα 3 
      Δίνεται οξυγώνιο σκαληνό τρίγωνο ABΓ  και σημεία Δ,E  των πλευρών του AΓ, ΑΒ  αντί-
στοιχα, ώστε AΔ = ΑΕ . Οι κύκλοι 1(B, BE)c  και 2 (Γ, ΓΔ)c  τέμνουν την ευθεία ΒΓ   στα ση-
μεία 1 2Β , Β  και 1 2,Γ Γ , αντίστοιχα.  Το σημείο 1Β  βρίσκεται εκτός του τμήματος ΒΓ  προς το 
μέρος του Β  και το σημείο 2Γ  βρίσκεται εκτός του τμήματος ΒΓ  προς το μέρος του Γ.  
      Να αποδείξετε ότι: 
(α) Τα σημεία  2 1E, Β , Γ , Δ  βρίσκονται επάνω σε κύκλο, έστω 3c . 
(β) Τα σημεία  1 2E, , ,Β Γ Δ  βρίσκονται επάνω σε κύκλο, έστω 4c .  
(γ) Το σημείο A  και τα κέντρα των κύκλων 3c  και 4c , βρίσκονται επάνω στην ίδια ευθεία. 
 
      Λύση 

 
Σχήμα 3 

 
       (α)  Το τρίγωνο 2ΒΕΒ  είναι ισοσκελές  (οι πλευρές ΒΕ  και 2ΒΒ είναι ακτίνες του κύκλου 

1c ), οπότε η μεσοκάθετη  της πλευράς 2EΒ  είναι διχοτόμος της γωνίας Β̂  και κατά συνέπεια θα 
διέρχεται από το έκκεντρο I  του τριγώνου ABΓ . Επιπλέον ισχύει:  
                                                                    2IE IB (1)= . 
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      Το τρίγωνο 1ΓΔΓ  είναι ισοσκελές  (οι πλευρές ΓΔ  και 1ΓΓ είναι ακτίνες του κύκλου 2c ), 

οπότε η μεσοκάθετη  της πλευράς 1ΔΓ  είναι διχοτόμος της γωνίας Γ̂  και κατά συνέπεια θα 
διέρχεται από το έκκεντρο I  του τριγώνου ABΓ . Επιπλέον ισχύει: 
                                                                     1IΔ = IΓ (2) . 
      Το τρίγωνο AEΔ  είναι ισοσκελές  (διότι AΔ AΕ= ), άρα η μεσοκάθετη  της πλευράς EΔ  
είναι διχοτόμος της γωνίας Α̂  και κατά συνέπεια θα διέρχεται από το έκκεντρο I  του τριγώνου 
ABΓ . Επιπλέον ισχύει: 

                                 IΔ IE (3)= . 
      Επομένως,  οι μεσοκάθετες των τμημάτων  2Β Ε , EΔ , 1ΔΓ  περνάνε από το έκκεντρο I  του 
τριγώνου ABΓ , οπότε (σε συνδυασμό με τις ισότητες (1), (2), (3) ) συμπεραίνουμε ότι 
                                                              IΔ IE= = 2IB = 1IΓ := r , 
 δηλαδή τα σημεία 2 1E, , ,Β Γ Δ  βρίσκονται επάνω σε κύκλο 3c  με κέντρο το I  και ακτίνα  r . 
     (β) Με ανάλογο τρόπο αποδεικνύουμε ότι τα σημεία 1 2E,Β ,Γ ,Δ  βρίσκονται επάνω σε κύκλο 

4c  με κέντρο το παράκεντρο αI  του τριγώνου ABΓ  και ακτίνα α α: I Δ I Erα = = = α 2I Γ = α 1I Β . 
      (γ) Τα κέντρα των παραπάνω κύκλων ( 3c και 4c ) βρίσκονται επάνω στη διχοτόμο της γωνίας 

Α̂ , οπότε θα είναι συνευθειακά με τη κορυφή Α . 
 
 
      Πρόβλημα 4 
      Δίνεται η εξίσωση 

( )2 2 2 2 1 2 3 2 2 0,a x a x x+ − + − + − =  

όπου x∈  άγνωστος και a∈  παράμετρος. Να λύσετε την εξίσωση  για τις διάφορες τιμές 
της παραμέτρου a .  
 
      Λύση 
      Για να ορίζεται η 2x −  πρέπει να είναι 2x ≥ . 
      Η εξίσωση γράφεται στην ισοδύναμη μορφή 
                                          ( )2 2 2 2 1 3 2 2 2, 2.a x a x x x+ − + − = − − ≥                          (1) 

      Για 0a =  έχουμε την εξίσωση 
3 2 2 2, 2x x− = − − ≥ , (αδύνατη, αφού 3 2 2 0− > ). 

      Για 0a ≠ , το πρώτο μέλος της (1) είναι τριώνυμο με διακρίνουσα 0Δ = , οπότε η εξίσωση 
γράφεται ισοδύναμα ως 

                                                     ( )2
2 1 2, 2.ax x x+ − = − − ≥                                        (2) 

      Επειδή είναι ( )2
2 1 0 και 2 0, 2,ax x x+ − ≥ − − ≤ ≥  έπεται ότι η εξίσωση (2) έχει λύση, 

αν, και μόνον αν, 1 22 1 0 και 2 0, 2 2, εφόσον
2

ax x x x a −
+ − = − = ≥ ⇔ = = . 

      Επομένως, η δεδομένη εξίσωση  έχει μόνο για 1 2
2

a −
=  τη λύση 2.x =  
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Β΄ τάξη Λυκείου 
      Πρόβλημα 1 
      Να αποδείξετε ότι για κάθε ,x y∈  ισχύει ότι: 

1 2 2 5x y x y+ − + + + + ≥ . 

      Να βρείτε τα  ζεύγη ( ),x y  ακέραιων αριθμών  με 0x < για τα οποία  ισχύει ή ισότητα 

1 2 2 5x y x y+ − + + + + = .              
    Λύση 
     Για κάθε a∈  ισχύει ότι: 

, (η ισότητα ισχύει όταν 0) και

, (η ισότητα ισχύει όταν 0).

a a a

a a a

≥ ≥

≥ − ≤
 

 Άρα έχουμε 
                  ( )1 1 , 2 2 και 2 2,x y x y x x y y+ − ≥ − + − + ≥ + + ≥ +  
από τις οποίες με πρόσθεση κατά μέλη προκύπτει:           
                                 ( )1 2 2 1 2 2 5x y x y x y x y+ − + + + + ≥ − + − + + + + = . 
      Η ισότητα ισχύει, αν, και μόνον αν, και οι τρεις σχέσεις αληθεύουν ως ισότητες, δηλαδή, αν, 
και μόνον αν,  
                                          1 0x y+ − ≤   και 2 0x + ≥   και  2 0y + ≥  
                                         1x y⇔ + ≤    και  2x ≥ −      και   2y ≥ − . 
      Επειδή ζητάμε όλα τα ζεύγη των ακέραιων αριθμών ( ),x y  με 0x < , για τα οποία ισχύει η 

ισότητα,  έχουμε { } { }2, 1 , 2, 1,0,1, 2,.... ,x y∈ − − ∈ − − οπότε για να ισχύει η συνθήκη 1x y+ ≤ , 
πρέπει και αρκεί:      
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }, 2, 2 , 2, 1 , 2,0 , 2,1 , 2,2 , 2,3 , 1, 2 , 1, 1 , 1,0 , 1,1 , 1,2 .x y ∈ − − − − − − − − − − − − − − −  

                                                                        
      Πρόβλημα 2 
      Αν για τους πραγματικούς αριθμούς ,x y  ισχύει ότι 

( ) ( )( )2 2 23 2 4 1 2 2− + < − − + −x y y y y xy x y y , 

να αποδείξετε ότι:  2 3 1− <y . 
 
      Λύση 
      Έχουμε ότι               

                           

( ) ( )( )
( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( )

( )
( )( )

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2 2 2

22 2 2 2

22

3 2 4 1 2 2

3 2 4 1 2 2 0

3 2 4 1 2 4 1 2 0

3 2 4 3 2 4 3 2 0

3 2 4 4 0 3 2 2 0

3 2 0, αφού ισχύει 2 0,

1 2 0 1

− + < − − + −

⇒ − + − − − + − <

⇒ − + − − − − − − <

⇒ − + − − + + − + <

⇒ − + − + ≤ ⇔ − + − <

⇒ − + < − ≥

⇒ − − < ⇒ < <

x y y y y xy x y y

x y y y y xy x y y

x y y y y y x y y y y

x y y y y y x y y y

y y x xy y y y x y

y y x y

y y y 2.

 

      Από την τελευταία σχέση λαμβάνουμε 
3 3 3 1 2 3 11 2 1 2 1 2 3 1 2 3 1.
2 2 2 2 2 2

−
< < ⇒ − < − < − ⇒ − < < ⇒ − < − < ⇒ − <

yy y y y  
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      Πρόβλημα 3 
      Δίνεται οξυγώνιο σκαληνό τρίγωνο ABΓ  με AB AΓ BΓ< < . Εξωτερικά του τριγώνου θεω-
ρούμε ισοσκελή τρίγωνα ABΔ  ( AB = AΔ )  και AΓΕ  ( AΓ AΕ= ) με ˆˆ ˆ 90θΒΑΔ = ΓΑΕ = < . Οι 
ΒΕ  και ΓΔ  τέμνονται στο σημείο K . Οι περιγεγραμμένοι κύκλοι των τριγώνων AΔΓ  και 
ABE  τέμνονται στο σημείο Μ . Να αποδείξετε ότι ˆ ˆΒΑΚ = ΓΑΜ .  
 
      Λύση 

 

 
Σχήμα 4 

 
      Συγκρίνουμε τα τρίγωνα ΑΔΓ και ΑΒΕ : 
      1. ΑΔ = ΑΒ  (διότι το τρίγωνο ΑΔΒ  είναι ισοσκελές). 
      2. EΑΓ = Α  (διότι το τρίγωνο ΑΕΓ  είναι ισοσκελές). 
      3.  ˆˆ ˆ ˆ θΔΑΓ = ΒΑΕ = Α+  
      Άρα τα τρίγωνα ΑΔΓ , ΑΒΕ  είναι ίσα και κατά συνέπεια θα είναι ίσοι και οι περιγεγραμμέ-
νοι κύκλοι τους  1c  και 2c . 

      Η γωνία ˆΑΜΔ  είναι εγγεγραμμένη στον κύκλο 1c  και βαίνει στο τόξο ΑΔ . Η γωνία ˆΑΜΒ  
είναι εγγεγραμμένη στον κύκλο 2c  και βαίνει στο τόξο ΑΒ . Επειδή όμως ΑΔ = ΑΒ (διότι το 
τρίγωνο ΑΔΒ  είναι ισοσκελές) και οι κύκλοι 1c , 2c  είναι ίσοι, συμπεραίνουμε ότι: 

ˆ ˆΑΜΔ = ΑΜΒ . Άρα τα σημεία , ,Δ Β Μ  είναι συνευθειακά. 
      Από την ισότητα των τριγώνων ΑΔΓ και ΑΒΕ , συμπεραίνουμε ότι 1 1

ˆΒ̂ = Δ . 
      Άρα το τετράπλευρο ΑΚΒΔ  είναι εγγράψιμο, επομένως :                                                (1) 
                                                                              1 2

ˆ ˆΑ = Δ . 

      Η γωνία 2Δ̂  είναι εγγεγραμμένη στον κύκλο 1c  και βαίνει στο τόξο ΜΓ . Η γωνία 2Α̂  είναι 
εγγεγραμμένη στον κύκλο 1c  και βαίνει στο τόξο ΜΓ . Άρα έχουμε: 

                                                                          2 2
ˆ ˆΑ = Δ .                                                       (2) 

      Από τις σχέσεις (1)  και (2), έχουμε: 1 2
ˆ ˆΑ = Α . 
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      Πρόβλημα  4 
      Να προσδιορίσετε όλες τις τιμές του x∈  για τις οποίες είναι ακέραιος ο αριθμός 

13 2 13 2x xΑ = − + + . 
         
      Λύση    

      Ο αριθμός Α ορίζεται όταν 13 1313 2 0 και 13 2 0
2 2

x x x− ≥ + ≥ ⇔ − ≤ ≤ . 

      Αν υποθέσουμε ότι 13 2 13 2x x nΑ = − + + = ∈ , τότε θα είναι 0nΑ = >  και ισχύει:                   
2 2 2 213 2 13 2 26 2 13 4x x n x nΑ = − + + = ∈ ⇔ Α == + − =    

                                                
2

2 213 4 13
2
nx⇔ − = −                                                (1) 

      Επειδή 2 20 13 4 13x≤ − ≤ , λόγω της (1) και της υπόθεσης ότι n∈ , έπεται ότι: 

{ }
2 2

20 13 13 13 13 13 26 52 6,7
2 2
n n n n≤ − ≤ ⇔ ≤ ≤ + ⇔ ≤ ≤ ⇔ ∈ . 

• Για 6n =  η εξίσωση (1) γίνεται  
2 2 2 213 4 5 169 4 25 36 6x x x x− = ⇔ − = ⇔ = ⇔ = ± . 

• Για 7n =  η εξίσωση (1) γίνεται     
2

2 2 2 223 23 147 7 313 4 169 4
2 4 16 4

x x x x− = ⇔ − = ⇔ = ⇔ = ± . 

 
Γ΄ τάξη Λυκείου 

      Πρόβλημα 1 
      Στο σύνολο των ακεραίων, να λυθεί το σύστημα: 

2 3 3 22, 2 1xy z y x x= + = + + .  
 

      Λύση 
      Επειδή είναι 22 1 0+ >x , για κάθε τιμή του ∈x ,  έπεται ότι 
                             ( )( )3 3 2 2 0 0 ,y x y x y xy x y x y x> ⇒ − + + > ⇒ − > ⇒ >  

αφού 
2 2

2 2 3 0
2 4
y yy xy y x⎛ ⎞+ + = + + >⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (η περίπτωση 0x y= =  δεν επαληθεύει τις  εξισώσεις 

του συστήματος). 
      Επειδή οι ,x y  είναι ακέραιοι, από τη σχέση y x> , έπεται ότι  

                                    ( )33 3 3 21 1 3 3 1y x y x y x x x≥ + ⇔ ≥ + ⇔ ≥ + + +                               (1) 
      Από τη δεύτερη εξίσωση του συστήματος και την (1) λαμβάνουμε 
                        { }3 2 3 2 22 1 3 3 1 3 0 3, 2, 1,0x x x x x x x x+ + ≥ + + + ⇔ + ≤ ⇔ ∈ − − − .               (2) 

• Για 3,x = −  λαμβάνουμε 3 8 2y y= − ⇔ = − . 
• Για 2x = − , λαμβάνουμε 3 1 1y y= ⇔ =  (απορρίπτεται, αφού 2 2 0xy z= + > ). 
• Για 1,x = −  λαμβάνουμε 3 2y =  (αδύνατη στο ). 
• Η τιμή 0,x = απορρίπτεται, αφού πρέπει 2 2 0xy z= + > . 

       Άρα η μοναδική αποδεκτή περίπτωση είναι 3,x = − 2y = − , οπότε προκύπτει 
2 4 2z z= ⇔ = ± , οπότε έχουμε τις λύσεις 

                                      ( ) ( ), , 3, 2, 2x y z = − −  ή  ( ) ( ), , 3, 2, 2x y z = − − − .   
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      Πρόβλημα 2 
      Να βρείτε τη συνάρτηση :f → , για την οποία ισχύει: 

( ) ( ) ( )2 2 ,f x y f x y f x y− = + ⋅ −  για κάθε ,x y∈ . 
                                                 .           
      Λύση 
      Θα χρησιμοποιήσουμε τη δεδομένη σχέση για ειδικές τιμές των μεταβλητών. 
      Για 0x y= =  λαμβάνουμε ( ) ( ) ( )20 0 0 0f f f= ⇔ =  ή ( )0 1f = . 

      Για 2x y= = λαμβάνουμε ( ) ( ) ( )4 4 4 0f f f− = , οπότε, αν ( )0 1,f =  τότε 4 0− = (άτοπο), 

ενώ, αν ( )0 0f = , τότε ( )4 4f = . Άρα έχουμε ( )0 0f =  και ( )4 4f = . 

      Για x y t= = ∈  έχουμε ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 22 0 0f t t f t f f t t− = = ⇒ = , t∈ . Επειδή για κάθε 

0x ≥ , υπάρχει t∈  τέτοιο ώστε 2t x= , έπεται ότι ( )f x x= , για κάθε 0x ≥ . 

      Για 0x = , 0y > , λαμβάνουμε ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 20 ,f y f y f y yf y y f y y− = − ⇒ − = − ⇒ − = −  

για κάθε 0y > , δηλαδή ( )f x x= , για κάθε 0x < . 

      Από την παραπάνω διαδικασία προκύπτει ότι ( ) , ,f x x x= ∈  η οποία εύκολα επαληθεύ-
ουμε ότι ικανοποιεί τη δεδομένη σχέση. 
 
      Πρόβλημα 3 
      Να προσδιορίσετε τις τιμές του πραγματικού αριθμού x  για τις οποίες ο αριθμός 
                                                   a x a x− + + ,  
όπου 1a > πραγματική παράμετρος, παίρνει ακέραιες τιμές. 
       Στη συνέχεια να αποδείξετε ότι είναι δυνατόν να ορίσουμε την τιμή της παραμέτρου a έτσι 
ώστε ο αριθμός a x a x− + +  να είναι ακέραιος περισσότερες ή ίσες από K  φορές, όπου K  
τυχόν θετικός ακέραιος. 
        
      Λύση 
      Η συνάρτηση ( ), , 1,f a x a x a x a= − + + >  ορίζεται για [ ],x a a∈ −  και παίρνει τιμές θε-

τικές. Αν υποθέσουμε ότι ( ), ,f a x a x a x n= − + + = ∈  τότε θα έχουμε 

   ( )
2

2 2 2 2 2, 2 2
2
nf a x a x a x n a a x n a x a= − + + = ∈ ⇔ + − = ⇔ − = −         (1) 

      Επειδή 2 20 a x a≤ − ≤ , έχουμε 
2

20 2 4 2 2
2
n a a a n a a n a≤ − ≤ ⇔ ≤ ≤ ⇔ ≤ ≤ . 

      Πρώτα θα αποδείξουμε ότι για κάθε ακέραιο n  του διαστήματος 2 , 2a a⎡ ⎤
⎣ ⎦  η εξίσωση  

(1) έχει λύση ως προς x . Πράγματι, η εξίσωση (1) είναι ισοδύναμη με την εξίσωση 

[ ] [ ]

[ ] ( ) [ ]

2 22 2
2 2 2 2

2 22 2
2 2

2

, , , ,
2 2

4
2 , , , ,

2 2 4

4 .
2

n na x a x a a x a a x a a

n a nn nx a x a a x x a a

n a nx

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− = − ∈ − ⇔ = − − ∈ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

−⎛ ⎞
⇔ = − ∈ − ⇔ = ∈ −⎜ ⎟

⎝ ⎠

−
⇔ = ±
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      Οι τιμές του x  που βρήκαμε ανήκουν στο διάστημα [ ],a a− , οπότε είναι αποδεκτές, λόγω 

της σχέσης 
22

2 2 2

2
nx a a a

⎛ ⎞
= − − ≤⎜ ⎟

⎝ ⎠
. 

      Έτσι, καταλήγουμε στο συμπέρασμα ότι ο αριθμός a x a x− + +  μπορεί να πάρει οποια-

δήποτε ακέραια τιμή n  του διαστήματος  2 , 2a a⎡ ⎤
⎣ ⎦ , για 

24
2

n a nx −
= ± . 

     Επομένως, μπορούμε να βρούμε όσες θέλουμε δυνατές ακέραιες τιμές για το 
n a x a x= − + + , εφόσον επιτύχουμε να κάνουμε το μήκος του διαστήματος 2 ,2a a⎡ ⎤

⎣ ⎦  

οσοδήποτε μεγάλο θέλουμε, δίνοντας κατάλληλη τιμή στην παράμετρο a . Για παράδειγμα, για 
να περιέχει το διάστημα 2 , 2a a⎡ ⎤

⎣ ⎦   Κ ή περισσότερους ακέραιους, αρκεί να ισχύει ότι 

( )
2

2 2 2 2 .
2 2

Ka a K a K a ⎛ ⎞− ≥ ⇔ − ≥ ⇔ ≥ ⎜ ⎟−⎝ ⎠
 

 
 
      Πρόβλημα 4 
      Δίνεται οξυγώνιο σκαληνό τρίγωνο ABC  ( AB AC BC< < ) εγγεγραμμένο σε κύκλο 

( , )c O R . Η προέκταση του ύψους του AD  τέμνει τον περιγεγραμμένο κύκλο ( , )c O R  στο ση-
μείο E . Ο κύκλος  1( , )c D DA  τέμνει την πλευρά  AC   στο σημείο T ,  την ευθεία AB   στο ση-
μείο S , τον κύκλο ( , )c O R  στο σημείο H  και την ευθεία OA  στο σημείο Z . Να αποδείξετε  
ότι: 
  (α)   Το τετράπλευρο SBTC  είναι εγγράψιμο σε κύκλο, έστω 2c . 
  (β)  Τα σημεία , , , ,O D E Z H  και το κέντρο του κύκλου 2c , βρίσκονται επάνω στο ίδιο κύκλο.  
 
      Λύση 

 
Σχήμα 5 

 
      (α) Η γωνία ŜTŜA =  είναι εγγεγραμμένη στον κύκλο 1c  και βαίνει στο τόξο AT . Η γωνία 

TD̂A  είναι η αντίστοιχη επίκεντρη της γωνίας Ŝ , οπότε Ŝ2TD̂A = . 
      Η διχοτόμος της γωνίας TD̂A  είναι κάθετος στην πλευρά AC , οπότε  
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CÂD90ĈD̂D̂ o
21 −=== . 

      Άρα ĈŜ =  και κατά συνέπεια το τετράπλευρο SBTC  είναι εγγράψιμο. 
      (β) Η γωνία 3D̂HD̂E =  είναι εξωτερική του ισοσκελούς τριγώνου DAH ( DHDA =  και 

22 ĤÂ = ). Άρα έχουμε 
                                                                    3 2

ˆˆ 2D A= .                                                           (1) 

      Η γωνία 2ÂHÂE =  είναι εγγεγραμμένη στο κύκλο c  και η γωνία 1ÔHÔE =  είναι η αντί-
στοιχη επίκεντρη, οπότε: 

                                                              1 2
ˆ ˆ2O A= .                                                          (2) 

      Από τις ισότητες (1)  και (2)  συμπεραίνουμε ότι 31 D̂Ô = , οπότε τα σημεία H,E,D,O  είναι 
ομοκυκλικά (ανήκουν στον ίδιο κύκλο). 
      Η γωνία 2

ˆZÔH Ο=  είναι εξωτερική του ισοσκελούς τριγώνου OAH ( OHOA =  και 

22 ĤÂ = ). Άρα έχουμε:   
                                                             2 1

ˆˆ 2AΟ = .                                                          (3) 

      Η γωνία 1ÂHÂZ =  είναι εγγεγραμμένη στο κύκλο 1c  και η γωνία 4
ˆ ˆHDZ D=  είναι η αντί-

στοιχη επίκεντρη, οπότε: 
                                                             4 1

ˆˆ 2D A= .                                                          (4) 

      Από τις ισότητες (3)  και (4)  συμπεραίνουμε ότι 42 D̂Ô = , οπότε τα σημεία H,Z,D,O  είναι 
ομοκυκλικά (ανήκουν στον ίδιο κύκλο). 
      Η μεσοκάθετη του τμήματος ST  περνάει από το κέντρο D  του κύκλου 1c . Η μεσοκάθετη 
του τμήματος BC  περνάει από το κέντρο O  του κύκλου c . Το σημείο τομής K των δύο μεσο-
καθέτων, είναι το κέντρο του κύκλου 2c . 
      Θα αποδείξουμε ότι το σημείο K  ανήκει στο κύκλο που ορίζουν τα σημεία H,E,Z,D,O , 
δηλαδή ότι: OĤDOK̂D = . 
      Πράγματι, η γωνία OK̂D  ισούται με τη γωνία που σχηματίζουν οι ST  και BC  (διότι έχουν 
τις πλευρές κάθετες), δηλαδή είναι: 
                                                              ĈB̂B̂Ŝ180OK̂D o −=−−= εξ , 
ενώ ακόμη ισχύει ότι:                                          

1 2 1 2

ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ90 90 90 ( 90 ) .
2

o o o oAOEDHO H H A A EAO ACE C B B C= + = + = = − = − = − + − = −  

. 
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.$/ v�?;
���
������<O	W���C	
	�/�	�
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(1)�� � �� � �+ ��<	���/�	
��<;<�
�� 1( , )c � �� )
(2)�� � �� � �+ ��<	���/�	
��<;<�
�� 2 ( , )c � �� )

����QD 	
�	��BW�
� ��� ��������
�<���/�������?;��=
ˆˆ ˆ 90
2

, �
� � � � � <���
�
�W/���C�	
�

��
�<���/�	��BW�
� J���?
���=�
ˆˆ ˆ 90
2
�

��� � ��� � �� .

[�B<���
����	Z���	��	��BW������ <������ %� �	O��?
��=�

����
������O��� ������<
��DM������+���� � �� M������B��
ˆˆ ˆ 90
2

, �
��� � ��� � � .

\��� 	�� 	��BW��� ��� <��� ��� ������ ���M� 
�C	��
(1)

�� � �� ��� M� Q
��QD� 	
� 	��BW�
�
��� ��������
�<���/�<���<�	O���������

2

ˆˆ ˆ 90
2

, �
� � � � � . (3)

[?D����'

�UC�
�� �� � �+ <���� �� � �+ M�
� �� �Q�O<��	�
/�	W��Q;
�<;<�W������������
<O��	
�
	
/� �+ �<
��D�?
�QD�	W��Q;
�<;<�W��% ��
���W/�	���
�����J�<���y������������	��<O�W/�
��
/�	
��������� I�<�����?;��=

1

ˆˆ ˆ ˆ 90
2
�

� � ��+ � ��� � �� (4)

 �C�	�/��?����/�����<����������	���C	�=

2 1

ˆˆ ˆ ˆ ˆ 90
2
�

� � ��� � ��+ � � � �� , (5)


�C	�M�Q�Q
���
��C	��	���
����� M��M�I�+���<
�	����O�W��	
��������� IM����	���C	��
��
��^
������/����<����y�D���������	�<������/�
��������/������?D�	
���D������������	��<�/�W/���
/�
	
��������� I%�$
�	����	��
���
<����	��M�B��	� 	C	�������?����	�/�������/��J�<�����������^
����	
��M�W/������	��<�/�<���
��Q;
����	
���y�W/���
/�	
��������� IM�O	
�
%

��
���W/�
��
��������/����<����y� ��������	�<������/M�Q
��QD�	���
������M���<���y ������
���������<O%

[	
��Q�
��������������
�
;������U�O�
������W�Z�	�/�	
�O��
����
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ˆ ˆˆˆ ˆ ˆ 90 90 180 ,
2 2

� � � �� �
��� � ���� ��+ � �� � � � �	 
 	 


� � � �

� � �


�C	��
�BW���� ˆ��+ �������������BW����<���	���
������M���<���y�+���<
�	����O�W��	
���Q���
������%

.)/  �C�	
�
��
BZ��
�	��BW�
� ˆ�-� M��?
���= 1
ˆ ˆ90,� � �� . c�W/�
��BW���/ 1�̂ <��� 1�̂

�������BB�B�������/��	
��<;<�
� � �3 , ,c � � � + <���+���
����	
��Q�
�	C]
� ��+ M�
�C	���?
���=

1 1
ˆ ˆˆ 90,� � � � �� . ����QD�
 BW���� 1�̂ M��������]W	���<D��	
�	��BW�
���� , �?
���=

1 1
ˆˆ ˆ� �� ���� � �1 1

ˆ ˆˆ ˆˆ ˆ 90 90
2 2

, ,� �
���� � � �� � � � �� � ,


�C	��
�������� b�������Q�?
	C�
/�	
/�BW���/� �̂ %�c�W/�	
�	��BW�
� �I���������
�<���/����
�� � �� M�
�C	� 
�������� b�������<������
<O��	
�	
/������O/��I%

�'()*�"$�P
!�W�
;�����	�<
;/����B��	�<
;/������
;/� ,a b �
��������	�	
�
��Z�	��

2 24 2 12 5a b a b� � � � .
#��+������
���B��	
�Q���	D�	��D�	
����
����	
/� a b� <���
��	���/�	W�� ,a b B���	�/�
^

�
��/���	D����+O��	��%

�,%�
!�	
��� s a b� � M�
�C	��
�Q�Q
���
��]��W�
�B�OU�	��=

� � � �22 4 2 12 5a s a a s a� � � � � � .

� �2 25 8 10 4 12 5 0a s a s s� � � � � � � (1)
I�������?���
��]��W�
 (1) �;�
�W/���
/ a �	
�/ ���B��	�<
;/������
;/, �����������?���

�
����
	�<D Q��<���
���M�Q
��QD�������:

� � � � � � � �
� � � � � �

2 22 2 28 10 20 4 12 5 0 4 4 5 5 4 12 5 0 4 20 0

5 0 0 <�� ' � D � <�� ' � � '%

s s s s s s s s

s s s s s s s

. /� � � � � � # � � � � � # � � � #0 1
� � * � # � * * � # � * *

��
���W/� 
� ��B��	
� Q���	D� 	��D� 	
�� ���
����	
/� s a b� � ������ '%� I��� 5s � ������
0� � , 
�C	����C�	
���]��W�
���
<;�	���
��;�
� 3a � <����	
�����?����+���<
���� 2b � .

���������!>=&�!

�'()*�"$�+
!�W�
;����	
������Q
�	�������Q��U
��	�<O���	�];�	
�/ �
����� , , <��� � � � M��	���Z^

�	��	���
�����kM� �<���������
�����������������<O�<�����	W� , , .� 2 3�� � �� � �� �
���� ���� ������ �  ��

��?;���D���C	
	��
2� 2 3
 � � ��
��

���� ������ � ,
��� ��
Q��]�	�� C	�� 	
� Q�O������ 3� ������ <O��	
� �	
� Q��BZ��
� kJ� 	
�� ������
�
B�O��
��
���� .

�,%�
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[?D����

 �C�	�/���C	
	�/� <�� M� 3 2 3�� � ������ � �� � ����� � �
���� ���� ���� ���� ���� ���� �� � � �?
���=

� � � �
� � � � � �

� �

2 2

2 2
0 0 D

(�Q;��	
M�U
;kM M��
���������<O� D

<O��	


� 2 3 � 2 3 � 3 2 3

� 2 3 � 2 3 � 2 3 � 2 3 � 2 3 � 2

3

3


 � � ��
��& 
 � � � 
 �

& 
 � � 
 � � � 
 & � 
 � & � � � �

& �� � �� � ����� � ��

&

�� �� � ���� ���� �� �� � �� � �� �

�� �� � �� �� � �� �� � �� �� � �� �� � �� ���

���� ���� � ���� ���� ����

�
�	
 Q��BZ��
 kJ 	
� ������
�
B�O��
� %����

�'()*�"$�F
#����
�Q�
����	��	�/�	���/�	
�����B��	�<
;������
;�a B���	�/�
�
��/�
��]��W�
�

3 2 22 4 11 6x x ax ax a� � � �
�?���C��/�	�/�����/�	
/��	
�/��<����
�/%

�,%�
_�	{���?D�����	
�
;���C	�=

� � � � � � � �� �
3 2 2 3 2 2

2 2

2 2

2 4 11 6 2 4 8 3 6

2 4 2 3 2 2 4 3 0

2 0 D � � � & D � � �%

x x ax ax a x x ax ax ax a

x x ax x a x x x ax a

x x ax a x x ax a

� � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � �
��
���W/� 
� Q�Q
���
� �]��W�
� �?��� 	
� ����� 2x � M� B��� <O��� a4� M� 
�C	�� ��<��� � ���

��
�Q�
���
����	�� a4� B���	��
�
���
��]��W�
� 2 4 3 0x ax a� � � �?���C��/�	�/�����/�	
/��^
<�����/%

"� Q��<���
���� 	
�� 	��W�;�
�� ������ � �216 12 4 4 3a a a a� � � � � <��� ������� ��� ������ �
�

���
	�<DM� Q
��QD� � � 34 4 3 0 0 D %
4

a a a a� # � * #  ����
���
����C	��
� �]��W�
��?��� Q;
�

����/� ,u v4� M�	C	����C�	
�/�	;�
�/�	
��Vieta ����?
���=
� � � �4 <�� � � � � � � � � � �u v a uv a u v uv u v uv u v v� � � & � � & � � � & � � � ,


�C	���U
;� 4 3 0u � ! ���+O�
���=
3 1 12 1 12 9 9 1 9 93 4 3 .

4 3 4 4 3 4 4 3 4 4 3 4 3
v v vu u
v v v v v

� �� � � � � �� � � � � & � � 4	 
 	 
 	 
� � � � �� � � � � �
�

��
���W/M��������� 5 64 3 9, 9, 3, 3, 1, 1v � 4 � � � M�
�C	����
<;�	
�����
Q�<	�/�	���/�
�=
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3 D � D �v v v� � � .
� I��� 3 D �v v� � ��
<;�	��� 1 D �u u� � <��� 1a � .
� I��� 0v � ��
<;�	��� 0u � <��� 0.a �
��
���W/�B��� 0 D �a a� � 
�Q�Q
���
��]��W�
��?���C��/�	�/�����/�	
/��<�����/%

�'()*�"$�3
#����
�Q�
����	��C��/�	�/�	��OQ�/����B��	�<Z�������Z�� � �, ,x y z �
���������;���/�	
��

���	D��	
/
2 2 2 26 ,

3 ,
3 ,

x y z a
x y a
y z a

� � �
� �
� #

C�
�� a ��	�<C/����B��	�<C/������C/%

�,%�
!�	
���� s y z� � M�
�C	����������� z s y� � %�����
/��?
���� 3x a y� � M�
�C	����C�	
��

��Z	
��]��W�
�	
�����	D��	
/����+O�
���
� � � � � �2 22 2 2 2 23 6 3 2 3 3 0a y y s y a y a s y s a� � � � � � � � � � � (1)

"�	����	�����]��W�
��?���W/���
/� y �;�
��	
�� M���M�<����C�
����M�

� � � �2 2 2 24 3 3 3 0 2 6 0 0 3 .a s s a s as s a. /� � � � � # � � � # � * *0 1
c�W/���C�	
������W�
�	
�����	D��	
/��?
���=� 3 ,s a# 
�C	�����+O�
����C	�=� 3s a� .

$C	����
<;�	��� 0� � <���
��]��W�
������?����
��Q�<D��;�
�� 3 2
3
a sy a�

� � M�
�C	�����������

3x a y a� � � <��� 3z a y a� � � . ��
���W/M��
��Q�<D��;�
�	
�����	D��	
/�������
����������������������
� � � �, , , 2 ,x y z a a a� .

�'()*�"$�P
!�W�
;��� 	��BW�
� ABC �BB�B������
� ��� <;<�
� � �O,R <��� ��	W� I 	
� �<<��	�
� 	
��

	��BZ�
�%�!�W�
;�� 	
����
��N 	
��	C]
� BC �
��Q��������?���	
� �<���	
����
��M 	
��
	C]
���C �
�������?���	
� %�"�������� MI 	������	
��<;<�
� � �O,R �	
��
���
� D <���	
��

<;<�
� � �N, NI B���Q�;	��
�U
�O��	
��
���
� E. #����
Q��]�	��C	�=� ˆ ˆEBD IBC� .

�,%�
k�<;<�
/� � �N, NI ����O�����C�	���
����� B <��� C %���OB��	�M�
�BW���� ˆBIN �������]W	�^

��<D� �	
� 	��BW�
� AIB M� 
�C	��
ˆ ˆA BˆBIN
2 2

� � %� ����
/�
ˆ ˆA Bˆ ˆ ˆNBI NBC CBI =
2 2

� � � M� 
�C	��

ˆ ˆBIN NBI� M�
�C	�� NB NI� .
������
�M�����QD�
�<O��	
/���C�	
�<��	�
�k�	
��<;<�
����
/�	
�������O� BC ����O���

��C�	�������	W����	��	
�?W��	C]W�M����	���C	��
�#b�������Q�O��	�
/�	
��<;<�
�� � �O,R ,


�C	�� ˆNDM 90� � %���
���W/��	
��<;<�
� � �N, NI 	
��
���
� D ���������
�	
/�?
�QD/� IE .
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[?D���7

 �C�	
�	��BW�
� BED �?
���� ˆ ˆ ˆEBD BDM BEI� � %�c�W/� ÂˆˆBDM 90 BAN=90
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� � �� �

<��� ĈˆBEI
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� �+���
����	
��Q�
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�	
��<;<�
�� � �N, NI )%���
���W/��?
���
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2 2 2

� � � � �� .

���������!>=&�!
�'()*�"$�+
#����
�Q�
����	��	�/�	���/�	
�����B��	�<
;������
;�a B���	�/�
�
��/�
��]��W�
�

3 2 24 5 26 24x x ax ax a� � � �
�?���C��/�	�/�����/��	
/��	
�/��<����
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�,%�
_�	{���?D�����	
�
;���C	�=

� � � � � � � �� �
3 2 2 3 2 2

2 2

2 2

4 5 26 24 4 5 20 6 24 0

4 5 4 6 4 4 5 6 0

4 0 D ' � � � D ' � �%

x x ax ax a x x ax ax ax a

x x ax x a x x x ax a

x x ax a x x ax a

� � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � �
��
���W/� 
� Q�Q
���
� �]��W�
� �?��� 	
� ����� 4x � M� B��� <O��� a4� M� 
�C	�� ��<��� � ���

��
�Q�
���
����	�� a4� B���	��
�
���
��]��W�
� 2 5 6 0x ax a� � � �?���C��/�	�/�����/�	
/��^
<�����/% "�Q��<���
����	
��	��W�;�
�������� � �225 24 25 24a a a a� � � � � <���������������^

�����
����
	�<DM�Q
��QD� � � 2425 24 0 0 D %
25

a a a a� # � * #  ����
���
����C	��
��]��W�
�

�?���Q;
�����/� ,u v4� M�	C	����C�	
�/�	;�
�/�	
��Vieta ����?
���=
� � � �5 <�� � � ' � � ' � � ' �u v a uv a u v uv u v uv u v v� � � & � � & � � � & � � � ,


�C	���U
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���=
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� � � � �� � � � � �
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���W/M���������
5 65 6 36, 36, 18, 18, 12, 12, 9, 9, 6, 6, 4, 4, 3, 3,2, 2, 1, 1v � 4 � � � � � � � � � ,


�C	����
<;�	
�� ��
Q�<	�/�	���/�
�=
6 D � D � D � D &v v v v v� � � � � � .

� I��� 6 D �v v� � � ��
<;�	��� 1 D �u u� � � M���	��	
�?�M� <��� 1a � � .
� I��� 3 D &v v� � ��
<;�	��� 2 D �Mu u� � ��	��	
�?�M�<��� 1a �
� I��� 0v � ��
<;�	��� 0u � <��� 0.a �
��
���W/�B��� 0 D �a a� �  
�Q�Q
���
��]��W�
��?���C��/�	�/�����/�	
/��<�����/%

�'()*�"$�F
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������U
�O/�Oxy 	
�������Q
��Q���	���	
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� � � � � �5 62 2 2, : 1 2 8D x y x y� � � � * 7 � .

.$/ #����
�Q�
����	��	
���B��	
�Q���	D�	��D�	
�����
����	
/� ,x y� C	��� � �,x y D4 ,
<���	�/�	���/�	W�� ,x y B���	�/�
�
��/����+O��	��%
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����O?��	
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�
���
�������� 8 ����]��W�
�� x y k� � ��^

�����U��	
���
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�� � � � �2 2: 1 2 8C x y� � � � M���
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���
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��
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���
����UD/%
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�����W�
��
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�?W��
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� � � �2 21 2 8x S x� � � � * � .

� �2 22 2 1 4 3 0x S x S S� � � � � * . (1)
"�Q��<���
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��	��W�;�
�������=�

� � � � � �
� � � �� �

2 2 2 2

2
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4 6 7 4 1 7 .

S S S S S S S
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. /� � � � � � � � � � � �0 1

� � � � � � � �
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���W/�
�����W�
�������
��;���B���	���/�	
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�����
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�����W�
�����B�OU�	��� � �22 6 9 0 3 0x x x� � * � � *

<�����
��;����C�
�B��� 3x � M�
�C	�� max 7 3 4y S x� � � � � .
.)/  �<������+�
;���	
����O?��	
�	��D�	
�� k4� B���	
��
�
���
�������� : x y k8 � � ��^

�����U��	
���
�	
��<;<�
������]��W�
� � � � �2 2: 1 2 8C x y� � � � %�"��������8 �UO�	�	���	
��
<;<�
��C B����<�����	�� k M�B���	��
�
����	
��;�	
���

� � � �2 21 2 8,x y x y k� � � � � � ,
�?���Q���D��;�
M�Q
��QD�C	���
��������8 �?��������C�
�<
��C��
���
����	
��<;<�
�C .

v�
Q;����M���	C���?;���C	���
��]��W�
������������
� �2 22 2 1 4 3 0x k x k k� � � � � � . (2)

�?����
��Q�<D��;�
�W/���
/� x M�Q
��QD�C	����?���Q��<���
���� � �24 6 7 0k k� � � � � � �

1 D �k k� � � M�
�C	��
���O?��	
�	��D�	
�� k ������ min 1k � � %�$
���	��	
�?
��
���
����UD/�
��
<;�	�����C�	
��;�
�	
/��]��W�
/��&��B��� 1.k � � ����QD������� 0� � 
��]��W�
��&� �?���



15

�
��Q�<D��;�
� 1 1
2 2

kx 2
�

�
� � � � � M�
�C	�� 0y � %���
���W/�	
��
	
;���
��
���
����UD/�

������	
 � � � �, 1, 0x y � � .

�'()*�"$�-
>�	W� * *:f 9� � M�C�
�� *� ������	
��;�
�
�	W��U���<Z�������Z��?W��/�	
��M ������^

�O�	
�
��
���������-��<�����	W� k ���/���	�<C/��<����
/%�� ��
������C/�

� �� � � �� � � �� �2 2 2
3 1 1 2 1 ... 1 1f f f k. /� � � � � � �
0 1

������<;+
/�U���<
; �����
;M�	C	� �����
Q��]�	��C	����O�?�� 5 61,2,..., 1a k4 � 	�	
�
M�Z�	��

� � 2f a k# � .

�,%�
 /���
���
����C	��B���<O��� 1,2,..., 1a k� � M���?;���C	�� � � 2f a k� � . $C	� � � 1f a k* �

B���<O��� 1,2,..., 1a k� � %� U
;�������
��
�f �������-�M����	���C	��
�������
��
� � � � � �1 1, 2 1, ..., 1 1f f f k� � � � ,

����������<O�
���Q��U
��	�<D���Q�?
���W/�����O��
�������
��1 1,2 1,..., 1 1k� � � � .        ��
���W/

� �� � � �� � � �� � � �

� �� �

2 2 2 22 2

3 2
3 2

3 1 1 2 1 ... 1 1 3 1 2 ... 1

1 2 1 2 3 3 .
2 2 2

f f f k k

k k k k k k k k k

. / . /� � � � � � � � � � � �0 10 1
� � � �

� � � � �

c�W/ � �33 3 23 1 ,
2

k k k k k� � � � � 
�C	��
������O�W������C/�Q�����
�������������<;+
/�

U���<
; �����
;, (O	
�
). ��
���W/���O�?�� 5 61,2,..., 1a k4 � 	�	
�
� Z�	�� � � 2f a k# � .

�'()*�"$�4
J��
�	���<;<�
/� (O, )c R M�Q;
�O����/���
�	���C����/���	C/�	
��<;<�
���<����
����O��
^

��/���	�];�	
�/ ?
�Q�/� �� , �� <���	�������	
�/� ,� � M���	��	
�?�%� k�����B�B������
/�
<;<�
/� 1c 	
��	��BZ�
����� 	������	
�<;<�
� (O, )c R �	���
����� ,� + �	
��
���
�� ��D^
<����	
���<�C�	C]
� �� �%�"� �+ 	������	�/�?
�Q�/� �� <��� �� �	���
����� ,� � M���	��	
�?�%
#����
Q��]�	� C	�=

(i) $���
����� , , <��� � � � ��D<
����	
���Q�
�<;<�
%
(ii) k������B�B������
/ <;<�
/�	
� 	��BZ�
���� �UO�	�	����	
��<;<�
� � �,c R� .

�,%�
(i) ����QD� ,� � �����������	W��?
�QZ���� <����� , ��	��	
�?�M� �����?;
���
��<���	C^

	
	�/=��� � �� <����� � �� .
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ΕΝΔΕΙΚΤΙΚΕΣ ΛΥΣΕΙΣ 

 
Β΄ ΓΥΜΝΑΣΙΟΥ  

 
Πρόβλημα 1. Υπολογίστε την τιμή της παράστασης:     

2 2
7 49 3 4 3 6 11

: 2
3 9 7 3 2 5 10

 
                 
     

. 

Λύση. Έχουμε :      
2 2 2 2

2 2 2 2

7 49 3 4 3 6 11 21 49 3 4 3 9
: 2 :

3 9 7 3 2 5 10 9 9 7 3 10 10

28 3 4 3 9 4 4 10 10 100 81 81
: : 9.

9 7 3 10 10 3 3 3 9 9 100 9

   

 

                                  
           

                              
         

 

Πρόβλημα 2. Μία οικογένεια αγόρασε ένα ψυγείο με έκπτωση 
1

11 %
9

πάνω στην τιμή 

πώλησης και ένα  πλυντήριο με έκπτωση 
2

14 %
7

 πάνω στην τιμή πώλησης. Η συνολική τιμή 

πώλησης ψυγείου και πλυντηρίου ήταν 3150 ευρώ. Η συνολική έκπτωση που έγινε ήταν 350 
ευρώ. Να βρείτε την τιμή πώλησης του ψυγείου και του πλυντηρίου. 

Σημείωση: Οι αριθμοί 
1

11 %
9

 και  
2

14 %
7

 είναι μεικτοί. 

Λύση 
Έστω x  ευρώ η τιμή πώλησης του ψυγείου, οπότε η τιμή πώλησης του πλυντηρίου 

θα είναι 3150 x   ευρώ. Η έκπτωση για το ψυγείο ήταν 
1 100

11 % %
9 9

 , οπότε η 

έκπτωση για το ψυγείο ήταν 
100

9
100 9

x
x    ευρώ. Επίσης, η έκπτωση για το πλυντήριο 

ήταν 
2 100

14 % %
7 7

 , οπότε η αντίστοιχη έκπτωση για το πλυντήριο ήταν 

 
100 315073150 450
100 7 7

x x
x


     . Άρα έχουμε 

2
450 390 60 60 63 30 1890.

9 7 9 7 63

x x x x x
x x               
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Επομένως, η τιμή πώλησης του ψυγείου ήταν 1890 ευρώ και η τιμή πώλησης του 
πλυντηρίου ήταν 3150 1890 1260   ευρώ. 
 
Πρόβλημα 3. Τέσσερα χωριά Α, Β, Γ και Δ πλήρωσαν πέρυσι για τη μεταφορά των 
μαθητών τους στο Γυμνάσιο του Δήμου τους συνολικά 9690 ευρώ. Τα χρήματα που πλήρωσε 
κάθε χωριό ήταν ανάλογα προς τον αριθμό των μαθητών του χωριού που φοιτούσαν στο 
Γυμνάσιο. Να βρείτε πόσα χρήματα πλήρωσε κάθε χωριό, αν είναι γνωστό ότι ο αριθμός των 

μαθητών του χωριού Β ισούται με τα 3
4  του αριθμού των μαθητών του χωριού Γ, ο αριθμός 

των μαθητών του χωριού Α ισούται με τα 2
3  του αριθμού των μαθητών του χωριού Β και ο 

αριθμός των μαθητών του χωριού Δ είναι το άθροισμα των μαθητών των χωριών Α και Γ. 
 

Λύση 
Έστω ότι τα χωριά Α, Β, Γ και Δ πλήρωσαν τα ποσά , , , ,     αντίστοιχα. Σύμφωνα με 

τα δεδομένα του προβλήματος, έχουμε: 

3 2 2 4 6
, , , , 2

4 3 3 3 3
3 3

.
2 42 4 2 1 2 2 3 4 6

3 3

            

          

        

          
 

Σύμφωνα με την υπόθεση του προβλήματος το ποσό των 9690 ευρώ πρέπει να διαμεριστεί σε 

μέρη ανάλογα προς τους αριθμούς , , ,     οποίοι, όπως διαπιστώνουμε από την τελευταία 

σχέση είναι ανάλογοι προς τους αριθμούς 2,3, 4 και 6 . Επομένως, αρκεί να διαμερίσουμε το 

ποσό των 9690 ευρώ  σε  μέρη ανάλογα προς τους αριθμούς 2,3,4 και 6. Έτσι, αν 

διαιρέσουμε τον αριθμό 9690 σε 2 3 4 6 15     ίσα μέρη  έχουμε μερίδιο το ποσό 

9690 :15 646 ευρώ. Επομένως, το χωριό Α πλήρωσε 646 2 1292   ευρώ, το χωριό Β 

πλήρωσε 646 3 1938   ευρώ, το χωριό Γ πλήρωσε 646 4 2584   ευρώ και το χωριό Δ 

πλήρωσε 646 6 3876   ευρώ. 

Διαφορετικά, από τις ισότητες  

2 , 3 , 4 , 6
2 3 4 6

                     , 

οπότε από την υπόθεση 9690       με αντικατάσταση λαμβάνουμε: 

                      2 3 4 6 9690 15 9690 646             . 
Άρα είναι:  2 1292, 3 1938, 4 2584, 6 3876                ευρώ.                 

Πρόβλημα 4  

Έστω ΑΒΓΔ ορθογώνιο με ˆ    και  Ο το σημείο 
τομής των διαγωνίων του. Από την κορυφή Γ φέρουμε 
ευθεία παράλληλη προς τη διαγώνιο ΒΔ η οποία τέμνει 
την ευθεία ΑΒ στο σημείο Ε και την ευθεία ΑΔ στο 
σημείο Ζ. Δίνεται ότι:  
             4 cm  , 3 cm  . 

1.Βρείτε τη γωνία ˆ συναρτήσει της γωνίας  . 
2.Αποδείξετε ότι:      . 
3.Βρείτε το ύψος και το εμβαδόν του τραπεζίου ΔΟΓΖ.  
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Σημείωση. Να σχεδιάσετε το σχήμα του προβλήματος στο τετράδιο σας. Να αιτιολογήσετε κάθε 
απάντησή σας. 
 
Λύση 

 

                                                                   Σχήμα 2 
 
1. Επειδή οι διαγώνιες ορθογωνίου είναι ίσες και διχοτομούνται, έπεται ότι 

       , οπότε το τρίγωνο ΟΑΒ είναι ισοσκελές με ˆˆ     . 

Η γωνία ˆ  είναι εξωτερική στο τρίγωνο ΑΟΒ, οπότε θα είναι 
ˆ ˆ ˆ 2    . Από την παραλληλία   , επειδή οι γωνίες 

ˆˆ και  είναι εντός εκτός και επί τα αυτά, έχουμε:  ˆ 2 .   
 

2. Επειδή    και ,    , τα τετράπλευρα ΔΒΕΓ και ΔΒΓΖ είναι 

παραλληλόγραμμα, οπότε έχουν τις απέναντι πλευρές τους ίσες. Άρα είναι: 
      Όμως οι διαγώνιες παραλληλογράμμου είναι ίσες, οπότε    . 
Επομένως, θα είναι και      .  

3. Το τρίγωνο ΑΓΖ είναι ισοσκελές με  ΑΓ = ΓΖ, οπότε το ύψος του 4 cm   
είναι και διάμεσος. Αρα είναι: 2 6 cm     και 3 cm  . 
Από το Πυθαγόρειο Θεώρημα στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΔ έχουμε:       

2 2 2         2 22 24 3 25 5 cm         . 

Άρα είναι: 
5

και 5
2 2

cm
 

     .  

Για το ύψος    έχουμε ότι: 

  4 3 12
.

2 2 2 2 5

       
         

Επομένως, είναι: 

                        2 2

5
5

122
9 .

2 2 5
cm

 
 

            
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Γ΄ ΓΥΜΝΑΣΙΟΥ 
 

Πρόβλημα 1 
Δίνεται το πολυώνυμο   3 2x x ax bx c     , όπου , ,a b c  πραγματικοί αριθμοί.  

(α) Βρείτε το πολυώνυμο:       2 19Q x x x     . 

(β) Βρείτε το πολυώνυμο  x , αν ισχύει ότι:     2
3 3 2Q x x x  . 

 
Λύση. (α) Έχουμε      

                3 2 3 2

3 2 3 2 3 2

2 19 2 2 2 19

8 4 2 19 19 19 19 27 15 21 18 .

Q x x x x a x b x c x a x b x c

x ax bx c x ax bx c x ax bx c

                

           

(β) Από την ισότητα    2
3 3 2Q x x x   έχουμε: 

 
 

 

23 2

3 2 2

3 2 3 2

27 15 21 18 3 3 2

27 15 21 18 3 9 12 4

27 15 21 18 27 36 12

15 36, 21 12, 18 0

12 4
, , 0 .

5 7

x ax bx c x x

x ax bx c x x x

x ax bx c x x x

a b c

a b c

    

      

      

     

      
 

 

Άρα είναι:   3 212 4
.

5 7
x x x x     

 
Πρόβλημα 2. Οι πραγματικοί αριθμοί ,a b είναι τέτοιοι ώστε    0ab a b a b    

και  
 
 

 
 

2

2 2

3b a b b a b ab b

a a b a a b a b

  
 

  
. 

(α) Να αποδείξετε ότι:   2 2a b a b   

(β) Να βρείτε την τιμή του λόγου 
a

b
. 

Λύση 
(α) Έχουμε: 

          

 
 

 
       

         

   

2
2 2 2

2 2

2 2 2 2

0
2 2 2 2 2 2

3
3

3 0 2 2 3 0

2 2 3 0 2 0 2 .
b

b a b b a b ab b
b a b b a b a ab b

a a b a a b a b

b a b a b ab a b b a b ab a b

b a b a ab b a ab a b a b


  
       

  

             

           

 

(β) Από το ερώτημα (α) έχουμε: 

    

2
2 2 2

2

2 0 2 0 2 0,

1 1 0, 1 1 1 0,

a a a
a ab b x x x

b b b

a a
x x x x x x x

b b

             
 

            
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  1 2 0, 1 ή 2,

1 (απορρίπτεται, γιατί ) ή 2 2.

a a
x x x x x x

b b
a a a

a b
b b b

         

       
 

 
Πρόβλημα 3. 

Ο τριψήφιος θετικός ακέραιος 100 10xyz x y z    όταν διαιρεθεί με το άθροισμα 
των ψηφίων του δίνει πηλίκο 43 και υπόλοιπο 9. Επίσης ο αριθμός 

100 10zyx z y x   όταν διαιρεθεί με το άθροισμα των ψηφίων του δίνει πηλίκο 30 

και υπόλοιπο 6. Να βρεθεί ο αριθμός xyz . 
 
Λύση 
Σύμφωνα με τα δεδομένα του προβλήματος έχουμε τις εξισώσεις: 

                                   100 10 43 9xyz x y z x y z                                        (1) 

                                   100 10 30 6zyx z y x x y z       ,                                (2) 

από τις οποίες για τη διαφορά των δύο αριθμών προκύπτει ότι: 

                                     99 13 3xyz zyx x z x y z       .                                (3) 

Από την εξίσωση (1) προκύπτει ότι 10 23,x y z     γιατί, αν ήταν 24x y z   , 

τότε θα είχαμε 43 24 9 1041,xyz      άτοπο. Επομένως για το δεύτερο μέλος της 
σχέσης (3) έχουμε:  

 

10 13 3 13( ) 3 23 13 3

133 13( ) 3 302

133 99 302,

x y z

x y z

x z

        
     

   

 

οπότε οι δυνατές τιμές για τη διαφορά των δύο ακραίων ψηφίων είναι 2 ή 3.  
 Για 2x z  , από την (3) προκύπτει:  15x y z    οπότε από τις (1) και (2) 

λαμβάνουμε 654 και 456.xyz zyx   

 Για 3x z  , από την (3) δεν προκύπτει ακέραια λύση για το άθροισμα των 
ψηφίων x y z  .  

 
Πρόβλημα 4  
Θεωρούμε τρίγωνο ΑΒΓ με ˆ ˆ90 , 60     και υποτείνουσα   . Η μεσοκάθετη στο 

μέσον   της ΒΓ τέμνει τη διχοτόμο   (το   είναι σημείο της  ) στο σημείο   και 
την ευθεία ΑΓ στο σημείο Ν.  Έστω   είναι το μέσον του ευθύγραμμου τμήματος  .  

1. Nα αποδείξετε ότι:    .  
2.  Θεωρούμε τον κύκλο   με διάμετρο το ευθύγραμμο τμήμα  , ο οποίος δίνεται 

ότι περνάει από τα σημεία , και   . Έστω E  το χωρίο που έχει πλευρές τις 

 ,   και το τόξο   του κύκλου  . Να υπολογίσετε το εμβαδό χωρίου E  
συναρτήσει της πλευράς   .  

Σημείωση: Το χωρίο E  είναι στο εσωτερικό του τριγώνου ΑΒΓ και εξωτερικά του κύκλου  . 
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Σχήμα 2 

Λύση 
1. Έστω ότι οι ευθείες  ,   τέμνονται στο σημείο  . Τότε                 

ˆ
ˆ ˆ 90 75

2


       . 

Επίσης η γωνία ˆ  ως εξωτερική του τριγώνου ΔΓΒ ισούται με              

           
ˆ 30ˆ ˆ 60 75
2 2


      


  . 

Συνεπώς το τρίγωνο   είναι ισοσκελές  με    . Αφού το  είναι μέσον 
της βάσης   του ισοσκελούς τριγώνου  , έπεται ότι:    .  

2. Το τρίγωνο   είναι ισοσκελές με ˆκαι 60      . Επομένως, το τρίγωνο 
ΒΓΝ είναι ισόπλευρο, οπότε   . ΟΙ ΒΑ και ΝΜ είναι ύψη και διάμεσοι αυτού, 

οπότε 
2


    Ο κύκλος διαμέτρου   έχει κέντρο, έστω Ο και περνάει από 

τα σημεία Α, Λ και Μ. Το τρίγωνο ΟΑΜ είναι ισοσκελές και έχει    

 ˆ ˆ2 2 90 60 60         . 

Επίσης ˆ ˆ2 2 60 120 ,        οπότε ˆ 60    και το τρίγωνο ΟΜΒ είναι 

ισόπλευρο πλευράς 
2


. Άρα το τετράπλευρο ΑΓΒΟ είναι ρόμβος που αποτελείται 

από δύο ισόπλευρα τρίγωνα πλευράς 
2


, οπότε το ύψος του ΑΤ ισούται με το ύψος 

ισοπλεύρου τριγώνου πλευράς 
2


, δηλαδή      

                                                        
3 32

2 4




   . 

Το εμβαδόν του χωρίου E  δίνεται από τη σχέση 

                                            . έ         .                         (1) 

Έχουμε 
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                                  
23 3

2 4 8
ά ύ

                                (2) 

Επίσης  

                                        
2 2

.

60

360 2 24έ  
       
 



                                 (3) 

Από τις (1), (2) και (3) προκύπτει: 

                 22 2

.

3 33
.

8 24 24έ  

   
           

 
 

Α΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 
Πρόβλημα 1 

Δίνεται η παράσταση:
2 2 3 4

2 2

1
,

1 1

n n n n
n

n n n

  
 

    
        

 με   πραγματικό 

αριθμό μεγαλύτερο του 1 και n  θετικό ακέραιο, 1.n   Να αποδείξετε ότι: 

(α) 2 1n n     
(β) Δεν είναι δυνατόν ο Α να είναι τέλειο τετράγωνο ακεραίου. 

. 
Λύση 
(α) Έχουμε 

  
 

   
  

   
 

  
  

32

32 2

1 1

1 1 1

11 1

1 1 1

n n nn
n

n n n

n nn n n

n n n

   
  

 
  

     
          

     
        

 

            

  
 

  
  

    
    

3

3 3
2

11 1

1 1 1

1 1 1 1
1.

1 1 1 1

n nn

n n n

n n n n
n n

n n n n

 
  

  

  

            

    
     

    

 

(β) Παρατηρούμε ότι:  22 2 21 2 1 1n n n n n n          , δηλαδή ο ακέραιος Α 

βρίσκεται μεταξύ των τετραγώνων δύο διαδοχικών ακέραιων, οπότε δεν μπορεί να 
είναι τέλειο τετράγωνο κάποιου ακέραιου. 
 
Πρόβλημα 2 
Στις εξετάσεις του Α.Σ.Ε.Π. τα εξεταζόμενα μαθήματα βαθμολογούνται από 0 μέχρι 
100. Ένας υποψήφιος βαθμολογήθηκε σε όλα τα μαθήματα με διαφορετικό βαθμό και 
ο μέσος όρος των βαθμών του ήταν 40. Αν παραλείψουμε το μικρότερο βαθμό του ο 
μέσος όρος των υπόλοιπων βαθμών του είναι 46. Αν παραλείψουμε το μεγαλύτερο 
βαθμό του ο μέσος όρος των υπόλοιπων βαθμών του είναι 28, ενώ, αν παραλείψουμε 
και το μικρότερο και το μεγαλύτερο βαθμό του ο μέσος όρος των βαθμών που 
απομένουν είναι 32. Να βρείτε τον αριθμό των μαθημάτων, το μικρότερο και το 
μεγαλύτερο βαθμό του υποψηφίου. 
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Λύση 
Έστω ότι τα εξεταζόμενα μαθήματα ήταν n  και οι βαθμοί του υποψηφίου ήταν οι 

1 2 1, ,..., ,n nx x x x με τη διάταξη: 1 2 1... n nx x x x    . Σύμφωνα με τα δεδομένα του 

προβλήματος έχουμε τις εξισώσεις: 

                  

1 2 1

2 1

1 2 1

2 1

... 40 (1)

... 46( 1) (2)

... 28( 1) (3)

... 32( 2) (4)

n n

n n

n

n

x x x x n

x x x n

x x x n

x x n









    
    

    
   

 

Με αφαίρεση των (2), (3) και (4) από την εξίσωση (1) λαμβάνουμε: 

                 1 146 6 , 12 28, 8 64n nx n x n x x n       , 

από τις οποίες προκύπτει η εξίσωση: 

              1 (46 6 ) 12 28 8 64 2 10 5nx x n n n n n           , 

οπότε θα είναι 1 16x   και 5 88x  . 

Πρόβλημα 3 
Θεωρούμε παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ  τέτοιο ώστε      .  Φέρουμε το ύψος 
του  , όπου   σημείο της πλευράς  . Έστω   το συμμετρικό της κορυφής   
ως προς κέντρο το σημείο Ε. Έστω επίσης Κ το συμμετρικό της κορυφής Γ ως προς 
κέντρο το σημείο Ζ και Λ το συμμετρικό της κορυφής Β ως προς κέντρο το σημείο Α. 
Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΔΚΛ είναι ισοσκελές. 
  
Λύση 

       
Σχήμα 3 

 
Έχουμε    , λόγω συμμετρίας ως προς την ευθεία του ύψους ΔΕ. Επίσης είναι 
   , από το παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ. Επομένως θα είναι    . Επιπλέον 

ˆˆ ˆ ˆ180 180        . 
Επομένως τα τρίγωνα ΔΖΒ και ΖΒΓ έχουν δύο πλευρές τους ίσες μία προς μία (ΔΖ = 
ΒΓ και ΖΒ κοινή) και τις περιεχόμενες γωνίες των πλευρών αυτών ίσες. Άρα είναι 
ίσα, οπότε θα έχουν και  

 2 2             



9 
 

 ˆ ˆ ˆ ˆ ,       αφού από    ισχύει ότι: ˆ ˆ   . 

Έτσι τα τρίγωνα ΔΒΛ και ΔΓΚ έχουν:    ,  ΒΛ=ΓΚ  και ˆ ˆ   , οπότε 
είναι ίσα. Άρα θα έχουν και τις πλευρές τους ΔΛ και ΔΚ ίσες. 
 
Πρόβλημα 4 

Ο τετραψήφιος θετικός ακέραιος 1000 100 10xyzw x y z w     όταν διαιρεθεί με το 
άθροισμα των ψηφίων του δίνει πηλίκο 327 και υπόλοιπο 14. Επίσης ο αριθμός 

1000 100 10wzyx w z y x    όταν διαιρεθεί με το άθροισμα των ψηφίων του δίνει 

πηλίκο 227 και υπόλοιπο 16. Να βρεθεί ο αριθμός xyzw . 
 
Λύση 
Σύμφωνα με τα δεδομένα του προβλήματος έχουμε τις εξισώσεις:  

                        1000 100 10 327 14xyzw x y z w x y z w                          (1) 

                        1000 100 10 227 16wzyx w z y x x y z w         ,                (2) 

από τις οποίες με αφαίρεση κατά μέλη λαμβάνουμε: 

                         999 90 100 2xyzw wzyx x w y z x y z w          .          (3) 

Από τις σχέσεις (1) και (2) προκύπτει ότι 17 30x y z w     , οπότε 

                                    
1698 100( ) 2 2998

1698 999 90 2998.

x y z w

x w y z

     

     
 

Από την τελευταία σχέση προκύπτει ότι  1, 2,3x w  , οπότε έχουμε τις 

περιπτώσεις: 
 Για 1x w   πρέπει  8,9y z  , οπότε από την (3) δεν προκύπτει ακέραια 

λύση για το άθροισμα x y z w   . 

 Για 2x w  , από την (3) λαμβάνουμε:                   

   9 10 20 πολλαπλάσιο του10y z x y z w       , 

           οπότε πρέπει: 0y z   και 20x y z w    . Τότε από τις (1) και (2) έχουμε: 

6554xyzw   και 4556wzyx  . 

 Για 3x w   πρέπει 0y z  , οπότε από την (3) δεν προκύπτει ακέραια 
λύση για το άθροισμα x y z w   . 

 
Β΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 

 
Πρόβλημα 1 
Να λύσετε την εξίσωση 

1 2 3
3

3 2 1x x x
  

  
. 

 
Λύση (1ος τρόπος) 
Για  1, 2,3x  έχουμε: 



10 
 

 

2

1 2 3 1 2 3
3 1 1 1 0

3 2 1 3 2 1
4 4 4 1 1 1

0 4 0
3 2 1 3 2 1

1 1 1
4 0 ή 0 4 ή 3 12 11 0

3 2 1

12 12 6 3
4 ή 4 ή .

6 3

x x x x x x
x x x

x
x x x x x x

x x x x
x x x

x x x x

         
     

                   

          
  
 

     

 

 
2ος τρόπος 
Για  1, 2,3x  με απαλοιφή παρανομαστών έχουμε: 

            
     3 2 2 2 2

3 2 2 3 2

3 1 2 3 1 2 2 1 3 3 2 3

3 6 11 6 3 2 2 4 3 3 5 6

3 18 33 18 6 26 26 3 24 59 44 0

x x x x x x x x x

x x x x x x x x x

x x x x x x x x

           

            

           

 

Οι πιθανές ακέραιες ρίζες της τελευταίας εξίσωσης είναι: 1, 2, 4, 11, 22, 44      , 
από τις οποίες μόνο το 4 ικανοποιεί την εξίσωση. Έτσι με το σχήμα Horner έχουμε 

  3 2 2

2

3 24 59 44 4 3 12 11 0

6 3
4 0 ή 3 12 11 0 4 ή .

3

x x x x x x

x x x x x

       


        

 

          
Πρόβλημα 2 
Έστω  1 2 3 4 5 6 7, , , , , ,        θετικοί ακέραιοι που είναι διαδοχικοί όροι αριθμητικής 

προόδου. Δίνεται επίσης ότι το άθροισμά τους είναι τέλειος κύβος και το άθροισμα 

των 5 μεσαίων όρων 2 3 4 5 6, , , , ,      είναι τέλειο τετράγωνο. Να βρεθεί η ελάχιστη 

δυνατή τιμή του όρου 4 . 

Λύση 
Έστω  x  ο τέταρτος στη σειρά αριθμός. Τότε οι δεδομένοι  αριθμοί θα έχουν τη 
μορφή: 

1 2 3 4 5 6 73 , 2 , , , , 2 , 3x d x d x d x x d x d x d                   . 

Επομένως το άθροισμά τους ισούται με 7x  και το άθροισμα των 5 μεσαίων ισούται 
με 5x . Επομένως, θα πρέπει να βρούμε το ελάχιστο φυσικό αριθμό x  που είναι 
τέτοιος,  ώστε ο 7x  ναι είναι τέλειος κύβος  και ο  5x  να είναι τέλειο τετράγωνο.  
Για να είναι ο 7x  τέλειος κύβος, θα πρέπει ο x  να είναι πολλαπλάσιο του 27 , ενώ 
για να είναι και ο  5x  να είναι τέλειο τετράγωνο, θα πρέπει ο x  να είναι 
πολλαπλάσιο του 5 . Για να παραμείνει όμως το 7x  τέλειος κύβος, θα πρέπει το x  να 
είναι πολλαπλάσιο του 35 . Τελικά, το x  πρέπει να είναι πολλαπλάσιο του 3 25 7 , 
οπότε η ελάχιστη τιμή του όρου 4  είναι 3 25 7 .   

 
Πρόβλημα 3 
Θεωρούμε παραλληλόγραμμο ABCD τέτοιο ώστε AB BD CD   και με τη γωνία 
ˆ 75A   . Φέρουμε το ύψος του DE , όπου E  σημείο της πλευράς AB . Έστω Z  το 
συμμετρικό της κορυφής A  ως προς κέντρο το σημείο E . Έστω επίσης K  το 
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συμμετρικό της κορυφής C  ως προς κέντρο το σημείο Z  και L  το συμμετρικό της 

κορυφής B ως προς κέντρο το σημείο A .  Να βρείτε το μέτρο της γωνίας ˆKDL . 
 
Λύση 

 
                                                                      Σχήμα 4 
 
Έχουμε DZ DA , λόγω συμμετρίας ως προς την ευθεία του ύψουςDE . Επίσης είναι 
DA BC , από το παραλληλόγραμμο ABCD . Επομένως θα είναι DZ BC . 
Επιπλέον 

ˆˆ ˆ ˆ180 180DZB DZA DAB ABC      . 
Επομένως τα τρίγωνα DZB  και ZBC  έχουν δύο πλευρές τους ίσες μία προς μία 
( DZ BC  και τη ZB  κοινή) και τις περιεχόμενες γωνίες των πλευρών αυτών ίσες. 
Άρα είναι ίσα, οπότε θα έχουν και  

 2 2DB ZC AB ZC AB ZC BL CK          

 ˆˆ ˆ ,ZBD CZB ZBD DCZ    αφού από DC ZB  ισχύει ότι: ˆˆCZB DCZ . 

Έτσι τα τρίγωνα DBL  και DCK  έχουν: DB DC ,  BL CK   και ˆ ˆDCK DBL , 
οπότε είναι ίσα. Άρα θα έχουν και τις πλευρές τους DL  και DK  ίσες και επιπλέον 

ˆ ˆDLB DKC , οπότε το τετράπλευρο DLKZ  είναι εγγράψιμο. Επομένως, έχουμε 
ˆ ˆ ˆ (ως κατά κορυφή)

ˆ (από τα ίσα τρίγωνα  και )

180 2 75 30 (από το ισοσκελές τρίγωνο ).

KDL KZL BZC

ZBD DZB ZBC

ABD

 



     

 

 
Σημείωση. Διαφορετικά, θα μπορούσαμε να παρατηρήσουμε ότι με το μετασχηματισμό 

στροφής με κέντρο το σημείο D  κατά γωνία ˆ 30BDC   , το τρίγωνο CDK  θα 

συμπέσει με το τρίγωνο BDL , οπότε ˆ 30KDL   . 
        
Πρόβλημα 4 
Θεωρούμε το τριώνυμο 2( ) 4f x x kx m    και υποθέτουμε ότι οι ρίζες του είναι 

διακεκριμένες και ανήκουν στο διάστημα (0,1) . Να αποδειχθεί ότι τουλάχιστον ένας 

από τους ,k m  δεν είναι ακέραιος.  

Λύση 
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Έστω 1 20 1x x    οι ρίζες του ( )f x . Τότε: 

                                              1 2( ) 4( )( )f x x x x x                                         (1).  

Υποθέτουμε ότι οι ,k m  είναι ακέραιοι. Τότε οι αριθμοί (0)f m  και 
(1) 4f k m    είναι ακέραιοι . Αφού το πρόσημο του τριωνύμου είναι ομόσημο του 

4 εκτός των ριζών και οι αριθμοί 0 και 1 είναι εκτός των ριζών, έπεται ότι (0) 0f   
και (1) 0f  , oπότε, αφού είναι ακέραιοι, θα είναι (0) 1f   και (1) 1f  . Από την (1) 

για 0x   και 1x   παίρνουμε: 1 24 1x x   και 1 24(1 )(1 ) 1x x   . Πολλαπλασιάζοντας 

τις δύο σχέσεις έχουμε:          

                                        1 1 2 216 (1 ) (1 ) 1x x x x   .                                   (2) 

Όμως ισχύουν:  
               2

1 1 14 (1 ) 1 (2 1) 0x x x      και 2
2 2 24 (1 ) 1 (2 1) 0x x x        (3)  

οπότε με πολλαπλασιασμό των δύο τελευταίων κατά μέλη λαμβάνουμε: 
                                                  1 1 2 216 (1 ) (1 ) 1x x x x   .                                   (4)  

Επομένως πρέπει να έχουμε ισότητα: 
                                                    1 1 2 216 1 1 1x x x x   ,                                  (5)  

η οποία, λόγω των (3), ισχύει μόνον όταν 1 2

1

2
x x  . Αυτό όμως είναι άτοπο καθώς 

υποθέσαμε ότι οι ρίζες είναι διακεκριμένες.  
Επομένως, δεν είναι δυνατόν να είναι και δύο αριθμοί k  και m  ακέραιοι. 
 

Γ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 
 
Πρόβλημα 1 
Στις εξετάσεις του Α.Σ.Ε.Π. τα εξεταζόμενα μαθήματα βαθμολογούνται από 0 μέχρι 
και 100. Ένας υποψήφιος βαθμολογήθηκε σε όλα τα μαθήματα με διαφορετικό βαθμό 
και ο μέσος όρος των βαθμών του ήταν 50. Αν παραλείψουμε το μικρότερο βαθμό 
του ο μέσος όρος των υπόλοιπων βαθμών του είναι 56. Αν παραλείψουμε το 
μεγαλύτερο βαθμό του ο μέσος όρος των υπόλοιπων βαθμών του είναι 40, ενώ, αν 
παραλείψουμε και το μικρότερο και το μεγαλύτερο βαθμό του ο μέσος όρος των 
βαθμών που απομένουν είναι 45. Να βρείτε τον αριθμό των μαθημάτων, το μικρότερο 
και το μεγαλύτερο βαθμό του υποψηφίου. 
 
Λύση 
Έστω ότι τα εξεταζόμενα μαθήματα ήταν n  και οι βαθμοί του υποψηφίου ήταν οι 

1 2 1, ,..., ,n nx x x x με τη διάταξη: 1 2 1... n nx x x x    . Σύμφωνα με τα δεδομένα του 

προβλήματος έχουμε τις εξισώσεις: 

                  

1 2 1

2 1

1 2 1

2 1

... 50 (1)

... 56( 1) (2)

... 40( 1) (3)

... 45( 2) (4)

n n

n n

n

n

x x x x n

x x x n

x x x n

x x n









    
    

    
   

 

Με αφαίρεση των (2), (3) και (4) από την εξίσωση (1) λαμβάνουμε: 

                 1 156 6 , 10 40, 5 90n nx n x n x x n       , 
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από τις οποίες προκύπτει η εξίσωση: 

              1 (56 6 ) 10 40 5 90 6nx x n n n n         , 

οπότε θα είναι 1 20x   και 6 100x  . 

Πρόβλημα 2 
Αν οι θετικοί πραγματικοί αριθμοί ,a b  ικανοποιούν τη σχέση:  

                                                             3
3

2

a b

b a a
 


,  

να αποδειχθεί ότι: a b . 
 
Λύση 

Θέτουμε 3
b

x
a
 . Αρκεί να αποδείξουμε ότι 1x  . Η δοσμένη σχέση τότε γίνεται:   

3 3 4 3
3

4 3 3 3 2

1 3
2 2 ( 1) 3( 1) 2 3 2 1 0

1 2

2( ) ( ) 1 0 ( 1)(2 1) 0

x x x x x x x
x

x x x x x x x x x

           

            

 

Όμως 3 2 3 3 2 3 22 1 ( ) ( 1) ( 1) ( 1) 0x x x x x x x x x x             . Επομένως 
πρέπει 1x   και άρα a b . 
 
 
Πρόβλημα 3 
Να βρεθεί ο μεγαλύτερος θετικός ακέραιος k  με την ακόλουθη ιδιότητα: Ο αριθμός 
2018 γράφεται ως άθροισμα k τετραγώνων διαφορετικών ακεραίων.  

Λύση 
Ας υποθέσουμε ότι ο μεγαλύτερος τέτοιος k  είναι ο n  και 1 2, ,..., na a a  είναι 

διαφορετικοί ανά δύο μεταξύ τους ακέραιοι ώστε 2 2 2
1 2 ... 2018na a a    . Τότε    

2 2 2 2 2 2
1 2

( 1)(2 1)
... 1 2 ...

6n

n n n
a a a n

 
        , οπότε 

( 1)(2 1)
2018

6

n n n 
 . 

Παρατηρούμε ότι για 18n   η τιμή της παράστασης στο δεξί μέλος ισούται με 
2109 επομένως 17n  . Θα αποδείξουμε τώρα ότι το 2018 γράφεται ως άθροισμα 17 
τετραγώνων, διαφορετικών ανά δύο ακεραίων.  
Έχουμε ότι 2 21 ... 19 2470   , οπότε αν βρούμε δύο τετράγωνα με άθροισμα 
2470 2018 452  , τότε το 2018  θα γράφεται ως το άθροισμα των υπόλοιπων 17 
τετραγώνων. Γράφουμε:  

2 2 2 2 2 2452 2 113 2 (8 7 ) 16 14       , 

οπότε 2 2 2 2 2 2 22018 1 2 ... 13 15 17 18 19        , που είναι το ζητούμενο. 
 
Πρόβλημα 4 
Δίνεται τρίγωνο ABC   με AB C BC   . Στη προέκταση της AB  (προς το μέρος 
του B ) , θεωρούμε σημείο K   και στη συνέχεια θεωρούμε τον κύκλο ( , )c K KA  (με 

κέντρο το K  και ακτίνα KA ). Ο κύκλος )c(  τέμνει την ευθεία AB   στο σημείο D  

και την ευθεία AC   στο σημείο E . Σε τυχόν σημείο M  εσωτερικό της πλευράς AB  
θεωρούμε κάθετη προς την ευθεία AB  η οποία τέμνει την ευθεία AC  στο σημείο  
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N . Αν ο περιγεγραμμένος κύκλος του τριγώνου KME  (έστω )c( 1 ) τέμνει τον 

κύκλο )c(  στο σημείο Z , να αποδείξετε ότι οι ευθείες , ,MN DE AZ  περνάνε από το 

ίδιο σημείο (συντρέχουν). 
 
Λύση 
 Έστω ότι η AZ , τέμνει τον κύκλο )c( 1  στο σημείο S . Από τα ορθογώνια τρίγωνα 

AED  και AMN  έχουμε:  

                               1 1
ˆˆ ˆ ˆ 90oADE D N A    .                                  (1) 

 
                                                             Σχήμα 5 

Οι γωνίες  1D̂  και 1Ẑ  είναι εγγεγραμμένες στον κύκλο )c(  και βαίνουν στο τόξο 

AE , άρα:                                                      1D̂  1Ẑ                                                (2) 

Οι γωνίες  1K̂  και 1Ẑ  είναι εγγεγραμμένες στον κύκλο )c( 1  και βαίνουν στο τόξο 

SE , άρα:                                                      1K̂ 1Ẑ                                                  (3) 

Από τις ισότητες (1), (2), (3)  συμπεραίνουμε ότι 1
ˆˆ 90oK A  . 

Από το ισοσκελές τρίγωνο KAE  ( KA KE  ως ακτίνες του κύκλου ( )c ) έχουμε: 

1 2
ˆˆ ˆ ˆ 180 2AKE K K A    . 

Επειδή όμως 1
ˆ 90K A  , συμπεραίνουμε ότι 2

ˆ 90K A  . 

Οι γωνίες  2K̂  και 2Ẑ  είναι εγγεγραμμένες στον κύκλο 1( )c  και βαίνουν στο τόξο 

SM , άρα:                                            2K̂ 2Ẑ .                                                        (4) 

Τελικά συμπεραίνουμε ότι 2 1
ˆ ˆZ N , οπότε το τετράπλευρο AMZN  είναι εγγράψιμο 

και κατά συνέπεια ˆ ˆ 90AZN AMN   . 

Η τελευταία ισότητα ˆ( 90 )AZN   σε συνδυασμό με την ισότητα ˆ 90oAZD   (η γωνία 
ˆAZD  βαίνει στη διάμετρο AD  του κύκλου ( )c ), αποδεικνύει ότι τα σημεία  , ,D Z N  

είναι συνευθειακά. 
Οι ευθείες , ,MN DE AZ  περνάνε από το ίδιο σημείο (συντρέχουν), διότι είναι ύψη 
του τριγώνου ADN . 
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Ενδεικτικές λύσεις 
 

Β΄ ΓΥΜΝΑΣΙΟΥ 
 

Πρόβλημα 1  
Να υπολογίσετε την τιμή της αριθμητικής παράστασης: 

( )
( )

( )2 3 33

32 3

20 815 3 .
5 2 95

−− − − Α = + + − 
 −

 

Λύση   
( )

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 3 3 2 3 3 33

32 3

2 3 3 3 2 3

20 815 3 20 15 8 9
5 2 9 5 5 2 35

4 3 4 3 4 4 16 64 48.

−− − − − −         Α = + + − = + + −         − −         −

= − + − + − − − = − + − = − = −

 

 
Πρόβλημα 2 
Δίνεται ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ πλευράς α . Στο 
σημείο Α φέρουμε ευθύγραμμο τμήμα αΑ∆ =  
κάθετο προς την πλευρά ΑΓ. Η προέκταση της 
διαμέσου ΒΕ τέμνει το ευθύγραμμο τμήμα ΓΔ στο 
σημείο Ζ.  
(α) Να αποδείξετε ότι ΖΑ = ΖΓ . 
(β) Να βρείτε πόσες μοίρες είναι η γωνία ˆΑ∆Β . 
 
Λύση 
(α) Η διάμεσος ΒΕ του ισοπλεύρου τριγώνου ΑΒΓ είναι ύψος και διχοτόμος, άρα και 
μεσοκάθετη της πλευράς ΑΓ. Επομένως το σημείου Ζ απέχει ίσες αποστάσεις από τα 
σημεία Α και Γ, δηλαδή .ΖΑ = ΖΓ  



 2 

 
Σχήμα 2 

 
(β) Επειδή είναι  αΑ∆ = , το τρίγωνο ΑΒΔ είναι ισοσκελές με  
                                                  ˆ ˆΑ∆Β = ΑΒ∆                                             (1) 
Η διάμεσος ΒΕ του ισόπλευρου τριγώνου ΑΒΓ είναι και ύψος, άρα κάθετη προς την  
πλευρά ΑΓ, όπως είναι κάθετη και η ΑΔ, από την υπόθεση. Επομένως είναι 

||ΒΕ Α∆ , οπότε  
                                                  ˆ ˆΑ∆Β = ∆ΒΕ                                              (2) 
Από τις σχέσεις (1) και (2) έπεται ότι  
                                                  ˆ ˆΑΒ∆ = ∆ΒΕ .                                             (3) 
Άρα η ΒΔ είναι διχοτόμος της γωνίας ˆΑΒΕ , οπότε θα έχουμε 

ˆ 30ˆ ˆ 15
2 2

ΑΒΕ
ΑΒ∆ = ∆ΒΕ = = =



 , 

αφού η ΒΕ είναι και διχοτόμος της γωνίας  Β̂ , δηλαδή 
ˆ 60ˆ 30 .
2 2

ΑΒΓ
ΑΒΕ = = =



  

Επομένως, λόγω της (1) έχουμε ˆ 15 .Α∆Β =   
 
Πρόβλημα 3 
Ένα κατάστημα πωλούσε μία τηλεόραση πριν τις εκπτώσεις 540 ευρώ. Την περίοδο των 
εκπτώσεων την πωλούσε με έκπτωση %α . Με το τέλος των εκπτώσεων το κατάστημα 
αύξησε την τιμή που πωλούσε την τηλεόραση στις εκπτώσεις κατά %β . Αυτό είχε ως 
αποτέλεσμα η τιμή πώλησης της τηλεόρασης να γίνει ίση με την τιμή που είχε πριν τις 
εκπτώσεις . Να βρείτε την τιμή του β  συναρτήσει της τιμής του α . 
 
Λύση 
Η τιμή πώλησης της τηλεόρασης την περίοδο των εκπτώσεων είναι 

540540
100

α
−  ευρώ. 

Η τιμή της τηλεόρασης μετά την περίοδο των εκπτώσεων θα γίνει  
540 540540 540
100 100 100

α α β − + − 
 

 ευρώ. 

Σύμφωνα με την υπόθεση του προβλήματος θα ισχύει: 
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( )
( )

540 540 540540 540 540 540 540
100 100 100 100

540 100 540 100 100540 .
100 540 100 100

α α β α β α

α α αβ α β β
α α

   − + − = ⇔ − =   
   

− ⋅
⇔ ⋅ = ⇔ = ⇔ =

− −

 

 
Πρόβλημα 4 
Όλα τα ψηφία του θετικού ακέραιου αριθμού Α  είναι ίσα είτε με 8 είτε με 9 και 
καθένα από αυτά τα ψηφία εμφανίζεται τουλάχιστον μία φορά στον αριθμό.  
Να βρεθεί η ελάχιστη τιμή του Α , αν αυτός διαιρείται με το 4 και με το 3. 
 
Λύση 
Για να διαιρείται ένας αριθμός με 4, το τελευταίο διψήφιο τμήμα πρέπει να διαιρείται 
με το 4 (κριτήρια διαιρετότητας Α Γυμνασίου). Οι πιθανές περιπτώσεις για το 
τελευταίο διψήφιο τμήμα του αριθμού είναι: 88,89,98,99 . Από αυτούς μόνο ο 88 
διαιρείται με το 4, οπότε ο Α  πρέπει να λήγει σε 88. Επίσης, ξέρουμε ότι ένας 
ακέραιος διαιρείται με το 3, όταν το άθροισμα των ψηφίων του διαιρείται με 3. 
Αν υποθέσουμε ότι ο αριθμός Α είναι διψήφιος, τότε πρέπει 88Α = , ο οποίος δεν 
διαιρείται με το 3. 
Αν ο αριθμός είναι τριψήφιος, τότε θα είναι είτε ο 888  είτε ο 988 . Όμως στον 888  
δεν χρησιμοποιείται το ψηφίο 9, ενώ ο 988 έχει άθροισμα ψηφίων 25 και δεν 
διαιρείται με το 3.  
Αν ο αριθμός είναι τετραψήφιος είναι ένας από τους παρακάτω: 

                                                     8888,8988,9888,9988 .  
Όμως οι αριθμοί 8888,9988 έχουν άθροισμα ψηφίων 32 και 34 αντίστοιχα, άρα δεν 
διαιρούνται με το 3.  
Επομένως, οι μόνοι τετραψήφιοι που ικανοποιούν τις συνθήκες είναι οι 8988,9888 , 
οπότε η ελάχιστη τιμή του Α είναι 8988 .  
 
 

Γ΄ ΓΥΜΝΑΣΙΟΥ 
 

Πρόβλημα 1 

Αν 2 112 : 2
3

ν
ν

να −=  και 2 110 :100ν νβ += , να βρείτε την αριθμητική τιμή της 

παράστασης: 

( )33 2 2

2

2 2
10

α β α β β α

α αβ α

− + − +
Α =

+ −
 

. 
Λύση 

Έχουμε ότι  2 1 2 1 2 1 2 2 1 2 (2 1)12 12: 2 : 2 4 : 2 2 : 2 2 2.
3 3

νν
ν ν ν ν ν ν ν ν

να − − − − − − = = = = = = 
 
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και 2 1 2 1 210 :100 10 :10 10ν ν ν νβ + += = =  , οπότε είναι 2 34, 8α α= =  και  

3 3 2 2 3

2

( ) 2 2 (8 10) 40 20 8
10 4 20 20

α β α β β α
α αβ α

− + − + − + − +
Α = =

+ − + −
 8 40 20 8 5

4
− + − +

= =  

 
Πρόβλημα 2 
Δίνεται ευθύγραμμο τμήμα αΟΚ =  και δύο 
κύκλοι ακτίνας α  που έχουν κέντρα στα σημεία 
Ο και Κ, οι οποίοι τέμνονται στα σημεία Α και 
Β. Το σημείο Γ ανήκει στο τόξο ΚΒ και η 
ευθεία ΓΚ τέμνει τον κύκλο 2C κέντρου Κ και 
ακτίνας α  στο σημείο Δ. Η ευθεία ΟΚ τέμνει 
τον κύκλο 2C κέντρου Κ και ακτίνας α  στο 

σημείο Ε. Αν είναι ˆ 45ΚΟΓ =  , να βρείτε :  
(α) πόσες μοίρες είναι η γωνία ˆΚ∆Ε , 
(β) το εμβαδόν του τριγώνου ΟΓΕ συναρτήσει του α .  
 
Λύση 
(α) Το τρίγωνο ΟΚΓ έχει αΟΚ = ΟΓ = , οπότε είναι ισοσκελές με βάση ΚΓ. Άρα 
έχει τις προσκείμενες στη βάση γωνίες του ίσες, οπότε θα είναι: 
 

 
                                                                      Σχήμα 2 

180 45 135ˆ 67,5
2 2
−

ΟΚΓ = = =
  

  μοίρες. 

Επίσης, επειδή οι γωνίες ˆ ˆκαι∆ΚΕ ΟΚΓ είναι κατά κορυφή, έχουμε 
ˆ ˆ 67,5∆ΚΕ = ΟΚΓ =  μοίρες. 

Η γωνία ˆΚ∆Ε είναι μία από τις ίσες γωνίες του ισοσκελούς τριγώνου ΔΚΕ (έχει 
αΚ∆ = ΚΕ = ), οπότε 
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180 67,5 112,5ˆ 56,25
2 2
−

Κ∆Ε = = =
  

  μοίρες 

(β) Έστω ΓΖ το ύψος του τριγώνου ΟΓΕ από την κορυφή Γ. Τότε από το ορθογώνιο 
τρίγωνο ΟΓΖ έχουμε 

245
2

αα ηµΓΖ = ⋅ = , 

οπότε το εμβαδόν του τριγώνου ΟΓΕ είναι 

( )
21 2 22 .

2 2 2
α ααΕ ΟΓ∆ = ⋅ ⋅ =  

 
Πρόβλημα 3 
Ο Γιώργος και οι φίλοι του έχουν 450 καραμέλες τις οποίες μοίρασαν μεταξύ τους σε 
ίσα μερίδια και ο καθένας πήρε ακέραιο αριθμό καραμέλες. Όμως τρεις από τους 
φίλους του Γιώργου του επέστρεψαν το 20%  του μεριδίου τους. Έτσι ο Γιώργος 
πήρε συνολικά περισσότερες από 120 καραμέλες. Να βρείτε πόσοι ήταν συνολικά ο 
Γιώργος και οι φίλοι του και πόσες καραμέλες πήρε ο Γιώργος. 
 
Λύση 
Έστω ότι ο Γιώργος και οι φίλοι του ήταν συνολικά x , .όπου 4x ≥ , από την 

υπόθεση. Τότε ο καθένας τους αρχικά πήρε 450
x

 καραμέλες. Ο τρεις φίλοι 

επέστρεψαν στο Γιώργο συνολικά  
20 450 2703

100 x x
⋅ ⋅ =  καραμέλες. 

Ο Γιώργος πήρε συνολικά 
450 270 720

x x x
+ =  καραμέλες. 

Σύμφωνα με την υπόθεση του προβλήματος , πρέπει: 
720 120 120 720 6.x x

x
> ⇔ < ⇔ <  

Επομένως οι δυνατές τιμές για το x  είναι 4 ή 5.x x= = Όμως η τιμή  4x =  
απορρίπτεται, γιατί η διαίρεση 450 : 4  δεν δίνει ακέραιο πηλίκο. Άρα είναι 5x =  και 

ο Γιώργος πήρε συνολικά 720 144
5

=  καραμέλες. 

 
Πρόβλημα 4 
Δίνονται οι αριθμοί  

3 23 5 3 10 10 5 10a b a bΑ = = ⋅ + ⋅ + ⋅ +   και  3 25 3 5 10 10 3 10c d c dΒ = = ⋅ + ⋅ + ⋅ + . 

(α) Να αποδείξετε ότι για οποιαδήποτε ψηφία , , ,a b c d , ισχύει ότι: 
36 45
Α Β

<  

(β) Αν ανάμεσα στα κλάσματα ,
36 45
Α Β   υπάρχουν ακριβώς δύο ακέραιοι, να    

      βρεθούν οι δυνατές τιμές των ψηφίων , , ,a b c d . 
 
Λύση 
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(α) Ισχύει ότι 3 5 3959 3960 110
36 36 36 36

a bΑ
= < < = . Επίσης η μικρότερη τιμή του 5 3c d  

λαμβάνεται όταν c = d = 0, άρα  

45
Β

=
5 3 5030 111

45 45
c d

> > . 

Επομένως, για οποιαδήποτε ψηφία , , ,a b c d ισχύει ότι: 

3 5 5 3110 111 .
36 36 45 45

a b c dΑ Β
= < < < =  

(β) Από το πρώτο ερώτημα ξέρουμε ότι πάντα υπάρχουν δύο ακέραιοι ανάμεσά τους, 

το 110 και το 111, αφού δείξαμε ότι 110 111 .
36 45
Α Β

< < <  

Για να είναι μόνο αυτοί οι ακέραιοι ανάμεσά τους, θα πρέπει
                                        

                                         
3 5 5 3109 110 111 112
36 45
a b c d

≤ < < < ≤ .  

Από την ανισότητα αριστερά παίρνουμε ότι 3 5 109 36 3 5 3924a b a b> ⋅ ⇔ > , οπότε 
πρέπει 9a =  και ο b μπορεί να πάρει οποιαδήποτε τιμή από το 0 μέχρι το 9.  
Από την ανισότητα δεξιά παίρνουμε  

5 3 112 5 3 112 45 5 3 5040
45
c d c d c d≤ ⇔ < ⋅ ⇔ < , 

οπότε 0c =  και το d  μπορεί να πάρει οποιαδήποτε τιμή από 0 μέχρι 9.  
 
 

Α΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 
 

Πρόβλημα 1  
Να βρείτε όλες τι ακέραιες τιμές του x  για τις οποίες συναληθεύουν οι ανισώσεις: 
                                   ( )( )2 31 1 5 19x x x x x x+ + − + ≤ + + .         (1) 

                                             2 1 23 4 21
3 9 9

x x− −
− >                        (2) 

 
Λύση.  
Έχουμε: 

  ( )( )2 3 3 2 2 3

3 3

1 1 5 19 1 5 19

1 5 19 4 20 5.

x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x

+ + − + ≤ + + ⇔ − + − + − + ≤ + +

⇔ − + ≤ + + ⇔ ≤ ⇔ ≤
 

 

  2 1 23 4 21 56 3 23 4 21 2 5 .
3 9 9 2

x x x x x x− −
− > ⇔ − − > − ⇔ > ⇔ >  

Επομένως, οι δύο ανισώσεις συναληθεύουν για 5 5
2

x< ≤ , οπότε οι ακέραιες τιμές 

του x  που τις συναληθεύουν είναι οι τιμές 3 , 4 και 5. 
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Πρόβλημα 2 
Να βρεθεί θετικός ακέραιος 1

1 1 0 1 1 010 10 ... 10ν ν
ν ν ν να α α α α α α α−

− −Α = ⋅⋅⋅ = ⋅ + ⋅ + + ⋅ + , 
2,ν ≥ ο οποίος έχει άθροισμα ψηφίων ίσο με 8, έχει γινόμενο ψηφίων ίσο με 8 και 

διαιρείται με το 8. 
 
Λύση 
Επειδή τα ψηφία του αριθμού έχουν γινόμενο 8 και άθροισμα 8, αυτά πρέπει να είναι 
διαιρέτες του 8 που έχουν άθροισμα 8. Οι διαιρέτες του 8 είναι οι θετικοί ακέραιοι 
1,2, 4 και 8. Επομένως, λαμβάνοντας υπόψη ότι τα πολλαπλάσια του 8 είναι άρτιοι 
ακέραιοι,  οι δυνατές επιλογές ψηφίων είναι: 

• 1,1,2 και 4, οπότε προκύπτουν οι αριθμοί: 1124, 1142, 1214, 1412, 2114, 
4112.Από αυτούς με έλεγχο διαπιστώνουμε ότι μόνο ο αριθμός Α = 4112 
διαιρείται με το 8. 

• 1,1,2,2,2, οπότε προκύπτουν οι αριθμοί: 11222, 12122, 12212, 21122, 21212 
και 22112 Από αυτούς με έλεγχο διαπιστώνουμε ότι μόνο ο αριθμός Α = 
22112 διαιρείται με το 8. 

 
Πρόβλημα 3 
Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ=ΑΓ και ˆ 30Α =  . Στο ύψος ΑΜ θεωρούμε 
σημείο Κ ώστε ΜΒ=ΜΓ=ΜΚ. Με βάση την ΑΚ κατασκευάζουμε τετράγωνο ΑΚΕΖ 
(στο ημιεπίπεδο με ακμή την ΑΜ, που περιέχει το Β) και ισόπλευρο τρίγωνο ΑΚΔ 
(στο ημιεπίπεδο με ακμή την ΑΜ, που περιέχει το Γ). Να αποδείξετε ότι τα 
ευθύγραμμα τμήματα ΔΕ και ΓΖ, τέμνονται πάνω στην ΑΒ. 

Λύση 

 

Σχήμα 3 

Πρώτα θα αποδείξουμε ότι τα σημεία Γ,Κ,Ζ είναι συνευθειακά. 
Από το ορθογώνιο και ισοσκελές τρίγωνο ΜΓΚ, έχουμε: . 
Από το ορθογώνιο και ισοσκελές τρίγωνο ΑΚΖ, έχουμε: . 
Άρα τα σημεία Γ,Κ,Ζ είναι συνευθειακά, οπότε η ΓΖ είναι μεσοκάθετος της ΑΕ (*) 
και κατά συνέπεια το τρίγωνο ΑΓΕ είναι ισοσκελές (ΓΑ=ΓΕ). 
Ισχύουν επίσης οι παρακάτω ισότητες γωνιών: 
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 (διότι ) και  (διότι ). 
Άρα  και κατά συνέπεια το ισοσκελές τρίγωνο ΑΕΓ είναι ισόπλευρο. 
Επιπλέον .  
Άρα η ΑΒ είναι διχοτόμος της γωνίας                   (**). 
Στο ισοσκελές τρίγωνο ΔΚΕ ισχύει  
Άρα 15°. Επειδή όμως  5° , καταλήγουμε , 
δηλαδή η ΕΔ είναι διχοτόμος της γωνίας              (***). 
Από τα συμπεράσματα (*),(**) και (***) καταλήγουμε ότι οι ΔΕ, ΓΖ και ΑΒ 
συντρέχουν, δηλαδή οι ΔΕ και ΓΖ τέμνονται πάνω στην ΑΒ. 
 
Πρόβλημα 4 
Να βρείτε έναν θετικό ακέραιο k , ο οποίος όταν προστεθεί στο γινόμενο 

2017 2016 2015 2013 2012 2011Α = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ , 
να μας δώσει άθροισμα ίσο με το τετράγωνο ενός ακεραίου. 
 
Λύση 
Θέτουμε 2014n =  και τότε έχουμε: ( 3)( 2)( 1)( 1)( 2)( 3)n n n n n nΑ = + + + − − − και θα 

προσπαθήσουμε να γράψουμε τον αριθμό Α στη μορφή ( )2 ,n kϕΑ = −  όπου 

( )nϕ πολυώνυμο μεταβλητής n  με ακέραιους συντελεστές και k  θετικός ακέραιος. 

Με εκτέλεση των πράξεων, έχουμε: 
2 2 2 6 4 2

2 4 2 2 2 2

( 9)( 4)( 1) 14 49 36

( 14 49) 36 ( 7) 36

n n n n n n

n n n n n

Α = − − − = − + − =

= − + − = − −
 

Επομένως, αν στον αριθμό Α προσθέσουμε θετικό ακέραιο  36k = , παίρνουμε ότι 
2 2 2 3 236 ( 7) ( 7 )n n n nΑ+ = − = − , που δίνει έναν θετικό ακέραιο υψωμένο στο 

τετράγωνο. Άρα μία τιμή για το  k  είναι η τιμή 36k = . 
 
Σημείωση.  
Μία σύντομη απάντηση μπορεί να δώσει κάποιος  στο πρόβλημα, αν θεωρήσει τον 
αριθμό 2 ,k = Β −Α  με 2Β > Α . Ένας τέτοιος αριθμός είναι ο 2k = Α −Α . 

 
Β΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 

 
Πρόβλημα 1 
Να προσδιορίσετε την τιμή του ακέραιου αριθμού  α  για την οποία ο ακέραιος  
                                                  ( ) ( )2 22 18 8 1α αΑ = + − +   
είναι πρώτος. 
 
Λύση 
Έχουμε 

                
( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( )

2 22 2 2

2 22 2

18 8 1 18 8 1 18 8 1

8 19 8 17 4 3 4 1 .

α α α α α α

α α α α α α

Α = + − + = + + + + − −

   = + + − + = + + − +   
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Επειδή ( )24 3 3α + + ≥ , ο ακέραιος Α θα είναι πρώτος, μόνον όταν  

( )24 1 1 4α α− + = ⇔ =  
  
 
Πρόβλημα 2 
Δίνεται οξυγώνιο ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ=ΑΓ)  και σημείο Δ στη διάμεσό του 
ΑΜ τέτοιο, ώστε ΜΒ = ΜΓ = ΜΔ. Με βάση την ΑΔ κατασκευάζουμε τετράγωνο 
ΑΔΕΖ (στο ημιεπίπεδο με ακμή την ΑΜ, που περιέχει το Γ).  Αν Κ είναι το σημείο 
τομής των ΑΕ και ΓΖ, να αποδείξετε ότι η ΜΚ είναι παράλληλη στην ΔΖ. 

Λύση 

 
Σχήμα 3 

Προεκτείνουμε τις ΑΕ , ΒΓ και έστω Ν το σημείο τομής τους. 

Από την ισότητα των γωνιών , συμπεραίνουμε ότι το τρίγωνο 
ΑΜΝ είναι ισοσκελές.  

Επομένως ΜΑ=ΜΝ⟺ΜΔ+ΔΑ=ΜΓ+ΓΝ και με δεδομένη την ισότητα ΜΓ=ΜΔ, 
καταλήγουμε: ΑΔ=ΓΝ=ΑΖ. 

Θα συγκρίνουμε τώρα τα τρίγωνα ΚΑΖ και ΚΝΓ. 

Ισχύουν οι ισότητες: α) ΓΝ=ΑΖ   β)  και γ) . 

Άρα τα τρίγωνα ΚΑΖ και ΚΝΓ είναι ίσα, οπότε ΚΖ=ΚΓ και ΚΑ=ΚΝ. 

Επομένως, η ΜΚ είναι διάμεσος (άρα και ύψος) στο ορθογώνιο και ισοσκελές 
τρίγωνο ΑΜΝ. Οπότε οι ΜΚ και ΔΖ είναι παράλληλες (διότι είναι και οι δύο κάθετες 
στην διαγώνιο ΑΕ. 

 
Πρόβλημα 3 
Να αποδείξετε ότι για κάθε θετικό πραγματικό αριθμό α  ισχύει η ανισότητα:  

                                  ( )( )( )( )
( )( )( )

2 1 2 3 2 5 2 7 416
1 2 3

α α α α α
α α α α α
+ + + + +

>
+ + +
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Λύση (1ος τρόπος) 
Θα αποδείξουμε πρώτα ότι: 

                                                  2 1 12α α
α α
+ +

> .                              (1) 

Πράγματι, η τελευταία είναι ισοδύναμη με  
( ) ( ) ( )

2
2 2 24 12 1 2 1 4 1 4 4 1 4 4 ,

αα α α α α α α α
α α

++  > ⇔ + > + ⇔ + + > + 
 

 

που ισχύει.  
Αν βάλουμε τώρα στην (1) όπου α  το 1α + , παίρνουμε ότι  

                                                  2 3 22
1 1

α α
α α

+ +
>

+ +
                              (2) 

Και ομοίως παίρνουμε ότι  

             2 5 32
2 2

α α
α α

+ +
>

+ +
       (3)      και    2 7 42

3 3
α α
α α

+ +
>

+ +
      

    
(4) 

Πολλαπλασιάζοντας τις (1), (2), (3) και (4) κατά μέλη, έχουμε ότι: 
( )( )( )( )

( )( )( )
2 1 2 3 2 5 2 7 1 2 3 4 416 16

1 2 3 1 2 3
α α α α α α α α α

α α α α α α α α α
+ + + + + + + + +

> ⋅ ⋅ ⋅ =
+ + + + + +

 

που είναι το ζητούμενο.
  

Πρόβλημα 4  
Να βρεθούν οι μη-αρνητικοί πραγματικοί αριθμοί , , ,x y z w που ικανοποιούν τις 
παρακάτω σχέσεις:  

1 1 1 12, 2, 2, 2x w y w z w y w
x y x z

 
+ − = + − = + + = + + = 

 
. 

Λύση 
Έστω 

    (Σ)  1 1 1 12 (1), 2 (2), 2 (3), 2 (4)x w y w z w y w
x y x z

 
+ = + + = + + = − + = − 

 
 

Με αφαίρεση κατά μέλη των (1) και (2) λαμβάνουμε: 

( )1 1 10 1 0 ή 1.x y x y x y xy
x y xy

 
− + − = ⇔ − − = ⇔ = = 

 
 

Περίπτωση 1: Έστω .x y=  Τότε από τις (3) και (4) έχουμε: 

                    ( )1 1 11 0 ή 1.z x z x x z xz
x z zx

 + = + ⇔ − + = ⇔ = = − 
 

 

• Αν ,x z=  τότε x y z= =  και από τις (1) και (3) προκύπτει ότι:   

  10 και 2 0 και 1.w x w x
x

= + = ⇔ = =  Επομένως, σε αυτή την 

υποπερίπτωση έχουμε τη λύση ( ) ( ), , , 1,1,1,0x y z w = . 
• Αν 1,xz = −  τότε οι ,x z θα είναι ετερόσημοι, οπότε ένας θα είναι αρνητικός. 

Περίπτωση 2: Έστω 1.xy = Τότε με αφαίρεση της (4) από την (3) λαμβάνουμε: 
21 0 1 0 1,z z z

z
− = ⇔ − = ⇔ =  αφού 0.z ≥  

Με πρόσθεση των (1) και (3) λαμβάνουμε  
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22 3 3 2 0 1 ή 2.x x x x x
x

+ = ⇔ − + = ⇔ = =  

• Για 1x = , προκύπτει πάλι η λύση ( ) ( ), , , 1,1,1,0x y z w = . 

• Για 2x = , προκύπτει η λύση ( ) 1 1, , , 2, ,1,
2 2

x y z w  =  
 

. 

 
 

Γ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 
 

Πρόβλημα 1 
Στο Καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων Oxy  θεωρούμε την παραβολή με εξίσωση 

2y x=  και τα σημεία της , καιΑ Β Γ  με τετμημένες , και ,α β γ αντίστοιχα, έτσι 
ώστε 0α β β γ ω− = − = > . Να εκφράσετε το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ ως 
συνάρτηση του ω . 
 
Λύση 
Αν είναι , και′ ′ ′Α Β Γ  οι προβολές των σημείων , καιΑ Β Γ  πάνω στον άξονα x x′ , 
τότε έχουμε: 

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )

2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2
3

2 2 2
2 2 2 2

2 2

2
2 2 2

E E E E

α γ α β β γ ωω ω α γ α β β γ

ω ωα γ β β α β β γ

ω ω ωα β α β β γ β γ α β β γ ω ω

′ ′ ′ ′ ′ ′ΑΒΓ = ΑΓΓ Α − ΑΒΒ Α − ΒΓΓ Β

+ + +
= ⋅ − ⋅ − ⋅ = ⋅ + − − − −

 = ⋅ + − − = ⋅ − − − = 

= ⋅ − + − − + = ⋅ + − − = ⋅ =  

, 

 

 
Σχήμα 5 

 
Σημείωση.  
Η άσκηση μπορεί να λυθεί με χρήση του τύπου εμβαδού τριγώνου από την 
Αναλυτική Γεωμετρία του επιπέδου της Β΄ Λυκείου. Έχουμε 
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( ) ( )

( )( ) ( )( )

( )( )( )

( )( )( ) ( )( )

2 2

2 2

2 2 2 2

3

1 1det ,
2 2

1
2
1
2
1 1 2 .
2 2

E
α β α β
γ β γ β

α β γ β α β γ β

α β γ β γ β α β

α β γ β γ α ω ω ω ω

− −
ΑΒΓ = =

− −

 = − − − − − 

= − − + − −

= − − − = ⋅ − − =

ΒΑ ΒΓ

 

 
Πρόβλημα 2  
Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ=ΑΓ και ˆ 45Α =  . Στο ύψος ΑΔ θεωρούμε 
σημείο Κ ώστε ΔΒ = ΔΓ = ΔΚ. Οι προεκτάσεις των υψών ΒΕ και ΓΖ τέμνουν τον 
περιγεγραμμένο κύκλο του τριγώνου ΑΒΓ, στα σημεία Μ και Ν αντίστοιχα. Να 
αποδείξετε ότι τα σημεία Ν, Κ και Μ είναι συνευθειακά. 

Λύση 
Πρώτα θα αποδείξουμε ότι ΚΑ = ΚΒ = ΚΓ (δηλαδή ότι το σημείο Κ είναι το 
περίκεντρο του τριγώνου ΑΒΓ). 
Από το ορθογώνιο και ισοσκελές τρίγωνο ΒΔΚ, έχουμε: . 
Από το ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (αφού ) έχουμε: 

. 
Άρα  1 2 1

ˆˆ ˆ ˆ 67,5 45 22,5Β = Β−Β = − = = Α   , δηλαδή το τρίγωνο ΚΑΒ είναι 
ισοσκελές  με ΚΑ=ΚΒ. Όμοια αποδεικνύουμε ότι ΚΑ=ΚΓ, οπότε το Κ είναι το 
κέντρο του περιγεγραμμένου κύκλου του τριγώνου ΑΒΓ. 

 
Σχήμα 6 

Η γωνία   είναι εγγεγραμμένη στον περιγεγραμμένο κύκλο του τριγώνου που βαίνει 
στο τόξο ΑΜ.  

Άρα  1
ˆˆ ˆ 90 45Γ =ΜΒΑ = −Α =   (από το ορθογώνιο τρίγωνο ΑΕΒ). 
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Ισχύει επίσης  2
ˆˆ 90 45Γ = −Α =   (από το ορθογώνιο τρίγωνο ΑΓΖ). 

Επομένως 1 2
ˆ ˆ ˆ 90ΜΓΝ = Γ +Γ =  , δηλαδή η ΜΝ είναι διάμετρος του κύκλου, άρα θα 

περνά από το κέντρο Κ του κύκλου. 

 
Πρόβλημα 3 
Έστω ( )P x πολυώνυμο τετάρτου βαθμού, τέτοιο ώστε: 

(α) ( ) ( ) ( ) ( )1 1, 2 4, 3 9, 4 16.P P P P= = = =  

(β)  Όλοι οι συντελεστές του ( )P x είναι μικρότεροι ή ίσοι του 10. 

Να βρείτε τη μικρότερη και τη μεγαλύτερη δυνατή τιμή του ( )5P . 
 
Λύση 
Το πολυώνυμο ( ) ( ) 2Q x P x x= − είναι τετάρτου βαθμού και λόγω της (α) έχει ρίζες 
τους αριθμούς 1,2,3 και 4. Επομένως μπορεί να γραφεί στη μορφή 

( ) ( ) ( )( )( )( )
( ) ( )( )( )( )
( ) ( )

2

2

4 3 2

1 2 3 4

1 2 3 4

10 35 1 50 24

Q x P x x a x x x x

P x a x x x x x

P x ax ax a x ax a

= − = − − − −

⇔ = − − − − +

⇔ = − + + − +

 

Άρα είναι  
( )5 24 25P a= + . 

Λόγω της (β) έχουμε:  
10, 10 10, 35 1 10, 50 10, 24 10

9 1 10 1 910, 1, , , .
35 5 24 5 35

a a a a a

a a a a a a

≤ − ≤ + ≤ − ≤ ≤

⇔ ≤ ≥ − ≤ ≥ − ≤ ⇔− ≤ ≤
 

Επομένως,  έχουμε: 

           
( )

1 9 24 9 24 24 9 2424 25 24 25 25
5 35 5 35 5 35

101 1091 101 109124 25 ,
5 35 5 35

a a a

a P a

⋅ ⋅
− ≤ ≤ ⇔ − ≤ ≤ ⇔ − + ≤ + ≤ +

⇔ ≤ + ≤ ⇔ ≤ ≤
 

δηλαδή η μικρότερη δυνατή τιμή του ( )P a είναι 101
5

και η μεγαλύτερη δυνατή τιμή 

του ( )P a είναι 1091.
35

 

 
Πρόβλημα 4  
Να βρείτε έναν πρώτο αριθμό που διαιρεί τον αριθμό 7 214 14 1Α = + + . 

Λύση 
Θέτουμε για ευκολία 14n =  και θα προσπαθήσουμε να παραγοντοποιήσουμε τον 
αριθμό 7 2 1n nΑ = + + . Πράγματι, μπορούμε να αποδείξουμε ότι ο 2 1n n+ +  είναι 
παράγοντάς του Α ως εξής: 
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7 2 7 2 6 2

3 3 2 3 2 2

2 5 4 2

1 1 ( 1) 1

( 1)( 1) 1 ( 1)( 1)( 1) 1

( 1)( 1)

n n n n n n n n n n

n n n n n n n n n n n n

n n n n n n

Α = + + = − + + + = − + + + =

= + − + + + = + − + + + + + =

= + + − + − +

 

Επομένως ο αριθμός 2 21 14 14 1 211n n+ + = + + =  διαιρεί τον αριθμό Α . Επιπλέον, ο 
211 είναι πρώτος και το ζητούμενο έπεται.  
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Ενδεικτικές λύσεις 
 

Β΄ ΓΥΜΝΑΣΙΟΥ 
 

Πρόβλημα 1  
Να υπολογίσετε την τιμή της αριθμητικής παράστασης: 

( ) ( )
( )

( ) ( )3 3 2 2
3

33 2

10 15 8 12 .
2 2 43

− − − −  Α = + ⋅ − + − −      − 
 

Λύση  

( ) ( )
( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

3 3 2 2
3

33 2

3 3 2
3 2

3 3 3 2 2

3 33 3

10 15 8 12
2 2 43

10 15 82 4
2 3 2

5 5 2 4 4

5 5 2 16 16 0 2 0 0.

− − − −  Α = + ⋅ − + − −      − 
 − − −     = + ⋅ − + − −       −      

= − + + ⋅ − + − − −

= − + ⋅ − + − = ⋅ − + =

 

 
 
Πρόβλημα 2 
Στο διπλανό σχήμα τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΑΒΟ είναι 
ισοσκελή με βάση την πλευρά  ΑΒ. Αν η προέκταση της 
ΓΟ τέμνει τη βάση ΑΒ στο σημείο Δ, να αποδείξετε ότι: 
(α) Η ευθεία ΓΔ είναι κάθετη προς τη ΑΒ και το σημείο Δ 
είναι το μέσο της ΑΒ.  
(β) Αν 0ˆ ˆ 30ΟΑΓ = ΟΓΑ = , να αποδείξετε ότι η ΑΟ είναι 
διχοτόμος της γωνίας ˆΒΑΓ . 
 
Λύση 
(α) Επειδή τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΑΒΟ είναι ισοσκελή με βάση τη ΑΒ, έχουμε ότι 
ΓΑ = ΓΒ   και ,ΟΑ = ΟΒ  δηλαδή τα σημεία Γ και Ο ανήκουν στη μεσοκάθετη του 
ΑΒ, οπότε η ευθεία ΓΟ είναι η μεσοκάθετη του ΑΒ. Επομένως τέμνει κάθετα την ΑΒ 
στο μέσο της, δηλαδή ΑΔ = ΔΒ. 
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(β) Το τρίγωνο ΑΔΓ είναι ορθογώνιο στο Γ και έχει ˆ 30 ,ΑΓ∆ =   οπότε θα είναι 
ˆ 60∆ΑΓ =    Επομένως  

ˆ ˆ ˆ ˆ60 30 30 ,∆ΑΟ = ∆ΑΓ −ΟΑΓ = − = = ΟΑΓ    
οπότε η ΑΟ είναι διχοτόμος της γωνίας ˆ .ΒΑΓ   

 
Σχήμα 1 

Πρόβλημα 3 
Ο Γιώργος αγόρασε ένα σαλόνι αξίας 1200 ευρώ χωρίς να συμπεριλαμβάνεται σε 
αυτή τη τιμή ο φόρος προστιθέμενης αξίας (ΦΠΑ). Μετά την πρόσθεση του ΦΠΑ 
που ήταν το 24%  επί της αξίας των 1200 ευρώ, αποφάσισε να πληρώσει σε 12 
ισόποσες μηνιαίες δόσεις.  Να βρείτε πόσο ήταν το ποσόν κάθε μηνιαίας δόσης, αν η 
τελική τιμή πώλησης επιβαρύνθηκε λόγω των δόσεων κατά  5%  με τόκους. 
 
Λύση 

Το ποσόν του ΦΠΑ είναι: 241200 12 24 288
100
⋅ = ⋅ =  ευρώ, οπότε η τιμή του σαλονιού 

μαζί με το ΦΠΑ είναι:  1200 288 1488+ =  ευρώ. 

Οι τόκοι που πρέπει να πληρωθούν είναι: 5 74401488 74,4
100 100
⋅ = =  ευρώ. 

Η τελική τιμή που θα πληρώσει ο Γιώργος είναι: 
1200 288 74,4 1562,4+ + =  ευρώ, 

οπότε η κάθε μηνιαία δόση είναι: 1562,4 :12 130,2=  ευρώ. 
 
Πρόβλημα 4 
Ο τετραψήφιος θετικός ακέραιος Α διαιρείται με το 9 και γνωρίζουμε ότι κάθε ένα 
από τα τρία πρώτα ψηφία του από αριστερά προς τα δεξιά είναι το 5 ή το 8. Να βρείτε 
όλους τους δυνατούς αριθμούς Α. 
 
Λύση 
Διακρίνουμε τις περιπτώσεις: 

• Ο Α έχει τρεις φορές ψηφίο το 5 και ένα ακόμη ψηφίο τα .x  Τότε το 
άθροισμα των ψηφίων του είναι 15 x+  και διαιρείται με το 9 μόνον για 3x = . 
Άρα έχουμε τον αριθμό 5553. 

• Ο Α έχει δύο φορές ψηφίο το 5 μία φορά το 8 και ένα ακόμη ψηφίο τα .x  
Τότε το άθροισμα των ψηφίων του είναι 18 x+  και διαιρείται με το 9 μόνον 
για 0x =  ή 9x = . Άρα έχουμε τους αριθμούς : 
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                           5580, 5589, 5850, 5859, 8550, 8559. 
• Ο Α έχει μία φορά το ψηφίο 5 δύο φορές το 8 και ένα ακόμη ψηφίο τα .x  

Τότε το άθροισμα των ψηφίων του είναι 21 x+  και διαιρείται με το 9 μόνον 
για 6x = . Άρα έχουμε τους αριθμούς: 5886, 8586, 8856.  

• Ο Α έχει τρεις φορές ψηφίο το 8 και ένα ακόμη ψηφίο τα .x  Τότε το 
άθροισμα των ψηφίων του είναι 24 x+  και διαιρείται με το 9 μόνον για 3x = . 
Άρα έχουμε τον αριθμό  8883. 

 
 

Γ΄ ΓΥΜΝΑΣΙΟΥ 
 

Πρόβλημα 1 
Αν ο αριθμός ν  είναι θετικός ακέραιος, να υπολογίσετε την τιμή της αριθμητικής 
παράστασης: 

( ) ( )
( )

( ) ( )2 1 2 1 2 2
2

2 12 1 2

10 15 8 12017 2018.
2 2 43

ν ν ν ν

νν ν

+ − −

−+

 − − −  Α = + ⋅ − + − − +      − 
 

Λύση 
Έχουμε ότι   

   

( ) ( )
( )

( ) ( )

( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 1 2 1 2 2
2

2 12 1 2

2 1 2 1 2 2
2

2 1 2 1 2 2 2

22 1 2 1

10 15 8 12017 2018
2 2 43

10 15 8 42017 2018
2 3 2 1

5 5 2017 4 4 2018

5 5 2017

ν ν ν ν

νν ν

ν ν ν ν

ν ν ν ν

ν ν

+ − −

−+

+ −

+ −

+ −

 − − −  Α = + ⋅ − + − − +      − 
        = − + + ⋅ − + − − − +                 

= − + + ⋅ − + − − − +

= − + ⋅ − + ( )2 1 2 2

2 1 2 2 1

2018 5 5 1 2017 2018

24 5 2017 2018 24 5 4068289 2018.

ν

ν ν

−

− −

= − − +

= − ⋅ ⋅ + = − ⋅ ⋅ +

 

 
Πρόβλημα 2 
Η αυλή ενός σπιτιού σχήματος ορθογωνίου παραλληλογράμμου καλύπτεται με δύο 

ειδών πλάκες, λευκές και μαύρες, σχήματος ορθογωνίου παραλληλογράμμου. Το 1
3

του συνολικού πλήθους των πλακών είναι λευκές. Επίσης το εμβαδό κάθε λευκής 
πλάκας είναι εννεαπλάσιο από το εμβαδό κάθε μαύρης πλάκας. Αν οι μαύρες πλάκες  
καλύπτουν εμβαδό 80τ.μ., να βρείτε το εμβαδό της αυλής.  
 
Λύση 
Ονομάζουμε ,Α Β  το εμβαδό μιας άσπρης πλάκας και μιας μαύρης πλάκας, 
αντίστοιχα. Έστω επίσης ότι χρησιμοποιούμε x  λευκές πλάκες. Τότε αφού οι μαύρες 

είναι τα 2
3

 του συνολικού αριθμού των πλακών, χρησιμοποιούμε 2x  από τις μαύρες 

πλάκες.  
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Επιπλέον, αφού το εμβαδό των μαύρων πλακών είναι 80τ.μ, θα έχουμε ότι 
(2 ) 80.x ⋅Β =   Όμως, από τα δεδομένα έχουμε ότι 9Α = Β . Επομένως το συνολικό 
εμβαδό που καλύπτουν οι άσπρες πλάκες είναι (9 ) 9 9 40 360x x xΑ = Β = Β = ⋅ = . 
Επομένως το συνολικό εμβαδό της αυλής είναι 360 80 440 τ.μ.+ =  
 
 
Πρόβλημα 3 
Γράφουμε θετικό ακέραιο Α χρησιμοποιώντας όσες φορές θέλουμε το ψηφίο 6 και 
μία φορά το ψηφίο 4. Να προσδιορίσετε τον ελάχιστο δυνατό θετικό ακέραιο Α που 
μπορούμε να γράψουμε ο οποίος να διαιρείται με όσο είναι δυνατόν περισσότερους 
από τους ακέραιους 2, 3, 4, 5, 6,7, 8, 9.  
 
Λύση 
Σύμφωνα με την εκφώνηση πρέπει να χρησιμοποιήσουμε για να γράψουμε τον 
αριθμό Α μία φορά το ψηφίο 4 και το ψηφίο 6 όσες φορές θέλουμε, έστω 1κ ≥  
φορές. Αποκλείουμε την περίπτωση 0κ =  γιατί τότε δεν κάνουμε χρήση του ψηφίου 
6  όπως απαιτεί η εκφώνηση. 
Ο θετικός ακέραιος που μπορούμε να γράψουμε έχει άθροισμα ψηφίων της μορφής               

πολ.6+4 = πολ.3+3+1 =πολ.3+1, 
οπότε δεν μπορεί να διαιρείται με το 3. Επομένως δεν μπορεί να διαιρείται και με 
κάποιο πολλαπλάσιο του 3, δηλαδή δεν μπορεί να διαιρείται ούτε με το 6 ή το 9. 
Επειδή δεν θα λήγει σε 0 ή 5 δεν μπορεί να διαιρείται με το 5.  Επομένως τέσσερις 
από τους αριθμούς 2,3,…., 9 δεν μπορούν να είναι διαιρέτες του Α.  
Για το λόγο αυτό αναζητούμε τον ελάχιστο δυνατό αριθμό Α που διαιρείται με όσο το 
δυνατό περισσότερους από τους αριθμούς 2,4,7,8.  
Για να διαιρείται με το 4 πρέπει το τελευταίο διψήφιο τμήμα του να διαιρείται με το 
4, οπότε το τελευταίο διψήφιο τμήμα του αριθμού πρέπει να είναι 64. Ο αριθμός 
αυτός διαιρείται με το 2 και το 8, αλλά δεν διαιρείται με το 7. Επειδή ο 664 δεν 
διαιρείται με το 7 θεωρούμε τον τετραψήφιο αριθμό 6664 ο οποίος διαιρείται με τους 
2, 4 , 8 και  7, οπότε αυτός είναι ο ζητούμενος αριθμός. 
 
Πρόβλημα 4  
Στο διπλανό σχήμα το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισόπλευρο πλευράς α . 
Το σχήμα ΒΔΕΓ είναι ορθογώνιο παραλληλόγραμμο με πλευρά 

.
2
α

Β∆ =   

(α) Nα αποδείξετε ότι Α∆ = ΑΕ . 
(β) Να υπολογίσετε συναρτήσει του α  τα εμβαδά των τριγώνων 
ΑΒΔ και ΑΔΓ. 
 
Λύση 
(α)  (1ος τρόπος) Έστω ότι η κάθετη από την κορυφή Α προς την πλευρά ΒΓ την 
τέμνει στο Η και έστω επίσης τέμνει την πλευρά ΔΕ του ορθογωνίου στο Ζ. Τότε η 
ΑΗ είναι μεσοκάθετη της πλευράς ΒΓ, οπότε ΒΗ = ΗΓ. Επειδή η ΑΖ είναι κάθετη 
προς την πλευρά ΒΓ θα είναι κάθετη και στην παράλληλή της ΔΕ. Επομένως και τα 
τετράπλευρα ΒΔΖΗ, ΗΖΕΓ είναι ορθογώνια, οπότε ΒΗ = ΔΖ και ΗΓ = ΖΕ. Επομένως 
θα είναι και ΔΖ = ΖΕ. Έτσι η ΑΖ είναι μεσοκάθετη της πλευράς ΔΕ, οπότε ΑΔ = ΑΕ. 
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                                                           Σχήμα 2 
 
 (2ος τρόπος) Τα τρίγωνα ΑΒΔ και ΑΓΕ έχουν ίσες πλευρές αΑΒ = ΑΓ =   και 

2
α

Β∆ = ΓΕ = , ενώ οι περιεχόμενες γωνίες σε αυτές τις πλευρές είναι επίσης ίσες, 

αφού   
                       ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ60 90ΑΒ∆ = ΑΒΓ +ΓΒ∆ = + = ΑΓΒ+ΒΓΕ = ΑΓΕ  . 
Επομένως τα τρίγωνα ΑΒΔ και ΑΓΕ είναι ίσα, οπότε θα έχουν και .Α∆ = ΑΕ   
(β) Σύμφωνα με τα προηγούμενα έχουμε  

( ) ( ) ( ) ( )ΑΒ∆ = ΑΒΗ + Β∆ΖΗ − Α∆Ζ , 
όπου 

( ) ( )

( )
( )

2 2

2 2 2

1 3 3 , ,
2 2 2 8 2 2 4

3 11 3 3 .
2 2 2 8 8 8

α α α α α α

αα α α α α

ΑΒΗ = ⋅ ⋅ = Β∆ΖΗ = ⋅ =

++
Α∆Ζ = ⋅ ⋅ = = +

 

Άρα είναι 

( ) ( ) ( ) ( )
2

8
α

ΑΒ∆ = ΑΒΗ + Β∆ΖΗ − Α∆Ζ = . 

 
Έχουμε επίσης ( ) ( ) ( ) ( ).Α∆Γ = ΑΒΓ + Β∆Γ − ΑΒ∆  Όμως είναι 

( ) ( ) ( )
2 2 21 3 3 1, , ,

2 2 4 2 2 4 8
α α α α αα αΑΒΓ = ⋅ ⋅ = Β∆Γ = ⋅ ⋅ = ΑΒ∆ =  

οπότε  

( ) ( ) ( ) ( )
( )22 2 2 2 3 13 .

4 4 8 8

αα α α +
Α∆Γ = ΑΒΓ + Β∆Γ − ΑΒ∆ = + − =  
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Α΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 
 

Πρόβλημα 1 
Σε ένα φιλικό παιχνίδι ποδοσφαίρου, ο προπονητής θέλει να χρησιμοποιήσει και τους 
16 παίκτες που έχει και να παίξουν όλοι τον ίδιο χρόνο. Αν το παιχνίδι διαρκεί 90 
λεπτά και η ομάδα παίζει κάθε στιγμή με 11 ποδοσφαιριστές, είναι δυνατόν όλοι οι 
ποδοσφαιριστές να παίξουν ακέραιο αριθμό λεπτών;  
 
Λύση  
Έστω ότι γίνεται. Ονομάζουμε x  τον κοινό χρόνο που έπαιξε ο κάθε 
ποδοσφαιριστής, όπου x  είναι ένας θετικός ακέραιος. Τότε ο συνολικός χρόνος που 
έπαιξαν όλοι οι ποδοσφαιριστές είναι 16x . Όμως κάθε στιγμή υπάρχουν 11 
ποδοσφαιριστές, άρα ο συνολικός χρόνος που παίζουν οι ποδοσφαιριστές σε έναν 

αγώνα είναι 90 11⋅ . Συνεπώς πρέπει 16 90 11x = ⋅ , που δίνει 90 11 45 11
16 8

x ⋅ ⋅
= = , που 

δεν είναι ακέραιος. Συνεπώς δεν είναι δυνατό όλοι οι παίκτες να παίξουν τον ίδιο 
ακέραιο αριθμό λεπτών.   
 
 
Πρόβλημα 2 
Να βρεθούν οι τριάδες ( , , )x y z ακεραίων αριθμών που είναι τέτοιες ώστε 

2 2 24 9 4 4 12 6 0x y z x y z+ + − − + + =   
 
Λύση 
Γράφουμε την δοθείσα στη μορφή  

2 2 2

2 2 2

( 4 4) (4 4 1) (9 12 4) 3

( 2) (2 1) (3 2) 3

x x y y z z

x y z

− + + − + + + + = ⇔

− + − + + =
 

Επομένως έχουμε το άθροισμα τριών τετραγώνων ακεραίων να ισούται με τρία. Η 
μόνη περίπτωση να ισχύει αυτό είναι να έχουμε 2 2 2( 2) (2 1) (3 2) 1x y z− = − = + = . 
Άρα έχουμε  

2 1 ή 2 1 3 ή 1
2 1 1 ή 2 1 1 1 ή 0
3 2 1 ή 3 2 1 1/ 3 (απορρίπτεται) ή 1

x x x x
y y y y
z z z z

− = − = − = = 
 − = − = − ⇔ = = 
 + = + = − = − = − 

 

Επομένως οι ζητούμενες τριάδες είναι οι (3,1, 1), (1,1, 1), (3,0, 1), (1,0, 1)− − − − . 
 
Πρόβλημα 3 
Γράφουμε θετικό ακέραιο Α χρησιμοποιώντας όσες φορές θέλουμε το ψηφίο 9 και 
μία φορά το ψηφίο 4. Να προσδιορίσετε τον ελάχιστο δυνατό θετικό ακέραιο Α που 
μπορούμε να γράψουμε ο οποίος διαιρείται με όσο είναι δυνατόν περισσότερους από 
τους ακέραιους 2, 3, 4, 5, 6,7, 8, 9.  
 
Λύση 
Σύμφωνα με την εκφώνηση πρέπει να χρησιμοποιήσουμε για να γράψουμε τον 
αριθμό Α μία φορά το ψηφίο 4 και το ψηφίο 9 όσες φορές θέλουμε, έστω 1κ ≥  
φορές. Αποκλείουμε την περίπτωση 0κ =  γιατί τότε δεν κάνουμε χρήση του ψηφίου 
9 όπως απαιτεί η εκφώνηση. 
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Ο αριθμός που μπορούμε να γράψουμε έχει άθροισμα ψηφίων της μορφής πολ.3+1, 
οπότε δεν μπορεί να διαιρείται με το 3. Επομένως δεν μπορεί να διαιρείται και με 
κάποιο πολλαπλάσιο του 3, δηλαδή δεν μπορεί να διαιρείται ούτε με το 6 ή το 9. 
Επειδή δεν θα λήγει σε 0 ή 5 δεν μπορεί να διαιρείται με το 5. Επίσης, για να 
διαιρείται με το 4 πρέπει το τελευταίο διψήφιο τμήμα του να διαιρείται με το 4. 
Επειδή το 4 δεν διαιρεί ούτε το 49 ούτε το 94, ο αριθμός Α δεν μπορεί να διαιρείται 
με το 4. Επομένως ο Α δεν μπορεί να  διαιρείται και με το 8, αφού τότε θα έπρεπε να 
διαιρείται και με το 4. Επομένως έξι από τους αριθμούς 2,3,…., 9 δεν μπορούν να 
είναι διαιρέτες του Α.  
Για το λόγο αυτό αναζητούμε τον ελάχιστο δυνατό αριθμό Α που διαιρείται με όσο το 
δυνατό περισσότερους από τους αριθμούς 2,7.  Για να διαιρείται με το 2 πρέπει το 
τελευταίο ψηφίο του Α να είναι το 4. Επειδή ο 94 δεν διαιρείται με το 7 θεωρούμε 
τον αριθμό 994 ο οποίος διαιρείται και με το 7, οπότε αυτός είναι ο ζητούμενος 
θετικός ακέραιος. 
 
Πρόβλημα 4 
Στη πλευρά 𝛣𝛣𝛣𝛣 ισοπλεύρου τριγώνου 𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢, θεωρούμε σημείο 𝛭𝛭 (διαφορετικό από το 
μέσο της 𝛣𝛣𝛣𝛣) και ευθεία (𝜀𝜀) που περνάει από την κορυφή Α και είναι παράλληλη στη 
𝛣𝛣𝛣𝛣. Ο κύκλος 𝐶𝐶1 (που έχει κέντρο το μέσο 𝛫𝛫 του 𝛭𝛭𝛭𝛭 και ακτίνα 𝛫𝛫𝛫𝛫) τέμνει την 𝛢𝛢𝛢𝛢 
στο 𝛥𝛥. Ο κύκλος 𝐶𝐶2 (που έχει κέντρο το μέσο 𝛬𝛬 του 𝛭𝛭𝛭𝛭 και ακτίνα 𝛬𝛬𝛬𝛬) τέμνει την 
𝛢𝛢𝛢𝛢 στο 𝛦𝛦. Οι ευθείες 𝛫𝛫𝛫𝛫 και 𝛬𝛬𝛬𝛬 τέμνουν την ευθεία (𝜀𝜀) στα σημεία  𝛱𝛱 και 𝛲𝛲 
αντίστοιχα. Αν τέλος οι ευθείες 𝛫𝛫𝛫𝛫 και 𝛬𝛬𝛬𝛬 τέμνονται στο σημείο 𝛵𝛵, να αποδείξετε ότι 
το τρίγωνο 𝛱𝛱𝛱𝛱𝛱𝛱 είναι ισόπλευρο και να υπολογίσετε το εμβαδό του συναρτήσει του 
μήκους 𝛼𝛼 της πλευράς 𝛣𝛣𝛣𝛣. 
 
Λύση 
Πρώτα θα αποδείξουμε ότι το τρίγωνο 𝛵𝛵𝛵𝛵𝛵𝛵 είναι ισόπλευρο. Το τρίγωνο 𝛫𝛫𝛫𝛫𝛫𝛫 είναι 
ισοσκελές (διότι 𝛫𝛫𝛫𝛫,𝛫𝛫𝛫𝛫 ακτίνες του κύκλου 𝐶𝐶1). Επειδή όμως 𝛣𝛣� = 60°, 
συμπεραίνουμε ότι το τρίγωνο 𝛫𝛫𝛫𝛫𝛫𝛫 είναι (τελικά) ισόπλευρο.  
Οπότε 𝛫𝛫�1 = 𝛫𝛫�2 = 60°. 
Όμοια καταλήγουμε στην ισότητα 𝛬̂𝛬1 = 𝛬̂𝛬2 = 60°. Άρα το τρίγωνο 𝛫𝛫𝛫𝛫𝛫𝛫 είναι 
ισόπλευρο και κάθε πλευρά έχει μήκος: 

𝛫𝛫𝛫𝛫 = 𝛭𝛭𝛭𝛭 + 𝛭𝛭𝛭𝛭 =
𝛭𝛭𝛭𝛭

2 +
𝛭𝛭𝛭𝛭

2 =
𝛭𝛭𝛭𝛭 + 𝛭𝛭𝛭𝛭

2 =
𝛣𝛣𝛣𝛣
2 =

𝛼𝛼
2. 

 
Σχήμα 3 
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Εφόσον 𝛢𝛢𝛢𝛢 ⫽ 𝛣𝛣𝛣𝛣, συμπεραίνουμε ότι 𝛬̂𝛬1 = 𝛲𝛲�1 = 60°. Άρα το τρίγωνο 𝛵𝛵𝛵𝛵𝛵𝛵 είναι 
ισόπλευρο (διότι και 𝛵𝛵� = 60°). 
Το τετράπλευρο 𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢 είναι παραλληλόγραμμο (διότι 𝛣𝛣� = 𝛬̂𝛬1 = 𝛲𝛲�1 = 60°). 
 Άρα το τρίγωνο 𝛵𝛵𝛵𝛵𝛵𝛵 είναι ισόπλευρο με μήκος πλευράς: 

𝛵𝛵𝛵𝛵 = 𝛵𝛵𝛵𝛵 + 𝛬𝛬𝛬𝛬 = 𝛵𝛵𝛵𝛵 + 𝛢𝛢𝛢𝛢 =
𝛼𝛼
2 + 𝛼𝛼 =

3𝛼𝛼
2 . 

Το εμβαδό του τριγώνου 𝛵𝛵𝛵𝛵𝛵𝛵 είναι: 

(𝛵𝛵𝛵𝛵𝛵𝛵) =
�3𝛼𝛼

2 �
2
√3

4 =
9𝛼𝛼2√3

16 . 
 
 

Β΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 
 
Πρόβλημα 1 
Αν ο αριθμός 𝜌𝜌 είναι ρίζα της εξίσωσης 𝑥𝑥3 − 𝑥𝑥 − 1 = 0 , να αποδείξετε ότι ο 𝜌𝜌 είναι 
ρίζα και της εξίσωσης 

𝑥𝑥10 − 4𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 − 3 = 0. 
. 

Λύση 
Εφόσον ο αριθμός ρ   είναι ρίζα της εξίσωσης 𝑥𝑥3 − 𝑥𝑥 − 1 = 0 , θα είναι 0ρ ≠   και 
ισχύει: 

𝜌𝜌3 − 𝜌𝜌 − 1 = 0 ⇔ 𝜌𝜌3 = 𝜌𝜌 + 1      (1). 

 Άρα (𝜌𝜌3)3 = (𝜌𝜌 + 1)3 ⇔ 𝜌𝜌9 = 𝜌𝜌3�
𝜌𝜌+1

+ 3𝜌𝜌2 + 3𝜌𝜌 + 1 ⇔
(1)

 

⇔
(1)

𝜌𝜌9 = 𝜌𝜌 + 1 + 3𝜌𝜌2 + 3𝜌𝜌 + 1 ⇔ 𝜌𝜌9 = 3𝜌𝜌2 + 4𝜌𝜌 + 2 ⇔ 

⇔
(∗)

𝜌𝜌9 ∙ 𝜌𝜌 = (3𝜌𝜌2 + 4𝜌𝜌 + 2) ∙ 𝜌𝜌 ⇔ 𝜌𝜌10 = 3 ∙ 𝜌𝜌3 + 4𝜌𝜌2 + 2𝜌𝜌 ⇔ 
⇔ 𝜌𝜌10 = 4𝜌𝜌2 + 5𝜌𝜌 + 3. 
(∗) ισχύει 𝜌𝜌 ≠ 0. 
 
Πρόβλημα 2  
Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο 𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢 (𝛢𝛢𝛢𝛢 = 𝛢𝛢𝛢𝛢) με 𝛢̂𝛢 = 45°. Ο κύκλος 𝐶𝐶𝛤𝛤(𝛤𝛤,𝛤𝛤𝛤𝛤) (που 
έχει κέντρο το 𝛤𝛤 και ακτίνα 𝛤𝛤𝛤𝛤) τέμνει την προέκταση της 𝛢𝛢𝛢𝛢 στο σημείο 𝛥𝛥. Ο 
περιγεγραμμένος κύκλος του τριγώνου 𝛣𝛣𝛣𝛣𝛣𝛣 (έστω  𝐶𝐶𝛣𝛣𝛣𝛣𝛣𝛣) τέμνει τον 𝐶𝐶𝛤𝛤 στο σημείο 𝛦𝛦 
Να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο  𝛣𝛣𝛣𝛣𝛣𝛣𝛣𝛣 είναι ισοσκελές τραπέζιο του οποίου οι 
διαγώνιες τέμνονται κάθετα. 
 
Λύση 
Το τρίγωνο 𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢 είναι ισοσκελές, διότι 𝛤𝛤𝛤𝛤 και 𝛤𝛤𝛤𝛤 είναι ακτίνες του κύκλου 𝐶𝐶𝛤𝛤. Άρα: 
                                                       2

ˆ ˆ 45Α = ∆ =                                               (1) 
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Σχήμα 4 

Το τρίγωνο ΓΔΕ είναι ισοσκελές, διότι ΓΕ και ΓΔ είναι ακτίνες του κύκλου 𝐶𝐶𝛤𝛤. Άρα: 
                                                          1

ˆΕ̂ = ∆                                                     (2) 
Το τετράπλευρο ΒΓΕΔ είναι εγγεγραμμένο στο κύκλο 𝐶𝐶𝛤𝛤. Άρα η εξωτερική του γωνία 
Β̂  ισούται με την απέναντι εσωτερική Ε̂  . Άρα: 

                                        ˆ ˆ 67,5Ε = Β =                                                (3) 
Από τις σχέσεις (1), (2), (3) έχουμε: 2 1

ˆ ˆ ˆ 45Α = ∆ = Γ =  . 
Άρα ΒΔ ⫽ ΓΕ, οπότε το τετράπλευρο ΒΓΕΔ είναι ισοσκελές τραπέζιο. 
Στη συνέχεια θα αποδείξουμε ότι το τρίγωνο ΚΒΔ είναι ορθογώνιο. 
Το τρίγωνο ΕΒΓ είναι ισοσκελές, γιατί ΒΕ=ΔΓ  (διαγώνιες του ισοσκελούς 
τραπεζίου) και ΓΔ = ΓΕ (ακτίνες του 𝐶𝐶𝛤𝛤). Άρα τα ισοσκελή τρίγωνα ΑΒΓ και ΕΒΓ 
είναι ίσα. 
Άρα Β�1 = Γ1 + Γ�2 = 67,5° και επειδή Γ�1 = 45°, καταλήγουμε Γ�2 = 22,5° και κατά 
συνέπεια Β�1 + Γ�2 = 67,5° + 22,5° = 90°. 
 
Πρόβλημα 3 
Να  αποδείξετε ότι, για κάθε 2ν ≥ , ο αριθμός  

7 6 5

2

1
1

ν ν ν
ν

+ + +
Α =

+
 

είναι σύνθετος. 
 
Λύση 
Ο αριθμητής του κλάσματος παραγοντοποιείται ως εξής: 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( )( )( )

37 6 5 5 2 2 5 2 2 4 2

2 5 4 2 2 4

2 4

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 .

ν ν ν ν ν ν ν ν ν ν ν

ν ν ν ν ν ν ν ν ν

ν ν ν ν

+ + + = + + + = + + + − +

 = + + − + = + + − + − 

= + + − +

 

 
Επομένως έχουμε 

( )( )
7 6 5

4
2

1 1 1 .
1

ν ν ν ν ν ν
ν

+ + +
Α = = + − +

+
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Για 2ν ≥  είναι 1 3ν + ≥  και ( )4 31 1 1 2 7 1 15ν ν ν ν− + = − + ≥ ⋅ + = , οπότε ο ακέραιος 
Α είναι σύνθετος. 
 
Πρόβλημα 4 
Δίνεται ένα ορθογώνιο παραλληλόγραμμο στο οποίο η αριθμητική τιμή του εμβαδού 
του ισούται με την αριθμητική τιμή της περιμέτρου του. Ποια είναι η ελάχιστη 
δυνατή τιμή του μήκους της διαγωνίου του;  
 
Λύση 
Έστω ,x y  τα μήκη των πλευρών του ορθογωνίου παραλληλογράμμου. Αφού η 
αριθμητική τιμή του εμβαδού του ισούται με την αριθμητική τιμή της περιμέτρου του 

θα έχουμε ότι 2( )xy x y= + (1).  Το μήκος της διαγωνίου είναι 2 2d x y= + . Οπότε 
θέλουμε να βρούμε την ελάχιστη τιμή του d  υπό τη συνθήκη (1).  

Έχουμε ότι 
(1)

2 2 2 2 2( ) 2 ( ) 4( )d x y x y xy x y x y= + = + − = + − + .  
Ισχύει ότι 2( ) 4x y xy+ ≥  (αφού είναι ισοδύναμη με 2( ) 0x y− ≥ ) και λόγω της (1) 
έχουμε ότι 4 8( )xy x y= + , άρα 2( ) 8( )x y x y+ ≥ + , οπότε 8x y+ ≥ . (2) 

Θέτουμε x y t+ =  και τότε 
(2)

2 2 2 24 ( 2) 4 (8 2) 4 32d t t t= − = − − ≥ − − = .  
Επομένως η ελάχιστη τιμή του μήκους της διαγωνίου είναι 32 , και επιτυγχάνεται 
στο τετράγωνο πλευράς 4. 
 

Γ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 
 

Πρόβλημα 1 
Για τη συνάρτηση :f →   υπάρχει a∈  έτσι ώστε: 

( ) 0f a =  και ( )( ) ( ) ,f f x xf x a= +   για κάθε .x∈  
Βρείτε όλες τις δυνατές τιμές του a  και μία μη μηδενική συνάρτηση που ικανοποιεί 
τα δεδομένα του προβλήματος. 
 
Λύση 
Θέτοντας x a=  στη δεδομένη σχέση λαμβάνουμε:           
                                                ( )( ) ( ) ( )0 .f f a af a a f a= + ⇒ =  

Για 0x =   στη δεδομένη σχέση λαμβάνουμε: ( )( ) ( ) ( )
(1)

0 0 0 ,f f f a f a a= ⋅ + ⇒ =  

οπότε από τη σχέση ( ) 0f a =  έπεται ότι 0a = . 

Για 0a = πρέπει να υπάρχει συνάρτηση :f →  με ( )0 0f =  και 

( )( ) ( ) ,f f x xf x= για κάθε x∈ . Μία συνάρτηση που ικανοποιεί τα δεδομένα του 
προβλήματος μπορεί να βρεθεί, αν αναζητήσουμε συνάρτηση της μορφής 
( ) , .cf x x c= ∈  Τότε πρέπει να ισχύει:          

( ) ( ) 21 1 2 2 1 51 1 0
2

cc c c c c cf x x x x x x x c c c c c+ + ±
= ⋅ ⇒ = ⇒ = ⇒ = + ⇒ − − = ⇒ =  .                              
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Άρα μία συνάρτηση είναι η ( ) 1 5
2

0, αν 0

, αν 0.

x
f x

x x
+

≤= 
 >

  

 
Πρόβλημα 2  
Στο σύνολο των πραγματικών αριθμών να προσδιορίσετε τις ρίζες της εξίσωσης 
                                                      7 6 5 1 0x x x+ + + =  . 
Λύση 
Έχουμε 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( )( )( )

37 6 5 5 2 2 5 2 2 4 2

2 5 4 2 2 4

2 4

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 .

x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x

x x x x

+ + + = + + + = + + + − +

 = + + − + = + + − + − 

= + + − +

 

Το πολυώνυμο 2 1x +  δεν έχει πραγματικές ρίζες. Επίσης, αν το πολυώνυμο 4 1x x− +  
είχε πραγματική ρίζα, τότε θα υπήρχε α ∈  τέτοιο ώστε                     

( ) ( )( ) ( )4 3 21 0 1 1 0 1 1 1 0 1 0fα α α α α α α α α− + = ⇔ − + = ⇔ − + + + = ⇔ + = . 

Όμως για  0 ή 1α α≤ ≥  η παράσταση ( ) ( )( )21 1f α α α α α= − + +  είναι μη 

αρνητική, οπότε ( ) 1 0f α + > . 

Για 0 1α< <  είναι 4 40, 1 0 και 1 0.α α α α> − + > − + >  Επομένως η υπόθεση που 
κάναμε παραπάνω δεν μπορεί να ισχύει. 
Επομένως έχουμε 

( )( )( )7 6 5 2 41 0 1 1 1 0 1 0 1.x x x x x x x x x+ + + = ⇔ + + − + = ⇔ + = ⇔ = −  

 
Πρόβλημα 3 
Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο 𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢 (𝛢𝛢𝛢𝛢 = 𝛢𝛢𝛢𝛢)  με 𝛢̂𝛢 = 36°. Ο κύκλος 𝐶𝐶1(𝛤𝛤,𝛤𝛤𝛤𝛤) (που 
έχει κέντρο το 𝛤𝛤 και ακτίνα 𝛤𝛤𝛤𝛤) τέμνει την προέκταση της 𝛢𝛢𝛢𝛢 στο σημείο 𝛥𝛥. Ο 
περιγεγραμμένος κύκλος του τριγώνου 𝛣𝛣𝛣𝛣𝛣𝛣 (έστω  𝐶𝐶2) τέμνει τον 𝐶𝐶1 στο σημείο 𝛦𝛦 . 
Να αποδείξετε ότι 𝛢𝛢𝛢𝛢 είναι διχοτόμος της γωνίας 𝛢̂𝛢 και ότι η 𝛥𝛥𝛥𝛥 εφάπτεται στον 
περιγεγραμμένο κύκλο του τριγώνου 𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢. 
 
Λύση 
Το τρίγωνο 𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢 είναι ισοσκελές, διότι 𝛤𝛤𝛤𝛤 και 𝛤𝛤𝛤𝛤 είναι ακτίνες του κύκλου 𝐶𝐶1. Άρα: 

 𝛢̂𝛢 = 𝛥̂𝛥1      (1). 
Το τρίγωνο 𝛤𝛤𝛤𝛤𝛤𝛤 είναι ισοσκελές, διότι 𝛤𝛤𝛤𝛤 και 𝛤𝛤𝛤𝛤 είναι ακτίνες του κύκλου 𝐶𝐶1. Άρα: 

 𝛦𝛦� = 𝛥̂𝛥2      (2). 
Το τετράπλευρο 𝛣𝛣𝛣𝛣𝛣𝛣𝛣𝛣 είναι εγγεγραμμένο στο κύκλο 𝐶𝐶2. Άρα η εξωτερική του 
γωνία  𝛣𝛣�  ισούται με την απέναντι εσωτερική 𝛦𝛦�. Άρα: 

 𝛦𝛦� = 𝛣𝛣�       (3). 
Από τις σχέσεις (1), (2), (3) έχουμε: 𝛢̂𝛢 = 𝛥̂𝛥1 = 𝛤𝛤�1 = 36°. 
Άρα 𝛣𝛣𝛣𝛣 ⫽ 𝛤𝛤𝛤𝛤, οπότε το τετράπλευρο 𝛣𝛣𝛣𝛣𝛣𝛣𝛣𝛣 είναι ισοσκελές τραπέζιο και κατά 
συνέπεια οι διαγώνιές του (𝛣𝛣𝛣𝛣 και 𝛤𝛤𝛤𝛤) θα είναι ίσες. Άρα το τρίγωνο 𝛦𝛦𝛦𝛦𝛦𝛦 είναι 
ισοσκελές. Δηλαδή τα σημεία 𝛦𝛦 και 𝛢𝛢 ανήκουν στη μεσοκάθετη της βάσης 𝛣𝛣𝛣𝛣 του 
ισοσκελούς τριγώνου 𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢 οπότε η 𝛢𝛢𝛢𝛢 θα είναι διχοτόμος της γωνίας 𝛢̂𝛢. 
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                                                             Σχήμα 5 
 
Από την παραλληλία 𝛣𝛣𝛣𝛣 ⫽ 𝛤𝛤𝛤𝛤 συμπεραίνουμε ότι 𝛣𝛣� = 𝛣𝛣𝛤𝛤�𝛦𝛦 = 72°, οπότε τα 
ισοσκελή τρίγωνα 𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢 και 𝛦𝛦𝛦𝛦𝛦𝛦 είναι ίσα. 
Επειδή όμως 𝛢̂𝛢 = 𝛥̂𝛥1 = 𝛤𝛤�2 = 𝛤𝛤�1 = 36° και η 𝛤𝛤�2 σχηματίζεται από τη 𝛣𝛣𝛣𝛣,𝛥𝛥𝛥𝛥 (χορδή 
και εφαπτομένη) συμπεραίνουμε ότι η 𝛥𝛥𝛥𝛥 θα είναι εφαπτομένη.  
 
Πρόβλημα 4 

Να συγκρίνετε τους αριθμούς: 
9 88 98 99 , 8 . 

 
Λύση (1ος τρόπος) 

Θα αποδείξουμε ότι 
8998 98 89 > . Αφού 89 > , αρκεί να αποδείξουμε ότι: 

( ) ( )
9

9 8 9 88 8 8

8 89

8

1 1 8
8 9 8 99 9 9

8 88 4 6
9 99

8 9 8 9 8 9

8 3 8 3 4 3
   ⋅ ⋅   
   

> ⇔ > ⇔ > ⇔

> ⇔ > ⇔ >
 

Τώρα αρκεί να αποδείξουμε ότι 3515251624
8

323232321
9
86 >⇔>⇔>⋅⋅⇔>





⋅ , 

που ισχύει, οπότε  ισχύει και η αρχική. 
 

2ος τρόπος. Θα αποδείξουμε ότι 
9 88 98 99 8> .  Λόγω της μονοτονίας του λογαρίθμου, 

αρκεί να δείξουμε ότι 
9 88 98 ln 9 9 ln8> . Χρησιμοποιώντας δεύτερη φορά τη 

μονοτονία του λογαρίθμου, αρκεί να δείξουμε ότι  

( ) ( )9 88 9 9 8ln 8 ln 9 ln 9 ln8 8 ln8 ln(ln 9) 9 ln 9 ln(ln8)> ⇔ + > + . 

Αφού ln(ln 9) ln(ln8)> , αρκεί να αποδείξουμε ότι  
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9 27 26
9 8

8 16 15
8 ln 9 2 2ln 3 2 ln 38 ln8 9 ln 9

ln8 3ln 2 ln 29 3 3
> ⇔ > ⇔ > ⇔ > . 

Θα αποδείξουμε τώρα ότι 
26

15
2 ln 32

ln 23
> > , η οποία θα δώσει το ζητούμενο. Πράγματι, 

η δεξιά ανισότητα προκύπτει άμεσα αφού 2 ln 2 ln 4 ln 3= > . 

Από την άλλη αρκεί 
5 526 25 5

15 15 3
2 2 2 322 1 1 1

273 3 3
   > ⇔ > ⇔ > ⇔ >       

, που ισχύει.  
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Ενδεικτικές λύσεις 

 
Β΄ ΓΥΜΝΑΣΙΟΥ 

 
Πρόβλημα 1. 
Να βρείτε την τιμή της παράστασης:  

2 500 1118
3

β α α β
β β

   + −
Α = ⋅ − ⋅   

   
, 

αν δίνεται ότι: 10α
β
= . 

Λύση 
1ος Τρόπος  

( ) ( )

( ) ( )

500 5002 18 11 2 10 18 10 11
3 3

50012 18 1 4 500 18 1 2000 18 2018.
3

α α
β β

   
Α = + ⋅ − ⋅ − = + ⋅ − ⋅ −   

   

= ⋅ − ⋅ − = ⋅ − ⋅ − = + =

 

2ος Τρόπος  

Επειδή 10=
β
α , συμπεραίνουμε ότι βα 10= . Επομένως έχουμε: 

              

( )

2 10 500 10 11 12 50018 18
3 3

12 500 18 1 4 500 18 2000 18 2018.
1 3

β β β β β β
β β β β

       + − −
Α = ⋅ − ⋅ = ⋅ − ⋅       

       

= ⋅ − ⋅ − = ⋅ + = + =

 

Πρόβλημα 2.  
Ποιος είναι ο ελάχιστος αριθμός στοιχείων που πρέπει να αφαιρεθούν από το σύνολο 

{ }2,4,6,8,10,12,14,16,18,20Α = , έτσι ώστε το γινόμενο όλων των στοιχείων του που θα 
απομείνουν να είναι τέλειο τετράγωνο ακεραίου; 

Λύση 

Το γινόμενο των στοιχείων του συνόλου Α γράφεται:   
2 3 2 4 2 2 18 4 22 4 6 8 10 12 14 16 18 20 2 2 2 3 2 2 5 2 3 2 7 2 2 3 2 5 2 3 5 7Γ = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅   



Στο τελευταίο γινόμενο πρώτων παραγόντων πρέπει οι εκθέτες να είναι άρτιοι , οπότε 
καταλήγουμε στο συμπέρασμα ότι πρέπει σίγουρα να αφαιρεθεί ο παράγοντας 7, ο οποίος 
υπάρχει μόνο στην ανάλυση του 14. Επομένως πρέπει να αφαιρεθεί ο αριθμός 14. Τότε το 
γινόμενο που προκύπτει είναι 17 4 22 3 5Γ = ⋅ ⋅  στο οποίο ο εκθέτης του 2 είναι περιττός. Για 
να γίνει άρτιος πρέπει να αφαιρεθεί περιττός αριθμός παραγόντων ίσων με 2. Για αυτό 
έχουμε δύο επιλογές. Η μία είναι να αφαιρέσουμε τον αριθμό 2 και η άλλη είναι να 
αφαιρέσουμε τον αριθμό 8. Στην πρώτη περίπτωση το γινόμενο που θα προκύψει είναι το 

( )216 4 2 8 2
1 2 3 5 2 3 5Γ = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ , ενώ στη δεύτερη περίπτωση το γινόμενο είναι 

( )214 4 2 7 2
2 2 3 5 2 3 5Γ = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ . Επομένως ο ελάχιστος αριθμός στοιχείων του συνόλου Α που 

πρέπει να αφαιρέσουμε είναι 2, δηλαδή τους αριθμούς 2 και 14 ή τους αριθμούς 8 και 14. 

Πρόβλημα 3 
Σε τρίγωνο ΑΒΓ με ˆ 115Α =   θεωρούμε στο εσωτερικό του σημείο Δ τέτοιο ώστε 

ˆ ˆ2∆ΒΓ = ⋅∆ΒΑ  και ˆ ˆ2∆ΓΒ = ⋅∆ΓΑ  . Να βρείτε πόσες μοίρες είναι η γωνία ˆ .Β∆Γ   

Λύση 

 

Σχήμα 1 

Αν θέσουμε ˆ ˆ ˆ, τότε 2 2x x∆ΒΑ = ∆ΒΓ = ⋅∆ΒΑ = .  Ομοίως, αν 
ˆ ˆ ˆ. τότε 2 2 .y y∆ΓΑ = ∆ΓΒ = ⋅∆ΓΑ =  

Από το τρίγωνο ΑΒΓ έχουμε  

( ) 65ˆ 3 3 180 3 180 115 .
3

Α+ + = ⇒ + = − ⇒ + =


  x y x y x y  

Από το τρίγωνο ΔΒΓ έχουμε 

( ) 65 130 410ˆ 180 2 2 180 2 180 2 180 .
3 3 3

Β∆Γ = − − = − + = − ⋅ = − =


 

   x y x y  

 
Πρόβλημα 4 
Ο Γιάννης πήγε στην αγορά έχοντας μαζί του κέρματα των δύο ευρώ και του ενός ευρώ. Ο αριθμός 
των κερμάτων του ήταν 40. Για την αγορά που έκανε ξόδεψε ακριβώς το ένα τρίτο των κερμάτων 
των δύο ευρώ που είχε μαζί του. Την επόμενη μέρα ξόδεψε το 40%  της αξίας των χρημάτων που 



του είχαν απομείνει. Αν και τις δύο μέρες ξόδεψε συνολικά 40 ευρώ, να βρεθεί πόσα κέρματα των 
δύο ευρώ είχε αρχικά μαζί του..  

Λύση 
Έστω x  τα κέρματα των δύο ευρώ που είχε αρχικά. Αφού χρησιμοποίησε το ένα τρίτο αυτών, 

σημαίνει ότι το x  είναι πολλαπλάσιο του 3 και ότι το ένα τρίτο αυτών ισούται με 
3
x  και αυτά  

έχουν αξία 2
3
x . Η αξία των χρημάτων που έδωσε την πρώτη μέρα είναι 

2
3
x

, επομένως τη δεύτερη 

μέρα του απέμειναν 
2 2 40 40
3 3
x xx⋅ + − = +  ευρώ. Αφού ξόδεψε το 40%  αυτών, τη δεύτερη 

μέρα ξόδεψε 
4 240 16

3 10 15
x x + ⋅ = + 

 
 ευρώ. Επομένως συνολικά, την πρώτη και τη δεύτερη μέρα 

ξόδεψε 2 122 16 16
3 15 15
x x x
⋅ + + = +   ευρώ.  

Από την εκφώνηση ξέρουμε τώρα ότι ξόδεψε 40   ευρώ, οπότε  
 

12 1216 40 24 12 360 30
15 15

x x x x+ = ⇔ = ⇔ = ⇔ = . 

Επομένως είχε αρχικά μαζί του 30 κέρματα των δύο ευρώ και 10 κέρματα του ενός ευρώ 
με συνολική αξία 70 ευρώ. 
 

Γ΄ ΓΥΜΝΑΣΙΟΥ 
 
Πρόβλημα 1. 
Να βρείτε την τιμή της παράστασης  

( )( ) ( )22 2 2 2α β γ δ αγ βδΑ = + + − + , 

αν δίνεται ότι 
2 3

3 3

2 1 18 1, , ,
3 2 2 2

α β γ δ
−

   = − = − = − =   
   

. 

Λύση 

Έχουμε ότι 
2 2 3

3

2 3 9 1 1 18 9 1 1, , , ,
3 2 4 2 8 8 4 2 8

α β γ δ
−

     = − = − = = − = − = − = − = =     
     

 

οπότε θα είναι 
2 2

2 2 9 1 81 1 325
4 8 16 64 64

α β    + = + − = + =   
   

 , 
2 2

2 2 9 1 81 1 325
4 8 16 64 64

γ δ    + = − + = + =   
   

, 

( )
2

29 9 1 1 81 1 325 325
4 4 8 8 16 64 64 64

αγ βδ αγ βδ     + = ⋅ − + − ⋅ = − − = − ⇒ + = −     
     

. 

Άρα έχουμε: ( )( ) ( )
2

22 2 2 2 325 325 325 0
64 64 64

α β γ δ αγ βδ  Α = + + − + = ⋅ − − = 
 

. 

  2ος Τρόπος 
=+−++=Α 22222 )())(( βδαγδγβα  



=−−−+++= 222222222222 2 δβαβγδγαδβγβδαγα  

.)(2 22222 βγαδαβγδγβδα −=−+=  
Άρα είναι: 

0
8
1

4
9

8
1

4
9 2

=





 ⋅−⋅=Α . 

         
Πρόβλημα 2 

Μία ομάδα α  εργατών τελειώνει το 1
4

 ενός έργου στο 1
3

 μιας ημέρας. Πόσες τέτοιες 

ομάδες εργατών της ιδίας απόδοσης χρειάζονται για να τελειώσουν 15 ίδια έργα σε 5 
ημέρες; 

Λύση 
Έχουμε τα ακόλουθα δεδομένα: 

Η μία ομάδα = α εργάτες τελειώνει το 1
4

 ενός έργου στο 1
3

 μιας ημέρας 

Πόσοι εργάτες (έστω x  ) τελειώνουν  15 έργα             σε   5 ημέρες; 
Επειδή τα ποσά: εργάτες – έργο, είναι ανάλογα, ενώ τα ποσά : εργάτες – ημέρες , είναι 
αντιστρόφως ανάλογα, έχουμε ότι: 

1
15 13 60 41 5 15
4

x α α α= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ = . 

Επομένως θα χρειαστούν 4 τέτοιες ομάδες εργατών. 
 
Πρόβλημα 3 

Θεωρούμε πολυώνυμο 2( ) ( 2) ( 3)P x a x b x c= + + + +  όπου οι αριθμοί 𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐 είναι θετικοί 
ακέραιοι.   
(α) Αν οι αριθμοί ,x y  είναι θετικοί ακέραιοι με x y> , να αποδείξετε ότι ο αριθμός 

( ) ( )P x P y
x y
−
−

 είναι θετικός ακέραιος.  

(β) Αν ο αριθμός (8)P  είναι πολλαπλάσιο του 3, να αποδείξετε ότι και ο αριθμός (2018)P  
είναι πολλαπλάσιο του 3.  
 
Λύση 
(α) Έχουμε ότι 

𝑃𝑃(𝑥𝑥) = 𝑎𝑎(𝑥𝑥 + 2)2 + 𝑏𝑏(𝑥𝑥 + 3) + 𝑐𝑐 = 𝛼𝛼𝑥𝑥2 + (𝑏𝑏 + 4𝑎𝑎)𝑥𝑥 + 4𝑎𝑎 + 3𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 
Επομένως  

𝑃𝑃(𝑥𝑥) − 𝑃𝑃(𝑦𝑦) = 𝑎𝑎(𝑥𝑥2 − 𝑦𝑦2) + (𝑏𝑏 + 4𝑎𝑎)(𝑥𝑥 − 𝑦𝑦) = (𝑥𝑥 − 𝑦𝑦)(𝑎𝑎(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦) + 𝑏𝑏 + 4𝑎𝑎), 
οπότε 

( ) ( ) ( )( ) ( ( 4 )) 4
x y a x yP b a

a x yx P y
x

b a
y x y

− − + + +
+

−
+= +=

−
 

που είναι θετικός ακέραιος, αφού  οι αριθμοί , , , ,a b c x y    είναι θετικοί ακέραιοι. 



(β) Από το πρώτο ερώτημα, για 2018, 8x y= =    έχουμε ότι                           

                                                 ( ) ( )2018 8
ακέραιος

2010
P P

κ
−

= ,  

δηλαδή 
( ) ( ) ( ) ( )2018 8 2010 ,όπου ακέραιος 2018 8 2010 ,όπου ακέραιοςP P P Pκ κ κ κ− = ⇒ = +  

Όμως το 2010 3 670= ⋅   είναι πολλαπλάσιο του 3, όπως και το 𝑃𝑃(8) από την υπόθεση, 
οπότε και το 𝑃𝑃(2018) είναι πολλαπλάσιο του 3.  
 
Πρόβλημα 4 
Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ = ΑΓ  και  72Α = ° . Ονομάζουμε Δ το ίχνος του 
ύψους από την κορυφή Γ και E το συμμετρικό του A ως προς την ΓΔ. Να αποδείξετε ότι η 
ΓΕ περνά από το κέντρο του περιγεγραμμένου κύκλου του τριγώνου ΑΒΓ. 
Σημείωση: Ο περιγεγραμμένος κύκλος ενός τριγώνου είναι ο κύκλος που περνάει από τις 
τρεις κορυφές του τριγώνου. 
 
Λύση 
Θεωρούμε το ύψος από την κορυφή Α που τέμνει τη ΓΕ στο σημείο Ο. Θα αποδείξουμε ότι 
το Ο είναι το κέντρο του περιγεγραμμένου κύκλου του τριγώνου ΑΒΓ, δηλαδή ότι 
ΟΑ=ΟΒ=ΟΓ.  
Το ύψος από την κορυφή Α είναι και μεσοκάθετος της ΒΓ, άρα το Ο ως σημείο της θα 
ισαπέχει από τα Β,Γ, δηλαδή ΟΒ=ΟΓ. 
Επιπλέον το E το συμμετρικό του A ως προς την ΓΔ, το τρίγωνο ΑΕΓ είναι ισοσκελές, 

επομένως  72ΓΕΑ = ° , οπότε  36ΕΓΑ = ° (1). Επειδή όμως η ΑΟ είναι ύψος και διχοτόμος, 

θα ισχύει ότι   36ΟΑΓ = ° , οπότε λόγω της (1) θα ισχύει OA = ΟΓ. 

 
                                                                         Σχήμα 2 
 
 
 
 
 



Α΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 
 

Πρόβλημα 1 
Αν ,x y  είναι πραγματικοί αριθμοί και οι αριθμοί 2 2 4 4

1 2 4, καιa x y a x y a x y= + = + = +  
είναι ακέραιοι, να αποδείξετε ότι και ο αριθμός 3 3

3a x y= +  είναι ακέραιος. 
 
Λύση 
Επειδή ( ) ( )33 3 3 ,x y x y xy x y+ = + − + ∈ αρκεί να αποδείξουμε ότι ο αριθμός .xy∈   
Σύμφωνα με τις υποθέσεις έχουμε 
                              ( ) ( )22 2 2

1 2 2a a x y x y xy− = + − + = ∈                                          (1) 

                              ( ) ( )22 2 2 4 4 2 2
2 4 2a a x y x y x y− = + − + = ∈ ,                                 (2) 

αφού 1 2 4, , .a a a ∈  Από την (1) έπεται ότι:  
2
1 2

2
a axy −

=  . 

Θα αποδείξουμε ότι .xy∈  Πράγματι, αν  
2
1 2 ,

2
a axy −

= ∉  τότε θα είχαμε 2
1 2a a m− =  

περιττός ακέραιος, οπότε από τη σχέση (2) θα είχαμε ότι 

( ) ( )2 22 2 2
1 2 1 22 22 2 ,

4 2 2
a a a a mx y

− −
= ⋅ = = ∉  

αφού m περιττός. Αυτό όμως είναι άτοπο, γιατί αντίκειται στη σχέση (2). Επομένως 
αληθεύει ότι .xy∈  
Άρα έχουμε: 

( ) ( )33 3 3 ,x y x y xy x y+ = + − + ∈  
 αφού , .x y xy+ ∈  Διαφορετικά, θα μπορούσαμε να γράψουμε 
     ( )( ) ( )3 3 2 2 ,x y x y x y xy x y+ = + + − + ∈  αφού  2 2 , , .x y x y xy+ + ∈    
 
Πρόβλημα 2 
Έστω ( )( )( )1 2 3κ κ κ κΑ = + + +  το γινόμενο τεσσάρων διαδοχικών θετικών ακέραιων. 
(α) Να αποδείξετε ότι ο Α ισούται με το γινόμενο δύο διαδοχικών άρτιων ακέραιων. 
(β) Είναι δυνατόν να είναι ο Α ίσος με το τετράγωνο ενός ακέραιου; 
 
Λύση 
(α) Έχουμε 

                             
( )( )( ) ( )( )( )
( )( ) ( )( )2

1 2 3 3 1 2

3 3 2 3 ( 3) 2

κ κ κ κ κ κ κ κ

κ κ κ κ κ κ κ κ

Α = + + + = + + +

= + + + = + + +
 

Επομένως ο Α ισούται με το γινόμενο των ακεραίων ( )3κ κ +  , ( )3 2κ κ + + οι οποίοι 

διαφέρουν κατά 2 και επιπλέον είναι άρτιοι, αφού στο γινόμενο ( )3κ κ +  ο ένας από τους 
δύο παράγοντες είναι άρτιος και ο άλλος περιττός. 
(β) Έστω ( )3 2 , όπου θετικός ακέραιος.κ κ µ µ+ =  Τότε ( ) ( )2 2 2 4 1µ µ µ µΑ = + = +   



Αν ήταν ο Α τέλειο τετράγωνο ακεραίου, τότε θα είχαμε ( ) ( )2 24 1 2 4 ,µ µ λ λΑ = + = =  
όπου  
λ  ακέραιος. Θα είχαμε τότε ( ) 21 ,µ µ λ+ =  όπου µ  θετικός ακέραιος και λ  ακέραιος, το 
οποίο είναι άτοπο, γιατί  

( ) ( )22 2 1 1 ,µ µ µ µ µ µ< + = + < +  

δηλαδή ο ( )1µ µ +  βρίσκεται μεταξύ δύο τετραγώνων διαδοχικών θετικών ακέραιων. 
 
Πρόβλημα 3 
Ισοσκελές τραπέζιο ΑΒΓΔ έχει άθροισμα των δύο μη παράλληλων πλευρών του ίσο με 
4 10 μέτρα, ύψος ίσο με 6 μέτρα και το εμβαδόν του ισούται με 72 τετραγωνικά μέτρα. 
Αν το τραπέζιο είναι εγγεγραμμένο σε κύκλο ακτίνας R , να υπολογίσετε το μήκος της 
ακτίνας R  . 

Λύση 
Ονομάζουμε O το κέντρο του περιγεγραμμένου κύκλου και θέτουμε ,α βΑΒ = Γ∆ =  και 
φέρουμε το ύψος 6ΑΕ = . Επειδή το τραπέζιο είναι ισοσκελές,  θα ισχύει ότι ΒΓ=ΑΔ. 
Όμως 4 10ΒΓ + Α∆ = , οπότε 2 10ΒΓ = Α∆ = . Από το Πυθαγόρειο Θεώρημα στο 
τρίγωνο ΑΔΕ παίρνουμε  

                      ( )2
2 2 22 10 40 36 2ΑΕ +Ε∆ = ⇔ Ε∆ = − ⇔ Ε∆ =       (1) 

Επιπλέον από τον τύπο για το εμβαδό του τραπεζίου έχουμε:  

                        
( ) ( ) 672 24

2 2
α β α β α β+ ⋅Α∆ + ⋅

Ε = ⇒ = ⇒ + =      (2) 

Αν τώρα φέρουμε την κάθετη από το Ο στις βάσεις που τις τέμνει στα μέσα τους N και Μ, 
τότε  

                                   
(1)

4
2 2
β α β αΕ∆ =Μ∆ −ΜΕ = − ⇒ − =             (3) 

Από τις (2) και (3) παίρνουμε 10, 14α β= = .  
Αν τέλος ονομάσουμε ,x yΟΜ = ΟΝ = , διακρίνουμε τις περιπτώσεις: 
(α) Αν το Ο είναι μεταξύ των Μ, Ν τότε από το Πυθαγόρειο θεώρημα τρίγωνα ΟΜΓ, 
ONB, έχουμε  

2
2 2 2 249

2
x R x Rβ + = ⇒ + = 

 
           (4) 

και 
2

2 2 2 2 2 2

(4)
2 2 2 2

25 (6 ) 25
2

12 36 25 61 12 49

y R y R x R

x x R x R x

α + = ⇒ + = ⇒ − + = ⇒ 
 

− + + = ⇒ − = − =

            

οπότε 12 12 1x x= ⇒ = , οπότε από την (4) έχουμε ότι 50 5 2R = = . 
(β) Αν το Ο δεν είναι μεταξύ των Μ, Ν τότε από το Πυθαγόρειο θεώρημα τρίγωνα ΟΜΓ, 
ONB, έχουμε  



2
2 2 2 249

2
x R x Rβ + = ⇒ + = 

 
           (4) 

και 
2

2 2 2 2 2 2

(4)
2 2 2 2

25 (6 ) 25
2

12 36 25 61 12 49

y R y R x R

x x R x R x

α + = ⇒ + = ⇒ + + = ⇒ 
 

+ + + = ⇒ + = − =

            

οπότε 12 12 0,x + = άτοπο.  

Επομένως υπάρχει μόνο μία δυνατή περίπτωση στην οποία 50 5 2R = =  

 
Σχήμα 3 

 
Πρόβλημα 4 
Πόσοι εξαψήφιοι θετικοί ακέραιοι πολλαπλασιαζόμενοι με το 2007  δίνουν αποτέλεσμα 
που να λήγει σε 2008 ;   

Λύση 
Θα βρούμε πρώτα έναν τετραψήφιο x  τέτοιον, ώστε ο 2007x  να λήγει σε 2008 . Γράφουμε 
2007 2000 7x x x= +  οπότε αφού ο 2000x  λήγει σε 000 , αναζητούμε x  ώστε ο 7x  να 
λήγει σε 008.  
Για να λήγει ο 7x  σε 008 , πρέπει ο x  να λήγει σε 4. Τότε έχουμε δύο κρατούμενα, οπότε 
το προτελευταίο ψηφίο του x  πρέπει να είναι 4 . Έχουμε τρία κρατούμενα, οπότε το τρίτο 
από το τέλος ψηφίο του x  πρέπει να είναι 1. Επομένως ο x  λήγει σε 144 .  
Αναζητούμε λοιπόν τετραψήφιο 144a  τέτοιον, ώστε να πολλαπλασιάζεται με τον 2007 και 
ο αριθμός που προκύπτει να λήγει σε 2008. Ο 2000 144a⋅  έχει τέταρτο ψηφίο από το τέλος 
το τελευταίο ψηφίο του 2a . Επιπλέον ο 7 144a⋅  έχει τέταρτο ψηφίο από το τέλος ίσο με το 
τελευταίο ψηφίο του 7 1a + (γιατί έχουμε και ένα κρατούμενο).  Οπότε ο 
2 (7 1) 9 1a a a+ + = + , πρέπει να λήγει σε 2, οπότε πρέπει 9a = . 
Επομένως ο ζητούμενος αριθμός είναι ο 9144 . Πράγματι, το γινόμενο 2007 9144⋅  ισούται 
με 18352008  που λήγει σε 2008.  



Αν τώρα πάρουμε έναν οποιαδήποτε εξαψήφιο 9144βγ και τον πολλαπλασιάσουμε με τον 
2007, τα τέσσερα τελευταία ψηφία του γινομένου δεν επηρεάζονται άρα λήγει και αυτός σε 
2008. Για το διψήφιο τμήμα βγ  έχουμε επιλογές από 10  έως 99 . Επομένως έχουμε 
συνολικά 90  επιλογές, άρα έχουμε 90  εξαψήφιους με τη ζητούμενη ιδιότητα. 
 
 

Β΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 
 
Πρόβλημα 1 
Αν ,x y  είναι πραγματικοί αριθμοί και οι αριθμοί 2 2 4 4

1 2 4, καιa x y a x y a x y= + = + = +  
είναι ακέραιοι, να αποδείξετε ότι και ο αριθμός 5 5

5a x y= +  είναι ακέραιος. 
 
Λύση 
Επειδή, έχουμε ότι: 

( )( ) ( )( ) ( )5 5 4 4 4 4 4 4 3 3 ,x y x y x y x y xy x y x y xy x y+ = + + − − = + + − +  

και οι αριθμοί 2 2 4 4
1 2 4, καιa x y a x y a x y= + = + = +  είναι ακέραιοι, αρκεί να 

αποδείξουμε ότι και ο αριθμός 3 3
3a x y= +  είναι ακέραιος. 

Επειδή ( ) ( )33 3 3 ,x y x y xy x y+ = + − + ∈ αρκεί να αποδείξουμε ότι ο αριθμός .xy∈  
Σύμφωνα με τις υποθέσεις έχουμε 
                              ( ) ( )22 2 2

1 2 2a a x y x y xy− = + − + = ∈                                          (1) 

                              ( ) ( )22 2 2 4 4 2 2
2 4 2a a x y x y x y− = + − + = ∈ ,                                 (2) 

αφού 1 2 4, , .a a a ∈  Από την (1) έπεται ότι: 
2
1 2

2
a axy −

=  . 

Θα αποδείξουμε ότι .xy∈  Πράγματι, αν  
2
1 2 ,

2
a axy −

= ∉  τότε θα είχαμε 2
1 2a a m− =  

περιττός ακέραιος, οπότε από τη σχέση (2) θα είχαμε ότι 

( ) ( )2 22 2 2
1 2 1 22 22 2 ,

4 2 2
a a a a mx y

− −
= ⋅ = = ∉  

αφού m περιττός. Αυτό όμως είναι άτοπο γιατί αντίκειται στη σχέση (2). Επομένως 
αληθεύει ότι .xy∈  
Άρα έχουμε: 

( ) ( )33 3 3 ,x y x y xy x y+ = + − + ∈  
 αφού , .x y xy+ ∈   
Διαφορετικά, θα μπορούσαμε να γράψουμε 
     ( )( ) ( )3 3 2 2 ,x y x y x y xy x y+ = + + − + ∈  αφού  2 2 , , .x y x y xy+ + ∈    
 
Πρόβλημα 2 
Να προσδιορίσετε όλες τις τιμές του a∈  για τις οποίες αληθεύει για κάθε x∈  η 
ανίσωση: 

2 22 3 1
x x a

x x x x
+

>
+ + + +

. 



Λύση 

Επειδή ( )
2

22 2 1 32 3 1 2 0, 1 0, για κάθε ,
2 4

x x x x x x x + + = + + > + + = + + > ∈ 
 

  η 

ανίσωση είναι ισοδύναμη με την  

                           
( ) ( )( )

( ) ( )

2 2 3 2 3 2 2

2

1 2 3 2 3 2 3

1 2 1 3 0. (1)

x x x x x x a x x x x x x ax ax a

a x a x a

+ + > + + + ⇔ + + > + + + + +

⇔ + + + + <
  

Για 1a = − , η ανίσωση (1) γίνεται:  3 0− <  και αληθεύει για κάθε x∈  . 

Για 1a ≠ −  , το πρώτο μέλος της ανίσωσης είναι τριώνυμο με διακρίνουσα             

( ) ( ) ( )( ) ( )( )24 1 12 1 4 1 1 3 4 1 2 1a a a a a a a a∆ = + − + = + + − = − + − . 

Η ανίσωση (1) αληθεύει για κάθε x∈  , όταν συναληθεύουν οι ανισώσεις: 

                        
( )( ) ( )( )1 0 και 4 1 2 1 0 1 0 και 4 1 2 1 0

11 και 1 ή 1.
2

a a a a a a

a a a a

+ < − + − < ⇔ + < + − >

⇔ < − < − > ⇔ < −
  

Επομένως το ζητούμενο αληθεύει για κάθε 1.a ≤ −   

Πρόβλημα 3  
Δίνεται ορθογώνιο παραλληλόγραμμο με μήκη πλευρών ,α β  ώστε 2β α= . Στο 
εσωτερικό του θεωρούμε Ν  κύκλους (που πιθανόν τέμνονται), έτσι ώστε το άθροισμα των 
μηκών των περιφερειών τους να είναι διπλάσιο της περιμέτρου του ορθογωνίου. Να 
αποδείξετε ότι 4Ν ≥ . 
 
Λύση 
Έστω 1 2, ,..., Nd d d  οι διάμετροι των κύκλων. Τότε το μήκος του πρώτου κύκλου είναι 

1 12 R dπ π= , το μήκος του δεύτερου 2 22 R dπ π= , το μήκος του Ν -οστού είναι 
2 R dπ πΝ Ν= . Αφού το άθροισμα των μηκών των περιφερειών τους να είναι διπλάσιο της 
περιμέτρου του ορθογωνίου, θα έχουμε  
                1 ... 2(2 2 ) 4( ) 4( 2 ) 12d dπ π α β α β α α αΝ+ + = + = + = + =           (1). 
 
Για να χωράει όμως κάθε κύκλος στο ορθογώνιο θα πρέπει η διάμετρός του να είναι το 
πολύ όσο η μικρότερη πλευρά του ορθογωνίου, δηλαδή 1 2, ,..., Nd d dα α α≤ ≤ ≤ , οπότε  
                                      1 ... ...d dπ π απ απ απΝ+ + ≤ + + = Ν                                      (2) 

Από (1) και (2) έχουμε 1212απ α
π

Ν ≥ ⇔ Ν ≥  και αφού ο Ν είναι ακέραιος, 4Ν ≥  

Πρόβλημα 4 
Δίνεται ισοσκελές τραπέζιο 𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢  (𝛢𝛢𝛢𝛢 ⫽ 𝛤𝛤𝛤𝛤) για το οποίο ισχύει 𝛤𝛤𝛤𝛤 = 2𝛢𝛢𝛢𝛢. Αν 𝛦𝛦 είναι 
το συμμετρικό του σημείου 𝛢𝛢 ως προς το 𝛣𝛣 και 𝛫𝛫 είναι το κέντρο του περιγεγραμμένου 
κύκλου του τριγώνου 𝛣𝛣𝛣𝛣𝛣𝛣 να αποδείξετε ότι ο περιγεγραμμένος  κύκλος του τριγώνου 



𝛣𝛣𝛣𝛣𝛣𝛣 εφάπτεται στην 𝛤𝛤𝛤𝛤 στο σημείο 𝛤𝛤 και ο περιγεγραμμένος κύκλος του τριγώνου 𝛣𝛣𝛣𝛣𝛣𝛣 
εφάπτεται στην 𝛤𝛤𝛤𝛤 στο σημείο 𝛤𝛤. 

Λύση 

      

Σχήμα 4 

Έστω 𝛭𝛭 το κέντρο του περιγεγραμμένου κύκλου του τριγώνου 𝛣𝛣𝛣𝛣𝛣𝛣. 

Θα αποδείξουμε ότι 𝛫𝛫𝛫𝛫 ⊥ 𝛤𝛤𝛤𝛤 και 𝛭𝛭𝛭𝛭 ⊥ 𝛤𝛤𝛤𝛤. 

Εφόσον 𝛦𝛦 είναι  το συμμετρικό του σημείου 𝛢𝛢 ως προς το 𝛣𝛣, θα ισχύει 𝛢𝛢𝛢𝛢 = 2𝛢𝛢𝛢𝛢. 

Άρα 𝛢𝛢𝛢𝛢 = 𝛥𝛥𝛥𝛥 = 2𝛢𝛢𝛢𝛢 και κατά συνέπεια το τετράπλευρο 𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢 είναι παραλληλόγραμμο 
(έχει δύο απέναντι πλευρές ίσες και παράλληλες). 

Άρα 𝛤𝛤𝛤𝛤 = 𝛢𝛢𝛢𝛢 = 𝛣𝛣𝛣𝛣 και κατά συνέπεια το τρίγωνο 𝛣𝛣𝛣𝛣𝛣𝛣 είναι ισοσκελές (𝛤𝛤𝛤𝛤 = 𝛣𝛣𝛣𝛣) 
οπότε το περίκεντρό του θα βρίσκεται στη μεσοκάθετο της 𝛣𝛣𝛣𝛣 που είναι η 𝛤𝛤𝛤𝛤 (διότι 𝛤𝛤,𝛫𝛫  
ισαπέχουν από τα άκρα του 𝛣𝛣𝛣𝛣).  

Άρα 𝛫𝛫𝛫𝛫 ⊥ 𝛣𝛣𝛣𝛣 ⫽ 𝛤𝛤𝛤𝛤 ⇒ 𝛫𝛫𝛫𝛫 ⊥ 𝛤𝛤𝛤𝛤. 

Από το ισοσκελές τρίγωνο 𝛣𝛣𝛣𝛣𝛣𝛣 έχουμε: 𝛤𝛤�1 + 𝛤𝛤�2 = 180° − 2𝑥𝑥�. 

Η γωνία 𝛣𝛣𝛫𝛫�𝛤𝛤 = 𝑧̂𝑧 είναι η αντίστοιχη επίκεντρη της 𝛣𝛣𝛦𝛦�𝛤𝛤 = 𝑥𝑥� (στο περιγεγραμμένο κύκλο 
του ισοσκελούς τριγώνου 𝛣𝛣𝛣𝛣𝛣𝛣), άρα 𝑧̂𝑧 = 2𝑥𝑥� και κατά συνέπεια 𝛤𝛤�1 + 𝛤𝛤�2 = 180° − 𝑧̂𝑧. 

Η γωνία 𝛣𝛣𝛫𝛫�𝛤𝛤 = 𝑧̂𝑧  είναι εγγεγραμμένη στον περιγεγραμμένο κύκλο του τριγώνου 𝛣𝛣𝛣𝛣𝛣𝛣 και 
η μη κυρτή γωνία  𝛣𝛣𝛭𝛭�𝛤𝛤 = 2𝑧̂𝑧  είναι η αντίστοιχη επίκεντρη. 

Αν θέσουμε 𝛤𝛤�3 = 𝜔𝜔�, τότε από το ισοσκελές τρίγωνο 𝛭𝛭𝛭𝛭𝛭𝛭 έχουμε: 

2𝜔𝜔� + 𝑦𝑦� = 180° ⇔ 2𝜔𝜔� + 360° − 2𝑧̂𝑧 = 180° ⇔ 𝜔𝜔� = 𝑧̂𝑧 − 90°. 

Άρα 𝛤𝛤�1 + 𝛤𝛤�2 +  𝛤𝛤�3 = 180° − 𝑧̂𝑧 + 𝑧̂𝑧 − 90° = 90°. 

 
 
 
 



Γ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 
 
Πρόβλημα 1 
Να λύσετε στους πραγματικούς αριθμούς την εξίσωση 

( )( ) ( )( )22 41 2 2 1 4a x x a x− + + = + + , 
για τις διάφορες τιμές της πραγματικής παραμέτρου a . 
 
Λύση 
 Επειδή ( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 24 2 2 2 2 2 2 24 2 4 4 2 2 2 2 2 2x x x x x x x x x x+ = + + − = + − = + + − +  η 
εξίσωση είναι ισοδύναμη με την                       

                              

( )( ) ( )( )( )
( )( ) ( )( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

22 2 2

2 2

22

2 2

2 2

1 2 2 1 2 2 2 2

1 2 2 1 2 2

(αφού 2 2 1 1 0 για κάθε )

1 2 1 2 1 1 2 1 2 1

2 4 4 0 2 2 0.

a x x a x x x x

a x x a x x

x x x x

a x a x a a x a x a

x ax x ax

− + + = + + + − +

⇔ − + + = + − +

+ + = + + > ∈

⇔ − + − + − = + − + + +

⇔ − + = ⇔ − + =

  

Η τελευταία  εξίσωση έχει διακρίνουσα            
( ) ( )2 24 8 4 2 0 2 , 2 2, .a a a a  ∆ = − = − ≥ ⇔ ≥ ⇔ ∈ −∞ − ∪ +∞   

Επομένως, αν ( ), 2 2,a  ∈ −∞ − ∪ +∞   η εξίσωση έχει ρίζες στο   και συγκεκριμένα:  

• Αν ( ) ( ), 2 2, ,a∈ −∞ − ∪ +∞  έχει δύο ρίζες στο  , τις 2 2x a a= ± −  . 

• Αν 2,a = ±  τότε η εξίσωση έχει μία διπλή ρίζα στο  , την 2.x a= = ±    

 
Πρόβλημα 2 
Δίνεται η συνάρτηση ( ) ( ) ( )2 3 ,f x x x x xσυν συν συν= + + ∈ .  Να εξετάσετε, αν 

υπάρχει πραγματικός αριθμός 0T >  τέτοιος ώστε        
                                               ( ) ( ) , για κάθε .f x T f x x+ = ∈  
  
Λύση 
Έστω υπάρχει πραγματικός αριθμός 0T >  τέτοιος ώστε ( ) ( ) , για κάθε .f x T f x x+ = ∈  
Τότε για 0x = προκύπτει ότι  
                             ( ) ( ) ( ) ( )0 2 3 3f T f T T Tσυν συν συν= ⇒ + + =                (1) 
Η σχέση (1) μπορεί να αληθεύει μόνον όταν είναι: 

( ) ( )1, 2 1, 3 1 2 , 2 2 , 3 2 , , , .T T T T T Tσυν συν συν κπ λπ µπ κ λ µ= = = ⇔ = = = ∈  

Από τις ισότητες 2 , 2 2T Tκπ λπ= = λαμβάνουμε με διαίρεση κατά μέλη ότι 2,λ
κ
=  

που είναι άτοπο γιατί ο αριθμός 2  είναι άρρητος, ενώ ο αριθμός λ
κ

 είναι ρητός. 

 
 



Πρόβλημα 3 
Δίνεται τραπέζιο 𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢  (𝛢𝛢𝛢𝛢 ⫽ 𝛤𝛤𝛤𝛤 𝜅𝜅𝜅𝜅𝜅𝜅 𝛢𝛢𝛢𝛢 < 𝛤𝛤𝛤𝛤) και έστω 𝛰𝛰 το σημείο τομής των 
διαγώνιων του 𝛢𝛢𝛢𝛢 και 𝛣𝛣𝛣𝛣. Έστω ακόμη 𝛫𝛫  το κέντρο του περιγεγραμμένου κύκλου 𝐶𝐶1 του 
τριγώνου 𝛰𝛰𝛰𝛰𝛰𝛰 και 𝛭𝛭 το κέντρο του περιγεγραμμένου κύκλου 𝐶𝐶2 του τριγώνου 𝛰𝛰𝛰𝛰𝛰𝛰. Αν 𝛦𝛦 
είναι το σημείο τομής των ευθειών 𝛫𝛫𝛫𝛫 και 𝛭𝛭𝛭𝛭 και 𝛧𝛧 είναι το σημείο τομής των 𝛫𝛫𝛫𝛫 και 
𝛭𝛭𝛭𝛭, να αποδείξετε ότι τα σημεία 𝛫𝛫,𝛰𝛰,𝛭𝛭 καθώς και το μέσο της 𝛦𝛦𝛦𝛦  βρίσκονται επάνω 
στην ίδια ευθεία. 

Λύση 
Από την παραλληλία των βάσεων του τραπεζίου, προκύπτουν (ως εντός εναλλάξ) οι 
ισότητες γωνιών: 𝛢̂𝛢2 = 𝛤𝛤�2 = 𝑦𝑦� και 𝛣𝛣�2 = 𝛥̂𝛥2 = 𝑥𝑥�      (1). 

 
Σχήμα 5 

 
Η γωνία 𝛫𝛫�1 είναι η αντίστοιχη επίκεντρη της 𝛣𝛣�2  (στο κύκλο  𝐶𝐶1) οπότε: 

𝛫𝛫�1 = 2𝛣𝛣�2 = 2𝑥𝑥�. 
Η γωνία 𝛭𝛭�1 είναι η αντίστοιχη επίκεντρη της 𝛥̂𝛥2  (στο κύκλο  𝐶𝐶2) οπότε: 

𝛭𝛭�1 = 2𝛥̂𝛥2 = 2𝑥𝑥�. 
Από τις δύο τελευταίες ισότητες γωνιών έχουμε: 𝛫𝛫�1 = 𝛭𝛭�1 = 2𝑥𝑥�          (2). 
Με ανάλογο τρόπο αποδεικνύουμε ότι:𝛫𝛫�2 = 𝛭𝛭�2 = 2𝑦𝑦�          (3). 
Από το ισοσκελές τρίγωνο ΚΑΒ  έχουμε: 

𝛭𝛭�1 + 𝛭𝛭�2 + 𝛢̂𝛢1 + 𝛣𝛣�1 = 180° ⇔ 2𝑥𝑥� + 2𝑦𝑦� + 𝜔𝜔� + 𝜔𝜔� = 180°. 
Άρα    𝛢̂𝛢1 = 𝛣𝛣�1 = 𝜔𝜔� = 90° − 𝑥𝑥� − 𝑦𝑦�. 
Από το ισοσκελές τρίγωνο 𝛭𝛭𝛭𝛭𝛭𝛭 έχουμε: 

𝛫𝛫�1 + 𝛫𝛫�2 + 𝛤𝛤�1 + 𝛥̂𝛥1 = 180° ⇔ 2𝑥𝑥� + 2𝑦𝑦� + 𝜔𝜔� + 𝜔𝜔� = 180°. 
Άρα    𝛤𝛤�1 = 𝛥̂𝛥1 = 𝜔𝜔� = 90° − 𝑥𝑥� − 𝑦𝑦�. 
Από το τρίγωνο 𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢 έχουμε: 𝛢𝛢𝛰𝛰�𝛫𝛫 = 180° −𝜔𝜔� − 𝑦𝑦� − 2𝑥𝑥�. 
Από το τρίγωνο 𝛤𝛤𝛤𝛤𝛤𝛤 έχουμε: 𝛤𝛤𝛰𝛰�𝛭𝛭 = 180° − 𝜔𝜔� − 𝑦𝑦� − 2𝑥𝑥�. 
Από τις τελευταίες ισότητες έχουμε: 𝛢𝛢𝛰𝛰�𝛫𝛫 = 𝛤𝛤𝛰𝛰�𝛭𝛭. Άρα τα σημεία 𝛰𝛰,𝛫𝛫,𝛭𝛭 είναι 
συνευθειακά. 
Από τις ισότητες των γωνιών 𝛢̂𝛢1 = 𝛣𝛣�1 = 𝜔𝜔� = 𝛤𝛤�1 = 𝛥̂𝛥1 και την παραλληλία 
 𝛢𝛢𝛢𝛢 ⫽ 𝛤𝛤𝛤𝛤 συμπεραίνουμε ότι το τετράπλευρο 𝛫𝛫𝛫𝛫𝛫𝛫𝛫𝛫 είναι παραλληλόγραμμο, οπότε οι 
διαγώνιές του θα διχοτομούνται. 
 



Πρόβλημα 4 
Αν οι θετικοί ακέραιοι αριθμοί , ,p q r  με  p q r> >  είναι πρώτοι, να εξετάσετε, αν οι 

αριθμοί 3 3 32018 , 2018 ,pq qr rp  μπορούν να ανήκουν στην ίδια αριθμητική πρόοδο.  

 
Λύση 
Ας υποθέσουμε ότι μπορούν να ανήκουν στην ίδια αριθμητική πρόοδο. Τότε γράφουμε: 

3 3 3, 2018 , 2018rp a pq a kd qr a md= = + = + , ,m k Z∈  
Αντικαθιστώντας το a  παίρνουμε τις σχέσεις 
                                 3 32018pq rp kd= +  και 3 32018qr rp md= + ,  
οπότε απαλείφοντας το d  παίρνουμε: 

                       3 3 32018 2018 ( )m pq k qr m k rp− = − .                  (1) 
Υψώνοντας στον κύβο την (1) παίρνουμε: 

3 3 2 2 33 3 32018 2018 3 2018 ( 2018 2018 ) ( )m pq k qr mk q pr m pq k qr m k rp− + − = −  
Η τελευταία λόγω της (1) γράφεται:  

3 3 2 2 2 2 332018 2018 3 ( ) 2018 ( )m pq k qr mk m k q p r m k rp− + − = − . 

Αυτό σημαίνει ότι ο αριθμός 2(2018 )pqr  πρέπει να είναι τέλειος κύβος. Όμως στο
2018 2 1009pqr pqr= ⋅ ⋅ κάθε πρώτος μπορεί να εμφανιστεί σε δύναμη το πολύ 2, αφού 
p q r> > ,  άρα δεν είναι τέλειος κύβος.  
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Ενδεικτικές λύσεις 
 

Β΄ ΓΥΜΝΑΣΙΟΥ 
 
 
Πρόβλημα 1. 
Να βρείτε την τιμή της παράστασης:  

2 2 2 2

2 2

3 3 13
10

3

   
 

    
       

   
, 

αν δίνεται ότι: 3


 . 

 
Λύση 
1ος Τρόπος  

Επειδή 3


 , συμπεραίνουμε ότι 3  . Επομένως έχουμε: 

      

 

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

2 2

3 3 13 3 9 9 3 13
10 10

3 9 3

12 6 13 2 13 15
10 12 10 2 10.

9 3 3 3 3

       
   

 
 

          
               

       
                   

    

         

 
2ος Τρόπος  

Επειδή 3


 , συμπεραίνουμε ότι 

1

3



 . Επομένως έχουμε: 

  

     

2 22 2 2 2

2 2

2
2

3 3 13 13
10 3 10 1 3

3 3

1 13 3 13
3 3 10 1 3 3 9 10 1 2 5 10.

3 3 9 3

     
   

                                          
                             

 

 
 
 



Πρόβλημα 2 
Στο διπλανό σχήμα το τρίγωνο ΑΒΓ είναι 

ισοσκελές με     και ˆˆ 2 .    Το 
τετράπλευρο ΑΓΔΕ είναι τετράγωνο. 

(α) Να βρείτε πόσες μοίρες είναι η γωνία ˆ .   

(β) Να βρείτε πόσες μοίρες είναι οι γωνίες ˆ  

και ˆ .   
Σημείωση: Να κάνετε το δικό σας σχήμα στο 
φύλλο με τις απαντήσεις σας. 
 
Λύση 
(α) Επειδή το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές με  

   έπεται ότι ˆˆ ˆ 2     , οπότε από τη σχέση ˆ ˆ ˆ 180    έπεται ότι: 
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 2 180 5 180 36            . 

Το τρίγωνο ΑΒΕ είναι ισοσκελές, αφού       και ισχύει ότι     
ˆ ˆ ˆ 36 90 126        ,  

οπότε θα είναι 
ˆ180 180 126ˆ 27

2 2

 
   

  
  .        

 

Σχήμα 1 

(β) Το τρίγωνο ΑΓΔ είναι ορθογώνιο ισοσκελές με ορθή γωνία ˆ 90   , οπότε οι οξείες 

γωνίες του θα είναι 45  η καθεμία, δηλαδή ˆ 45   . Επομένως είναι 

                                      ˆ ˆ ˆ 36 45 81        . 

Ομοίως, από το ορθογώνιο ισοσκελές τρίγωνο ΑΓΕ με ˆ 90  προκύπτει ότι: 
ˆ 45 ,    οπότε  ˆ ˆ ˆ 45 27 18         . 

 
Πρόβλημα 3 
Για τη φωταγώγηση μιας πλατείας, σχήματος ορθογωνίου παραλληλεπιπέδου, 
τοποθετήθηκαν περιμετρικά 182 κολώνες φωτισμού. Τέσσερις από αυτές τοποθετήθηκαν 
στις γωνίες τις πλατείας. Στη συνέχεια τοποθετήθηκαν και οι υπόλοιπες 178 στην 
περίμετρο της πλατείας έτσι ώστε κάθε δύο διαδοχικές κολώνες απέχουν τέσσερα μέτρα. 
Επίσης διαπιστώθηκε ότι η μεγαλύτερη πλευρά της πλατείας είχε διπλάσιες κολώνες από 
τη μικρή πλευρά, όπου σε κάθε πλευρά μετράμε και τις κολώνες στις γωνίες. Να βρεθούν 



τα μήκη των πλευρών της πλατείας. Σημείωση: Θεωρείστε τις κολώνες πάνω στις πλευρές 
της πλατείας ως σημεία. 
 
Λύση  
Ας υποθέσουμε ότι η μικρή πλευρά του ορθογωνίου είναι   μέτρα και η μεγάλη   μέτρα.  

Τότε αφού κάθε δύο κολώνες απέχουν 4 μέτρα, η μικρή πλευρά θα έχει 1
4


  κολώνες, 

συμπεριλαμβανομένων των γωνιών.  

Ομοίως η μεγάλη πλευρά θα έχει 1
4


  κολώνες, συμπεριλαμβανομένων και των γωνιών,  

οπότε, αφού η μεγάλη πλευρά έχει διπλάσιες κολώνες από τη μικρή, θα έχουμε ότι  

1 2 1 2 4
4 4

          
 

. 

Όμως συνολικά οι κολώνες είναι 182 και απέχουν τέσσερα μέτρα μεταξύ τους, οπότε η 
περίμετρος του ορθογωνίου είναι 182 4 728  , δηλαδή 2 2 728 364a       .  

Επομένως, με αντικατάσταση της τιμής του  , έχουμε: 

2 364 3 4 364 120.b            και 244  . 

 
Πρόβλημα 4  
(α) Να προσδιορίσετε το μικρότερο δυνατό θετικό ακέραιο του οποίου τα ψηφία έχουν 
γινόμενο τον αριθμό 12600. 
(β) Να προσδιορίσετε το μικρότερο δυνατό εξαψήφιο ακέραιο του οποίου τα ψηφία έχουν 
γινόμενο τον αριθμό 12600. 
Λύση 
(α) Για να διαπιστώσουμε ποια ψηφία πρέπει να χρησιμοποιήσουμε αναλύουμε τον 

ακέραιο 12600 σε γινόμενο πρώτων παραγόντων. Έχουμε: 3 2 212600 2 3 5 7     , οπότε 
πρέπει να χρησιμοποιήσουμε κατάλληλα όλους τους ακέραιους:   2,  2,  2,  3,  3,  5,  5,  7, 
χωρίς να αποκλείεται το ψηφίο 1, αφού δεν επηρεάζει το γινόμενο των ψηφίων. 
Προφανώς ο οκταψήφιος ακέραιος 22233557 έχει γινόμενο ψηφίων 126000. Επειδή 
ζητάμε το μικρότερο δυνατό ακέραιο με την ιδιότητα αυτή, θα εξετάσουμε τη δυνατότητα  
να βρούμε τρόπους μείωσης του αριθμού των ψηφίων που θα χρησιμοποιήσουμε. Αυτό 
μπορεί να γίνει, αν χρησιμοποιήσουμε ψηφία που προέρχονται από γινόμενα των 
παραπάνω αριθμών και ειδικότερα από γινόμενα των πέντε πρώτων στη σειρά ακέραιων. 
Αυτά είναι το 8 2 2 2    και το 9 3 3    που είναι και ο ελάχιστος δυνατός αριθμός 
τέτοιων ψηφίων. Έτσι λαμβάνουμε τον πενταψήφιο ακέραιο Α = 55789  ως τον μικρότερο 
δυνατό ακέραιο του οποίου τα ψηφία έχουν γινόμενο 12600. Άλλη δυνατότητα είναι να 
πάρουμε τρία ψηφία 2, 4 2 2, 9 3 3 ή 2, 6 2 3, 6 2 3.         Τότε όμως προκύπτει 

εξαψήφιος ακέραιος που είναι μεγαλύτερος από τον πενταψήφιο 55789. 
(β) Σκεπτόμενοι ομοίως με το ερώτημα (α), για την εύρεση εξαψήφιου ακέραιου έχουμε τις 
δυνατότητες των ακέραιων 245599 ή 255669. Όμως υπάρχει και η δυνατότητα 
χρησιμοποίησης του ψηφίου 1 στην αρχή του ακέραιου 55789, οπότε προκύπτει ο 
ακέραιος 155789  που είναι μικρότερος από τους δύο προηγούμενους. 

 



 

Γ΄ ΓΥΜΝΑΣΙΟΥ 
 
Πρόβλημα 1. 
Να βρείτε την τιμή της παράστασης  

3 3 3 3              , 

αν δίνεται ότι  
3

2

3

1 1
, 2 ,

2 2
         

 
. 

 
Λύση 

Έχουμε ότι:  
 

3
2

2 3

1 1 1 1 1 1
, 2 , ,

2 8 4 2 82
               

  
  

οπότε θα είναι 

       

3 3 3

3 3 3

3 3 3 23 3 3 2 3 2 2 2 3

9 6 9 2 6 9

3

1 1 1 1 1 1 1 1 1
3

8 4 8 8 4 8 8 4 8

1 1 1 3 1 1 1 1 1 1 3 1

8 4 8 4 8 8 4 8 42 2 2 2 2

1 1 1 3 1 2 1

2 2 2 2 2 4 2 2

             

                                                  
                 

             
 

        
 6 8 8 6 8

8

3 1 1 1 3 1

2 4 2 2 2 4
1 4 3 1 1

.
2 4 4

      

  
  

 

         
Πρόβλημα 2  
(α) Να προσδιορίσετε το μικρότερο δυνατό θετικό ακέραιο του οποίου τα ψηφία έχουν 
γινόμενο τον αριθμό 63000. 
(β) Να προσδιορίσετε το μικρότερο δυνατό επταψήφιο ακέραιο του οποίου τα ψηφία έχουν 
γινόμενο τον αριθμό 63000. 
(γ) Μπορούμε να βρούμε το μεγαλύτερο δυνατό ακέραιο του οποίου τα ψηφία έχουν 
γινόμενο τον αριθμό 63000; 
 
Λύση 
(α) Για να διαπιστώσουμε ποια ψηφία πρέπει να χρησιμοποιήσουμε αναλύουμε τον 

ακέραιο 63000 σε γινόμενο πρώτων παραγόντων. Έχουμε: 3 2 363000 2 3 5 7     , οπότε 
πρέπει να χρησιμοποιήσουμε κατάλληλα όλους τους ακέραιους:   2,  2,  2,  3,  3,  5,  5, 5, 7, 
χωρίς να αποκλείεται το ψηφίο 1, αφού δεν επηρεάζει το γινόμενο των ψηφίων. 
Προφανώς ο ακέραιος 222335557 έχει γινόμενο ψηφίων 630000. Επειδή ζητάμε το 
μικρότερο δυνατό ακέραιο με την ιδιότητα αυτή, θα πρέπει να βρούμε τρόπους μείωσης 
του αριθμού των ψηφίων που θα χρησιμοποιήσουμε. Αυτό μπορεί να γίνει, αν 
χρησιμοποιήσουμε ψηφία που προέρχονται από γινόμενα των παραπάνω αριθμών και 
ειδικότερα από γινόμενα των πέντε πρώτων στη σειρά ακέραιων. Αυτά είναι το 8 2 2 2    
και το 9 3 3    που είναι και ο ελάχιστος δυνατός αριθμός τέτοιων ψηφίων. Άλλη 
δυνατότητα είναι να πάρουμε τρία ψηφία  2, 4 2 2, 9 3 3 ή 2, 6 2 3, 6 2 3        . 



Έτσι λαμβάνουμε τον πενταψήφιο ακέραιο 5Α = 55 789  ως τον μικρότερο δυνατό ακέραιο 
του οποίου τα ψηφία έχουν γινόμενο 63000. 

(β) Σκεπτόμενοι ομοίως με το ερώτημα (α), για την εύρεση εξαψήφιου ακέραιου έχουμε τις 
δυνατότητες των ακέραιων 2455599 ή 2555669. Όμως υπάρχει και η δυνατότητα 
χρησιμοποίησης του ψηφίου 1 στην αρχή του ακέραιου 555789, οπότε προκύπτει ο 
ακέραιος 5155 789  που είναι μικρότερος από τους δύο προηγούμενους. 

(γ) Αν υποθέσουμε ότι βρήκαμε το μεγαλύτερο δυνατό ακέραιο Α του οποίου τα ψηφία 
έχουν γινόμενο τον αριθμό 63000, τότε διαπιστώνουμε ότι υπάρχει ακέραιος μεγαλύτερος 
από τον Α που ικανοποιεί την ίδια ιδιότητα. Αυτός προκύπτει από τον Α με τοποθέτηση 
στο τέλος του ενός επιπλέον ψηφίου ίσου με το 1. Αυτό είναι άτοπο, από την υπόθεση για 
τον ακέραιο Α. 

 
Πρόβλημα 3 
Στο διπλανό σχήμα δίνεται ο κύκλος διαμέτρου 2R    

και η γωνία ˆ 90 .    Οι ευθείες ΑΔ και ΒΓ τέμνονται στο  
σημείο Ζ, ενώ οι ευθείες ΑΓ και ΒΔ τέμνονται στο σημείο Ε. 

(α) Βρείτε πόσες μοίρες είναι οι γωνίες ˆ  και ˆ . 
(β) Να αποδείξετε ότι: 2R  .    
Σημείωση: Να κάνετε στο φύλλο των απαντήσεων σας το δικό 
σας σχήμα. 
 
Λύση 

(α) Οι γωνίες ˆ  και ˆ είναι εγγεγραμμένες στον κύκλο κέντρου Ο και ακτίνας R και 

βαίνουν στο τόξο    στο οποίο βαίνει και η επίκεντρη γωνία  ˆ 90 .    Άρα είναι 

ˆ  = 
ˆ 90ˆ 45 .
2 2


   


  

 
Σχήμα 2 

 



(β) Επειδή ˆ 90    και ˆ 45   , το τρίγωνο  ΑΓΖ είναι ορθογώνιο ισοσκελές με 

.    Επειδή ˆ 180 90      και ˆ ˆ 45     , το τρίγωνο  ΒΓΕ είναι 
ορθογώνιο ισοσκελές με .    
Έτσι τα ορθογώνια τρίγωνα ΑΒΓ και ΓΕΖ έχουν τις δύο κάθετες πλευρές του ίσες μία προς 
μία, δηλαδή μία κάθετη πλευρά ίση     και .    Επομένως τα τρίγωνα είναι 
ίσα, οπότε θα έχουν και 2R    . 
 
Πρόβλημα 4 
Έχουμε πέντε κάρτες Α, Β, Γ, Δ, Ε που πάνω σε καθεμία από αυτές είναι γραμμένος ένας 
θετικός ακέραιος. Με αυτές τις κάρτες σχηματίζονται συνολικά δέκα διαφορετικές τριάδες. 
Για καθεμία από αυτές τις τριάδες, καταγράφουμε το άθροισμα των τριών καρτών.   
Διαπιστώνουμε ότι προκύπτουν δύο μόνο διαφορετικά αθροίσματα, το 15 και το 13. Να 
προσδιορίσετε τους δυνατούς αριθμούς των πέντε καρτών. 
 
Λύση 
Επειδή τα δυνατά αθροίσματα των τριάδων είναι μόνο δύο, το 15 και το 13 συμπεραίνουμε 
ότι δεν μπορούν να υπάρχουν τρεις κάρτες με διαφορετικούς αριθμούς.  
Πράγματι, αν υπήρχαν τρεις κάρτες με διαφορετικούς μεταξύ τους αριθμούς , έστω , ,x y z  
και οι άλλες δύο κάρτες είχαν τους αριθμούς και ,   τότε θα είχαμε συνολικά τρία 
διαφορετικά αθροίσματα της μορφής , , ,x y z            το οποίο είναι 
αντίθετο στην υπόθεση. 
Επίσης συμπεραίνουμε ότι δεν είναι δυνατόν όλες οι κάρτες να έχουν τον ίδιο αριθμό, γιατί 
τότε θα είχαμε ένα μόνο δυνατό άθροισμα τριάδων. 
Επομένως πάνω στις κάρτες υπάρχουν δύο διαφορετικοί θετικοί ακέραιοι, έστω ,x y  , με 

.x y  Τότε τα δυνατά αθροίσματα τριάδων, διατεταγμένα από το μεγαλύτερο προς το 
μικρότερο, είναι: 

3 2 2 3 .x x x x x x y x y x y y x y y y y y                  
Επειδή τα δυνατά αθροίσματα είναι μόνο δύο, παρατηρούμε ότι ο αριθμός y  πρέπει να 
υπάρχει μία μόνο φορά, γιατί: 

 Αν το y  υπάρχει σε τέσσερις  κάρτες, τότε το x  θα υπάρχει μόνο σε μία κάρτα και 

τα δυνατά αποτελέσματα τριάδων θα είναι 2 15, 3 13x y y   , που δεν δίνει 

ακέραιες τιμές για τα ,x y .  

 Αν το y  υπάρχει σε τρεις  κάρτες, τότε το x  θα υπάρχει σε δύο κάρτες και τα 

δυνατά αποτελέσματα τριάδων θα είναι 2 2 3x y x y y    , δηλαδή τρία 

διαφορετικά.  

 Αν το y  υπάρχει σε δύο  κάρτες, τότε το x  θα υπάρχει σε τρεις κάρτες και τα 

δυνατά αποτελέσματα τριάδων θα είναι 3 2 2x x y x y    , δηλαδή τρία 

διαφορετικά. 

Επομένως,  τα δυνατά αθροίσματα είναι τα :                                                  
3 , 2 , με 3 2 ,x x x x x x y x y x x y          

οπότε έχουμε: 
3 15, 2 13 5, 3.x x y x y       

Επομένως, μία κάρτα έχει τον αριθμό 3 και οι υπόλοιπες τέσσερις έχουν τον αριθμό 5. 



 
 
 

Α΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 
 
Πρόβλημα 1 
Αν οι θετικοί πραγματικοί αριθμοί ,    είναι τέτοιοι ώστε:  3 3 2       , 

να υπολογίσετε την τιμή της παράστασης: 
2 2

2 2

 
 

    . 

Λύση 
Έχουμε ότι: 

      

  

3 3 2 2

0
2 2 2 2

2
0

2 2

3 0 3 0

3 5
3 1 0 .

2

 



            

       

  
  

 



        

        

    
        

   

 

Επειδή το γινόμενο των ριζών της εξίσωσης 
2

3 1 0
 
 

   
     

   
 ισούται με 1, έπεται ότι 

οι αριθμοί 1 2

3 5 3 5
και

2 2

  
 

 
     (ή με αντίστροφη σειρά) είναι οι δύο 

ρίζες της εξίσωσης 
2

3 1 0
 
 

   
     

   
με άθροισμα 1 2 3   . Επομένως, έχουμε: 

2 222 2
2

2 2
2 3 2 7

     
     

                  
    

 

 
 
Πρόβλημα 2 

Οι θετικοί ακέραιοι ݊,݉ είναι τέτοιοι, ώστε οι αριθμοί  
50

3 2n 
 και 

243

4 1m 
 να είναι θετικοί 

ακέραιοι. 
(α) Να βρεθεί η μέγιστη τιμή που μπορεί να πάρει η παράσταση 

   2 1 3 2 7A n m     . 

 (β) Να βρεθεί η ελάχιστη τιμή που μπορεί να πάρει η παράσταση:  
2

2

162

3721

m
B

n
  . 

              

Λύση 
Οι θετικοί διαιρέτες του 50 είναι οι αριθμοί 1, 2, 5, 10, 25, 50,  οπότε ο 3݊ െ 2 είναι 
κάποιος από αυτούς, οπότε ο 3݊ είναι κάποιος από τους 3, 4, 7, 12, 27, 52 οπότε οι πιθανές 
τιμές του ݊, αφού είναι θετικός ακέραιος, είναι 1, 4, 9.  
Οι θετικοί διαιρέτες του 243 ൌ 3ହ είναι οι αριθμοί 1, 3, 9, 27, 81, 243 οπότε ο 4݉ െ 1 
είναι κάποιος από αυτούς, οπότε ο 4݉ είναι κάποιος από τους 2, 4, 10, 28, 82, 244,  οπότε 
οι πιθανές τιμές του ݉ είναι 1, 7, 61.  



(α) Η παράσταση    2 1 3 2 7 2 3 3A n m n m         παίρνει τη μεγαλύτερη δυνατή 

τιμή της όταν ο ακέραιος n  πάρει τη μεγαλύτερη δυνατή τιμή του και ο ακέραιος m  πάρει 
τη μικρότερη δυνατή τιμή του. Τότε είναι: max 2 9 3 1 3 18A       .  
 

(β) Έχουμε ότι 
2

2

162

3721

m
B

n
  ,  οπότε η παράσταση Β παίρνει τη μικρότερη δυνατή τιμή 

της όταν ο ακέραιος n  πάρει τη μεγαλύτερη δυνατή τιμή του και ο ακέραιος m  πάρει 
επίσης τη μεγαλύτερη δυνατή τιμή του. Τότε έχουμε:  

2

2

162 61 162 3721
min 2 1 1.

9 3721 81 3721
B         

 
 
Πρόβλημα 3 
Να προσδιορίσετε τους μη μηδενικούς πραγματικούς αριθμούς , ,x y z  που ικανοποιούν τις 
εξισώσεις: 

2 2 2

3 3 5 5 140y x z y x z

xy yz zx x y z

  
  

 
. 

 
Λύση 
Οι δύο πρώτες εξισώσεις μπορούν να γραφούν: 

                       
1 3 3 5 5 1 1 5 1 3

, 3 , 5 .y x z x
x y y z z x x z x y
             

Τότε έχουμε: 

 

2 2 2 2 2 2 2 2 2

0
2

2 2

3 5 140 15 15 140 30 140

15 9 25 15 35

2 140 2 4
2 4 2 2 0 2.

35

x

z y x x x

yz x y z x x x x x x

x x x x x
x x x x



 
    

   

         
 

Άρα έχουμε: 2, 6, 10.x y z      
 
Πρόβλημα 4 

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με ˆ 60   . Η διάμετρος ΑΕ του περιγεγραμμένου κύκλου  O,C R   

του τριγώνου ΑΒΓ τέμνει την πλευρά ΒΓ στο σημείο Δ, έτσι ώστε 2   .  

(α) Να αποδείξετε ότι: ˆ 30     
(β) Να εκφράσετε το εμβαδόν του τετραπλεύρου ΑΒΕΓ συναρτήσει της πλευράς   . 
 
Λύση 



 
Σχήμα 3 

(α) Φέρουμε την     , οπότε το Κ είναι το μέσο της πλευράς ΒΓ και 
2 2


   . 

Επειδή 
2 1 2 1 3 3 3

      
      


 και 

2 3 6

  
        . 

Επίσης ˆ ˆˆ ˆ 90 90 90 60 30             , οπότε, αν φέρουμε ,    

από το ορθογώνιο τρίγωνο ΓΔΛ με ˆ 30    προκύπτει ότι η απέναντι κάθετη πλευρά 

ισούται με το μισό της υποτείνουσας, δηλαδή : 
2 6


    . 

Εναλλακτικά θα μπορούσαμε να χρησιμοποιήσουμε το ημίτονο τη γωνίας των 30  στο 

ορθογώνιο τρίγωνο ΓΔΛ, οπότε έχουμε: 
1

30 .
3 2 6

          

Επομένως, τα ορθογώνια τρίγωνα ΟΚΔ και ΟΛΔ έχουν δύο πλευρές τους ίσες μία προς μία 

(ΟΔ κοινή υποτείνουσα και    ), οπότε είναι ίσα. Άρα θα έχουν ˆ ˆ    και 

αφού ˆ ˆ ˆ 60 ,        έπεται ότι ˆ ˆ ˆ30 30 .         

 
(β) Επειδή το τρίγωνο ΑΟΓ είναι ισοσκελές με ,R     και την εξωτερική του 

γωνία ˆ 30 ,    έπεται ότι 
ˆ 30ˆ ˆ 15
2 2


     


 . Επομένως θα είναι  

ˆ ˆ ˆ 60 15 45 .         
Τότε το τρίγωνο ΑΒΕ είναι ορθογώνιο ισοσκελές με ύψος την ακτίνα ΒΟ. Από το τρίγωνο 

ΟΚΓ προκύπτει η σχέση της ακτίνας R   με την πλευρά  , αφού είναι 
2

R
   και  

2 2 2 2
2 2 2 2 3

3.
2 2 4 4

R R
R R

                  
   

 

Το ύψος ΓΜ του τριγώνου ΑΓΕ παρατηρούμε προκύπτει από το ορθογώνιο τρίγωνο ΟΓΜ 

με ˆ 30    ότι είναι .
2 2

R
     

Για το εμβαδόν του τετραπλεύρου ΑΒΕΓ έχουμε: 



     

2 21 1 1 1 3
2 2 .

2 2 2 2 2 2 2

R R
R R R


                  

 
 

Β΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 
Πρόβλημα 1 

Να λύσετε στους πραγματικούς αριθμούς την εξίσωση: 
7

8 3
6

x
x x


   . 

Λύση 
Λόγω της ύπαρξης των απόλυτων τιμών θα εργαστούμε σε κατάλληλα διαστήματα που θα 
μας επιτρέπουν να αποφύγουμε τις απόλυτες τιμές. Παρατηρούμε πρώτα ότι, λόγω της  

απόλυτης τιμής στο πρώτο μέλος, πρέπει: 
7

0 7
6

x
x


    .  

Τότε η εξίσωση γίνεται: 

                                         
7 7

8 3 8 2
6 6

x x
x x x

 
                                       (1).  

Επειδή το πρόσημο του όρου 8 2x  αλλάζει εκατέρωθεν του 4, διακρίνουμε τις 
περιπτώσεις: 

(α) 7 4.x    Τότε   

7 41
(1) 8 2 48 12 7 13 41 4,

6 13

x
x x x x x


             

η οποία είναι δεκτή γιατί ανήκει στο διάστημα  7, 4 . 

(β) 4.x   Τότε 

7
(1) 2 8 12 48 7 11 55 5 4,

6

x
x x x x x


            δεκτή. 

Πρόβλημα 2 
Αν οι μη μηδενικοί πραγματικοί αριθμοί , ,x y z  ικανοποιούν τις ισότητες 
                                                2 3 5x y y z z x     , 
να βρείτε: 

(α)  Την τιμή των λόγων 
x

y
  και 

z

y
. 

(β) Τις τιμές των , ,x y z  για τις οποίες η παράσταση 2 2 2 2 144x y z y     παίρνει την 
ελάχιστη τιμή της. 
 
Λύση 
Αν θέσουμε  2 3 5 ,x y y z z x t       τότε έχουμε: 

2 2
5

3 2 6 2 31 5 .
31

5 6 30 6

x y t x y t
t

y z t y z t x t x

z x t z x t

      
                
         

 

Τότε λαμβάνουμε: 
5 26 13

2 2 2 ,
31 31 31

25 6
5 .

31 31

t t t
x y t y t y y

t t
z x t z t z

        

      
 



Επομένως έχουμε: 
5 6

,
13 13

x z

y y
   . 

(β) Εκφράζουμε την παράσταση συναρτήσει της μεταβλητής y , οπότε έχουμε: 

 
2 2

2 25 6 230
2 144 2 144

13 13 169
y y y y y y f y             

   
, 

Επειδή ο συντελεστής του 2y  είναι θετικός, η παράσταση παίρνει την ελάχιστη τιμή της 

για 
2 169

230 2302
169

y


  


 . Τότε είναι 
5 5 169 13 6 169 78 39

,
13 13 230 46 13 230 230 115

x y z        . 

      
Πρόβλημα 3  
Να προσδιορίσετε όλα τα ζεύγη  ,x y  που είναι λύσεις της εξίσωσης  

 2 6 9 0x x xy     

και ανήκουν στο ορθογώνιο  , : ,
2 2

D x y x y
          

 
 του Καρτεσιανού 

επιπέδου xy . 
 
Λύση 
Η δεδομένη εξίσωση γράφεται:  

  

       

     
 

 
 

   

2 2 2 2

2 2

6 9 0 6 9 0

3 0 3 1 0
3 3 0

3 0 0

3 3 3 3
ή ή

3 0 3 0 3 , 3 ,

x x xy x x xy xy xy

x xy x
x xy xy

xy xy

x x x x

y y y y

   


 

 

     

           
                                  

            
                      

   
3 3

ή , 3, , , 3, ,
3 3, ,

3 3

x x
x y ή x y

y y

    

     
                                 

 
 

 

Για να ανήκουν τα παραπάνω ζεύγη στο ορθογώνιο D  πρέπει       

                 3 3
, , 1, 0, 1

2 3 2 2 2

                   , 

οπότε προκύπτουν τα ζεύγη:     

 3, , 3, 0 , 3, .
3 3

          
   

 

 
Πρόβλημα 4 

Έστω ΑΒΓΔ τετράπλευρο εγγεγραμμένο σε κύκλο  1 O,C R  τέτοιο ώστε ˆˆ 90    

.Έστω Η το ορθόκεντρο του τριγώνου ΑΒΔ. Ο κύκλος  2 ,C    κέντρου Α και ακτίνας 

ΑΗ τέμνει τον κύκλο  1 O,C R στα σημεία Ι και Κ. Να αποδείξετε ότι:      . 

 
Λύση 



 

Σχήμα 4 
Τα τρίγωνα ΓΙΚ και ΓΚΑ είναι ορθογώνια, αφού η ΑΓ είναι διάμετρος και έχουν κοινή 
υποτείνουσα και    , ως ακτίνες του κύκλου  2 ,C   . Επομένως τα τρίγωνα 

αυτά είναι ίσα και θα έχουν και .     

Επειδή η ΒΚ είναι ύψος του τριγώνου ΑΒΔ, έχουμε ότι: ˆˆ 90 .     
Έχουμε επιπλέον ότι: 

                        

ˆ ˆ (εγγεγραμμένες που βαίνουν στο ίδιο τόξο)

ˆˆ (εγγεγραμμένες που βαίνουν στο ίδιο τόξο)

ˆ ˆ90 (γιατί ΓΖ ύψος του τριγώνου ).

  

  

  

  

Άρα είναι ˆˆ ˆ90 ,     οπότε τα σημεία Α, Η, Ε, Κ είναι συνευθειακά. 
Επειδή επιπλέον οι ευθείες ΒΚ και ΓΔ είναι παράλληλες, ως κάθετες προς την ευθεία ΑΔ, 
έπεται ότι το τετράπλευρο ΒΓΔΚ είναι τραπέζιο εγγεγραμμένο στον κύκλο  1 O,C R  και 

άρα ισοσκελές. Επομένως οι διαγώνιοι του ΓΚ και ΒΔ είναι ίσες. 
 
 

Γ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 
Πρόβλημα 1 
Να βρείτε πόσοι θετικοί ακέραιοι της μορφής      

5 4 3 210 10 10 10 10xxxabc x x x a b c             , 
όπου , , ,x a b c  ψηφία με 0x  , διαιρούνται με το 37. 
  
Λύση 
Ο ακέραιος Α μπορεί να γραφεί ως:                               

3 2 310 111 10 10 10 3 37 .37xxxabc x a b c x abc abc                 ,  
για κάθε  1, 2,....,9x . Από την παραπάνω σχέση προκύπτει η ισοδυναμία 

37 37 abc . 

Όμως όλοι οι το πολύ τριψήφιοι θετικοί ακέραιοι που διαιρούνται με το 37 είναι της 
μορφής 37 , ,    που ικανοποιούν τη σχέσεις 0 37 999  . Έχουμε 

0 37 999, 0 27,           . 
Επομένως υπάρχουν 28 θετικοί ακέραιοι με τρία το πολύ ψηφία που διαιρούνται με το 37 
και επειδή για το σχηματισμό των πρώτων τριών ψηφίων του Α υπάρχουν 9 δυνατές 



περιπτώσεις, προκύπτει ότι συνολικά υπάρχουν 9 28 252   θετικοί ακέραιοι της 
δεδομένης μορφής που διαιρούνται με το 37.  
 
Πρόβλημα 2 
Στο Καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων Oxy  οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων 

4 4 , 0y mx mx m        και 12y   ορίζουν κυρτό επίπεδο σχήμα του οποίου το 

εμβαδό ισούται με 20 τ. μ. Να προσδιορίσετε την τιμή της πραγματικής παραμέτρου 
0.m    

Λύση 

Η εξίσωση  4 4 , ,y mx mx m     παίρνει τη μορφή  

4 4 4 4
, 0,y m x m x m x x m

m m m m

 
            

 
 

οπότε θεωρώντας την τιμή του x  στα διαστήματα 
4 4 4 4

, , , και ,
m m m m

                 
 

έχουμε: 
4

2 ,

4 4
4 4 8, , 0.

4
2 ,

mx x
m

y mx mx x m
m m

mx x
m







  

        

 

 

Επομένως η γραφική παράσταση της παραπάνω συνάρτησης είναι μία τεθλασμένη γραμμή 

που φαίνεται στο παρακάτω σχήμα, με σημεία αλλαγής κατεύθυνσης τα 
4

, 8
m

   
 

 και 

4
, 8

a
  
 

 . Η εξίσωση 12y   ορίζει ευθεία παράλληλη προς τον άξονα x x  που τέμνει τον 

άξονα  y y  στο σημείο  0, 12 . Οι δύο γραφικές παραστάσεις τέμνονται στα σημεία 

6 6
, 12 και , 12 ,

m m
        
   

οπότε ορίζουν το ισοσκελές τραπέζιο ΑΒΓΔ με βάσεις 

μήκους 
8 12

και ,
m m

 ενώ το ύψος τους έχει μήκος 4. Επομένως το εμβαδόν του τραπεζίου 

ΑΒΓΔ είναι   40

m
    . Από την εξίσωση 

40
20 2.m

m
     



 
Σχήμα 5 

 
Πρόβλημα 3 

Δίνεται η αλγεβρική παράσταση: 
22 4 23 4 2 16 32x x x        

Να απλοποιήσετε την παράσταση Α και να βρείτε το πλήθος των πραγματικών  λύσεων της 
εξίσωσης 4,x    για κάθε τιμή της παραμέτρου   . 

 
Λύση 
Έχουμε 

   

     

222 4 2 2 4 2

2 2 22 2 2 2

3 4 2 16 32 3 4 2 8 16

3 4 2 4 4 4

x x x x x x

x x x x

           

       
 

Άρα είναι 
2

2
2

4, αν 2
4

4 , αν 2

x x
x

x x

        
 

Για την επίλυση της εξίσωσης 4,x     , διακρίνουμε τις περιπτώσεις: 

Περίπτωση 1. 2 ή 2.x x    Τότε η εξίσωση γίνεται:   

 2 24 4 4 8 0x x x x x             , η οποία έχει διακρίνουσα 
2 32 0    , οπότε η εξίσωση έχει δύο πραγματικές και άνισες λύσεις, 

2

1

32
,

2
x

  


2

2

32
,

2
x

  
  για κάθε τιμή   .  

Για τη λύση 
2

1

32
,

2
x

  
  ισχύει ότι: 

2 2
1 2 32 4 32 4 2x                 , 

γιατί η ανίσωση αληθεύει για κάθε 4  , ενώ για 4   είναι ισοδύναμη με την ανίσωση     

 22 2 232 4 32 8 16 8 16 2.                     

Για τη λύση 
2

1

32
,

2
x

  
  ισχύει ότι: 

2 2
1 2 32 4 32 (4 )x                 (αδύνατη), 



αφού η ανίσωση είναι αδύνατη για κάθε 4   , ενώ για 4    είναι ισοδύναμη με την 
ανίσωση     

 22 2 232 4 32 8 16 8 16 2,                   άτοπο. 

Επομένως η λύση 1x  είναι δεκτή για 2    και ανήκει στο διάστημα  2,  . 

Για τη λύση 
2

2

32
,

2
x

  
  ισχύει ότι: 

2 2
2 2 32 4 32 4x              (αδύνατη), 

αφού η ανίσωση είναι αδύνατη για κάθε 4  , ενώ για 4   είναι ισοδύναμη με την 
ανίσωση     

 22 2 232 4 32 8 16 8 16 2,                     άτοπο. 

Για τη λύση 
2

2

32
,

2
x

  
  ισχύει ότι: 

2 2
2 2 32 4 32 4x               , 

η οποία αληθεύει για κάθε 4   , ενώ για 4    είναι ισοδύναμη με την ανίσωση     

 22 2 232 4 32 8 16 8 16 2.                   

Επομένως η λύση 2x  είναι δεκτή για 2    και ανήκει στο διάστημα  , 2  . 

Άρα η εξίσωση 4,x      έχει: 

 δύο λύσεις στο σύνολο    , 2 2,   , όταν 2 2      

 μία λύση στο σύνολο    , 2 2,   , όταν 2 ή 2.       

Περίπτωση 2. 2 2x    . Τότε η εξίσωση γίνεται: 
2 24 4 4 0 0 (δεκτή)ή .x x x x x x x                  

Η λύση x    είναι δεκτή, εφόσον 2 2 2 2.           
Επομένως η εξίσωση 4,x      έχει: 

 τέσσερις πραγματικές λύσεις για 2 2, 0      

 τρεις πραγματικές λύσεις για 0   
 δύο πραγματικές λύσεις για 2 ή 2.      

 μία πραγματική λύση για 2 ή 2.      

 
Πρόβλημα 4 

Θεωρούμε τετράπλευρο ΑΒΓΔ τέτοιο ώστε ˆ ˆ 90      και      . Η 
παράλληλη ευθεία προς την πλευρά ΑΔ από το μέσο Ε της πλευράς ΓΔ τέμνει την πλευρά 
ΑΒ στο σημείο Ζ. Ο περιγεγραμμένος κύκλος του τριγώνου ΓΔΖ τέμνει τις ευθείες ΑΔ και 
ΒΓ στα σημεία Κ και Λ, αντίστοιχα. Αν οι ευθείες ΓΚ και ΔΛ τέμνονται στο σημείο Θ και 
οι ευθείες ΑΔ και ΒΓ τέμνονται στο σημείο Μ, να αποδείξετε ότι η ευθεία ΜΘ είναι 
κάθετη προς την ευθεία ΓΔ. 
Λύση 



 
Σχήμα 6 

 
Φέρουμε τη ΓΗ παράλληλη προς τη ΑΔ που τέμνει την ΑΒ στο σημείο Η. Τότε  

     
ˆˆ (εντός εκτός και επί τα αυτά στις παράλληλες και )

ˆ ˆ (από υπόθεση).

    

  
 

Επομένως είναι: 

                                            ˆ ˆ      .                                     (1) 
Επειδή το Ε είναι μέσο της πλευράς ΔΓ του τραπεζίου ΑΒΓΔ και η ΕΖ είναι παράλληλη 
στις βάσεις, θα έχουμε  

                                     
(1)

2 2 2

ό      
    . 

Επομένως στο τρίγωνο ΓΔΖ η διάμεσος ΖΕ ισούται με το μισό της πλευρά στην οποία 

αντιστοιχεί, οπότε το τρίγωνο είναι ορθογώνιο στο Ζ, δηλαδή ˆ 90   . 
Επιπλέον, η ΓΖ είναι διάμετρος του περιγεγραμμένου κύκλου του τριγώνου ΓΔΖ, οπότε 

ˆ90    . 
Επομένως οι ΓΚ και ΔΛ είναι ύψη στο τρίγωνο ΜΔΓ, οπότε το σημείο τομής τους Θ είναι 
το ορθόκεντρο του τριγώνου ΜΔΓ. Άρα θα είναι .     
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ΕΠΙΤΡΟΠΗ ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΩΝ 

80ος ΠΑΝΕΛΛΗΝΙΟΣ ΜΑΘΗΤΙΚΟΣ ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΟΣ 
ΣΤΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ “Ο ΕΥΚΛΕΙΔΗΣ” 

18 Ιανουαρίου 2020 
 

Ενδεικτικές λύσεις 
 

Β΄ ΓΥΜΝΑΣΙΟΥ 
 
Πρόβλημα 1 
Να προσδιορίσετε όλους τους πενταψήφιους θετικούς ακέραιους της μορφής  

4 3 20 10 10 0 10 10               , 
όπου , , ,     ψηφία με 0        , οι οποίοι είναι κοινά πολλαπλάσια του 9 και 
του 4. 
 
Λύση 
Ένας ακέραιος είναι πολλαπλάσιο του 9, όταν τα άθροισμα των ψηφίων του είναι 
πολλαπλάσιο του 9. Επομένως τα ψηφία , , ,    αρκεί να ικανοποιούν την εξίσωση:        

.9        . 
Επειδή 0        έπεται ότι 10 30        , οπότε η παραπάνω εξίσωση 
γίνεται: 

             
         

      

18, 0 ή 27, 0

, , , { 1,2,6,9 , 1,2,7,8 , 1,3,5,9 , 1,3,6,8 . 1,4,5,8 , 1,4,6,7 ,

2,3,4,9 , 2,3,5,8 , 2,3,6,7 , 2,4,5,7 , 3,4,5,6 }

ή , , , 4,6,8,9 , 5,6,7,9 .

               
   

   

               

 



 

Επιπλέον ένα ακέραιος είναι πολλαπλάσιο του 4, όταν το τελευταίο διψήφιο τμήμα του 
είναι αριθμός που είναι πολλαπλάσιο του 4, οπότε αρκεί  ο ακέραιος   να είναι 
πολλαπλάσιος του 4. Η συνθήκη αυτή περιορίζει τις παραπάνω τετράδες στις : 

       , , , 1,3,6,8 ή , , , 3, 4,5,6         . 

Επομένως οι ζητούμενοι θετικοί ακέραιοι είναι οι: 13068,  34056. 
 
Πρόβλημα 2 
Ο Γιάννης και η Μαρία όταν βγήκαν για  μία βόλτα  είχαν μαζί τους και οι δύο συνολικά 

600 ευρώ και ξόδεψαν και οι δύο μαζί  80 ευρώ. Αν ο Γιάννης ξόδεψε το 
100

%
9

 των 

χρημάτων του και η Μαρία ξόδεψε το 
100

%
7

 των χρημάτων της, να βρείτε πόσα χρήματα 

είχε ο καθένας τους. 
 
Λύση 
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Έστω ότι ο Γιάννης είχε   ευρώ μαζί του, οπότε η Μαρία θα είχε 600   ευρώ. Τότε ο 

Γιάννης ξόδεψε  
100 1

9 100 9

     ευρώ, ενώ η Μαρία ξόδεψε   100 1 600
600

7 100 7

 
    . 

Επομένως έχουμε την εξίσωση 

 600
80 7 9 600 5040

9 7
5400 2 5040 2 360 180.

   

  


     

      
 

Άρα ο Γιάννης είχε μαζί του 180 ευρώ και η Μαρία είχε 600 180 420   ευρώ. 
 
Πρόβλημα 3 
Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ  με κάθετες 
πλευρές cm   και 2 cm  . Το 
εμβαδόν του τρίγωνου ΑΒΓ είναι διπλάσιο του 
εμβαδού του τριγώνου ΑΒΜ και το σημείο Δ 
είναι το μέσον του ευθυγράμμου τμήματος ΒΜ. 
(α) Να αποδείξετε ότι το ευθύγραμμο τμήμα ΑΔ 
είναι κάθετο στο ευθύγραμμο τμήμα ΒΜ. 
(β) Να βρείτε το λόγο των εμβαδών των 
τετραγώνων με πλευρές τις ΑΔ και ΒΜ, αντίστοιχα.                     Σχήμα 1                                                   
 
Λύση 
(α) Έχουμε: 

1 1
( ) 2( ) 2 2 .

2 2
           

Επομένως Μ μέσον ΑΓ και Ισχύει 
2

2 2
cm

 
    . Αφού και cm  , έχουμε 

   . Επομένως το σημείο Α ανήκει στη μεσοκάθετη του ΒΜ και αφού Δ μέσον της 
ΒΜ, προκύπτει ότι η ΑΔ είναι μεσοκάθετος της ΒΜ. Άρα είναι    . 
Διαφορετικά,  το τρίγωνο ΑΒΜ είναι ισοσκελές με  ΑΔ διάμεσο, άρα και ύψος. 
(β) Αφού το τρίγωνο ΑΒΜ είναι ισοσκελές με ΑΔ διάμεσο και ύψος,  το ΑΔ θα είναι και 

διχοτόμος του. Επομένως  0ˆ ˆ 45    . Όμως ισχύει ότι 0ˆ ˆ 45    (αφού 
ΑΒΜ ορθογώνιο και ισοσκελές τρίγωνο) επομένως ΑΒΔ και ΑΔΜ ορθογώνια και 

ισοσκελή τρίγωνα δηλαδή .
2


       Τώρα έχουμε: 

2 2

2 2

1

(2 ) 4
ά

ά

 

 





  
  

  
. 

Πρόβλημα 4 
Ο Γιώργος έγραψε έναν τετραψήφιο αριθμό στο τετράδιο του, αλλά η αδελφή του έσβησε 
το τελευταίο ψηφίο του. Τότε προέκυψε τριψήφιος αριθμός του οποίου η διαφορά από τον 
αρχικό αριθμό του Γιώργου  ήταν 2020. Να προσδιορίσετε τον αριθμό που έγραψε ο 
Γιώργος στο τετράδιο του. 
 
Λύση 

 Έστω ότι ο Γιώργος έγραψε τον αριθμό    . Τότε ο αριθμός που προέκυψε από τη 

διαγραφή του τελευταίου ψηφίου του ήταν ο    , οπότε σύμφωνα με την υπόθεση 

έχουμε: 
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2020.       

Επειδή πρέπει 2020   , διαπιστώνουμε ότι πρέπει 2  , οπότε διακρίνουμε τις 
περιπτώσεις: 

 Αν είναι 4,   τότε 4000, 1000,       οπότε                 

3000 2020,        άτοπο. 

 Αν είναι 3,   τότε 

3 3

3000 100 10 300 10

2700 90 9 2020, άτοπο.

 
    
  

   
      
    

 

 Αν είναι 2,   τότε 

2 2 2020

2000 100 10 200 10 2020

1800 90 9 2020

90 9 220.

 
    
  

  

   
       
    
   

 

Επειδή τα , ,    είναι ψηφία, θα είναι 0 9 90,     οπότε πρέπει 

130 90 220 2     . Τότε 9 40 31 9 40 4.           Επομένως:

40 36 4     και  2244   . 

 

Γ΄ ΓΥΜΝΑΣΙΟΥ 
 
Πρόβλημα 1 
Αν οι πραγματικοί αριθμοί ,   είναι διαφορετικοί μεταξύ τους και ικανοποιούν τις 
ισότητες 

                   2 2
9 3 και 9 3          ,  

να υπολογίσετε την τιμή του αθροίσματος 2 2   . 
 
Λύση 
Οι δεδομένες σχέσεις γράφονται: 
                                                             2 6                                            (1) 

                                                             2 6                                            (2) 
Με πρόσθεση κατά μέλη των (1) και (2) λαμβάνουμε: 
                                   2 2 2 26 7                          (3) 

Με αφαίρεση κατά μέλη των (1) και (2) λαμβάνουμε: 
                         2 2 6 5 0 (4)                               

                               5 0 5.
 

     


                        (5) 

Από τις σχέσεις (3) και (5) λαμβάνουμε: 2 2 35    . 

 
Πρόβλημα 2 
Ο Δημήτρης έγραψε έναν τετραψήφιο αριθμό στο τετράδιο του, αλλά η αδελφή του 
έσβησε το τελευταίο ψηφίο του. Τότε προέκυψε τριψήφιος αριθμός του οποίου η διαφορά 
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από τον αρχικό αριθμό του Δημήτρη  ήταν 2019. Να προσδιορίσετε τον αριθμό που έγραψε 
ο Δημήτρης στο τετράδιο του. 

Λύση 

 Έστω ότι ο Γιώργος έγραψε τον αριθμό    . Τότε ο αριθμός που προέκυψε από τη 

διαγραφή του τελευταίου ψηφίου του ήταν ο    , οπότε σύμφωνα με τα δεδομένα 
έχουμε: 

2019.       
Επειδή πρέπει 2019   , διαπιστώνουμε ότι πρέπει 2  , οπότε διακρίνουμε τις 
περιπτώσεις: 

 Αν είναι 4,   τότε 4000, 1000,       οπότε                 

3000 2019,        άτοπο. 

 Αν είναι 3,   τότε 

3 3

3000 100 10 300 10

2700 90 9 2019, άτοπο.

 
    
  

   
      
    

 

 Αν είναι 2,   τότε 

2 2 2019

2000 100 10 200 10 2019

1800 90 9 2019

90 9 219.

 
    
  

  

   
       
    
   

 

Επειδή τα , ,    είναι ψηφία, θα είναι 0 9 90,     οπότε πρέπει 
130 90 219 2     . Τότε 9 39 31 9 39 4.           Επομένως:

39 36 3     και  2243   . 
       
Πρόβλημα 3.  
Να προσδιορίσετε όλους τους θετικούς ακέραιους , ,     που είναι μεγαλύτεροι του 1  
και ικανοποιούν όλες τις παρακάτω συνθήκες: 
(i)    ο 2 1   είναι πολλαπλάσιο του ,  (ii)   ο 1   είναι πολλαπλάσιο του   και 
(iii)  ο 1     είναι πολλαπλάσιο του .   
 
Λύση 
Για να ικανοποιούνται όλες οι συνθήκες πρέπει να υπάρχουν θετικοί ακέραιοι , ,    
τέτοιοι ώστε να ισχύουν: 
                                2 1 , 1 , 1           . 
Από τις παραπάνω εξισώσεις λύνοντας ως προς   βρίσκουμε ότι: 

   2 1 1 1 ( 1) 1 1

2 1

1
.

2

      
   

 


        

    
 

 


 

Επομένως, μία αναγκαία συνθήκη για την ύπαρξη λύσης είναι:  
2 0 2.      
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Επειδή οι , ,    είναι θετικοί ακέραιοι έχουμε μόνο την περίπτωση:  
 1.      Τότε 3   .

   3, 1 , 1 3, 4, 5 , , 3,5,4 .                       

Πρόβλημα 4 
Στο διπλανό σχήμα δίνεται ότι το σημείο Α είναι το  

μέσο του τόξου ߁߀෽  και Δ τυχόν σημείο του τόξου	߁޿෽ .  
Η ευθεία ΑΔ τέμνει την ευθεία ΒΓ στο σημείο Ε και 

0ˆ 90  .   

(α) Να βρείτε πόσες μοίρες είναι η γωνία ˆ   
(β) Να αποδείξετε ότι:      
Σημείωση: Να κάνετε στο φύλλο των απαντήσεων σας το δικό σας σχήμα. 
 
Λύση 

(α) Επειδή το σημείο Α είναι το μέσο του τόξου  , τα τόξα  και   είναι ίσα και 

επιπλέον το άθροισμα μας τους είναι 180  , οπότε καθένα από αυτά θα είναι 90 .  

Επομένως η εγγεγραμμένη γωνία ˆ  στο τόξο  θα είναι ίση με 
90

45
2




 .  

Όμως οι γωνίες ˆ  και ˆ είναι ίσες ως κατά κορυφή, οπότε ˆ 45     

                                                  
Σχήμα 2 

 

(β) Επειδή η γωνία ˆ  είναι εγγεγραμμένη σε ημικύκλιο, είναι . ˆ 90    Επομένως 

θα έχουμε και ότι ˆ ˆ180 180 90 90 .          Επίσης δίνεται ότι ˆ 90 .    
Επομένως ο κύκλος με διάμετρο το τμήμα ΓΖ περνάει από τα σημεία Δ και Ε. Τότε η 

εγγεγραμμένη σε αυτόν το κύκλο γωνία ˆ  βαίνει στο ίδιο τόξο με την εγγεγραμμένη 

γωνία ˆ 45   . Άρα είναι ˆ 45   . Επομένως το τρίγωνο ΓΕΖ είναι ορθογώνιο 
ισοσκελές με    . 
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Α΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 
 

Πρόβλημα 1 
Αν οι μη μηδενικοί πραγματικοί αριθμοί ,   με άθροισμα 1    είναι τέτοιοι ώστε 

, 2,x x
 
 
    να προσδιορίσετε την τιμή του x  έτσι ώστε να ισχύει: 

3 3 2 2

2 2 3 3

13

6

   
   

 
 

 
. 

Λύση 

Από τη δεδομένη σχέση , 1,x x
 
 
   έχουμε: 

                                                             2 2 x                                         (1) 
Με πολλαπλασιασμό κατά μέλη της (1) διαδοχικά  επί   και  , και πρόσθεση στη 
συνέχεια κατά μέλη των δύο σχέσεων που προκύπτουν, έχουμε: 

   

 

3 2 2 3 2 2 3 3

1
3 3 1 . (2)

x x x

x
 

               

  
 

          

  
 

Επομένως, έχουμε;   

                                         
 3 3

2 2

1 1x x

x x

 
  

 
 


  

και ομοίως  

                                          
 

2 2

3 3 1 1

x x

x x

  
  


 

  
. 

Επομένως η δεδομένη ισότητα γίνεται εξίσωση με άγνωστο το x : 

   2 2 2 2

2

1 13
6 1 13 1 12 12 6 13 13

1 6

6 0 2 (απορρίπτεται, αφού 1) ή 3.

x x
x x x x x x x x

x x

x x x x x

              
        

 

  
Πρόβλημα 2 
Αν για τους πραγματικούς αριθμούς  ݔ, ,ݕ ߱ με  ݔ െ ݕ2 ൅ ߱ ൐ ݔ2 , 0 െ ݕ ൅ ߱ ൐ 0 ισχύει: 

ݔ െ ݕ2 ൅ ߱ ൅
1

ݔ െ ݕ2 ൅ ߱
൑ 2															ሺ1ሻ

ݔ2 െ ݕ ൅ ߱ ൅
1

ݔ2 െ ݕ ൅ ߱
൑ 2,														ሺ2ሻ

 

να αποδείξετε ότι: 2020ሺݔ ൅ ሻଶ଴ଶଵݕ ൅ ߱ଶ െ 2߱ ൒ െ1. 
Λύση 
Είναι γνωστό ότι για κάθε πραγματικό αριθμό α ൐ 0 ισχύει: 

ߙ ൅
1
ߙ
൒ 2		ሺμε	την	ισότητα	να	ισχύει	για	ߙ ൌ 1ሻ. 

Θέτοντας τώρα όπου ߙ το ݔ െ ݕ2 ൅ ߱ και 2ݔ െ ݕ ൅ ߱ στην προηγούμενη σχέση, 
προκύπτουν οι ανισοτικές σχέσεις: 
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ݔ െ ݕ2 ൅ ߱ ൅
1

ݔ െ ݕ2 ൅ ߱
൒ 2															ሺ3ሻ

ݔ2 െ ݕ ൅ ߱ ൅
1

ݔ2 െ ݕ ൅ ߱
൒ 2															ሺ4ሻ

 

Από τις σχέσεις ሺ1ሻ, ሺ2ሻ, ሺ3ሻ, ሺ4ሻ συμπεραίνουμε ότι ισχύουν οι ισότητες: 
                     	

ݔ െ ݕ2 ൅ ߱ ൅
1

ݔ െ ݕ2 ൅ ߱
ൌ 2															ሺ5ሻ

ݔ2 െ ݕ ൅ ߱ ൅
1

ݔ2 െ ݕ ൅ ߱
ൌ 2,														ሺ6ሻ

 

 
οπότε ݔ െ ݕ2 ൅ ߱ ൌ 1				και			2ݔ െ ݕ ൅ ߱ ൌ 1 από τις οποίες με αφαίρεση κατά μέλη 
προκύπτει ότι  ݔ ൅ ݕ ൌ 0. Άρα, αρκεί να αποδείξουμε ότι: 

߱ଶ െ 2߱ ൒ െ1 ⇔ ሺ߱ െ 1ሻଶ ൒ 0 (που ισχύει). 
 
Πρόβλημα 3 
Να προσδιορίσετε όλους τους θετικούς ακέραιους , ,     που είναι μεγαλύτεροι του 1 και 
ικανοποιούν όλες τις παρακάτω συνθήκες: 
(i)    ο 2 1   είναι πολλαπλάσιο του ,  (ii)   ο 2 1   είναι πολλαπλάσιο του   και 
(iii)  ο 1     είναι πολλαπλάσιο του .   
 
Λύση 
Για να ικανοποιούνται όλες οι συνθήκες πρέπει να υπάρχουν θετικοί ακέραιοι , ,    
τέτοιοι ώστε να ισχύουν: 
                                2 1 , 2 1 , 1           . 
Από τις παραπάνω εξισώσεις λύνοντας ως προς   βρίσκουμε ότι: 

1 ( 1) 1
2 1 1 1

2 2

4 2

2
.

4

     

   
 



             
   

    
 

 


 

Επομένως, μία αναγκαία συνθήκη για την ύπαρξη λύσης είναι:  
4 0 4.      

Οι , ,    είναι θετικοί ακέραιοι, αφού 2 1 0, 2 1 0 και 1 0        . Επιπλέον,  οι 
,   πρέπει να είναι περιττοί, όπως προκύπτει από τις δύο πρώτες εξισώσεις. Επομένως,   

διακρίνουμε τις περιπτώσεις: 

 1.      Τότε 
4

3
   , άτοπο . 

 1, 2.      Τότε: 

   2, 1 2 4,2 1 2, 5, 3 , , 2,3,5                        

 3, 1.      Τότε: 

   8, 1 ,2 1 8, 9,2 10 , , 8,5,9 .                      
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 1, 3, 1.      Τότε: 

   6, 1 ,2 1 3 6, 7,2 22 , , 6,11,7 .                      

 1, 3.      Τότε: 

   4, 1 3 ,2 1 6, 13,2 14 , , 4,7,13 .                      

Πρόβλημα 4 
Δίνεται τετράγωνο ΑΒΓΔ πλευράς  . Θεωρούμε 
σημείο Ε πάνω στην πλευρά ΓΔ και σημείο Ζ πάνω 

στην πλευρά ΒΓ έτσι  ώστε 0ˆ 20   και  
0ˆ 45 .   Ο κύκλος   κέντρου Α και ακτίνας ΑΕ 

τέμνει την προέκταση της πλευράς ΒΓ προς το μέρος 
του Β σε σημείο Θ έτσι ώστε το Β να βρίσκεται 
μεταξύ των σημείων Ζ και Θ. Φέρουμε και το ύψος 
ΑΗ του τριγώνου ΑΖΕ. Να αποδείξετε ότι     
και  υπολογίσετε το μήκος του ύψους ΑΗ 
συναρτήσει του  .  
Σημείωση: Να κάνετε στο φύλλο των απαντήσεων σας το δικό σας σχήμα. 
 
Λύση 
 

 
Σχήμα 3 

Τα τρίγωνα ΑΔΕ και ΑΒΘ είναι ορθογώνια με 0ˆ ˆ 90     και επιπλέον έχουν: 
       

      (ακτίνες του κύκλου   ) 

Επομένως τα τρίγωνα αυτά είναι ίσα, οπότε θα έχουν: 0ˆ ˆ 20    . 

Παρατηρούμε ακόμη ότι: 0 0 0 0ˆ ˆ ˆ ˆ 90 45 20 25         , οπότε 
0 0 0ˆ ˆ ˆ 20 25 45       

Τα τρίγωνα ΑΘΖ και ΑΖΕ έχουν: 
     , κοινή πλευρά 
      (ακτίνες του κύκλου) 

 0ˆ ˆ45      
Επομένως τα τρίγωνα αυτά είναι ίσα, οπότε θα έχουν:     

και επιπλέον ˆ ˆ    . 
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Τέλος τα τρίγωνα ΑΒΘ και ΑΗΕ είναι ορθογώνια με 0ˆ ˆ 90     και έχουν: 
      (ακτίνες του κύκλου  ) 

 ˆ ˆ ˆ ˆ        

Επομένως τα τρίγωνα αυτά είναι ίσα, οπότε θα έχουν και     .  
           
 

Β΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 
 
Πρόβλημα 1 
Nα προσδιορίσετε τις τιμές της πραγματικής παραμέτρου λ ് 0, για τις οποίες η εξίσωση 

ଵ

ఒሺ௫ାଷሻ	
 + 

଺ఒିଷ

௫ሺଷି௫ሻሺ௫ାଷሻ
 = 

ଵ

		௫ሺଷ	ି	௫ሻ
 

έχει δυο λύσεις διαφορετικές μεταξύ τους που ικανοποιούν τη σχέση: |ݔଵ െ  .ଶ|= 7ݔ

Λύση. Έχουμε 
ଵ

ఒሺ௫ାଷሻ	
 + 

଺ఒିଷ

௫ሺଷି௫ሻሺ௫ାଷሻ
 = 

ଵ

		௫ሺଷ	ି	௫ሻ
 

 x	(3-x) + 6	3 – 2ߣλ = λ	(x+3)  3	x - ݔଶ + 6	ߣ -  2ߣx - 6	λ=0 ,  x	് 0, േ3 
 ݔଶ + 	( λ- 3) x + 6	λ – 6	λ2 = 0 ,  x	് 0, േ3. 

Η τελευταία έχει διακρίνουσα 
Δ = ߣଶ െ ߣ6 ൅ 9	– 4	(6λ – 6λ2 ) = 25λ2 – 30λ + 9 =(5λ – 3)2 0  

και για 
3

5
  , έχει δυο λύσεις διαφορετικές μεταξύ τους  

1 22 , 3 3x x    .  

Λόγω του περιορισμού: 

ଵݔ  ് 0, േ3,  οπότε  λ ് 0 , േ 
ଷ

ଶ
   και   ݔଶ ് 0, േ3 , οπότε  λ ് 0, 1 , 2 . 

Επομένως, για 
3 3 3

0,1,2, , ,
2 2 5

     
 

 , πρέπει να ισχύει: 

ଵݔ| െ  ଶ|= 7  |5λ-3| = 7  λ = 2 (απορρίπτεται)  ήݔ
4

5
     , 

οπότε η ζητούμενη τιμή είναι 
4

5
   . 

Πρόβλημα 2 
Δίνεται το πολυώνυμο:  
                      7 6 5 2 4 3 3 4 2 5 6 7, , , .P x y x x y x y x y x y x y xy y x y           

(α) Να γράψετε το πολυώνυμο  ,P x y  ως γινόμενο πολυωνύμων βαθμού το πολύ 2. 

(β) Αν 1, , 0,xy x y   να προσδιορίσετε την ελάχιστη δυνατή αριθμητική τιμή του 

πολυωνύμου  ,P x y  και τις τιμές των ,x y για τις οποίες λαμβάνεται. 

 
Λύση 
(α) Έχουμε 
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 
   

        

       

      

  

7 6 5 2 4 3 3 4 2 5 6 7

6 4 2 2 4 6 6 4 2 2 4 6

6 4 2 2 4 6 4 2 2 4 2 2

4 4 2 2 4 4 2 2 2 2 2 2

222 2 2 2

2 2 2 2

,

2 2

2

2 2

P x y x x y x y x y x y x y xy y

x x x y x y y y x x y x y y

x x y x y y x y x x y y x y x y

x y x y x y x y x y x y x y x y

x y xy x y x y

x y xy x y xy x

       

       

           

         

       

       2 2 .y x y 

 

(β) Θα χρησιμοποιήσουμε την παραγοντοποίηση 

                                           4 4 2 2,P x y x y x y x y    . 

Θεωρώντας 1, , 0,xy x y   έχουμε τις ανισότητες: 
4 4 2 2

2 2

2 2 (η ισότητα ισχύει όταν 1),

2 2 (η ισότητα ισχύει όταν 1),

2 2 (η ισότητα ισχύει όταν 1),

x y x y x y

x y xy x y

x y xy x y

    

    

    

 

από τις οποίες με πολλαπλασιασμό κατά μέλη λαμβάνουμε 

                                        4 4 2 2, 8,P x y x y x y x y       

όπου η ισότητα ισχύει για 1.x y    
 
Πρόβλημα 3 
Ο Γιάννης διάβασε τον περασμένο Νοέμβρη ένα πολυσέλιδο λογοτεχνικό βιβλίο. 
Κρατούσε σημειώσεις για το πόσες νέες σελίδες διάβαζε κάθε μέρα και μας έδωσε τα εξής 
στοιχεία για το μέσο όρο των νέων σελίδων που διάβαζε στα παρακάτω χρονικά 
διαστήματα: 

 Από τις 1 μέχρι και τις 20 του Νοέμβρη ο μέσος όρος ήταν 30. 
 Από τις 11 μέχρι και τις 25 του Νοέμβρη ο μέσος όρος ήταν 20. 
 Από τις 16 μέχρι και τις 30 του Νοέμβρη ο μέσος όρος ήταν 10. 

(α) Να προσδιορίσετε τον μέγιστο και τον ελάχιστο δυνατό αριθμό σελίδων του βιβλίου. 
(β) Αν δίνεται επιπλέον ότι από τις 16 μέχρι και τις 20 του Νοέμβρη ο μέσος όρος των 
νέων σελίδων που διάβασε ήταν 20, να βρείτε πόσες ακριβώς σελίδες είχε το βιβλίο.  
 
Λύση 
(α) Επειδή στα δεδομένα χρονικά διαστήματα υπάρχουν κοινές μέρες θεωρούμε τους 
μέσους όρους των σελίδων που διαβάστηκαν σε κατάλληλα υποδιαστήματα ως εξής: 

 από τις 1 μέχρι και τις 10 του Νοέμβρη ο μέσος όρος ήταν  , 
 από τις 11 μέχρι και τις 15 του Νοέμβρη ο μέσος όρος ήταν  , 

 από τις 16 μέχρι και τις 20 του Νοέμβρη ο μέσος όρος ήταν  , 

 από τις 21 μέχρι και τις 25 του Νοέμβρη ο μέσος όρος ήταν  , 
 από τις 26 μέχρι και τις 30 του Νοέμβρη ο μέσος όρος ήταν  . 

Τότε, σύμφωνα με τους δεδομένους μέσους όρους, θα έχουμε: 
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10 5 5
30

20 2 120 (1)
5 5 5

20 60 (2)
15

30 (3)
5 5 5

10
15

  

  
     

    

   
    

           
          

 

Αν   είναι ο αριθμός των σελίδων του βιβλίου, τότε λόγω των (1) και (3), θα έχουμε: 

     10 5 5 5 5 5 2 5 150                              .     (4) 

Από την (3) προκύπτει ότι η μεγαλύτερη δυνατή τιμή του   είναι max 30  , η οποία 

μπορεί να ληφθεί, αν πάρουμε 2 120, 30, 0           , με μία πιθανή λύση  

45, 30,    0   .  

 Επιπλέον, η μικρότερη δυνατή τιμή του   είναι min 0  , η οποία μπορεί να ληφθεί, αν 

πάρουμε 2 120, 60, 30            με μία πιθανή λύση  40,    

20, 10   .  

Επομένως, από τη σχέση (4) έχουμε: 

   min max5 150 5 150 30 600      , 

   max min5 150 5 150 0 750.       

(β) Αν δίνεται ότι 10  , τότε  5 150 20 650    . 

 
Πρόβλημα 4 
Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ߀޿ ) ߁߀޿ ൌ ,εγγεγραμμένο σε κύκλο  ܿሺܱ (߁޿ ܴሻ με ޿መ ൌ 45°.  
Ο κύκλος ܿଵሺ߁, ,ሻ τέμνει (για δεύτερη φορά) τον κύκλο ܿሺܱ߁޿ ܴሻ στο σημείο ߂.  Ο κύκλος 
ܿଶሺ߂, ,ሻ τέμνει (για δεύτερη φορά) τον κύκλο ܿሺܱ߂߁ ܴሻ στο σημείο ߃. Αν η ߂߁ τέμνει την 
,߀  να αποδείξετε ότι τα σημεία ,߄ στο ߀޿ ,ߍ  είναι ߄ߍ είναι συνευθειακά και ότι η ߃
παράλληλη στην ߃߂. 

Λύση  

    

Σχήμα 4 
Από την εκφώνηση του προβλήματος ισχύουν οι παρακάτω ισότητες ευθυγράμμων 
τμημάτων:  ߀޿ ൌ ߂߁  ,(ισοσκελές ߁߀޿) ߁޿ ൌ ߂߁		και  (ακτίνες του κύκλου cଵ ) ߁޿ ൌ  ߃߂
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( ακτίνες του κύκλου cଶ) 
Από τις παραπάνω ισότητες έχουμε: 

߀޿ ൌ ߁޿ ൌ ߂߁ ൌ  .ሺ1ሻ					߃߂
Ισχύουν επίσης οι ισότητες γωνιών: 

                                             ˆ ˆˆ ˆ ˆΑΓΒ= ΑΒΓ = ΓΔΑ= ΔΑΓ = ΔΕΓ                   (2) 
Επομένως τα ισοσκελή τρίγωνα ΑΒΓ,. ΓΔΑ και ΔΓΕ είναι ίσα, οπότε θα είναι: 

0ˆ ˆˆ 45ΓΔΕ= ΔΓΑ= ΒΑΓ  . 

Επομένως, είναι 0 0 0ˆ ˆ ˆ 67,5 45 22,5ΑΒΕ= ΑΒΓ - ΕΒΓ      και επιπλέον  ισχύει:        
0 0 0

0
ˆ180 180 135ˆ 22,5

2 2

ΑΟΒ
ΑΒΟ

 
    

Από την ισότητα ߀޿෠߃ ൌ ,ߍ,߀ συμπεραίνουμε ότι τα σήμεια ,ߍ෠߀޿  .είναι συνευθειακά ߃
Αφού τα σήμεια ߍ,߀, ߀߂ :είναι ορθή, οπότε ߃߂߀ είναι συνευθειακά, η γωνία ߃ ٣  .߃߂

Επίσης 0ˆ ˆ 45ΒΔΖ = ΔΒΖ    ⇒ Ζ ανήκει στη μεσοκάθετο του ߂߀, οπότε ߀߂ ٣  Από τις .߄ߍ
καθετότητες ߀߂ ٣ ߀߂	 και ߃߂ ٣ ߃߂ συμπεραίνουμε , ߄ߍ ⫽  .߄ߍ
    

Γ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 
 

Πρόβλημα 1 
Η ακολουθία πραγματικών αριθμών , 1, 2,3,....na n   είναι τέτοια ώστε η ακολουθία των 

μέσων όρων 1 2 ...
, 1, 2,3,...n

n

a a a
M n

n

  
   να ικανοποιεί την ισότητα       

                                         2
1 ,

2
n n

n

M M
M 




  για κάθε 1, 2,3,...n    

Να αποδείξετε ότι η ακολουθία , 1, 2,3,....na n  είναι αριθμητική πρόοδος.  

 
Λύση    
Από τη δεδομένη σχέση έχουμε 
                 2 1 1 ,n n n nM M M M      για κάθε 1, 2,3,...n  , οπότε η ακολουθία  

  1 2 ...
, 1, 2,3,...n

n

a a a
M n

n

  
    είναι αριθμητική πρόοδος.   

Επομένως, υπάρχει   έτσι ώστε: 
                                1 11 1 , 1,2,3,...nM M n a n n                             (1) 

Από τον ορισμό της ακολουθίας nM  έχουμε: 

 
1 2 1

1 1 2 1

...

1 ...
n n n

n n

nM a a a a

n M a a a


 

    

    
 

από τις οποίες με αφαίρεση κατά μέλη προκύπτει ότι: 

  11n n na nM n M     . 

Από την τελευταία σχέση, λόγω της (1), λαμβάνουμε: 

               
       

        
1 1 1

1 1 1

1 1 1 2

1 1 2 2 2 1 2 .

n n n

n

a nM n M n a n n a n

a a n n n n a n a n

 

  
               

               
 

Επομένως η ακολουθία , 1, 2,3,....na n   είναι αριθμητική πρόοδος με διαφορά 2 .         

 



13 
 

Πρόβλημα 2 
Η Μαρία διάβασε τον περασμένο Νοέμβρη ένα πολυσέλιδο λογοτεχνικό βιβλίο. Κρατούσε 
σημειώσεις για το πόσες νέες σελίδες διάβαζε κάθε μέρα και μας έδωσε τα εξής στοιχεία 
για τον μέσο όρο των νέων σελίδων που διάβαζε στα παρακάτω χρονικά διαστήματα: 

 Από τις 1 μέχρι και τις 15 του Νοέμβρη ο μέσος όρος ήταν 10. 
 Από τις 6 μέχρι και τις 20 του Νοέμβρη ο μέσος όρος ήταν 20. 
 Από τις 11 μέχρι και τις 30 του Νοέμβρη ο μέσος όρος ήταν 30. 

(α) Να προσδιορίσετε τον μέγιστο και τον ελάχιστο δυνατό αριθμό σελίδων του βιβλίου. 
(β) Αν δίνεται επιπλέον ότι από τις 11 μέχρι και τις 15 του Νοέμβρη ο μέσος όρος των 
νέων σελίδων που διάβασε ήταν 10, να βρείτε πόσες ακριβώς σελίδες είχε το βιβλίο.  
 
Λύση 
(α) Επειδή στα δεδομένα χρονικά διαστήματα υπάρχουν κοινές μέρες θεωρούμε τους 
μέσους όρους των σελίδων που διαβάστηκαν σε κατάλληλα υποδιαστήματα ως εξής: 

 από τις 1 μέχρι και τις 5 του Νοέμβρη ο μέσος όρος ήταν  , 
 από τις 6 μέχρι και τις 10 του Νοέμβρη ο μέσος όρος ήταν  , 

 από τις 11 μέχρι και τις 15 του Νοέμβρη ο μέσος όρος ήταν  , 

 από τις 16 μέχρι και τις 20 του Νοέμβρη ο μέσος όρος ήταν  , 
 από τις 21 μέχρι και τις 30 του Νοέμβρη ο μέσος όρος ήταν  . 

 
Τότε, σύμφωνα με τους δεδομένους μέσους όρους, θα έχουμε: 

5 5 5
10

15 30 (1)
5 5 5

20 60 (2)
15

2 120 (3)
5 5 10

30
20

  

  
     

    

   
    

           
          

 

Αν   είναι ο αριθμός των σελίδων του βιβλίου, τότε λόγω των (1) και (3), θα έχουμε: 

     5 5 5 5 10 5 2 5 150                              .     (4) 

Από την (1) προκύπτει ότι η μεγαλύτερη δυνατή τιμή του   είναι max 30  , η οποία 

μπορεί να ληφθεί, αν πάρουμε 0, 30, 2 90           , και μία πιθανή λύση  

0,    30, 45   .  

 Επιπλέον, η μικρότερη δυνατή τιμή του   είναι min 0  , η οποία μπορεί να ληφθεί, αν 

πάρουμε 30, 60, 2 120            και μία πιθανή λύση  10, 20,    

40, 40   .  

Επομένως, από τη σχέση (4) έχουμε: 

   min max5 150 5 150 30 600      , 

   max min5 150 5 150 0 750.       

 

(β) Αν δίνεται ότι 10  , τότε  5 150 10 700    . 
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Πρόβλημα 3.  Να προσδιορίσετε όλα τα πολυώνυμα   P x  με πραγματικούς συντελεστές 

που ικανοποιούν την ισότητα 

      22 2 2,P x P x P x    

για κάθε .x   
 
Λύση 
Η δεδομένη σχέση γράφεται στη μορφή 

                                                 22 1 1 ,P x P x                                (1) 

για κάθε x , οπότε, αν θέσουμε     1Q x P x  , έχουμε                                        

                                                                  22Q x Q x  ,                                    (2) 

για κάθε .x  Διακρίνουμε τώρα τις περιπτώσεις: 
(α) Το πολυώνυμο  Q x  είναι το σταθερό πολυώνυμο  Q x c . Τότε από τη σχέση (2) 

έχουμε: 2 0 ή 1c c c c    , οπότε    1 ή 2.P x P x    

(β) Το πολυώνυμο  Q x  έχει βαθμό 1.n   Τότε μπορούμε να γράψουμε: 

                          , 0, όπου deg 1 ή 0.n
nQ x a x R x a R x r n R x            (3) 

Αν   0R x  ,  από τη σχέση (2) έχουμε: 

                                    
      

      

22 2 2 2

22

2

1 και 2 .

n n n
n n n

n
n n

a x R x a x a x R x R x

a R x a x R x R x

   

   
 

Συγκρίνοντας τους βαθμούς των πολυωνύμων των δυο μελών της τελευταίας σχέσης, 
παρατηρούμε ότι το πολυώνυμο του πρώτου μέλους της έχει βαθμό 2r , ενώ το πολυώνυμο 
του δευτέρου μέλους της έχει βαθμό n r , οπότε πρέπει ,r n  άτοπο. Επομένως είναι 

  0R x    και     1, 1.n nQ x x P x x n       

Επομένως, τα πολυώνυμα που ζητάμε είναι:      1 ή 2 ή 1, 1.nP x P x P x x n      

 
Πρόβλημα 4 
Δίνεται τρίγωνο ߁߀޿ εγγεγραμμένο σε κύκλο  ܿሺܱ, ܴሻ με ߀޿ ൏ ߁޿ ൏  και έστω ܿଵ ο ߁߀
κύκλος που το κέντρο του  ߂  βρίσκεται επάνω στην  ߁߀  και περνά από τα σημεία ߍ,߀. Ο 
κύκλος ܿଵ τέμνει την ߀޿ στο σημείο ߃ και τον κύκλο ܿ στο σημείο ߄. Αν τέλος ο 
περιγεγραμμένος  κύκλος του τριγώνου ߃߂ߍ,  ܿଶሺߍ, ,߂  να ,߈ στο σημείο ߀޿ ሻ τέμνει την߃
αποδείξετε ότι τα σημεία ߁, ,߂ ,߄  βρίσκονται επάνω στον ίδιο κύκλο ο οποίος εφάπτεται ߍ
στον περιγεγραμμένο κύκλο του τριγώνου  ߈ߍ޿.	 

Λύση 
Η ߂ߍ είναι διάκεντρος των κύκλων ܿ και ܿଵ, άρα θα είναι μεσοκάθετος της κοινής τους 
χορδής ߄߀. Δηλαδή η ߂ߍ είναι διχοτόμος της γωνίας ߄ߍ߀෣  του ισοσκελούς τριγώνου ߄ߍ߀. 
Άρα:                                                      ߍ෠ଵ ൌ ෠ଶߍ ൌ  .ොݔ
Η γωνία ޿መଵ είναι εγγεγραμμένη στον κύκλο ܿ με αντίστοιχη επίκεντρη την γωνία ߄ߍ߀෣ , 
οπότε  

መଵ޿ ൌ ෠ଵߍ ൌ ෠ଶߍ ൌ  .ොݔ
Οι  γωνίες ޿መଵ και ߁෠ଵ είναι εγγεγραμμένς στον κύκλο ܿ και βαίνουν στο ίδιο τόξο ߄߀, οπότε 

መଵ޿ ൌ ߁෠ଵ ൌ  .ොݔ
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Από τις προηγούμενες ισότητες των γωνιών προκύπτει ότι  ߍ෠ଵ ൌ ෠ଵ߁ ൌ  ො, οπότε τα σημείαݔ
,߁ ,߂ ,߄  .βρίσκονται επάνω στον ίδιο κύκλο (έστω  ܿଷ) ߍ

 

Σχήμα 5 
Επί πλέον ισχύουν τα παρακάτω συμπεράσματα: 
Από το ισοσκελές τρίγωνο ߄ߍ߂ έχουμε: ߍ෠ଵ ൌ ෠ଵ߄ ൌ  .ොݔ
Από το εγγράψιμο τετράπλευρο ߄߂ߍ߁ έχουμε: ߄෠ଵ ൌ ෠ଶ߁ ൌ 90° െ መ޿ ൌ  .ොݔ
Στο ισοσκελές τρίγωνο ߄ߍ߁ ισχύει ߄ߍ߁෣ ൌ ෣߄߁ߍ ൌ ߀ߍ ො, άραݔ2 ⫽  .߄߁
Εφόσον το τρίγωνο ߄ߍ߁ είναι ισοσκελές το κέντρο του κύκλου ܿଷ θα βρίσκεται στη 
μεσοκάθετο του ߄߁. 
Αν τώρα συμβολίσουμε με ߋ το κέντρο του περιγεγραμμένου κύκλου του τριγώνου ܭܱܣ, 
αρκεί να αποδείξουμε ότι ߋߍ ٣ ߋߍ ή ισοδύναμα ߄߁ ٣  .߀ߍ

 

Σχήμα 6 
Από το ισοσκελές τρίγωνο ߈ߍߋ έχουμε: 

෠ଷߍ ൌ 90° െ
෣ߍߋ߈

2
ൌ 90° െ ෣ߍ޿߈ ൌ 90° െ ෣ߍ޿߀ ൌ 90° െ ሺ90° െ ෠ሻ߁ ൌ ෠߁ ⇒ ෠ଷߍ ൌ  .෠߁

Ισχύει: ߍ෠ଶ ൌ ෠ଶ߁ ൌ ොݔ ൌ 90° െ መ޿ ⇒ ෠ଶߍ ൌ 90° െ  .መ޿
Από	το	εγγεγραμμένο	τετράπλευρο	߈߃߂ߍ	έχουμε: ෠ଵߍ ൌ ෠ଵ߃

Από	το	ισοσκελές	τρίγωνο	߃߀߂	έχουμε: ෠ଵ߃ ൌ ෠߀
ቋ ⇒ ෠ଵߍ ൌ  .෠߀

Άρα έχουμε:  ߀ߍߋ෣ ൌ ෠ଷߍ ൅ ෠ଵߍ െ ෠ଶߍ ൌ ෠߁ ൅ ෠߀ െ 90° ൅ መ޿ ൌ 90°. 
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