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Ș
  ǼȜȜȘȞȚțȒ ȂĮșȘȝĮĲȚțȒ ȅȜȣȝʌȚȐįĮ  

"ȅ ǹȡȤȚȝȒįȘȢ" 

ȈǹǺǺǹȉȅ, 21 ĭǼǺȇȅȊǹȇǿȅȊ 2009 

ĬĬȑȑȝȝĮĮĲĲĮĮ  ȝȝȚȚțțȡȡȫȫȞȞ  ĲĲȐȐȟȟİİȦȦȞȞ  
 

 

 

      ȆȇȅǺȁǾȂǹ 1 

      ǹȞ Ƞ ĮȡȚșȝȩȢ  
2

2

9 3

7

n

n

1+
Κ =

+
 

İȓȞĮȚ ĮțȑȡĮȚȠȢ, ȞĮ ʌȡȠıįȚȠȡȓıİĲİ ĲȚȢ ĲȚȝȑȢ ĲȠȣ ĮțȑȡĮȚȠȣ . n
       

      ȁȪıȘ 

      ǲȤȠȣȝİ 
2 2

2 2

9 31 9( 7)

7 7

n n

n n

+ +
Κ = =

+ + 2

32 32
9 .

7n

−
= −

+
 

      ǼʌİȚįȒ Ƞ ĮȡȚșȝȩȢ Ȁ İȓȞĮȚ ĮțȑȡĮȚȠȢ, ȑʌİĲĮȚ ȩĲȚ Ƞ n2 7+  İȓȞĮȚ įȚĮȚȡȑĲȘȢ ĲȠȣ 32 țĮȚ 
ĮĳȠȪ  İȓȞĮȚ , ȑʌİĲĮȚ ȩĲȚ: 2 7 8n + ≥

{ } { } { }2 27 8,16,32 1,9, 25 1,1, 3,3, 5,5n n n+ ∈ ⇔ ∈ ⇔ ∈ − − − . 

      ǻȚĮĳȠȡİĲȚțȐ, șĮ ȝʌȠȡȠȪıİ țȐʌȠȚȠȢ ȞĮ ȜȪıİȚ ĲȘ įİįȠȝȑȞȘ ȚıȩĲȘĲĮ ȦȢ ʌȡȠȢ n  țĮȚ 
ıĲȘ ıȣȞȑȤİȚĮ ȞĮ ʌȡȠıįȚȠȡȓıİȚ ĲȚȢ țĮĲȐȜȜȘȜİȢ ĲȚȝȑȢ ĲȠȣ Ȁ ȖȚĮ ĲȚȢ ȠʌȠȓİȢ Ƞ  ʌȡȠțȪ-
ʌĲİȚ ȝȘ ĮȡȞȘĲȚțȩȢ ĮțȑȡĮȚȠȢ. 

2

2n

 

      

      ȆȇȅǺȁǾȂǹ 2 

      ǹʌȩ ĲȘȞ țȠȡȣĳȒ ǹ ȚıȠʌȜİȪȡȠȣ ĲȡȚȖȫȞȠȣ ǹǺī ĳȑȡȠȣȝİ ȘȝȚİȣșİȓĮ xΑ ʌȠȣ ĲȑȝȞİȚ 
ĲȘȞ ʌȜİȣȡȐ Ǻī ıĲȠ ǻ. ȆȐȞȦ ıĲȘȞ xΑ  ʌĮȓȡȞȠȣȝİ ıȘȝİȓȠ Ǽ ĲȑĲȠȚȠ ȫıĲİ ΒΑ . 

ȃĮ ȣʌȠȜȠȖȓıİĲİ ĲȘ ȖȦȞȓĮ . 

= ΒΕ
ˆΑΕΓ

 

      ȁȪıȘ (1
ȠȢ

 ĲȡȩʌȠȢ) 
      ȆĮȡĮĲȘȡȠȪȝİ ȩĲȚ , ȠʌȩĲİ  ĲȠ 
ıȘȝİȓȠ Ǻ İȓȞĮȚ țȑȞĲȡȠ țȪțȜȠȣ ʌȠȣ ʌİȡȞȐİȚ Įʌȩ 
ĲĮ ıȘȝİȓĮ ǹ, ī țĮȚ Ǽ. Ǿ ȖȦȞȓĮ  İȓȞĮȚ İȖȖİ-
ȖȡĮȝȝȑȞȘ ıĲȠȞ țȪțȜȠ  ȝİ ĮȞĲȓıĲȠȚȤȘ 

İʌȓțİȞĲȡȘ ĲȘ ȖȦȞȓĮ . ǱȡĮ İȓȞĮȚ: 

ΒΑ = ΒΓ = ΒΕ

ˆΑΕΓ
( ), BAC Β

ˆ 60ΑΒΓ = c

030
1ˆ ˆ
2

ΑΕΓ = ΑΒΓ = . 

 

      2
ȠȢ

 ĲȡȩʌȠȢ 
      ǹʌȩ ĲȘȞ ȣʌȩșİıȘ ȑȤȠȣȝİ  țĮȚ ΒΑ = ΒΕ
Ǻǹ = Ǻī, ȠʌȩĲİ șĮ İȓȞĮȚ Ǻī = ǺǼ, ȠʌȩĲİ ĲȠ 
ĲȡȓȖȦȞȠ ǺīǼ İȓȞĮȚ ȚıȠıțİȜȑȢ.  



      ǹȞ ĳȑȡȠȣȝİ ĲȠ ȪȥȠȢ ĲȠȣ Įʌȩ ĲȘȞ țȠȡȣĳȒ Ǻ, 

ȑıĲȦ , ĲȩĲİ Ș Ǻǽ İȓȞĮȚ įȚȐȝİıȠȢ țĮȚ ,ΒΖ Ζ∈ΓΕ
įȚȤȠĲȩȝȠȢ ĲȠȣ ĲȡȚȖȫȞȠȣ ǺīǼ.  ǲıĲȦ Ȁ ĲȠ ıȘȝİȓȠ  
ĲȠȝȒȢ ĲȘȢ Ǻǽ ȝİ ĲȘȞ ǹǼ. ȉȩĲİ ĲĮ ĲȡȓȖȦȞĮ ǺȀī țĮȚ 
ǺȀǼ İȓȞĮȚ ȓıĮ, ȖȚĮĲȓ ȑȤȠȣȞ: 

ˆ ˆΚΒΓ = ΚΒΕ . Ǻī = ǺǼ, ǺȀ țȠȚȞȒ ʌȜİȣȡȐ țĮȚ 
      ǱȡĮ ȑȤȠȣȝİ:  
                            ˆ ˆΒΓΚ = ΒΕΚ  

țĮȚ ĮĳȠȪ ȑʌİĲĮȚ ȩĲȚ ˆˆΒΕΚ = ΒΑΚ ˆˆΒΓΚ = ΒΑΚ . 

ǼʌȠȝȑȞȦȢ ĲȠ ĲİĲȡȐʌȜİȣȡȠ ǹǺȀī İȓȞĮȚ İȖȖȡȐȥȚȝȠ, 
ȠʌȩĲİ:  

ˆ ˆΖΚΕ = ΒΚΑ
ˆ ˆΒΚΑ = ΒΓΑ

 (ȦȢ țĮĲȐ țȠȡȣĳȒ) 

60= c (Įʌȩ ĲȠ İȖȖȡȐȥȚȝȠ ǹǺȀī). 

ǱȡĮ İȓȞĮȚ                                  
. 0ˆ ˆ ˆ90 90 60 30ΑΕΓ = ΚΕΖ = −ΕΚΖ = − =c c c

 

 

 

 

       ȆȇȅǺȁǾȂǹ 3 

       ĬİȦȡȠȪȝİ ĲȠȣȢ ĮȡȚșȝȠȪȢ 
1 3 5 595 597 2 4 6 596 598

... țĮȚ ...
4 6 8 598 600 5 7 9 599 601

Α = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ Β = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ . 

      ȃĮ ĮʌȠįİȓȟİĲİ ȩĲȚ: 

                        (Į) Α < Β ,                                (ȕ)  
1

5990
Α < . 

 

 

      ȁȪıȘ 

     (Į) Ȉİ țȐșİ țȜĮıȝĮĲȚțȩ ʌĮȡȐȖȠȞĲĮ ĲȠȣ ǹ ĲȘȢ ȝȠȡĳȒȢ 2 1
, 1,2,..., 299

2 2

ν ν
ν
−

=
+

, Į-

ȞĲȚıĲȠȚȤİȓ ȑȞĮȢ țȜĮıȝĮĲȚțȩȢ ʌĮȡȐȖȠȞĲĮȢ ĲȠȣ Ǻ ĲȘȢ ȝȠȡĳȒȢ 2
, 1, 2,..., 299

2 3

ν ν
ν

=
+

. 

      ǼʌİȚįȒ ȚıȤȪİȚ:                            

                         
2 22 1 2

4 4 3 4 4 3 0 ,
2 2 2 3

ν ν ν ν ν ν
ν ν
−

< ⇔ + − < + ⇔ − <
+ +

 

ȖȚĮ țȐșİ *ν ∈’ , ȐȡĮ țĮȚ ȖȚĮ 1, 2,..., 299ν = , ȝİ ʌȠȜȜĮʌȜĮıȚĮıȝȩ ĲȦȞ ʌĮȡĮʌȐȞȦ 299 

ĮȞȚıȠĲȒĲȦȞ ȝİ șİĲȚțȠȪȢ ȩȡȠȣȢ țĮĲȐ ȝȑȜȘ, ʌȡȠțȪʌĲİȚ Ș ĮȞȚıȩĲȘĲĮ Α < Β . 

 

      (ȕ) ǼʌİȚįȒ İȓȞĮȚ , Įʌȩ ĲȘȞ ĮȞȚıȩĲȘĲĮ 0Α > Α < Β  ȝİ ʌȠȜȜĮʌȜĮıȚĮıȝȩ ĲȦȞ įȪȠ 
ȝİȜȫȞ ĲȘȢ İʌȓ ǹ, ȜĮȝȕȐȞȠȣȝİ: 

2

2 2

1 2 3 1 1 1
.

599 600 601 100 599 5990 5990

⋅ ⋅
Α < Α ⋅Β = < = ⇒ Α <

⋅ ⋅ ⋅
 

 

     

 

 



 

       ȆȇȅǺȁǾȂǹ 4 

       ȉȠ įȚʌȜĮȞȩ ıȤİįȚȐȖȡĮȝȝĮ ʌĮȡȠȣıȚȐȗİȚ ĲȠȣȢ 
įȡȩȝȠȣȢ ʌȠȣ ıȣȞįȑȠȣȞ ĲȘ ʌȜĮĲİȓĮ ȝȚĮȢ ʌȩȜȘȢ (ıȘ-

ȝİȓȠ ) ȝİ ĲȠ ıȤȠȜİȓȠ (ıȘȝİȓȠ Π Σ ). ȈĲȘ ʌȜĮĲİȓĮ 

ȕȡȓıțȠȞĲĮȚ  ȝĮșȘĲȑȢ țĮȚ ȟİțȚȞȠȪȞ ȝİ ʌȡȠȠȡȚıȝȩ 
ĲȠ ıȤȠȜİȓȠ ȑȤȠȞĲĮȢ ĲȘ įȣȞĮĲȩĲȘĲĮ ȞĮ țȚȞȠȪȞĲĮȚ 
(ıĲȠ ıȤİįȚȐȖȡĮȝȝĮ) ȝȩȞȠ ʌȡȠȢ ĲĮ įİȟȚȐ țĮȚ ʌȡȠȢ ĲĮ 

ȐȞȦ. ǹȞ ȠȚ ȝĮșȘĲȑȢ İȓȞĮȚ İȜİȪșİȡȠȚ ȞĮ İʌȚȜȑȟȠȣȞ 
ȠʌȠȚĮįȒʌȠĲİ įȚĮįȡȠȝȒ (ȝİ ıțȠʌȩ ȞĮ ĳĲȐıȠȣȞ ıĲȠ 
ıȤȠȜİȓȠ), ȞĮ ʌȡȠıįȚȠȡȓıİĲİ ĲȘȞ İȜȐȤȚıĲȘ ĲȚȝȒ ĲȠȣ 

 ȑĲıȚ, ȫıĲİ ȠʌȦıįȒʌȠĲİ įȪȠ ĲȠȣȜȐȤȚıĲȠȞ ȝĮșȘ-

ĲȑȢ ȞĮ  ĮțȠȜȠȣșȒıȠȣȞ ĲȘȞ ȓįȚĮ įȚĮįȡȠȝȒ.   

k

k

 
 

      ȁȪıȘ 

      ȈĲȠ įȚʌȜĮȞȩ ıȤİįȚȐȖȡĮȝȝĮ ʌĮȡȠȣıȚȐȗȠȞĲĮȚ ȩȜȠȚ ȠȚ įȣȞĮĲȠȓ ĲȡȩʌȠȚ ȝİ ĲȠȣȢ ȠʌȠȓ-
ȠȣȢ ȝʌȠȡİȓ ȞĮ ʌȡȠıİȖȖȓıİȚ țȐʌȠȚȠȢ ȝĮșȘĲȒȢ ȩȜİȢ 
ĲȚȢ įȚĮıĲĮȣȡȫıİȚȢ ȝȑȤȡȚ ȞĮ ĳĲȐıİȚ ıĲȠ ıȤȠȜİȓȠ. 
ȆȡȠĳĮȞȫȢ ıĲȚȢ įȚĮıĲĮȣȡȫıİȚȢ 1 2, , 3Α Α Α

3

 țĮȚ 
, ȝʌȠȡİȓ țȐʌȠȚȠȢ ȝĮșȘĲȒȢ ȞĮ ȝİĲĮțȚȞȘ-

șİȓ ȝİ ȑȞĮ ȝȩȞȠ ĲȡȩʌȠ, įȚȩĲȚ ȝʌȠȡİȓ ȞĮ țȚȞȘșİȓ 
ȝȩȞȠ ʌȡȠȢ ĲĮ įİȟȚȐ Ȓ  ʌȡȠȢ ĲĮ ȐȞȦ. 

1 2, ,Β Β Β

ȈĲȚȢ ȣʌȩȜȠȚʌİȢ įȚĮıĲĮȣȡȫıİȚȢ, ȝʌȠȡİȓ ȞĮ ȝİĲĮțȚ-
ȞȘșİȓ ȝİ ĲȠ ȐșȡȠȚıȝĮ ĲȦȞ ĲȡȩʌȦȞ ʌȠȣ ȝʌȠȡİȓ ȞĮ 

ȝİĲĮțȚȞȘșİȓ ʌȡȠȢ ĲȚȢ ʌȜȘıȚȑıĲİȡİȢ įȚĮıĲĮȣȡȫıİȚȢ 
ʌȠȣ ȕȡȓıțȠȞĲĮȚ ĮȡȚıĲİȡȐ țĮȚ ʌȡȠȢ ĲĮ țȐĲȦ.  

ǲĲıȚ ȩȜİȢ ȠȚ įȣȞĮĲȑȢ įȚĮįȡȠȝȑȢ Įʌȩ ĲȚȢ ȠʌȠȓİȢ 
ȝʌȠȡİȓ ȞĮ ĳĲȐıİȚ țȐʌȠȚȠȢ ıĲȠ ıȤȠȜİȓȠ, İȓȞĮȚ ıȣ-
ȞȠȜȚțȐ . ǼʌȠȝȑȞȦȢ, ıȪȝĳȦȞĮ ȝİ ĲȘȞ ĮȡȤȒ ĲȘȢ 
ʌİȡȚıĲİȡȠĳȦȜȚȐȢ, įȪȠ ĲȠȣȜȐȤȚıĲȠȞ ȝĮșȘĲȑȢ șĮ 

ĮțȠȜȠȣșȒıȠȣȞ  ȠʌȦıįȒʌȠĲİ ĲȘȞ ȓįȚĮ įȚĮįȡȠȝȒ, İĳȩıȠȞ Ƞ ĮȡȚșȝȩȢ ĲȦȞ ȝĮșȘĲȫȞ İȓȞĮȚ 
. ǱȡĮ Ș İȜȐȤȚıĲȘ ĲȚȝȒ ĲȠȣ k  İȓȞĮȚ 21. 

20

21k ≥
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                                     526554 zzzzzz .                              (3) 

   (1), (2)  (3)       -

 

526341 zzzzzz  

 : 

166554433221 zzzzzzzzzzzz 635241 zz3zz3zz3 . 
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Ș
  ǼȜȜȘȞȚțȒ ȂĮșȘȝĮĲȚțȒ ȅȜȣȝʌȚȐįĮ  

"ȅ ǹȡȤȚȝȒįȘȢ" 

ȈǹǺǺǹȉȅ, 27 ĭǼǺȇȅȊǹȇǿȅȊ 2010 
 

ǼǼȞȞįįİİȚȚțțĲĲȚȚțțȑȑȢȢ  ȜȜȪȪııİİȚȚȢȢ  
șșİİȝȝȐȐĲĲȦȦȞȞ  ȝȝȚȚțțȡȡȫȫȞȞ  ĲĲȐȐȟȟİİȦȦȞȞ  

 

      ȆȇȅǺȁǾȂǹ 1 

      ȃĮ ʌȡȠıįȚȠȡȓıİĲİ ĲȠ ʌȜȒșȠȢ ĲȦȞ șİĲȚțȫȞ ĮțȑȡĮȚȦȞ ʌȠȣ įİȞ İȓȞĮȚ įȣȞĮĲȩȞ ȞĮ 

ȖȡĮĳȠȪȞ ıĲȘ ȝȠȡĳȒ 80  ȩʌȠȣ 3 ,κ λ+ { }, 0,1, 2,...κ λ∈ =’ . 

 

      ȁȪıȘ 

      ĬİȦȡȠȪȝİ ĲȠȣȢ ĮȡȚșȝȠȪȢ ĲȘȢ ȝȠȡĳȒȢ 80 3 ,κ λ+  ȩʌȠȣ { }, 0,1, 2κ λ∈ =’ ,... , ıĲĮ-

șİȡȠʌȠȚȫȞĲĮȢ ĲȘȞ ĲȚȝȒ ĲȠȣ . κ
      īȚĮ  ȜĮȝȕȐȞȠȣȝİ ȩȜĮ ĲĮ ʌȠȜȜĮʌȜȐıȚĮ ĲȠȣ 3 ĮȡȤȓȗȠȞĲĮȢ Įʌȩ ĲȠ 0. 0κ =
      īȚĮ  ȜĮȝȕȐȞȠȣȝİ ĲȠȣȢ ĮȡȚșȝȠȪȢ  1κ =
                                 ( )80 3 3 26 2 3 2, 26λ λ ρ ρΑ = + = + + = + ≥ , 

įȘȜĮįȒ ȩȜȠȣȢ ĲȠȣȢ ĮȡȚșȝȠȪȢ ʌȠȣ įȚĮȚȡȠȪȝİȞȠȚ ȝİ ĲȠ 3 įȓȞȠȣȞ ȣʌȩȜȠȚʌȠ 2, İțĲȩȢ Įʌȩ 
ĲȠȣȢ 26 ıȣȞȠȜȚțȐ ĮȡȚșȝȠȪȢ ĲȘȢ ȝȠȡĳȒȢ 3 2, ȖȚĮ 0,1,2,...25ρ ρ+ = . 

      īȚĮ 2  ȜĮȝȕȐȞȠȣȝİ ĲȠȣȢ ĮȡȚșȝȠȪȢ  κ =
                                 ( )160 3 3 53 1 3 1, 53λ λ ρ ρΑ = + = + + = + ≥ , 

įȘȜĮįȒ ȩȜȠȣȢ ĲȠȣȢ ĮȡȚșȝȠȪȢ ʌȠȣ įȚĮȚȡȠȪȝİȞȠȚ ȝİ ĲȠ 3 įȓȞȠȣȞ ȣʌȩȜȠȚʌȠ 2, İțĲȩȢ Įʌȩ 
ĲȠȣȢ 53 ıȣȞȠȜȚțȐ ĮȡȚșȝȠȪȢ ĲȘȢ ȝȠȡĳȒȢ 3 1, ȖȚĮ 0,1,2,...52ρ ρ+ = . 

      īȚĮ ʌȡȠțȪʌĲȠȣȞ ĮȡȚșȝȠȓ ȝİȖĮȜȪĲİȡȠȚ Ȓ ȓıȠȚ ĲȠȣ 240 ʌȠȣ ȑȤȠȣȝİ ȒįȘ İț-
ĳȡȐıİȚ ıĲȘ ȝȠȡĳȒ  ȝİ 

3κ ≥
80 3 ,κ λ+ ,κ λ∈’ . ǲĲıȚ ıȣȞȠȜȚțȐ įİȞ ȝʌȠȡȠȪȝİ ȞĮ İțĳȡȐ-

ıȠȣȝİ ıĲȘ ȗȘĲȠȪȝİȞȘ ȝȠȡĳȒ ĲȠȣȢ 79 ĮȡȚșȝȠȪȢ  2,5,8, ... ,77  țĮȚ 1,4,7,... , 157, ʌȠȣ 
ʌİȡȚȖȡȐȥĮȝİ ʌĮȡĮʌȐȞȦ.       

 

      ȆȇȅǺȁǾȂǹ 2 

      ǻȓȞİĲĮȚ ȠȡșȠȖȫȞȚȠ ȝİ ʌȜİȣȡȑȢ ΑΒΓΔ αΑΒ =  țĮȚ βΒΓ = . ǲıĲȦ ȅ ĲȠ ıȘȝİȓȠ 
ĲȠȝȒȢ ĲȦȞ įȚĮȖȦȞȓȦȞ ĲȠȣ. ȆȡȠİțĲİȓȞȠȣȝİ ĲȘȞ ʌȜİȣȡȐ Ǻǹ ʌȡȠȢ ĲȠ ȝȑȡȠȢ ĲȠȣ ǹ țĮĲȐ 

ĲȝȒȝĮ  țĮȚ ĲȘȞ įȚĮȖȫȞȚȠ ǻǺ ʌȡȠȢ ĲȠ ȝȑȡȠȢ ĲȠȣ Ǻ țĮĲȐ ĲȝȒȝĮ . 

ǹȞ ĲȠ ĲȡȓȖȦȞȠ  İȓȞĮȚ ȚıȩʌȜİȣȡȠ, ĲȩĲİ ȞĮ ĮʌȠįİȓȟİĲİ ȩĲȚ: 
ΑΕ = ΑΟ ΒΖ = ΒΟ

ΕΖΓ
      (i)   3β α= ,         (ii)  ΑΖ ,       (iii) = ΕΟ ΕΟ ⊥ ΖΔ . 

 

      ȁȪıȘ 

      ȉĮ ĲȡȓȖȦȞĮ Ǽǹī țĮȚ ǽȅī ȑȤȠȣȞ, ȜȩȖȦ ĲȦȞ ȣʌȠșȑıİȦȞ ĲȚȢ ĲȡİȚȢ ʌȜİȣȡȑȢ ĲȠȣȢ ȓıİȢ 
ȝȓĮ ʌȡȠȢ ȝȓĮ, 

                                , , țĮȚΑΕ = ΟΓ ΑΓ = ΟΖ ΕΓ = ΖΓ
ȠʌȩĲİ İȓȞĮȚ ȓıĮ. ǱȡĮ șĮ ȑȤȠȣȞ țĮȚ ĲȚȢ ĮȞĲȓıĲȠȚȤİȢ ȖȦȞȓİȢ ĲȠȣȢ ȓıİȢ. ǲĲıȚ ʌȡȠțȪʌĲİȚ Ș 

ȚıȩĲȘĲĮ 
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                          , 0 0ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ180 180ΕΑΓ = ΖΟΓ⇔ −ΒΑΟ = −ΑΟΒ⇔ ΒΑΟ = ΑΟΒ

 
ȈȤȒȝĮ 1 

 

ȠʌȩĲİ ĲȠ ĲȡȓȖȦȞȠ ǹȅǺ İȓȞĮȚ ȚıȠıțİȜȑȢ ȝİ ΑΒ = ΒΟ . ǵȝȦȢ  ȚıȤȪİȚΑΟ = ΟΒ , ȦȢ  
ȝȚıȐ ĲȦȞ ȓıȦȞ įȚĮȖȦȞȓȦȞ ĲȠȣ ȠȡșȠȖȦȞȓȠȣ ǹǺīǻ. ǱȡĮ ĲȠ ĲȡȓȖȦȞȠ ǹǺȅ İȓȞĮȚ Țıȩ-

ʌȜİȣȡȠ ʌȜİȣȡȐȢ αΑΒ = . ȉȠ ȪȥȠȢ ĲȠȣ ĲȡȚȖȫȞȠȣ ǹǺȅ  ȑȤİȚ ȝȒțȠȢ 3

2

α
, ĮȜȜȐ ȚıȠȪ-

ĲĮȚ țĮȚ ȝİ ĲȠ ȝȚıȩ ĲȘȢ ʌȜİȣȡȐȢ βΒΓ = . ǼʌȠȝȑȞȦȢ ȑȤȠȣȝİ 
3

3.
2 2

β α β α= ⇒ =  

 (ii) ȉĮ ĲȡȓȖȦȞĮ ǹǽȅ țĮȚ ȅǼǺ İȓȞĮȚ  ȓıĮ, ĮĳȠȪ ȑȤȠȣȞ  
                          ǹȅ = ȅǺ,  ȅǽ = ǼǺ țĮȚ ˆ ˆ60ΖΟΑ = = ΕΒΟc  . 

ǱȡĮ șĮ ȑȤȠȣȞ țĮȚ  ǹǽ = ǽȅ. 

(iii) ǼʌİȚįȒ İȓȞĮȚ ΑΟ = ΑΕ = ΑΒ  Ș įȚȐȝİıȠȢ ĲȠȣ ĲȡȚȖȫȞȠȣ ǺȅǼ ȚıȠȪĲĮȚ ȝİ ĲȠ ȝȚıȩ  
ĲȘȢ ʌȜİȣȡȐȢ ʌȠȣ ĮȞĲȚıĲȠȚȤİȓ. ǱȡĮ İȓȞĮȚ  țĮȚ ˆ 90ΒΟΕ = c ΕΟ ⊥ ΖΔ . 

 

      ȆȇȅǺȁǾȂǹ  3 

      ǹȞ  İȓȞĮȚ șİĲȚțȠȓ ʌȡĮȖȝĮĲȚțȠȓ ĮȡȚșȝȠȓ ȝİ ȐșȡȠȚıȝĮ 3 țĮȚ ȠȚ șİĲȚțȠȓ ʌȡĮȖȝĮĲȚ-
țȠȓ ĮȡȚșȝȠȓ ,

,a b
țĮȚx y  z ȑȤȠȣȞ ȖȚȞȩȝİȞȠ 1, ȞĮ ĮʌȠįİȓȟİĲİ ȩĲȚ: 

( )( )( ) 27ax b ay b az b+ + + ≥ . 

      īȚĮ ʌȠȚİȢ ĲȚȝȑȢ ĲȦȞ , țĮȚx y z  ĮȜȘșİȪİȚ Ș ȚıȩĲȘĲĮ;  

 

      ȁȪıȘ 

      ǹȡțİȓ ȞĮ ĮʌȠįİȓȟȠȣȝİ ĲȘȞ ĮȞȚıȩĲȘĲĮ 

                            ( ) ( )3 2 2 3 27a xyz a b xy yz zx ab x y z b+ + + + + + + ≥ .                 (1) 

      ǵȝȦȢ Įʌȩ ĲȘȞ ȣʌȩșİıȘ ȑȤȠȣȝİ ȩĲȚ ȠȚ ĮȡȚșȝȠȓ , țĮȚx y z  İȓȞĮȚ șİĲȚțȠȓ ȝİ ȖȚȞȩȝİȞȠ 
1xyz = , ȠʌȩĲİ ȤȡȘıȚȝȠʌȠȚȫȞĲĮȢ ĲȘȞ ĮȞȚıȩĲȘĲĮ ĮȡȚșȝȘĲȚțȠȪ – ȖİȦȝİĲȡȚțȠȪ ȝȑıȠȣ 

ȜĮȝȕȐȞȠȣȝİ 
                                                 33x y z xyz 3+ + ≥ = ,                                             (2) 
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                                      ( )2
333 3xy yz zx xyyzzx xyz+ + ≥ = = 3

0

                            (3) 

      ȁȩȖȦ ĲȦȞ (2), (3) țĮȚ ĲȦȞ ȣʌȠșȑıİȦȞ  țĮȚ  ,a b > 1xyz = , ȑȤȠȣȝİ 
( ) ( )3 2 2 3 3 2 23 3a xyz a b xy yz zx ab x y z b a a b ab b+ + + + + + + ≥ + + + 3 , 

ȠʌȩĲİ, ȜȩȖȦ ĲȘȢ ȝİĲĮȕĮĲȚțȒȢ ȚįȚȩĲȘĲĮȢ,  Įȡțİȓ, ĮȞĲȓ ĲȘȢ (1), ȞĮ ĮʌȠįİȓȟȠȣȝİ ĲȘȞ ĮȞȚ-
ıȩĲȘĲĮ 

( )33 2 2 33 3 27 Ȓ  27,a a b ab b a b+ + + ≥ + ≥  

ʌȠȣ ȚıȤȪİȚ, ĮĳȠȪ įȓȞİĲĮȚ ȩĲȚ . 3a b+ =
      Ǿ ȚıȩĲȘĲĮ ĮȜȘșİȪİȚ ȖȚĮ , țĮȚx y z

1

ȖȚĮ ĲĮ ȠʌȠȓĮ ȠȚ įȪȠ ĮȞȚıȩĲȘĲİȢ (2) țĮȚ (3) Ț-
ıȤȪȠȣȞ ȦȢ ȚıȩĲȘĲİȢ, įȘȜĮįȒ ȖȚĮ x y z= = = . 

                      

       ȆȇȅǺȁǾȂǹ 4  

      ǻȓȞȠȞĲĮȚ ĲȡİȚȢ ʌĮȡȐȜȜȘȜİȢ İȣșİȓİȢ  1 2 3, țĮȚε ε ε  İȞȩȢ İʌȚʌȑįȠȣ ȑĲıȚ ȫıĲİ Ș İȣ-
șİȓĮ 2ε  ȞĮ ȑȤİȚ ĲȘȞ ȓįȚĮ ĮʌȩıĲĮıȘ α  Įʌȩ ĲȚȢ 1ε  țĮȚ 3ε . ȉȠʌȠșİĲȠȪȝİ 5 ıȘȝİȓĮ 

 ʌȐȞȦ ıĲȚȢ İȣșİȓİȢ 1 2, , 3 4, țĮȚΜ Μ Μ Μ Μ5 1 2, țĮȚ 3ε ε ε , ȑĲıȚ ȫıĲİ ıİ țȐșİ İȣșİȓĮ ȞĮ 

ȣʌȐȡȤİȚ ȑȞĮ ĲȠȣȜȐȤȚıĲȠȞ ıȘȝİȓȠ. ȃĮ ʌȡȠıįȚȠȡȓıİĲİ ĲȠ ȝȑȖȚıĲȠ ĮȡȚșȝȩ ȚıȠıțİȜȫȞ 
ĲȡȚȖȫȞȦȞ ʌȠȣ İȓȞĮȚ įȣȞĮĲȩ ȞĮ ıȤȘȝĮĲȚıĲȠȪȞ ȝİ țȠȡȣĳȑȢ ĲȡȓĮ Įʌȩ ĲĮ ıȘȝİȓĮ 

 ȝİ țĮĲȐȜȜȘȜȘ ĲȠʌȠșȑĲȘıȒ ĲȠȣȢ ʌȐȞȦ ıĲȚȢ İȣșİȓİȢ  1 2, ,

țĮ
3 4, țĮȚΜ Μ Μ Μ Μ

1 2 3, Ț
5

ε ε ε , ıİ țĮșİȝȓĮ Įʌȩ ĲȚȢ ʌĮȡĮțȐĲȦ ʌİȡȚʌĲȫıİȚȢ: 
      (Į) 1 2 3 2 4 1 5, , , țĮȚ 3ε ε εΜ Μ Μ ∈ Μ ∈ Μ ∈ . 

      (ȕ) 1 2 1 3 4 3 5, , , țĮȚ 2ε ε εΜ Μ ∈ Μ Μ ∈ Μ ∈ . 

 

      ȁȪıȘ 

      ȆȡȫĲĮ Įʌȩ ȩȜĮ ıȘȝİȚȫȞȠȣȝİ ȩĲȚ Įʌȩ 5 ıȘȝİȓĮ ıĲĮ ȠʌȠȓĮ įİȞ ȣʌȐȡȤȠȣȞ ĲȡȓĮ ʌȠȣ 

ȞĮ İȓȞĮȚ ıȣȞİȣșİȚĮțȐ, ıȤȘȝĮĲȓȗȠȞĲĮȚ ĮțȡȚȕȫȢ 
5

10
3

⎛ ⎞
=⎜ ⎟

⎝ ⎠
 ĲȡȓȖȦȞĮ. ȈĲȘ ıȣȞȑȤİȚĮ ȖȚĮ 

țȐșİ ĲȡȚȐįĮ ıȣȞİȣșİȚĮțȫȞ ıȘȝİȓȦȞ ȤȐȞİĲĮȚ țĮȚ ȑȞĮ ĲȡȓȖȦȞȠ. 
      (Į). ȉȡȓĮ Įʌȩ ĲĮ įİįȠȝȑȞĮ ıȘȝİȓĮ, ȑıĲȦ ĲĮ 1 2, , 3Μ Μ Μ , ĮȞȒțȠȣȞ ıĲȘȞ İȣșİȓĮ 2ε . 

 
                                                               ȈȤȒȝĮ 2 

 

ȉȩĲİ ĮȣĲȐ įİȞ ıȤȘȝĮĲȓȗȠȣȞ ĲȡȓȖȦȞȠ, İȞȫ ĲĮ ȐȜȜĮ įȪȠ ıȘȝİȓĮ ʌȡȑʌİȚ ȞĮ ĲȠʌȠșİĲȘ-

șȠȪȞ Įʌȩ ȑȞĮ ıİ țĮșİȝȓĮ Įʌȩ ĲȚȢ ȐȜȜİȢ įȪȠ İȣșİȓİȢ. īȚĮ ĲȠ ıȤȘȝĮĲȚıȝȩ ȚıȠıțİȜȫȞ 
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ĲȡȚȖȫȞȦȞ ʌȡȑʌİȚ ĲĮ ıȘȝİȓĮ ĮȣĲȐ ȞĮ ĮȞȒțȠȣȞ ıİ țȐʌȠȚĮ Įʌȩ ĲȚȢ ȝİıȠțȐșİĲİȢ ĲȦȞ İȣ-
șȪȖȡĮȝȝȦȞ ĲȝȘȝȐĲȦȞ . ǹȞ ĲȠ ıȘȝİȓȠ 1 2 2 3 1 3, ,Μ Μ Μ Μ Μ Μ 2Μ  İȓȞĮȚ ĲȠ ȝȑıȠ ĲȠȣ İȣ-
șȪȖȡĮȝȝȠȣ ĲȝȒȝĮĲȠȢ  țĮȚ ĲĮ 1 3Μ Μ 4 , 5Μ Μ

1 2 2

 ĮȞȒțȠȣȞ ıĲȘ ȝİıȠțȐșİĲȘ ĲȠȣ İȣșȪȖȡĮȝ-

ȝȠȣ ĲȝȒȝĮĲȠȢ țĮȚ İȓȞĮȚ 1Μ Μ3 4 αΜ Μ ≠Μ Μ

1 3 5Μ Μ Μ
= , ĲȩĲİ ıȤȘȝĮĲȓȗȠȞĲĮȚ įȪȠ ȚıȠıțİȜȒ 

ĲȡȓȖȦȞĮ . 1 3 4 țĮΜ ȚΜ Μ
      ȆĮȡĮĲȘȡȠȪȝİ ȩȝȦȢ ȩĲȚ, ĮȞ șİȦȡȒıȠȣȝİ ıĲȘ ʌȡȠȘȖȠȪȝİȞȘ ʌİȡȓʌĲȦıȘ 

1 2 2 4 2 5 αΜΜ =Μ Μ =Μ Μ = , ʌȠȣ İȓȞĮȚ įȣȞĮĲȩȞ, ĮĳȠȪ ȠȚ ʌĮȡȐȜȜȘȜİȢ İȣșİȓİȢ ȚıĮʌȑ-
ȤȠȣȞ, ĲȩĲİ țĮȚ ĲĮ ĲȡȓȖȦȞĮ 1 2 4 2 3 4țĮȚΜ Μ Μ Μ Μ Μ  țĮșȫȢ țĮȚ ĲĮ ĲȡȓȖȦȞĮ 

  İȓȞĮȚ ȚıȠıțİȜȒ, ȠʌȩĲİ ȑȤȠȣȝİ ȐȜȜĮ 4 ȚıȠıțİȜȒ ĲȡȓȖȦȞĮ.  

ǼʌİȚįȒ țĮȚ Ș İȣșİȓĮ 

1 2 5 țĮȚΜ Μ Μ 2 3 5Μ Μ Μ

2ε  İȓȞĮȚ ȝİıȠțȐșİĲȘ ĲȠȣ İȣșȪȖȡĮȝȝȠȣ ĲȝȒȝĮĲȠȢ  țĮȚ ĲĮ 

ĲȡȓȖȦȞĮ  țĮȚ  İȓȞĮȚ ȚıȠıțİȜȒ. ǱȡĮ ȑȤȠȣȝİ ıȣȞȠȜȚțȐ țĮĲĮıțİȣȐ-

ıİȚ 8 ȚıȠıțİȜȒ ĲȡȓȖȦȞĮ ȝİ țȠȡȣĳȑȢ Įʌȩ ĲĮ ʌȑȞĲİ ıȘȝİȓĮ ʌȠȣ İȓȞĮȚ țĮȚ Ƞ ȝȑȖȚıĲȠȢ 
įȣȞĮĲȩȢ ĮȡȚșȝȩȢ ıĲȘ ʌİȡȓʌĲȦıȘ ĮȣĲȒ, įȘȜĮįȒ ȩȜĮ ĲĮ ıȤȘȝĮĲȚȗȩȝİȞĮ ĲȡȓȖȦȞĮ İȓȞĮȚ 
ȚıȠıțİȜȒ. 

4 5Μ Μ

1 4 5Μ Μ Μ 3Μ Μ4Μ5

      ȈĲȘȞ ʌİȡȓʌĲȦıȘ ʌȠȣ șİȦȡȒıȠȣȝİ ĲĮ 4 1 5, 3ε εΜ ∈ Μ ∈

1 4

, ȑĲıȚ ȫıĲİ Ș  ȞĮ İȓ-
ȞĮȚ ȝİıȠțȐșİĲȘ ĲȠȣ , ĲȩĲİ ĲȠ ĲİĲȡȐʌȜİȣȡȠ 

4 5Μ Μ

1 2Μ Μ 2 5Μ Μ Μ Μ  İȓȞĮȚ ȡȩȝȕȠȢ (ĲİĲȡȐ-

ȖȦȞȠ, ĮȞ 1 2 2αΜ Μ ) țĮȚ Įʌȩ ĲĮ ĲȑııİȡĮ ıȘȝİȓĮ ʌȡȠțȪʌĲȠȣȞ 4 ȚıȠıțİȜȒ ĲȡȓȖȦȞĮ, =
ĲĮ . ȉȠ ıȘȝİȓȠ 1 2 4 1 2 5 1 4 5 2 4 5, , țĮȚΜ Μ Μ Μ Μ Μ Μ Μ Μ Μ Μ Μ 3Μ  ȝʌȠȡİȓ ȞĮ İʌȚȜİȖİȓ 
ʌȐȞȦ ıĲȘȞ İȣșİȓĮ 2ε  ȑĲıȚ ȫıĲİ 2 3 3 4 2 5Μ Μ =Μ Μ

2 3 4 ,

= Μ Μ

2 3 5 țĮȚ
, ȠʌȩĲİ ʌȜȑȠȞ ıȤȘȝĮĲȓȗȠȞĲĮȚ 

ȐȜȜĮ ĲȡȓĮ ȚıȠıțİȜȒ ĲȡȓȖȦȞĮ, ĲĮ 3 4 5Μ Μ Μ Μ Μ Μ Μ

2 3 2

Μ Μ . ǲĲıȚ ȑȤȠȣȝİ ıȣ-
ȞȠȜȚțȐ țĮĲĮıțİȣȐıİȚ 7 ȚıȠıțİȜȒ ĲȡȓȖȦȞĮ.  ǹȞ İȓȞĮȚ 4 2 5Μ Μ ≠Μ Μ =Μ Μ , ĲȩĲİ 
șĮ ȑȤȠȣȝİ ıȣȞȠȜȚțȐ 5 ȚıȠıțİȜȒ ĲȡȓȖȦȞĮ. 

      ǱȡĮ Ƞ ȝȑȖȚıĲȠȢ ĮȡȚșȝȩȢ ȚıȠıțİȜȫȞ ĲȡȚȖȫȞȦȞ ıĲȘ ʌİȡȓʌĲȦıȘ ĮȣĲȒ İȓȞĮȚ 8. 

 
ȈȤȒȝĮ 3 

 

      (ȕ). Ȉİ ĲȣȤĮȓĮ ĲȠʌȠșȑĲȘıȘ ĲȦȞ ıȘȝİȓȦȞ 1, 2Μ Μ  ʌȐȞȦ ıĲȘȞ İȣșİȓĮ 1ε  țĮȚ ĲȦȞ 
 ʌȐȞȦ ıĲȘȞ İȣșİȓĮ 33 ,Μ Μ4  ε  ĲȠ ĲİĲȡȐʌȜİȣȡ 3Ƞ 1 2 4Μ Μ Μ Μ  İȓȞĮȚ ĲȡĮʌȑȗȚȠ, ȠʌȩĲİ 

Įʌȩ ĲĮ 4 ĮȣĲȐ ıȘȝİȓĮ ıȤȘȝĮĲȓȗȠȞĲĮȚ ȑȞĮ Ȓ įȪȠ ȚıȠıțİȜȒ ĲȡȓȖȦȞĮ, ȝȩȞȠ ıĲȘȞ ʌİȡȓ-
ʌĲȦıȘ ʌȠȣ ȝȓĮ Įʌȩ ĲȚȢ ȕȐıİȚȢ ȚıȠȪĲĮȚ ȝİ ĲȘ ȝȓĮ Ȓ ȝİ ĲȚȢ įȪȠ ȝȘ ʌĮȡȐȜȜȘȜİȢ ʌȜİȣȡȑȢ, 
ĮȞĲȓıĲȠȚȤĮ. 
 



 5

 
ȈȤȒȝĮ 4 

 

      ȉȠ ıȘȝİȓȠ  ʌȡȑʌİȚ ȞĮ ĲȠʌȠșİĲȘșİȓ ʌȐȞȦ ıĲȘȞ İȣșİȓĮ 5Μ 2ε , ĮȜȜȐ țĮȚ ıĲȘ ȝİıȠ-
țȐșİĲȘ țȐʌȠȚȠȣ Įʌȩ ĲĮ İȣșȪȖȡĮȝȝĮ ĲȝȒȝĮĲĮ ȝİ ȐțȡĮ ĲĮ ıȘȝİȓĮ 1 2 3, , țĮȚ 4Μ Μ Μ Μ . 

ȈĲȘȞ ʌİȡȓʌĲȦıȘ ȚıȠıțİȜȠȪȢ ĲȡĮʌİȗȓȠȣ 1 2 4 3Μ Μ Μ Μ  ȠȚ įȪȠ ȕȐıİȚȢ 1 2Μ Μ 3 4Μ Μ țĮȚ  

ȑȤȠȣȞ țȠȚȞȒ ȝİıȠțȐșİĲȘ δ , ȠʌȩĲİ ȖȚĮ 5 2δ εΜ = ∩  ʌȡȠțȪʌĲȠȣȞ įȪȠ ȚıȠıțİȜȒ ĲȡȓȖȦ-

ȞĮ. ȈȣȞȠȜȚțȐ ıĲȘȞ ĲȠʌȠșȑĲȘıȘ ĮȣĲȒ ıȤȘȝĮĲȓȗȠȞĲĮȚ ĲȠ ʌȠȜȪ 4 ȚıȠıțİȜȒ ĲȡȓȖȦȞĮ. 

 
ȈȤȒȝĮ 5 

      ȈĲȘȞ ȓįȚĮ ʌİȡȓʌĲȦıȘ, ĮȞ ʌȐȡȠȣȝİ ĲĮ ĲȑııİȡĮ ıȘȝİȓĮ 1 2, ,Μ Μ 3 4, ,Μ Μ ʌȐȞȦ ıĲȚȢ 
įȪȠ İȣșİȓİȢ 1 țĮȚ 3ε ε , ȑĲıȚ ȫıĲİ ȞĮ ıȤȘȝĮĲȓȗȠȣȞ ĲİĲȡȐȖȦȞȠ, ĲȩĲİ ĮȣĲȐ ıȤȘȝĮĲȓȗȠȣȞ 
4 ȚıȠıțİȜȒ ĲȡȓȖȦȞĮ. ȈĲȘ ıȣȞȑȤİȚĮ, ĮȞ ʌȐȡȠȣȝİ ĲȠ ıȘȝİȓȠ 5Μ  ʌȐȞȦ ıĲȘȞ İȣșİȓĮ 2ε , 

ȑĲıȚ ȫıĲİ ȞĮ ıȣȝʌȓʌĲİȚ ȝİ ĲȠ țȑȞĲȡȠ ĲȠȣ ĲİĲȡĮȖȫȞȠȣ ʌȠȣ ȠȡȓȗȠȣȞ ĲĮ ĲȑııİȡĮ ʌȡȫĲĮ 

ıȘȝİȓĮ, ĲȩĲİ ȝİ ȝȓĮ țȠȡȣĳȒ ĲȠ ıȘȝİȓȠ 5Μ  ıȤȘȝĮĲȓȗȠȞĲĮȚ ȐȜȜĮ ĲȑııİȡĮ ȚıȠıțİȜȒ 

ĲȡȓȖȦȞĮ  ǲĲıȚ ȑȤȠȣȝİ ıȣȞȠȜȚțȐ 8 ȚıȠıțİȜȒ ĲȡȓȖȦȞĮ. 

      ȈĲȘȞ ʌİȡȓʌĲȦıȘ ʌȠȣ ĲĮ  4 ʌȡȫĲĮ ıȘȝİȓĮ ıȤȘȝĮĲȓȗȠȣȞ ʌĮȡĮȜȜȘȜȩȖȡĮȝȝȠ, ĲȩĲİ 
įİȞ ʌȡȠțȪʌĲȠȣȞ ȚıȠıțİȜȒ ĲȡȓȖȦȞĮ, İțĲȩȢ İȐȞ ĲȠ ĲİĲȡȐʌȜİȣȡȠ  1 2 4 3Μ Μ Μ Μ  İȓȞĮȚ 
ȡȩȝȕȠȢ, ȠʌȩĲİ ȑȤȠȣȝİ ıȣȞȠȜȚțȐ 4  Ȓ 5 ĲȠ ʌȠȜȪ ȚıȠıțİȜȒ ĲȡȓȖȦȞĮ, ĮȞȐȜȠȖĮ ȝİ ĲȘ 

șȑıȘ ĲȠȣ ıȘȝİȓȠȣ 5Μ  ʌȐȞȦ ıĲȘȞ İȣșİȓĮ 2ε . 
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ǼȆǿȉȇȅȆǾ ǻǿǹīȍȃǿȈȂȍȃ 

28Ș ǼȜȜȘȞȚțȒ ȂĮșȘȝĮĲȚțȒ ȅȜȣȝʌȚȐįĮ 
 

"ȅ ǹȡȤȚȝȒįȘȢ" 
 

ȈǹǺǺǹȉȅ, 26 ĭǼǺȇȅȊǹȇǿȅȊ 2011 
 

ǼǼȞȞįįİİȚȚțțĲĲȚȚțțȑȑȢȢ  ȁȁȪȪııİİȚȚȢȢ  șșİİȝȝȐȐĲĲȦȦȞȞ  ȝȝȚȚțțȡȡȫȫȞȞ  ĲĲȐȐȟȟİİȦȦȞȞ  
 

            ȆȆȇȇȅȅǺǺȁȁǾǾȂȂǹǹ    11  

      ǲıĲȦ ĲȡȓȖȦȞȠ  ȝİ . ǹȞ  ǻ İȓȞĮȚ ĲȠ ȝȑıȠȞ ĲȘȢ ʌȜİȣȡȐȢ ΑΒΓ ˆ 120ΒΑΓ = c ΒΓ , 

įȓȞİĲĮȚ ȩĲȚ Ș İȣșİȓĮ  İȓȞĮȚ țȐșİĲȘ ʌȡȠȢ ĲȘȞ ʌȜİȣȡȐ ΑΔ ΑΒ  țĮȚ ĲȑȝȞİȚ ĲȠȞ 
ʌİȡȚȖİȖȡĮȝȝȑȞȠ țȪțȜȠ ĲȠȣ ĲȡȚȖȫȞȠȣ ΑΒΓ  ıĲȠ ıȘȝİȓȠ Ε .  ȅȚ İȣșİȓİȢ  țĮȚ ΒΑ ΕΓ  

ĲȑȝȞȠȞĲĮȚ ıĲȠ . ȃĮ ĮʌȠįİȓȟİĲİ ȩĲȚ: Ζ
      (Į) ,         (ȕ)  . ΖΔ ⊥ ΒΕ ΖΔ = ΒΓ
 

      ȁȪıȘ 

      (Į) ǼʌİȚįȒ İȓȞĮȚ  Ș  BǼ İȓȞĮȚ įȚȐȝİĲȡȠȢ ĲȠȣ ʌİȡȚȖİȖȡĮȝȝȑȞȠȣ țȪțȜȠȣ 
ĲȠȣ ĲȡȚȖȫȞȠȣ ǹǺī. ǼʌȠȝȑȞȦȢ șĮ İȓȞĮȚ țĮȚ . ǲĲıȚ ıĲȠ ĲȡȓȖȦȞȠ ǽǺǼ  ĲĮ 

İȣșȪȖȡĮȝȝĮ ĲȝȒȝĮĲĮ Ǽǹ țĮȚ Ǻī İȓȞĮȚ ȪȥȘ ĲȠȣ ĲȡȚȖȫȞȠȣ ʌȠȣ ĲȑȝȞȠȞĲĮȚ ıĲȠ ıȘȝİȓȠ ǻ. 

ˆ 90ΒΑΕ = c

ˆ 90ΒΓΕ = c

      ǼʌȠȝȑȞȦȢ Ș İȣșİȓĮ ǽǻ İȓȞĮȚ Ș İȣșİȓĮ ĲȠȣ ĲȡȓĲȠȣ ȪȥȠȣȢ ĲȠȣ ĲȡȚȖȫȞȠȣ ǽǺǼ, įȘȜĮįȒ 

İȓȞĮȚ . ΖΔ ⊥ ΒΕ

 
 

ȈȤȒȝĮ 1 

      ǻȚĮĳȠȡİĲȚțȐ, șĮ ȝʌȠȡȠȪıĮȝİ ȞĮ ĮʌȠįİȓȟȠȣȝİ ȩĲȚ: .  ȆȡȐȖȝĮĲȚ, ȑȤȠȣȝİ ˆ 90ΖΒΗ = c

                                                ( )ˆ ˆˆ 180 HBZ+BZHΖΒΗ = −c                                     (1) 

      ǵȝȦȢ ȑȤȠȣȝİ  
             ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆHBZ EB īBA=EA īBA=120 90 īBA 30= Γ+ Γ+ − + = +Βc c c

.         (2) 



      ǼʌȓıȘȢ Įʌȩ ĲȠ İȖȖȡȐȥȚȝȠ ĲİĲȡȐʌȜİȣȡȠ ǹǻīǽ (ȖȚĮĲȓ ) ȑȤȠȣȝİ ȩĲȚ: ˆ ˆ 90ΑΔΖ = ΔΓΖ = c

                                                                                                  (3) ˆ ˆΒΖΗ = ΑΖΔ = Γ̂
      ȁȩȖȦ ĲȦȞ (2) țĮȚ (3) Ș ıȤȑıȘ (1) ȖȓȞİĲĮȚ: 

( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆ ˆˆ 180 30 +Ǻ+ī 150 Ǻ+ī 150 180 120 90ΖΒΗ = − = − = − − =c c c c c c c

c c

. 

      (ȕ) ȆĮȡĮĲȘȡȠȪȝİ ȩĲȚ ĲȠ ĲİĲȡȐʌȜİȣȡȠ ǹǻīǽ İȓȞĮȚ İȖȖȡȐȥȚȝȠ, ĮĳȠȪ  

. ǱȡĮ șĮ ȑȤȠȣȝİ . 

ˆ ˆΔΑΖ + ΔΓΖ =
90 90 180+ =c c ˆ ˆ ˆˆ 120 90 30ΔΖΓ = ΔΑΓ = ΒΑΓ−ΒΑΔ = − =c c

      ǼʌȠȝȑȞȦȢ ıĲȠ ȠȡșȠȖȫȞȚȠ ĲȡȓȖȦȞȠ ΔΓΖ  Ș ȣʌȠĲİȓȞȠȣıĮ ǽǻ șĮ İȓȞĮȚ įȚʌȜȐıȚĮ ĲȘȢ 
țȐșİĲȘȢ ʌȜİȣȡȐȢ ǻī, įȘȜĮįȒ  ĮĳȠȪ ǻ ȝȑıȠ ĲȘȢ ʌȜİȣȡȐȢ Ǻī. 2ΖΔ = ⋅ΔΓ = ΒΓ,

 

      ȆȇȅǺȁǾȂǹ 2 

      ĬİȦȡȠȪȝİ ĲȠ ıȪȞȠȜȠ ĲȦȞ ĲİĲȡĮȥȒĳȚȦȞ șİĲȚțȫȞ ĮțȑȡĮȚȦȞ ĮȡȚșȝȫȞ δγβα=x  

ĲȦȞ ȠʌȠȓȦȞ ȩȜĮ ĲĮ ȥȘĳȓĮ İȓȞĮȚ įȚĮĳȠȡİĲȚțȐ Įʌȩ ĲȠ ȝȘįȑȞ țĮȚ įȚĮĳȠȡİĲȚțȐ ȝİĲĮȟȪ 
ĲȠȣȢ. ĬİȦȡȠȪȝİ İʌȓıȘȢ ĲȠȣȢ ĮȡȚșȝȠȪȢ αβγδ=y  țĮȚ ȣʌȠșȑĲȠȣȝİ yx > . ǺȡİȓĲİ ĲȘ 

ȝİȖĮȜȪĲİȡȘ țĮȚ ĲȘ ȝȚțȡȩĲİȡȘ ĲȚȝȒ ĲȘȢ įȚĮĳȠȡȐȢ yx − , țĮșȫȢ țĮȚ ĲȠȣȢ ĮȞĲȓıĲȠȚȤȠȣȢ 
ĲİĲȡĮȥȒĳȚȠȣȢ ĮțȑȡĮȚȠȣȢ y,x ȖȚĮ ĲȚȢ ȠʌȠȓİȢ ȜĮȝȕȐȞȠȞĲĮȚ ĮȣĲȑȢ ȠȚ ĲȚȝȑȢ.  
 

      ȁȪıȘ 

      ĬİȦȡȠȪȝİ ĲȘ įİțĮįȚțȒ ĮȞĮʌĮȡȐıĲĮıȘ ĲȦȞ ĮȡȚșȝȫȞ : 
1000 100 10 1000 100 10x y α β γ δ δ γ β− = + + + − − − −α  

  1000( ) 100( ) 10( )α δ β γ γ β δ= − + − + − + α−  

999( ) 90( )α δ β= − + − γ  

( )9 111( ) 10( )α δ β γ= − + − . 

      ǹȡțİȓ ȞĮ ʌȡȠıįȚȠȡȓıȠȣȝİ ĲȘ ȝȑȖȚıĲȘ țĮȚ İȜȐȤȚıĲȘ ĲȚȝȒ ĲȘȢ ʌĮȡȐıĲĮıȘȢ: 
A 111( ) 10( )α δ β γ= − + − . 

      ȅȚ ĮȡȚșȝȠȓ δγβα ,,,  İȓȞĮȚ șİĲȚțȠȓ ȝȠȞȠȥȒĳȚȠȚ ĮțȑȡĮȚȠȚ (įȚĮĳȠȡİĲȚțȠȓ ȝİĲĮȟȪ 
ĲȠȣȢ). ǼĳȩıȠȞ yx > , șĮ ȚıȤȪİȚ δα > . 

      Ǿ ʌĮȡȐıĲĮıȘ Α  ȖȓȞİĲĮȚ ȝȑȖȚıĲȘ, ȩĲĮȞ ȠȚ ĮȡȚșȝȠȓ δα −  țĮȚ γβ −  ȖȓȞȠȣȞ ȝȑȖȚıĲȠȚ  
țĮȚ İʌȓ ʌȜȑȠȞ >−δα γβ − . Ǿ įȚĮĳȠȡȐ δα −  ȖȓȞİĲĮȚ ȝȑȖȚıĲȘ ȩĲĮȞ 9α =  țĮȚ 1δ = . 

Ǿ įȚĮĳȠȡȐ γβ −  ȖȓȞİĲĮȚ ȝȑȖȚıĲȘ ȩĲĮȞ 8β =  țĮȚ 2γ = . 

      ǱȡĮ  țĮȚ  İȓȞĮȚ ȠȚ ȗȘĲȠȪȝİȞȠȚ ĮțȑȡĮȚȠȚ ȠȚ ȠʌȠȓȠȚ įȘȝȚȠȣȡȖȠȪȞ ĲȘ 

ȝİȖĮȜȪĲİȡȘ įȚĮĳȠȡȐ . 

9821x = 1289y =
9821 1289 8532x y− = − =

      Ǿ ʌĮȡȐıĲĮıȘ  ȖȓȞİĲĮȚ İȜȐȤȚıĲȘ, ȩĲĮȞ ȠȚ ĮȡȚșȝȠȓ Α δα −  țĮȚ γβ −  ȖȓȞȠȣȞ 
İȜȐȤȚıĲȠȚ. 
      Ǿ İȜȐȤȚıĲȘ ĲȚȝȒ ĲȘȢ įȚĮĳȠȡȐȢ δα −  İȓȞĮȚ ĲȠ 1. ǱȡĮ ȠȚ įȣȞĮĲȑȢ ĲȚȝȑȢ ĲȠȣ ȗİȪȖȠȣȢ 

),( δα  İȓȞĮȚ: 
(9,8) , , (  țĮȚ (2 . (8,7) 7,6) (6,5) (5, 4) (4,3) (3, 2) ,1)

      īȚĮ ȩȜİȢ ĲȚȢ ʌĮȡĮʌȐȞȦ įȣȞĮĲȑȢ ĲȚȝȑȢ ĲȠȣ ȗİȪȖȠȣȢ ),( δα , Ș ĲȚȝȒ ĲȘȢ ʌĮȡȐıĲĮıȘȢ  
Α  ȖȓȞİĲĮȚ: 

A 111 10( )β γ= + − . 

      Ǿ İȜȐȤȚıĲȘ ĲȚȝȒ ĲȫȡĮ ĲȘȢ įȚĮĳȠȡȐȢ γβ −  İȓȞĮȚ ĲȠ 8−  ʌȠȣ įȘȝȚȠȣȡȖİȓĲĮȚ ȖȚĮ 

1β =  țĮȚ 9γ = . 



      ǹʌȠȡȡȓʌĲȠȞĲĮȢ ĲȑȜȠȢ ĲĮ ȗİȪȖȘ  țĮȚ  (įȚȩĲȚ ĲĮ ȥȘĳȓĮ ĲȠȣ ĲİĲȡĮȥȒĳȚȠȣ 
ĮȡȚșȝȠȪ İȓȞĮȚ įȚĮĳȠȡİĲȚțȐ ȝİĲĮȟȪ ĲȠȣȢ), țĮĲĮȜȒȖȠȣȝİ ıĲȠȞ ʌĮȡĮțȐĲȦ ʌȓȞĮțĮ 

įȣȞĮĲȫȞ ĲȚȝȫȞ ĲȦȞ ĮȡȚșȝȫȞ 

(9,8) (2,1)

y,x  țĮșȫȢ țĮȚ ĲȘȞ İȜȐȤȚıĲȘ įȚĮĳȠȡȐ. 

 

3192 2913 279

4193 3914 279

5194 4915 279

6195 5916 279

7196 6917 279

8197 7918 279

 

 

       ȆȇȅǺȁǾȂǹ 3 

      ǹȞ Ƞ ĮȡȚșȝȩȢ 3 1ν + , ȩʌȠȣ ν  ĮțȑȡĮȚȠȢ, İȓȞĮȚ ʌȠȜȜĮʌȜȐıȚȠ ĲȠȣ 7, ȞĮ ȕȡİȓĲİ ĲĮ 

įȣȞĮĲȐ ȣʌȩȜȠȚʌĮ ĲȘȢ įȚĮȓȡİıȘȢ: 
(Į)    ĲȠȣ ν  ȝİ ĲȠ 7, 

(ȕ)    ĲȠȣ mν  ȝİ ĲȠ 7, ȖȚĮ ĲȚȢ įȚȐĳȠȡİȢ ĲȚȝȑȢ ĲȠȣ șİĲȚțȠȪ ĮțȑȡĮȚȠȣ . , 1m m >
 

      ȁȪıȘ 

      (Į) ǲıĲȦ 3 1 7 ,ν κ+ =  ȩʌȠȣ ,ν κ  ĮțȑȡĮȚȠȚ. ȅ ĮțȑȡĮȚȠȢ ν  ȑȤİȚ ĲȘ ȝȠȡĳȒ 

7ν ρ υ= + , ȩʌȠȣ { }0,1,2,3,4,5,6υ∈  țĮȚ ρ  ĮțȑȡĮȚȠȢ. ȉȩĲİ ȑȤȠȣȝİ: 

( )3 7 1 7 21 3 1 7 3 1 ʌȠȜȜĮʌȜȐıȚȠ ĲȠȣ 7ρ υ κ ρ υ κ υ+ + = ⇔ + + = ⇔ + = , 

ȠʌȩĲİ Ș ȝȩȞȘ įȣȞĮĲȒ ĲȚȝȒ ȖȚĮ ĲȠ υ  İȓȞĮȚ ĲȠ 2. ǲĲıȚ ȑȤȠȣȝİ 7 2,ν ρ= +  ȩʌȠȣ ρ  

ĮțȑȡĮȚȠȢ, ȠʌȩĲİ ĲȠ ȝȠȞĮįȚțȩ įȣȞĮĲȩ ȣʌȩȜȠȚʌȠ ĲȘȢ įȚĮȓȡİıȘȢ ĲȠȣ ν  ȝİ ĲȠ 7 İȓȞĮȚ ĲȠ 2. 

      (ȕ)  ǲȤȠȣȝİ 

                          ( ) ( )
0

7 2 7 2 .7 2
m

m m im i

i

m

i
mν ρ ρ πο−

=

⎛ ⎞
= + = = +⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ λ

,

. 

      ǼʌȠȝȑȞȦȢ, Įȡțİȓ ȞĮ ȕȡȠȪȝİ ĲĮ įȣȞĮĲȐ ȣʌȩȜȠȚʌĮ ĲȘȢ įȚĮȓȡİıȘȢ ĲȠȣ  ȝİ ĲȠ 7. 2m

      ǹȞ ȣʌȠșȑıȠȣȝİ ȩĲȚ 3m σ υ= +  ȩʌȠȣ { }0,1,2υ∈ , ĲȩĲİ ȜĮȝȕȐȞȠȣȝİ: 

                ( ) ( )32 2 8 2 7 1 2 .7 1 2 .7 2m σ
,σ υ σ υ υ υ υπολ πολ+= = ⋅ = + ⋅ = + ⋅ = +  

ȩʌȠȣ { }0,1,2υ∈ . ǱȡĮ ĲĮ įȣȞĮĲȐ ȣʌȩȜȠȚʌĮ ĲȘȢ įȚĮȓȡİıȘȢ ĲȠȣ mν  ȝİ ĲȠ 7, ȖȚĮ ĲȚȢ 

įȚȐĳȠȡİȢ ĲȚȝȑȢ ĲȠȣ șİĲȚțȠȪ ĮțȑȡĮȚȠȣ  İȓȞĮȚ ĲĮ ,m m >1 .0 1 22 1, 2 2 țĮȚ 2 4= = =  

 

      ȆȇȅǺȁǾȂǹ 4 

      ǹȞ , ,x y z  İȓȞĮȚ șİĲȚțȠȓ ʌȡĮȖȝĮĲȚțȠȓ ĮȡȚșȝȠȓ ȝİ ȐșȡȠȚıȝĮ 12, ȞĮ ĮʌȠįİȓȟİĲİ ȩĲȚ: 

3
x y z

x y z
y z x
+ + + ≥ + + . 

      ȆȩĲİ ȚıȤȪİȚ Ș ȚıȩĲȘĲĮ; 

 

      ȁȪıȘ  

      ǼʌİȚįȒ ȠȚ șİĲȚțȠȓ ʌȡĮȖȝĮĲȚțȠȓ ĮȡȚșȝȠȓ , ,x y z  ȑȤȠȣȞ  ȐșȡȠȚıȝĮ 12, Įȡțİȓ ȞĮ 

ĮʌȠįİȓȟȠȣȝİ ĲȘȞ ĮȞȚıȩĲȘĲĮ 

                                    
4

x y z x y z
x y

y z x
z

+ +
+ + + ≥ + + .                               (1) 



      ǼʌİȚįȒ ȠȚ ʌȡĮȖȝĮĲȚțȠȓ ĮȡȚșȝȠȓ , ,x y z  İȓȞĮȚ șİĲȚțȠȓ, Įʌȩ ĲȘȞ ĮȞȚıȩĲȘĲĮ ĮȡȚșȝȘĲȚțȠȪ 
– ȖİȦȝİĲȡȚțȠȪ ȝȑıȠȣ ȑȤȠȣȝİ 

                                                 2
4 4

x y x y
x

y y
+ ≥ ⋅ = ,                                         (2) 

                                                 2
4 4

y z y z
y

z z
+ ≥ ⋅ = ,                                         (3) 

                                                 2
4 4

z x z x
z

x x
+ ≥ ⋅ =  .                                         (4) 

      Ȃİ ʌȡȩıșİıȘ țĮĲȐ ȝȑȜȘ ĲȦȞ (2), (3) țĮȚ (4) ʌȡȠțȪʌĲİȚ Ș ĮȞȚıȩĲȘĲĮ (1). 

      Ǿ ȚıȩĲȘĲĮ ȚıȤȪİȚ, ȩĲĮȞ ȠȚ ĮȞȚıȩĲȘĲİȢ (2), (3) țĮȚ (4) ĮȜȘșİȪȠȣȞ țĮȚ ȠȚ ĲȡİȚȢ ȦȢ 
ȚıȩĲȘĲİȢ., įȘȜĮįȒ ȩĲĮȞ 

  

2
2 2 2 2 2 2

3

4
2 2 2

3

2 2
8

7

2 2
7 7

1
, , , , , ,

4 4 4 4 4 4 4 4 4 4

1
, ,

4 4 4 4

1
, ,

4 4 4

, , 4 4.
4 4

4

4

x y y z z x y z x y z y y
x y z x y z

y z x

y z z
x y z

y z
x y z z

y z
x y z x y z

⎛ ⎞
= = = ⇔ = = = ⇔ = = = =⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎛ ⎞
⇔ = = = ⎜ ⎟

⎝ ⎠

⇔ = = =

⇔ = = = ⇔ = = =
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22 2 26 0, , ,

6 6 0, , ,

6, , , 6, , .

6, , , (1) 6, , . (2)

x y x y x y

xy x y xy x y x y

xy x y x y xy x y x y

xy x y x y xy y x x y

 

          (1)  (2)  ,  0 0,x y     (1),   

     (2)  . ,    

   (1).  

0 0,y x

,x y ,   (1)    : 

1 2

3 4

5 6

7 8

6, 1 6, 1

3, 2 3, 2

1, 6 1, 6

2, 3 2, 3 .

xy x y xy x y

xy x y xy x y

xy x y xy x y

xy x y xy x y

 

        8    1 3, , 8     : 

, 3, 2 , , 2, 3 , , 3,1 ,

, 1, 3 , , 2,1 , 1,

x y x y x y

x y x y x y 2 .
. 

          ,   (2)      

, 2,3 , , 3, 2 , , 1,3 ,

, 3, 1 , , 1, 2 , 2,

x y x y x y

x y x y x y 1 .
. 
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40A (40,40) 1 2OA ,OA , ,OA40 .    
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 “ ” .      “ ”    
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                 OA , 
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i
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i l

k
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l,k

0 4k 0
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40

i
  

   (       
40

i
   

        
k

l
    

  “ ”  ). M( , )k l

      ,    “ ”      (   

     “ ”)   

OA i

MK (40, ) 1i .   

,    MK (40, ) 1i MK (40, ) 1i  “ ”    

 .      “ ”   , 

    “ ”  .      

“ ”   ,     “ ”  , (2 , 

.       : 

iOA 2A (40, 2) 2OA

(20,1)
4A (40, 4)

4OA (10,1) 0, 2)

(30,3)

A2(40,2) (40,2)=2 1 A40(40,40) (40,40)=40 39 

A4(40,4) (40,4)=4 3 A38(40,38) (40,38)=2 1 

A5(40,5) (40,5)=5 4 A36(40,36) (40,36)=4 3 

A6(40,6) (40,6)=2 1 A35(40,35) (40,35)=5 4 

A8(40,8) (40,8)=8 7 A34(40,34) (40,34)=2 1 

A10(40,10) (40,10)=10 9 A32(40,32) (40,32)=8 7 

A12(40,12) (40,12)=4 3 A30(40,30) (40,30)=10 9 

A14(40,14) (40,14)=2 1 A28(40,28) (40,28)=4 3 

A15(40,15) (40,15)=5 4 A26(40,26) (40,26)=2 1 

A16(40,16) (40,16)=8 7 A25(40,25) (40,25)=5 4 



A18(40,18) (40,18)=2 1 A24(40,24) (40,24)=8 7 

A20(40,20) (40,20)=20 19 A22(40,22) (40,22)=2 1 
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    :    

MK ( , )k l = MK ( , )l k = MK ( , )l k k = MK ( , )l k k . 

3.    “ ”        
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1 1 1 4
(40) 40 1 1 40 16

2 5 2 5
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              6,    
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, ,a b c

3 3 32 2 22 2S a bc b ca c a2 b . 
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      . 

          –    : 
2

3 2 2 23

3 3 32 2 2

1 1 2 12 12 1
2 2 12 12 2

312 12 3 12

a bc
a bc a bc a bc 24 ,

2
3 2 2 23

3 3 32 2 2

1 1 2 12 12 1
2 2 12 12 2 24 ,

312 12 3 12

b ca
b ca b ca b ca  

2
3 2 2 23

3 3 32 2 2

1 1 2 12 12 1
2 2 12 12 2

312 12 3 12

c ab
c ab c ab c ab 24 ,  

        

3 3 32 2 2 2 2 2

2 2

2 3

33 32 2

1
2 2 2 2 2 2 72

3 12

1 36
72 3 12.

183 12 12
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             33 12      

. 2a b c

 

       

      1.     12          

  –          

         .    

               

.  ,      
2

3 2 23
2 2

2 2 1 1
3

a bc
a bc a bc ,  

2
3 2 23

2 2
2 2 1 1

3

b ca
b ca b ca ,  

2
3 2 23

2 2
2 2 1 1

3

c ab
c ab c ab ,  

        
2 2 2

3 3 32 2 2

2

2 2 2
2 2 2

3

6 42
14.

3 3

a b c ab bc ca
S a bc b ca c ab

a b c

6

 

              ,     

  
2 2 2

2

2 1, 2 1, 2

3, .

a bc b ca c ab

a b c

1
 

      2. ,         
3 3 32 2 22 , 2 , 2 ,x a bc y b ca z c ab  

      , ,S x y z x y z ,     
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22 . 

          (      o

32 90B̂B̂ ) : 

ˆB̂3 .   M       (BC MCMB ).    

            

O

BC Z , 

   MZ     . BC

 

             (ABC CBCA ).    )(  

 AB       (  2),   ABC L      

        ABC M        

(  

LN

BM             N L    

). AC



 
 3 

 

         Z       (    EN )(   

  ). EN

        MZ      AD . 

 

            MZ        

       (

BC

ABC CBCA )    Z  

    O     (  4). 

          MZ     .   BC MZ      

 AE  ( MZ // AE ). 

            T MZ            (  AN T AN Z  

      NE MZ // AE ).    MTA       

 ( ).      

MTN

21 E)MTN()MTA(E

 

 
 4 

 

         MZ // AE ,   “ ”    

    AMN MT   .  : 



ˆ2DL̂B  (   DL̂B        ). LEN

ˆ2ZM̂L  (  LD // MZ   DL̂B ˆ2ZM̂L ). 

           A
2

1
E      , 

: 

)290(mx
2

1
)90(mn

2

1
E1  

kx
2

1
2kn

2

1
E2  

           , :  

42
2

2
. 

           (       ,   

 )   :  

)A(242        )B(
2

242 . 

                 

( )          

)A( MTN

TNTM AMN

M (
o90NM̂A ).   BM          ABC L  

,       (ABC CBCA )    

KZ    . 

                   

,   

)B( MTN

T MT     .   AN MT       

(  ). 

O

OZ

 

 

 
 

                            5                                                        6 

              ABC CBCA   o45ˆĈ ,    
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            ΠΠΡΡΟΟΒΒΛΛΗΗΜΜΑΑ    11  
      Δίνεται οξυγώνιο τρίγωνο ΑΒΓ   (με ΑΒ < ΑΓ < ΒΓ ), εγγεγραμμένο σε κύκλο 

(O, )c R  (με κέντρο το σημείο O  και ακτίνα R ). Ο κύκλος 1( , )c Α ΑΒ  (με κέντρο το 
σημείο Α  και ακτίνα ΑΒ ) τέμνει την πλευρά ΒΓ  στο σημείο Δ  και τον 
περιγεγραμμένο κύκλο (O, )c R  στο σημείο Ε . Να αποδείξετε ότι η πλευρά ΑΓ 
διχοτομεί τη γωνία ˆΔΑΕ . 
  
            ΛΛύύσσηη  ((11οοςς  ττρρόόπποοςς))  
            ΟΟιι  γγωωννίίεεςς  ˆΓΑΕ   κκααιι  ˆΓΒΕ   εείίννααιι  εεγγγγεεγγρρααμμμμέέννεεςς  σσττοονν  κκύύκκλλοο  (O, )c R  (σχήμα 1) και 

βαίνουν στο ίδιο τόξο ΓΕ , οπότε είναι ίσες, δηλαδή έχουμε 
                                                      2

ˆ ˆ ˆΑ = ΓΑΕ = ΓΒΕ ..                                                                                  ((11))  

            ΕΕππίίσσηηςς,,  ηη  γγωωννίίαα  ˆΔΒΕ   πποουυ  εείίννααιι  ίίσσηη  μμεε  ττηη  γγωωννίίαα  ˆΓΒΕ εείίννααιι  εεγγγγεεγγρρααμμμμέέννηη  σσττοονν  
κκύύκκλλοο  1( , )c Α ΑΒ  και βάνει στο τόξο ΔΕ , ενώ η γωνία ˆΔΑΕ είναι η αντίστοιχη 

επίκεντρη της γωνίας ˆΔΒΕ ..  ΕΕπποομμέέννωωςς  έέχχοουυμμεε    

                                                                                              1 2
ˆ ˆˆˆ ˆ

2 2
Α +ΑΔΑΕ

ΓΒΕ = ΔΒΕ = = ..                                                        ((22))  

 
Σχήμα 1 

 
            ΑΑππόό  ττιιςς  σσχχέέσσεειιςς    ((11))  κκααιι  ((22))  λλααμμββάάννοουυμμεε  
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                                                                                                                        1 2
2

ˆ ˆˆ
2

Α +Α
Α = ,,                                                                                  ((33))  

ααππόό  ττηηνν  οοπποοίίαα  ππρροοκκύύππττεειι  όόττιι  1 2
ˆ ˆΑ = Α ,,  δδηηλλααδδήή  ηη  ΑΑΓΓ  εείίννααιι  δδιιχχοοττόόμμοοςς  ττηηςς  γγωωννίίααςς  

ˆΔΑΕ ..  
  
            22οοςς  ττρρόόπποοςς  
      Οι χορδές ΑΒ  και ΑΕ  του κύκλου )c(  είναι ίσες μεταξύ τους, ως ακτίνες του 
κύκλου )c( 1 , οπότε το τρίγωνο ΑΒΕ είναι ισοσκελές με   
                                                     1

ˆ ˆ ˆ .Β = ΑΒΕ = ΑΕΒ                                            (3) 

      Όμως οι γωνίες ˆ ˆκαιΑΕΒ Γ  είναι εγγεγραμμένες στον κύκλο ( )O,c R  και 
βαίνουν στο ίδιο τόξο, οπότε θα είναι ίσες, δηλαδή 
                                                            ˆ ˆΑΕΒ = Γ .                                                 (4) 
      Από τις (3) και (4), έχουμε 
                                                        1

ˆ ˆ ˆΒ = ΑΒΕ = Γ                                               (5) 
και επομένως προκύπτει ότι  
                                                   2 1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆΒ = Β−Β = Β−Γ .                                          (6) 

      Από το ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΔ , έχουμε: 1
ˆ ˆ ˆΔ = ΑΔΒ = Β  και επειδή η 1Δ̂  είναι 

εξωτερική γωνία του τριγώνου ΑΔΓ , συμπεραίνουμε ότι:  

1 1
ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆΒ = Δ = ΔΑΓ +Γ = Α +Γ  

                                                   1
ˆ ˆ ˆ ˆ⇒Α = ΔΑΓ = Β−Γ .                                       (7) 

      Από τις σχέσεις (6) και (7) λαμβάνουμε την ισότητα: 
                                                              1 2

ˆ ˆΑ = Β .                                                 (8) 

      Επιπλέον, οι γωνίες 2 2
ˆ ˆˆ καιΒ ΓΑΕ = Α είναι εγγεγραμμένες στον κύκλο ( )O,c R  

και βαίνουν στο ίδιο τόξο ΓΕ , οπότε είναι ίσες, δηλαδή  
                                                   2 2

ˆ ˆ ˆ ˆΑ = ΓΑΕ = ΓΒΕ = Β .                                     (9) 

      Από τις σχέσεις (7),  (8) και (9) λαμβάνουμε την ισότητα 1 2
ˆ ˆ ˆ ˆΑ = Α = Β−Γ , από 

την οποία προκύπτει ότι η πλευρά ΑΓ διχοτομεί τη γωνία ˆΔΑΕ . 
  
            ΠΠΡΡΟΟΒΒΛΛΗΗΜΜΑΑ    22  
      Για τις διάφορες τιμές της παραμέτρου a∈ , να λύσετε την εξίσωση  
                                                    4 2 8 4x x ax− − + = + . 
 
      Λύση 
      Με σκοπό την απαλλαγή από την απόλυτη τιμή του 4x − , θεωρούμε τις 
περιπτώσεις: 
      Ι. 4x ≥ . Τότε έχουμε 4 4x x− = −  και η εξίσωση γίνεται:  

               
( )

( )
4 2 8 4 4 4 4 4

4 4 1 8,

x x ax x ax x ax

x ax a x

− − + = + ⇔ − − = + ⇔ − = +

⇔ − = + ⇔ − =
 

οπότε διακρίνουμε τις περιπτώσεις: 
• Για 1a =  η εξίσωση γίνεται: 0 8x⋅ =  και είναι αδύνατη. 
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• Για 1a ≠  η εξίσωση έχει μοναδική λύση 8 ,
1

x
a

=
−

 μόνον όταν  

( )( )8 2 14 1 0 1 1 0, 1 1 1
1 1 1

a a a a a
a a a

+
≥ ⇔ ≥ ⇔ ≥ ⇔ + − ≤ ≠ ⇔ − ≤ <

− − −
. 

Για 1 ή 1a a< − ≥  η εξίσωση δεν έχει λύση μεγαλύτερη ή ίση του 4. 
 
      ΙΙ. 4x < . Τότε έχουμε 4 4x x− = − +  και η εξίσωση γίνεται: 

( ) ( )
( )

4 2 8 4 3 4 4 3 4 4

3 12 4 3 8,

x x ax x ax x ax

x ax a x

− + − + = + ⇔ − − = + ⇔ − = +

⇔ − + = + ⇔ + =
 

οπότε διακρίνουμε τις περιπτώσεις: 
• Για 3a = −  η εξίσωση γίνεται: 0 8x⋅ =  και είναι αδύνατη. 

• Για 3a ≠ −  η εξίσωση έχει μοναδική λύση 8
3

x
a

=
+

, μόνον όταν  

( )( )

8 2 14 1 0
3 3 3

3 1 0, 3 3 ή 1.

a
a a a

a a a a a

− −
< ⇔ < ⇔ <

+ + +
⇔ + + > ≠ − ⇔ < − > −

 

Για 3 1a− < ≤ −  η εξίσωση δεν έχει λύση μικρότερη του 4. 
 
Συνοψίζοντας, όλα τα παραπάνω έχουμε ότι: 

• Για 3a < − , η εξίσωση έχει μία μόνο λύση 8
3

x
a

=
+

. 

• Για 3 1a− ≤ < − , η εξίσωση δεν έχει λύση. 

• Για 1a = − , η εξίσωση έχει μία μόνο λύση 8 .
1

x
a

=
−

 

• Για 1 1a− < < , η εξίσωση έχει δύο λύσεις 8
1

x
a

=
−

 και 8
3

x
a

=
+

. 

• Για 1a ≥ , η εξίσωση έχει μία μόνο λύση  8
3

x
a

=
+

. 
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            ΟΟιι  θθεεττιικκοοίί  αακκέέρρααιιοοιι  ,m n ,,    μμεε  m n> ,,  ιικκααννοοπποοιιοούύνν  ττηηνν  εεξξίίσσωωσσηη  
                                                                                          { } { }, ,m n m n m nΕΚΠ +ΜΚΔ = + ..                                                          ((**))  
            ((αα))  ΝΝαα  ααπποοδδεείίξξεεττεε  όόττιι  οο  n   εείίννααιι  δδιιααιιρρέέττηηςς  ττοουυ  m ..    
            ((ββ))  ΑΑνν  εεππιιππλλέέοονν  ιισσχχύύεειι  όόττιι  10m n− = ,,  νναα  ππρροοσσδδιιοορρίίσσεεττεε  όόλλαα  τταα  ζζεευυγγάάρριιαα  ( ),m n       
                        πποουυ  εείίννααιι  λλύύσσεειιςς  ττηηςς  εεξξίίσσωωσσηηςς  ((**))..  
       
      Λύση 
     (α) Έστω ότι { },m n dΜΚΔ = ..  ΤΤόόττεε  υυππάάρρχχοουυνν  θθεεττιικκοοίί  αακκέέρρααιιοοιι  ,a b   ττέέττοοιιοοιι  ώώσσττεε::  

{ }, και , 1.m ad n bd a b= = ΜΚΔ =   

            ΤΤόόττεε  θθαα  ιισσχχύύεειι  όόττιι  { }, mn adbdm n abd
d d

ΕΚΠ = = =   κκααιι  ηη  εεξξίίσσωωσσηη  ((**))  γγίίννεεττααιι::  

                                                ( )1 0abd d ad bd d ab a b+ = + ⇔ + − − = ,,  
ααππόό  ττηηνν  οοπποοίίαα,,  ααφφοούύ  1d ≥ ,,  ππρροοκκύύππττεειι  όόττιι::  
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( )( )1 0 1 1 0 1 ή 1.ab a b a b a b+ − − = ⇔ − − = ⇔ = =   
• ΑΑνν  εείίννααιι  1,a =   ττόόττεε  m d=   κκααιι  ,n bd d m= ≥ =   άάττοοπποο.. 
• ΑΑνν  εείίννααιι  1b = ,,  ττόόττεε  n d=   κκααιι  m ad= ,,  οοππόόττεε  ππρροοκκύύππττεειι  όόττιι  n m .. 

      ((ββ))  ΣΣύύμμφφωωνναα  μμεε  ττοο  εερρώώττηημμαα  ((αα)),,  έέχχοουυμμεε  n d=   κκααιι  m ad= ,,  μμεε  1,a >   ααφφοούύ  
,m n> οοππόόττεε    

( )10 10 1 10m n ad d a d− = ⇔ − = ⇔ − = ..  
ΕΕππεειιδδήή  οοιι  ααρριιθθμμοοίί  1,a d−   εείίννααιι  θθεεττιικκοοίί  αακκέέρρααιιοοιι,,  έέππεεττααιι  όόττιι    
              ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1, 1,10 , 2,5 , 5,2 , 10,1 , 2,10 , 3,5 , 6,2 , 11,1 ,a d a d− ∈ ⇔ ∈   
οοππόόττεε  λλααμμββάάννοουυμμεε  τταα  ζζεευυγγάάρριιαα    

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), 20,10 ή 15,5 ή 12, 2 ή 11,1 .m n =   
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      Πάνω σε  επίπεδο Π δίνεται ευθεία ε  και πάνω στην ε  δίνονται δύο σημεία 

1 2,Α Α , διαφορετικά μεταξύ τους. Θεωρούμε ακόμη και δύο διαφορετικά μεταξύ 
τους σημεία 3 4,Α Α του επιπέδου Π που δεν ανήκουν στην ευθεία ε . Να εξετάσετε, 
αν είναι δυνατόν να τοποθετηθούν τα σημεία 3 4καιΑ Α  σε τέτοιες θέσεις, ώστε να 
σχηματίζεται ο μεγαλύτερος δυνατός αριθμός ισοσκελών τριγώνων με κορυφές τρία 
από τα τέσσερα σημεία 1 2 3 4, , ,Α Α Α Α : 
      (α) όταν τα σημεία 3 4,Α Α  ανήκουν σε διαφορετικά ημιεπίπεδα ως προς την   
            ευθείαε , 
      (β) όταν τα σημεία 3 4,Α Α  ανήκουν στο ίδιο ημιεπίπεδο ως προς την ευθεία ε . 
      Να δώσετε όλες τις δυνατές περιπτώσεις και σε κάθε περίπτωση να εξηγήσετε 
πως μπορούν να προσδιοριστούν γεωμετρικά τα σημεία 3 4καιΑ Α . 
 
      Λύση 
      Πρώτα παρατηρούμε ότι από τέσσερα σημεία που ανά τρία είναι μη συνευθειακά, 

ορίζονται συνολικά 
4 4! 4
3 3! 1!
⎛ ⎞

= =⎜ ⎟ ⋅⎝ ⎠
διαφορετικά τρίγωνα. Επομένως, ο μέγιστος 

δυνατός αριθμός ισοσκελών τριγώνων που μπορεί να οριστούν με κορυφές τρία από 
τα από τα τέσσερα σημεία είναι 4. Στη συνέχεια, για τις περιπτώσεις (α) και (β),  θα 
προσπαθήσουμε να τοποθετήσουμε τα σημεία 3Α  και 4Α σε τέτοιες θέσεις, έτσι ώστε 
να ορίζονται τέσσερα ισοσκελή τρίγωνα από τα σημεία 1 2 3 4, , καιΑ Α Α Α . Για τον 
ορισμό ισοσκελούς τριγώνου με δύο κορυφές 1 2καιΑ Α  υπάρχουν δύο δυνατές 
περιπτώσεις σε σχέση με τη βάση και τις ίσες πλευρές. Στη πρώτη περίπτωση η 1 2Α Α  
είναι βάση, ενώ στη δεύτερη περίπτωση η 1 2Α Α είναι μία από τις ίσες πλευρές. 
Έχοντας στο νου μας αυτές τις δύο δυνατότητες, προσπαθούμε στη συνέχεια να 
κατασκευάσουμε ισοσκελή τρίγωνα με κορυφές τρία από τα τέσσερα σημεία 

1 2 3 4, , καιΑ Α Α Α . 
 
      (α) Τα σημεία 3 4,Α Α  ανήκουν σε διαφορετικά ημιεπίπεδα ως προς την ευθεία ε . 
      Για τον ορισμό ισοσκελούς τριγώνου με δύο κορυφές 1 2καιΑ Α  υπάρχουν οι 
παρακάτω δυνατές περιπτώσεις: 
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• Η πρώτη περίπτωση είναι τα σημεία 3 4καιΑ Α  να ανήκουν στη μεσοκάθετη 
δ του ευθύγραμμου τμήματος 1 2Α Α  και σε διαφορετικά ημιεπίπεδα ως προς 
την ευθεία ε. Τότε ορίζονται τα ισοσκελή τρίγωνα 1 2 3 1 2 4καιΑ Α Α Α Α Α . Αν 
επιπλέον το σημείο 4Α  είναι η τομή της μεσοκάθετης δ με τον κύκλο 

( )1 1 3,c Α Α Α , τότε θα είναι 1 3 1 4 2 3 2 4, αλλά καιΑ Α = Α Α Α Α = Α Α (λόγω 
συμμετρίας), οπότε και τα τρίγωνα 1 3 4 2 3 4καιΑ Α Α Α Α Α είναι ισοσκελή, 
σχήμα 2. 
 

 
Σχήμα 2 

• Η δεύτερη περίπτωση είναι γενίκευση της πρώτης. Τα σημεία 3 4καιΑ Α  
λαμβάνονται συμμετρικά ως προς την ευθεία ε, πάνω σε τυχούσα ευθεία ζ 
κάθετη προς την ευθεία ε, όχι στα σημεία 1 2, ,Α Α  αλλά και πάνω στον κύκλο 

( )1 1 2,c Α Α Α , ώστε να εξασφαλίζονται οι ισότητες 1 2 1 3 1 4Α Α = Α Α = Α Α  και 

1 4 1 3 2 4 2 3,Α Α = Α Α Α Α = Α Α , αφού η ευθεία ε είναι μεσοκάθετη της χορδής 

3 4Α Α , σχήμα 3. 

 
                                                            Σχήμα 3 

• Στη περίπτωση αυτή υποθέτουμε ότι η 1 2Α Α  είναι βάση στο τρίγωνο  

1 2 3Α Α Α  και μία από τις ίσες πλευρές στο τρίγωνο 1 2 4Α Α Α , σχήμα 4. Τα 
ισοσκελή τρίγωνα 1 2 3 1 4 3καιΑ Α Α Α Α Α , αλλά και τα 1 2 4 2 4 3καιΑ Α Α Α Α Α  
είναι ίσα, γιατί έχουν τις τρεις πλευρές τους ίσες μία προς μία, 

4 1 1 2 3 2Α Α = Α Α = Α Α  και 4 3 4 2 1 2Α Α = Α Α = Α Α . Άρα έχουμε και τις ισότητες 
των γωνιών: 
                                          και xθ ω ϕ= = .                                          (1) 
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Από το τρίγωνο 1 3 4Α Α Α  προκύπτει η ισότητα:                   
                                   0 02 180 ή 3 180ϕ ω θ ϕ θ+ + = + = ,                        (2) 
ενώ από το τρίγωνο 2 3 4Α Α Α  προκύπτει η ισότητα 
                               ( ) 0 02 180 3 180xϕ θ ω ϕ θ− + + = ⇒ − =  .                  (3) 

Από τις (2) και (3) λαμβάνουμε: 0 072 και 36ϕ θ= = . 

 
Σχήμα 4 

 
      (β) Τα σημεία 3 4,Α Α  ανήκουν στο ίδιο ημιεπίπεδο ως προς την ευθεία ε . 
      Έχουμε τρεις δυνατές περιπτώσεις: 

• Το σημείο 3Α  ανήκει στη μεσοκάθετη δ του ευθύγραμμου τμήματος 1 2Α Α  
και το σημείο 4Α λαμβάνεται ως η τομή των μεσοκάθετων δ και ζ των 
ευθύγραμμων τμημάτων 1 2Α Α  και 1 3Α Α , αντίστοιχα. Τότε και τα τέσσερα 
τρίγωνα που ορίζονται από τα σημεία 1 2 3 4, , καιΑ Α Α Α  είναι ισοσκελή. 

 
Σχήμα 5 

           Για να ανήκει το σημείο 4Α  στο ίδιο ημιεπίπεδο με το σημείο 3Α  θα πρέπει το    
           τρίγωνο 1 2 3Α Α Α να είναι οξυγώνιο, σχήμα 5. 

• Τα σημεία 3 4καιΑ Α  λαμβάνονται έτσι ώστε το τετράπλευρο 1 2 3 4Α Α Α Α  να 
είναι ρόμβος (ή τετράγωνο), δηλαδή πρέπει για το τετράγωνο να ισχύουν       
       1 2 1 4 2 3 1 2 1 4καιΑ Α = Α Α = Α Α Α Α ⊥ Α Α , 1 2 2 3Α Α ⊥ Α Α , σχήμα 6,  
ενώ για το ρόμβο πρέπει να ισχύουν  
                                 1 2 1 4 2 3 2 4Α Α = Α Α = Α Α = Α Α , σχήμα 7. 
      Στην περίπτωση αυτή ορίζουμε πρώτα το σημείο 4Α  πάνω στο κύκλο 

( )1 1 2,c Α Α Α  έτσι ώστε 1 2 1 4Α Α = Α Α και στη συνέχεια θεωρούμε το σημείο 

3Α  συμμετρικό του 1Α  ως προς την ευθεία 2 4Α Α . 
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      Με τον ίδιο τρόπο μπορούν να θεωρηθούν τα σημεία 3 4καιΑ Α  στο άλλο 
ημιεπίπεδο ως προς την ευθεία ε . 
 

 
                                                               
                           Σχήμα 6                                                    Σχήμα 7 
 

• Στην περίπτωση αυτή υποθέτουμε ότι έχουμε ορίσει τα σημεία 3 4καιΑ Α  σε 
ένα από τα δύο ημιεπίπεδα, έτσι ώστε να σχηματίζονται από αυτά τέσσερα 
ισοσκελή τρίγωνα, σχήμα 8 και 9. Εργαζόμενοι όπως στην τρίτη 
υποπερίπτωση του (α), λαμβάνουμε τις ισότητες 036ω θ= =  και 072xϕ = = . 
 

  
                             Σχήμα 8                                                    Σχήμα 9 
 
 
            Παρατηρήσεις 
 

1. Σε καθεμία από τις δύο περιπτώσεις έχουμε ισοσκελές τραπέζιο 1 2 3 4Α Α Α Α  
του οποίου οι δύο ίσες πλευρές ισούνται με τη μικρή βάση του. Οι τρεις ίσες 
πλευρές του ισοσκελούς τραπεζίου 1 2 3 4Α Α Α Α  αντιστοιχούν σε πλευρές 
κανονικού πενταγώνου εγγεγραμμένου σε κύκλο που περνάει από τρεις 
κορυφές του, σχήματα 9 και 10. Αντίστοιχη παρατήρηση μπορεί να γίνει για 
την τρίτη υποπερίπτωση του (α), σχήμα 4. 
 

2. Στην περίπτωση (α) θα μπορούσαμε να θεωρήσουμε το σημείο 3Α  σε τέτοια 
θέση, ώστε να ισχύουν: 1 3 1 2 1 3 1 2και ,Α Α =Α Α Α Α ⊥Α Α οπότε το τρίγωνο 

1 2 3Α Α Α  είναι ισοσκελές και ορθογώνιο, σχήμα 10. Στη συνέχεια το σημείο 

4Α πρέπει να τοποθετηθεί σε διαφορετικό ημιεπίπεδο σε σχέση με το 3Α . Οι 
πιθανές θέσεις του φαίνονται στο σχήμα 10, αλλά στις τρεις περιπτώσεις 
ορίζονται τρία ακριβώς ισοσκελή τρίγωνα και στην τέταρτη με 4Α ≡ Δ  μόνο 
δύο. Επομένως σε αυτή την περίπτωση δεν επιτυγχάνεται ο ορισμός του 
μέγιστου δυνατού αριθμού ισοσκελών τριγώνων. 
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                                                        Σχήμα 10 
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((��������  ��))**����++��  ����,,))++��  
 
��-���	 1 
�� ��	��� ������� ,p q ����� ���	� ��	��� 	�! ��� �������� 	
� ����"�
 
                                                       � �2 2 21p q n p q� � � � , 

#�� 
 ���$��	�! n ����� ��	��#! ������!. ����	� #�� 	� %���	$ ���&
  � �,p q . 
 
�./� 
� %�%���
 ����"�
 ����� ��%����
 �� 	
� ����"�
 
                                              � � � �21 1 1 .q q p n p� �� � � �	 
                                        (1) 

����%' ����� � �, 1p q�� � , ��# 	
� (1) ���	�� #	� � �21, 1 1p q q n p� � �  ���  

                                 
� �2 1 11 ,
n pq k

p q
� ��

� �                                           (2) 

#�� k  ��	��#! ������!.  ��# 	�! ��������! (2) ���*$���� 

                                         2 2

11 ���
1
kq kp p

n k
�

� � �
� �

.                                      (3) 

����%'  p  ����� ��	��#! ������!, ��# 	
� (3) ���	�� #	�: 

                          
� �

2 2 2 2 2

22 2 2 2 2 2

0 1 1 1 1

1 1 ,

n k k k n k k

k n k k k n k k k

� � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � �
 

�#	� �����	�� #	� k n� . +	�� ��# 	�! �/����! (3) ���*$����: 

� � 2
2 2

1 1 ��� 1 1 1
1
np n q n n n n

n n
�

� � � � � � � � �
� �

. 

����� %�����	����� #	� 	 ���&$�� � � � �2, 1, 1p q n n n� � � �  ����
����� 	
 

%�%���
 ����"�
 ��� #	� ��/���: � �, 1p q�� � . ��$&��	�, �� ����� � �,p q d�� � , 

	#	� ( ) 1d q np� � , �#	� �� ����� 1d � . 
 
��-���	 2 
�� ���%�����	� #�� 	� �
 �
%����$ �������� � �P x  ��� � �Q x  �� ���&��	���! 
���	����	�!, ���/��	� %���	� *����, 	�	�� ��	�  

� � � � � � � �2 5P x Q x P x x Q x� � � , &�� �$�� x�� . 
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      �./� 
      � %�%���
 ��#	
	� &�$;�	�� ��%����� 
          
                            � � � � � � � �2 5 1 ,P x P x x Q x� � �  &�� �$�� x�� .                       (1) 

      � ������� 	� %��	��� ����! �/�� ��	��� 	"� ����� 	� 	�! ����! ����	
! 	$��"! 

	
! ��$%�!: 2 3 41, , , , ,� � � �  #�� 
2 2cos sin
5 5

i� �� � � , &�� 	�! ���! ��/��� #	�: 

5 6 8 31 ��� , .� � � � �� � �  
      ��# 	
� (1) ���*$���� 

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �2 2 4 3 6 4 8 3, , ,P P P P P P P P P P� � � � � � � � � �� � � � � � , 

�#	� �� �/���                     
� � � � � � � �2 3 4P P P P� � � �� � � . 

      �� b  ����� 
 ���' 	��' 	"� � � � � � � � �2 3 4, , ��� ,P P P P� � � �  	#	� 	 ������� 

� �P x b�  �/�� ����! 	�! ������! 2 3 4, , ,� � � � , �#	� �� ��/���: 

                               
� � � �� �� �� � � �

� � � � � �

2 3 4

4 3 2 1 .

P x b x x x x R x

P x x x x x R x b

� � � �� � � � � �

� � � � � � �
 

      ����%' 	 ������� � �P x  �/�� ���&��	���! ���	����	�! ������ 	 �%� �� ��/��� ��� 

&�� 	 ������� � �R x  ��� ����
! ������ b�� . �������, ������ 	 ������� � �P x �� 

����� 	� ��$/��	� %���	� *����, ���	�� #	� 	 ������� � �R x  ������ �� ����� 	� 

��$/��	� %���	� *����. �� ����� � � 0R x � , �#	� %�� ����	��  *���#! 	�, 	#	� ��# 

	
� (1) �����	�� #	� � � � �5 1 0x Q x� � , ��# 	
� ���, %�%���� #	�  %��	���!  � �x�  

	"� ���"���"� ���&��	��'! ��	�*�
	'! %�� �/�� �
%��%�����	�!, ���	�� #	� � � 0Q x � , 

�� ����� �
 ��%��	#. �����"! 	 ������� � �R x  ������ �� ����� �
%����� *����, 

%
��%'  �	����# �������, ��	" � � 0R x a� � .  �#	� �� �/���  

� � � � � �4 3 2 4 3 21 ,P x a x x x x b a x x x x c� � � � � � � � � � �  

#�� *, .a c a b� � � �� �  
      �����"!, 
 �/��
 (1) &���	��  

             

� � � � � � � �
� � � � � � � �

� � � � � �
� �� � � � � �

� � � � � �

2 5

8 6 4 2 4 3 2 5

8 3 6 5

3 5 5

5 3

1

1

1

1 1

1 0.

P x P x x Q x

a x x x x a x x x x x Q x

a x x x x x Q x

a x x x x Q x

x a x x Q x

� � �

� � � � � � � � � �

� � � � � �

� � � � �

� �� � � � �	 


 

      ��# 	
� 	����	��� ��#	
	� ���"���"� ���	�� #	�: � � � �3 *,Q x a x x a� � �� . 

 
2'% �#4�'% 
� ��$/��	! %���	#! *���#! 	� ���"���� 	� %��	��� ����! 	
! (1) ����� 5, ���  
*���#! 	� ���"���� 	� ���	� ����! ����� $�	�!, �#	� �� �/��� 
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                                 � � � �min deg 1 ��� min deg 3.Q x P x� �  

�� �������� #	� � � 3 2
3 2 1 0 0 1 2 3, , , ,P x a x a x a x a a a a a� � � � �� , 3 0,a �   	#	� ��# 	
 

%�%���
 ��#	
	� ���"���"� ���*$���� 
� � � � � � � �

� � � � � �

� � � �
� � � � � �
� � � � � � � �

2 5

5 2 6 4 2 3 2
3 2 1 0 3 2 1 0

5 6 3 4 2 2
3 2 1 2 1

5 5 3 4 2 2
3 2 1 2 1

5 5 4 3 2
3 2 3 1 2 3 1

1 (1)

1

1

1 1

1 1 .

P x P x x Q x

x P x P x a x a x a x a a x a x a x a

x a x x a x a x a x a x

x a x x x x a x a x a x a x

x a x x a x a x a a x a a x

� � �

� � � � � � � � � � �

� � � � � � �

� �� � � � � � � � �	 


� �� � � � � � � � �	 


 

      ��# 	
� 	����	��� �/��
 �����	�� #	� � � � �4 3 2
2 3 1 2 3 1 0a x a x a a x a a x� � � � � � , 

�#	� ���*$���� 2 3 1 2 1 3 1 2 30, 0, 0 0a a a a a a a a a� � � � � � � � � � , $	�.       

      �����"! %�� ��$�/�� ������� � �P x 	��	� *���� 	�	�, ��	� �� ��/��� 
 

%�%���
 ��#	
	�. =	
 ����/��� ��"���� � � 4 3 2
4 3 2 1 0P x a x a x a x a x a� � � � � , �� 

*
0 1 2 3 4, , , ,a a a a a� �� � . ��&��#����, #�"! �����$�", ���*$����: 

� � � � � � � �

� � � � � �

� � � � � �
� � � �� � � � � � � � � �

2 5

5 2 8 6 4 2 4 3 2
4 3 2 1 0 4 3 2 1 0

5 5 3 3 5 4 2 4 3 2
4 3 2 1 4 3 2 1

5 5 3 4 3 2
4 3 2 4 4 3 1 2 3 1

1 (1)

1

1 1 1

1 1

P x P x x Q x

x P x P x a x a x a x a x a a x a x a x a x a

x a x x x a x x x a x a x a x a x a x a x

x x a x a x a a x a a x a a x a a x

� � �

� � � � � � � � � � � � �

� � � �� � � � � � � � � � � � �	 
 	 


� � � � � � � � � � � �

      ��# 	
� 	����	��� ��#	
	� �����	�� #	�  
� � � � � � � �4 3 2 *

2 4 4 3 1 2 3 1 1 2 3 40a a x a a x a a x a a x a a a a� � � � � � � � � � � � �� ,  
�#	�  ���*$���� 

� � � �4 3 2 4 3 2 *
4 3 2 1 0 4 0 4 0, , .P x a x a x a x a x a a x x x x a a a� � � � � � � � � � � �� �  

      =	
 ����/��� ��# 	
 �/��
 (1) �����	�� #	�:                             

� � � � � �� � � � � � � � � �2 5 3 5 3
4 4 41 1P x P x x a x a x x Q x Q x a x x� � � � � � � � � , *

4a �� . 

         
      ��-���	 3 
      >���	�� ��&��� 	��&"� ���  (�� �� � �� � �� ), �&&�&������ �� ���� 

(O, )c R  (�� ���	� 	 �
��� O  ��� ��	��� R ). � %�/	#�! ��  	����� 	� 
����&�&������ ���� (O, )c R  �	 �
��� � . � ����! 1 1 1(O , )c R  (�� �/�� 	 
���	� �	
� ��  ��� ����$�� ��# 	� �
���� ,� � ), 	����� 	
� ��  �	 �  ��� 	
� 
��   �	 � . ��  , N  ����� 	� ���� 	"� ��  ��� ��  ��	��	�/�, ��%���	� #	� � 
������! �� , � ,��  ����$�� ��# 	 �%� �
��� (��	"  ), � ������! �� ,�! ,��  
����$�� ��# 	 �%� �
��� (��	" S ) ��� #	� 
 ��  ����� ����$��	
 	
! TS. 
 
      �./� 
      �;#�� 	 ���	� 	� ����� 1c  *�����	�� ��$�" �	
� �� , � ����� c  ��� 1c  
�� �;$�	�	�� ��"	����$ �	 �
��� � . >
��%' � ����� c  ��� 1c  ����� 
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��#��	� �	
 ������� �� ���	� 	 �
���  �  ��� �#& "  ("  �����  �#&! 	"� 
��	��"� 	"� %� ����"�). 
 

 
=/'�� 1 

      �� ���#� �$��� ������ ����$�� ��# 	 �
��� �  ��� 	����� 	�! �����! c  
��� 1c  �	� �
���� #  ��� 1#  ��	��	�/�, 	#	� 1"�# � �# . 
      ?� *$�
 	�! ��
&�����! ���B��! �/���: 
      � ��  ����� ��#��	
 	
! �� , �#	�  / /�� �� .  � ��  ����� ��#��	
 	
! 
�� , �#	�  / /�� �� . +�	"    	 �
��� 	�'! 	"� ��  ��� �� . �#	� 	 �� �  
����� ������
�#&����, $�� ��� 
 �  �� ����$�� ��# 	 �
���  . 
      ?� #�� 	�#� ��%�������� #	� ��� 	 >�S�  ����� ������
�#&����, �#	� 
� ������! �� , �! ,��  ����$�� ��# 	 �
���  S . 
      �;#�� 	 �  ����� 	 ��#��	 	� 1�  ��� �  	 ��#��	 	� � , 
������������ #	�: 1 / /� � ��  ��� ����%' �� $ ��  (%�#	� �  ����� 	 ��� 	� 
	#�� �� ), ������������ #	� 1� � $ �� . 
      D�� 
 ��  �;$�	�	�� 	� ����� 1 1 1( , )c R�  �	 �
��� � . 
      �;#�� �  ����� 	 �
��� ���;'! �/���: 

1 2 1 2

ˆˆ ˆ ˆ ˆ
2
�

� � � � � � � � . 

(� &"���! 1 2
ˆ ˆ,� �  �/
��	���	�� ��# /�%' ��� �;��	���
) 

      =� ���%����# 	��� �� 	� ������
�#&����� S�� �  ��� �� � , �/���:        
ˆˆ ˆS T
2
�

� � . 

      D�� 	 	�	�$����� �JTS  ����� �������! 	������  ��� ��	$ �������� 
 �K  
����� ����$��	
 	
! TS (%�#	� ����� ����$��	
 	
! *$�
! 	��� ). 
 
��-���	 4 
� �������! 	������ 	� �/'��	! ��	����	�� ��# ���   ��	��� 	�! ��#������ 
	��&"�� �� � ������! 	�! �/�� �'�! 1. � �����$ 1� �  �/�� �'�! 3  ��� 
 
��&$�
 *$�
 	� 1 %� �  �/�� �'�! 1% � .  M����$�� ��# 	 �
��� 1�  ��� 
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�������	� ��	$ �'�! 	"� ����&�$��"� 	�
�$	"� �� ����	�� �#� ��! 	� 
%���$ ��� ��$�" (��$ ����	��$ ' ��$ %���$).              

 
N��&��	� (�����	'��� 	� %  ' ����$�	
	� ��# ��	#) 	 ��'�! #�"� 	"� 
%���	�� %��%���� �� ������ �� �����'����, �� ���# �� ��	��'���� 
�	� �
���� , , ,� � � � , #��  %  ������! ��&���	��! 	� 3 . 
 
      �./� 
      =	
 ��&$�
 *$�
 	� 	������� ��$�/�� 	� �
���� 1 2 3, , , , %� � � & � . =	
� 
��#���
 ��! 	� $�" &����' ��$�/�� 	� �
���� 1 2 3 1, , , , % �� � � & � ' � . =	
� 
��#���
 ��! 	� $�" &����' ��$�/�� 	� �
���� 1 2 3 2, , , , % �� � � & � ' � . =	
 ����' 
	��! *$�
 	� 	������� ��$�/�� 	� �
���� 1 2 3 3, , , , % �� ' � � � & � ' � . 
      �� ���*������ �� ����$ (���$) &�$���	� 	 ��'�! 	"� 	�#�"� �� 	�! 
���! ������ �� ����&&����� 	� ��	��	�/� �
���� (�� ���*����	�� �� 
��;����� &�$���	�). J�� ���$%��&��, �� 1(  ���*������ 	 ��'�! 	"� 	�#�"� �� 
	�! ���! ������ �� ����&&����� 	 �
��� 1� . 

 
      ��;���! 1 2 3 4 5 1%) ) ) ) ) )� � � � � � �� , %�#	� 	� ��	��	�/� �
���� 
����� �� ����&&��	�� �� ��� �#� 	�#� (%�%���� #	� ������ �� 
���
���� �#� ��! 	� %���$ &�� 	
� ����&&��' 	�!). 
      =� �$�� $��
 �����	"�
, � 	�#�� ����&&��
! �����	�� ��# 	 $������ 
	"� 	�#�"� ����&&��
! �
���"�, &��	����� ��! 	� ����	��$ ��� ��! 	� �$	" 
(�$	" ����	��$ ��� �$	" %���$). +	�� �/���:  

1 1 2( ) )� � , 

2 1 2 3 1 2 2 3

1 2 3 1 2 3 1 32 2( ) ( ),
a( ( ) ) ) ) )

) ) ) ) ) ) ) )
� � � � � � �

� � � � � � � �
 

3 2 3 4 1 2 3 3 4

1 2 3 4 1 2 3 4 1 4

2
2( ) 2( ) ( ),

a
a

( ( ) ) ) ) ) )
) ) ) ) ) ) ) ) )

� � � � � � � �
� � � � � � � � � �
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��� &����$ ���*$���� 
1 2 3 1 1 12( ) ( ) 2( 1) 2 2 ,k k k k k( ) ) ) ) ) )� �� � � � � � � � � � �� , 

&�� 1,2,3, , ( 1)k %� �� . 
      D�� �/���: 
                                                      1 2( 1)%( ( %�� � � . 
      ?� ��$�& 	�#� ���&����� 	�! 	�#��! ����&&��
! 	"� �
���"� 	
! 
	��	
! ��# �$	" &����'! ��� 	
! ����'! *$�
!. 

1 2 3 1 1 12( ) ( )i i i* ( ( ( ( ( (� �� � � � � � � ��  
2(2 4 2( 1)) (2 2 2)i i� � � � � � � � ��  

4(1 2 ( 1)) (4 2 )i i� � � � � � � ��  
2( 1)( 2) 2( 2)i i i� � � � � �  

2 ( 2), 1, 2,3, , ( 2)i i i %� � � & � . 
      D�� �/���:  

2 2 ( 2)%* * % %�� � � . 
      ���"!, �/��� 

1 2 3 1 1 12( ) ( )m m m+ * * * * * *� �� � � � � � � ��
 � � � �4 1 3 2 4 ( 1)( 3) 2 1 3 ( 1)( 3)

S

m m m m� , � , � � � � � , � � � ���������������
 

                 � �( 1)( 2)(2 9)4 2 1 3 ( 1)( 3)
6

m m m m m� � �
� � , � � � �…….. 

                             22 (2 12 19), 1, 2,3, , ( 3).
3
m m m m %� � � � �� . 

      D�� �/���: 
2

3
2 ( 3)(2 1)
3%+ + % %�� � � � . 

      ��’ ������! ������ �� %�����	����� #	�: 22- � . 
 
6�'�'*�/�4% �'� ��#'&/���'%:   1 3 2 4 ( 1)( 3)S m m� , � , � � � �� . 
Q�
�������	�! 	
� ��#	
	� 2( 2) 2x x x x� � �  &�� 1, 2. ,x x x m� � & � , �/���: 

2

2

2
1

2

1 3 1 2 1
2 4 2 2 2

( 1)(2 1) ( 1) ( 1)(2 7)23 5 3 2 3
6 2 6

( 2) 2

m m m m m m m mS

m m m m

., � � ,
/, � � , / � � � � �/� � � �, � � , 0
/
/
/� � � 1

	
. 

��	��� #�� m  	 1m �  ��� �/��� ( 1)( 2)(2 9)
6

m m mS � � �
� .  
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ΕΝΔΕΙΚΤΙΚΕΣ ΛΥΣΕΙΣ 

ΘΘέέμμαατταα  μμιικκρρώώνν  ττάάξξεεωωνν  
 
ΠΠΡΡΟΟΒΒΛΛΗΗΜΜΑΑ    11  
((αα))  ΝΝαα  γγρράάψψεεττεε  ττηηνν  ππααρράάσστταασσηη  4 4kΑ = + ,,  όόπποουυ  k   θθεεττιικκόόςς  αακκέέρρααιιοοςς,,  ωωςς  γγιιννόόμμεεννοο  
δδύύοο  ππααρρααγγόόννττωωνν  πποουυ  οο  κκααθθέέννααςς  ττοουυςς  νναα  εείίννααιι  άάθθρροοιισσμμαα  δδύύοο  ττεεττρρααγγώώννωωνν    αακκεερρααίίωωνν  
ααρριιθθμμώώνν..  
((ββ))  ΝΝαα  ααππλλοοπποοιιήήσσεεττεε  ττηηνν  ππααρράάσστταασσηη  

                                                
( )

( )

44 4 4

44 4 4

1 1 1 12 4 6 2
4 4 4 4

1 1 1 11 3 5 2 1
4 4 4 4

n

n

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + + ⋅ ⋅⋅⋅⋅ +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠Κ =
⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + + ⋅ ⋅⋅⋅ ⋅ − +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  

            κκααιι  νναα  ττηη  γγρράάψψεεττεε  ωωςς  άάθθρροοιισσμμαα  ττεεττρρααγγώώννωωνν  δδύύοο  δδιιααδδοοχχιικκώώνν  θθεεττιικκώώνν  αακκέέρρααιιωωνν..  
       

      Λύση 
      (α) Έχουμε 

( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

2 2 24 2 2 2 2 2

2 22 2 2 2

4 4 2 4 2 2

2 2 2 2 1 1 1 1 .

k k k k k k

k k k k k k

+ = + + − = + −

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + − + + = − + + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦

  

            ((ββ))  ΠΠοολλλλααππλλαασσιιάάζζοουυμμεε  κκααιι  ττοουυςς  δδύύοο  όόρροουυςς  ττοουυ  κκλλάάσσμμααττοοςς  εεππίί  ( )42
n

,,  οοππόόττεε  
έέχχοουυμμεε::    

( )

( )

( )( )( ) ( )

( )( )( ) ( )

( )( )( )( )( ) ( ) ( )

44 4 4

44 4 4

44 4 4

44 4 4

2 22 2 2 2 2

1 1 1 12 4 6 2
4 4 4 4

1 1 1 11 3 5 2 1
4 4 4 4

4 4 8 4 12 4 4 4

2 4 6 4 10 4 4 2 4

3 1 5 1 7 1 9 1 11 1 4 3 1 4 1 1

n

n

n

n

n n

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎡ ⎤+ + + ⋅⋅⋅ +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎣ ⎦Κ =
⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎡ ⎤+ + + ⋅⋅⋅ − +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎣ ⎦

⎡ ⎤+ + + ⋅⋅⋅ +⎣ ⎦=
⎡ ⎤+ + + ⋅⋅⋅ − +⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ + + + + ⋅⋅⋅ − + − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦=
( )

( )( )( )( )( )( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

2 22 2 2 2 2 2 2

2
2 22 2 2

2

4 1 1

1 1 3 1 5 1 7 1 9 1 11 1 13 1 4 3 1 4 1 1

4 1 1
8 4 1 4 4 4 1 2 2 1 .

1 1

n

n n

n
n n n n n n n

⎡ ⎤+ +⎣ ⎦
⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ + + + + + + ⋅⋅⋅ − + − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦

+ +
= = + + = + + + = + +

+
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ΠΠααρρααττήήρρηησσηη..  ΓΓιιαα  ττοο  εερρώώττηημμαα  ((ββ))  μμπποορροούύμμεε  νναα  χχρρηησσιιμμοοπποοιιήήσσοουυμμεε  κκααιι  ττηηνν  
ππααρρααγγοοννττοοπποοίίηησσηη 

     
2 2 2

4 2 2 2 21 1 1 1 1 1 1 1
4 2 2 2 2 4 2 4

k k k k k k k k k
⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ = + − = + − + + = − + + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
. 

Για την απλοποίηση του κλάσματος εργαζόμαστε όπως προηγουμένως. 
  
                         
ΠΠΡΡΟΟΒΒΛΛΗΗΜΜΑΑ    22  
Δίνεται οξυγώνιο τρίγωνο ΑΒΓ , με ΑΒ < ΑΓ . Έστω Μ  
το μέσο της πλευράς ΒΓ . Στην πλευρά ΑΒ  θεωρούμε 
σημείο Δ  τέτοιο ώστε, αν το ευθύγραμμο τμήμα ΓΔ  
τέμνει τη διάμεσο ΑΜ  στο σημείο Ε , τότε  ισχύει ότι 
ΑΔ = ΔΕ .  Να αποδείξετε ότι ΑΒ = ΓΕ .       

       
Λύση (1ος τρόπος) 
Προεκτείνουμε τη διάμεσο ΑΜ κατά τμήμα ΜΘ = ΑΜ . Επειδή οι διαγώνιες του 
τετραπλεύρου ΑΒΘΓ  διχοτομούνται το τετράπλευρο αυτό  είναι παραλληλόγραμμο.       

 
Σχήμα 1 

 
Άρα είναι ΑΒ ΓΘ  και 1 1

ˆ ˆΑ = Θ , (εντός εναλλάξ γωνίες). Όμως από την ισότητα 

ΑΔ = ΔΕ  της υπόθεσης έπεται ότι 1 1
ˆ ˆΑ = Ε  και επιπλέον 1 2

ˆ ˆΕ = Ε , ως κατά κορυφή. 

Άρα είναι και 1 2
ˆ ˆΘ = Ε , οπότε το τρίγωνο ΕΓΘ είναι ισοσκελές με ΓΕ = ΓΘ . Όμως 

από το παραλληλόγραμμο ΑΒΘΓ έχουμε ότι ΑΒ = ΓΘ , οπότε από τις δύο τελευταίες 
ισότητες προκύπτει το ζητούμενο ΑΒ = ΓΕ . 
 
      2ος τρόπος 
      Από το μέσο Μ της πλευράς ΒΓ φέρουμε ευθεία δ  παράλληλη προς την πλευρά 
ΑΒ, άρα και προς την πλευρά ΒΔ του τριγώνου ΒΓΔ,  η οποία τέμνει το ευθύγραμμο 
τμήμα ΓΔ, έστω στο σημείο Ζ.  Τότε το Ζ θα είναι το μέσο της πλευράς ΓΔ, δηλαδή       
                                                              ΓΖ = ΖΔ                                           (1) 
και επιπλέον ισχύει ότι  
                                                             2ΒΔ = ⋅ΜΖ .                                     (2) 
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Σχήμα 2 

      Επίσης έχουμε 1 1
ˆ ˆΑ =Μ , (εντός εναλλάξ γωνίες). Όμως από την ισότητα 

ΑΔ = ΔΕ  της υπόθεσης έπεται ότι 1 1
ˆ ˆΑ = Ε  και επιπλέον 1 2

ˆ ˆΕ = Ε , ως κατά κορυφή.      

      Άρα είναι και 1 2
ˆ ˆΜ = Ε , οπότε το τρίγωνο ΕΜΖ είναι ισοσκελές με  

                                                               ΖΜ = ΕΖ .                                       (3) 
      Από τις παραπάνω ισότητες έχουμε: 

(λόγω της (1))
2 (λόγω της (3))

. (λόγω της υπόθεσης και της (2))

ΓΕ = ΓΖ+ ΖΕ
= ΔΖ+ ΖΕ
= ΔΕ+ ⋅ΖΜ
= ΑΔ + ΔΒ = ΑΒ

 

 
            ΠΠΡΡΟΟΒΒΛΛΗΗΜΜΑΑ    33    
            ΈΈσσττωω  3 210 10 10abcd a b c dΑ = = ⋅ + ⋅ + ⋅ +   ττεεττρρααψψήήφφιιοοςς  θθεεττιικκόόςς  αακκέέρρααιιοοςς  μμεε  
ψψηηφφίίαα  ττέέττοοιιαα  ώώσσττεε  νναα  ιισσχχύύοουυνν::  7 και 0a a b c d≥ > > > > ..  ΘΘεεωωρροούύμμεε  κκααιι  ττοονν  θθεεττιικκόό  
αακκέέρρααιιοο  3 210 10 10dcba d c b aΒ = = ⋅ + ⋅ + ⋅ + ,,  πποουυ  ππρροοκκύύππττεειι  ααππόό  ττοονν  ΑΑ  μμεε  
ααννττίίσσττρροοφφηη  γγρρααφφήή  ττωωνν  ψψηηφφίίωωνν  ττοουυ..  ΑΑνν  δδίίννεεττααιι  όόττιι  οο  ααρριιθθμμόόςς  Α+Β   έέχχεειι  όόλλαα  τταα  
ψψηηφφίίαα  ττοουυ  ππεερριιττττοούύςς  αακκέέρρααιιοουυςς,,  νναα  ππρροοσσδδιιοορρίίσσεεττεε  όόλλεεςς  ττιιςς  δδυυννααττέέςς  ττιιμμέέςς  ττοουυ  ααρριιθθμμοούύ  
Α ..  
  
            ΛΛύύσσηη  
            ΈΈχχοουυμμεε  όόττιι::  

( ) ( ) ( ) ( )3 2B 10 10 10a d b c b c a dΑ+ = + ⋅ + + ⋅ + + ⋅ + + ..  
            ΑΑππόό  ττηηνν  υυππόόθθεεσσηη,,  όόλλαα  τταα  ψψηηφφίίαα  ττοουυ  αακκέέρρααιιοουυ  Α+Β   εείίννααιι  ππεερριιττττοοίί  αακκέέρρααιιοοιι..  
ΌΌμμωωςς  γγιιαα  ττηηνν  εεύύρρεεσσηη  ττωωνν  ψψηηφφίίωωνν  ττοουυ  αακκεερρααίίοουυΑ+Β   ππρρέέππεειι  νναα  ξξέέρροουυμμεε  αανν  οοιι  
αακκέέρρααιιοοιι  a d+   κκααιι  b c+   εείίννααιι  μμιικκρρόόττεερροοιι  ττοουυ  1100..  ΈΈττσσιι  δδιιαακκρρίίννοουυμμεε  ττιιςς  ππεερριιππττώώσσεειιςς::  
((αα))  ΈΈσσττωω  10a d+ ≥   κκααιι  10b c+ ≥ ..  ΤΤόόττεε,,  εεππεειιδδήή  0a b c d> > > > ,,    θθαα  έέχχοουυμμεε::  

10 , 0,1,2,...,5a d k k+ = + = ,,  
10 , 0,1,2,...,5b c+ = + = ..  

ΈΈττσσιι  οο  ααρριιθθμμόόςς  Α+Β   γγρράάφφεεττααιι  σσττηη  μμοορρφφήή  
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

3 2

4 3 2

B 10 10 10 10 10 10 10

10 1 10 1 10 1 10 ,

k k

k k

Α+ = + ⋅ + + ⋅ + + ⋅ + +

= + + ⋅ + + ⋅ + + ⋅ +
  

δδηηλλααδδήή  έέχχεειι    ψψηηφφίίαα  1, 1, 1, 1,k k+ + + ,,  τταα  οοπποοίίαα  ππρρέέππεειι  νναα  εείίννααιι  ππεερριιττττοοίί  αακκέέρρααιιοοιι,,  
πποουυ  εείίννααιι  άάττοοπποο,,  λλόόγγωω  ττηηςς  ύύππααρρξξηηςς  ττωωνν  δδιιααδδοοχχιικκώώνν  αακκέέρρααιιωωνν    k   κκααιι  1k + ..  
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((ββ))  ΈΈσσττωω  10a d+ ≥   κκααιι  10b c+ < ..  ΤΤόόττεε,,  εεππεειιδδήή  0a b c d> > > > ,,  θθαα  έέχχοουυμμεε::  
10 , 0,1,2,...,5a d k k+ = + =   κκααιι  οο  ααρριιθθμμόόςς  Α+Β   γγρράάφφεεττααιι  

                                
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

3 2

4 3 2

B 10 10 10 10 10

10 10 10 1 10 ,

k b c b c k

k b c b c k

Α+ = + ⋅ + + ⋅ + + ⋅ + +

= + ⋅ + + ⋅ + + + ⋅ +
  

οοππόόττεε  έέχχοουυμμεε  ττιιςς  ππεερριιππττώώσσεειιςς::  
••  ΑΑνν  9b c+ = ,,  ττόόττεε  οο  Α+Β   έέχχεειι  ψψηηφφίίοο  δδεεκκάάδδωωνν  ττοο  00,,  πποουυ  εείίννααιι  άάρρττιιοοςς,,  άάττοοπποο..  
••  ΑΑνν  9b c+ < ,,  ττόόττεε  οο  Α+Β   έέχχεειι  ψψηηφφίίαα  ττοουυςς  αακκέέρρααιιοουυςς  b c+   κκααιι  1b c+ +   πποουυ  

δδεενν  εείίννααιι  δδυυννααττόόνν  νναα  εείίννααιι  κκααιι  οοιι  δδύύοο  ππεερριιττττοοίί..  
((γγ))  ΈΈσσττωω  10a d+ <   κκααιι  10b c+ ≥ ..  ΤΤόόττεε,,  εεππεειιδδήή  0a b c d> > > > ,,    θθαα  έέχχοουυμμεε::  

10 , 0,1,2,...,5b c+ = + =   κκααιι  οο  ααρριιθθμμόόςς  Α+Β   γγρράάφφεεττααιι  

                                
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

3 2

3 2

B 10 10 10 10 10

1 10 1 10 10 ,

a d a d

a d a d

Α+ = + ⋅ + + ⋅ + + ⋅ + +

= + + ⋅ + + ⋅ + ⋅ + +
  

οοππόόττεε  οοιι  αακκέέρρααιιοοιι    κκααιι  1+   εείίννααιι  ψψηηφφίίαα  ττοουυ  Α+Β ,,  άάττοοπποο..  
((δδ))  ΈΈσσττωω  10a d+ <   κκααιι  10b c+ < ..  ΤΤόόττεε  τταα  ψψηηφφίίαα  ττοουυ  ααρριιθθμμοούύ  Α+Β   εείίννααιι  οοιι  
αακκέέρρααιιοοιι  a d+   κκααιι  b c+ ,,  οοιι  οοπποοίίοοιι  ππρρέέππεειι  νναα  εείίννααιι  ππεερριιττττοοίί..  ΛΛόόγγωω  ττωωνν  ππεερριιοορριισσμμώώνν    

0a b c d> > > >   κκααιι  7a ≥ ,,  έέππεεττααιι  όόττιι  9a d+ =   κκααιι  εεππίίσσηηςς  5 2, 6 3c b≥ ≥ ≥ ≥ ,,  
οοππόόττεε  10 5b c> + ≥ ,,  δδηηλλααδδήή  { }5,7,9b c+ ∈   ΕΕπποομμέέννωωςς,,  έέχχοουυμμεε  ττιιςς  ππααρραακκάάττωω  
ππεερριιππττώώσσεειιςς::  

••  9 με 8, 1 και 9 με 7, 2 ή 6, 3 ή 5, 4a d a d b c b c b c b c+ = = = + = = = = = = =   
ΕΕπποομμέέννωωςς,,  ππρροοκκύύππττοουυνν  οοιι  ααρριιθθμμοοίί::  Α = 8721 ,,  Α = 8631 ,, Α = 8541 . 

• 9 με 7, 2 και 9 με 6, 3 ή 5, 4.a d a d b c b c b c+ = = = + = = = = =  
            ΣΣττηη  ππεερρίίππττωωσσηη  ααυυττήή  ππρροοκκύύππττοουυνν  οοιι  ααρριιθθμμοοίί::  6Α = 7 32 ,,  Α = 7542  
••  9 με 8, 1 και 7 με 5, 2 ή 4, 3.a d a d b c b c b c+ = = = + = = = = =   

ΣΣττηη  ππεερρίίππττωωσσηη  ααυυττήή  ππρροοκκύύππττοουυνν  οοιι  ααρριιθθμμοοίί::  Α = 8521   ,,    Α = 8431 ..  
••  9 με 7, 2 και 7 με 4, 3.a d a d b c b c+ = = = + = = =     
            ΣΣττηη  ππεερρίίππττωωσσηη  ααυυττήή  ππρροοκκύύππττεειι  οο  ααρριιθθμμόόςς::  Α = 7432 ..    
••  9 με 8, 1 και 5 με 3, 2a d a d b c b c+ = = = + = = = ..    

ΣΣττηη  ππεερρίίππττωωσσηη    ααυυττήή  ππρροοκκύύππττεειι  οο  ααρριιθθμμόόςς::  Α = 8321 ..  
  
            ΠΠΡΡΟΟΒΒΛΛΗΗΜΜΑΑ    44  
      Να βρείτε όλες τις τριάδες ( ), ,x y z  θετικών ακέραιων αριθμών που είναι λύσεις 
της εξίσωσης: 

1 2 4 1
x y z
+ − =  

 
      Λύση 
      Αν είναι 3x ≥  και 3y ≥ , τότε θα έχουμε: 

                                            1 2 4 1 2 4 41 1
3 3x y z z z

+ − ≤ + − = − < , 

οπότε η εξίσωση δεν επαληθεύεται. Επομένως θα είναι: 2 ή 2x y≤ ≤ , οπότε πρέπει 
να ισχύει ένα από τα επόμενα: 1 ή 2 ή 1 ή 2x x y y= = = = . 
      Στη συνέχεια διακρίνουμε τις περιπτώσεις:  
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• Για 1x = η εξίσωση γίνεται: 2 4 0 2 , 2 ,z y y k z k
y z
− = ⇔ = ⇔ = =  όπου k  

θετικός ακέραιος, οπότε έχουμε τις λύσεις ( ) ( ), , 1, , 2 ,x y z k k k= ∈  θετικός. 
• Για 2x =  η εξίσωση γίνεται:                             

         ( )4 8 322 4 1 2 8 4 324 .
2 2 8 8 8

zz zy y y
y z y z z z z

+ −+
− = ⇔ = ⇔ = ⇔ = ⇔ = −

+ + +
     

      Επειδή ο y πρέπει να είναι θετικός ακέραιος, έπεται ότι ο 8z +  πρέπει να 
είναι θετικός διαιρέτης του 32 και μεγαλύτερος του 8. Άρα οι δυνατές τιμές του 

8z +  είναι 16 ή 32, οπότε 8 ή 24.z z= =  Για 8z =  λαμβάνουμε 2y = , ενώ για 
24z =  λαμβάνουμε 3y = . Άρα στην περίπτωση αυτή έχουμε τις λύσεις 
                               ( ) ( ) ( ) ( ), , 2, 2,8 ή , , 2, 3, 24x y z x y z= = . 

• Για 1y =  η εξίσωση γίνεται: 1 4 4 1 4 41 4 .
1 1

x xz
x z z x x x

+
− = − ⇔ = ⇔ = = −

+ +
 

Επειδή πρέπει ο z  να είναι θετικός  ακέραιος, πρέπει ο 1 x+  να είναι θετικός 
διαιρέτης του 4 και μεγαλύτερος του 1, δηλαδή πρέπει 1 2 ή 1 4x x+ = + =  

1 3x ή x⇔ = =  Για 1x =  λαμβάνουμε 2,z =  ενώ για 3x =  λαμβάνουμε 
3z = . Άρα στην περίπτωση αυτή έχουμε τις λύσεις 

                               ( ) ( ) ( ) ( ), , 1,1, 2 ή , , 3, 1,3x y z x y z= = . 

• Για 2y =  η εξίσωση γίνεται: 1 4 0 4 , 4 ,z x x z
x z
− = ⇔ = ⇔ = =  όπου  

θετικός ακέραιος. Άρα, στην περίπτωση αυτή έχουμε τις λύσεις 
( ) ( ), , , 2, 4 ,x y z = όπου  θετικός ακέραιος. 

      Συνολικά, λαμβάνοντας υπόψη και τις επικαλύψεις των λύσεων που βρήκαμε, 
έχουμε τις λύσεις: 

( ) ( ), , 1, , 2 ,x y z k k=  όπου k  θετικός ακέραιος, 

( ) ( ), , , 2, 4 ,x y z = όπου  θετικός ακέραιος, 

( ) ( ) ( ) ( ), , 3,1,3 και , , 2, 3, 24x y z x y z= = . 
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ΘΘέέμμαατταα  μμεεγγάάλλωωνν  ττάάξξεεωωνν  
. 
      ΠΡΟΒΛΗΜΑ 1 
      Δίνεται η ακολουθία πραγματικών αριθμών ( ) , 1, 2,3,...na n = με 

( )1 1 2 1
12 και , 2.
1n n

na a a a a n
n −

+⎛ ⎞= = + + ⋅⋅⋅+ ≥⎜ ⎟−⎝ ⎠
 

      Να προσδιορίσετε τον όρο 2013a . 
 
      Λύση (1ος τρόπος) 
      Παρατηρούμε ότι:  

( )

( ) ( )

2
1 2 1 3 1 2

3 4
4 1 2 3 5 1 2 3 4

3 4 42, 3 2, 4 2 4 2 ,
1 2 2

5 5 6 624 5 2 64 6 2 .
3 3 4 4

a a a a a a

a a a a a a a a a

= = ⋅ = ⋅ = ⋅ + = ⋅ ⋅ = ⋅

= ⋅ + + = ⋅ = ⋅ = ⋅ + + + = ⋅ = ⋅
 

      Υποθέτουμε ότι ισχύει  ( ) 11 2 ,n
na n −= + ⋅  για κάθε 1, 2,3,...,n k= . Θα 

αποδείξουμε ότι ισχύει το ίδιο και για 1n k= + , δηλαδή ότι ισχύει:  ( )1 2 2kka k+ = + ⋅ . 
      Πράγματι, έχουμε                

    ( ) ( )( )1 2 1
1 1 2 3

2 2 2 3 2 4 2 1 2kk k
k ka a a a a k
k k

−
+

+ +
= ⋅ + + + ⋅⋅⋅+ = ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅⋅⋅ + + ⋅  

οπότε προκύπτει ότι: 

                       ( )( )0 1 2 1
1

2 2 2 3 2 4 2 1 2kk
ka k
k

−
+

+
= ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅⋅⋅ + + ⋅                       (1) 

      Πολλαπλασιάζοντας και τα δύο μέλη της σχέσης (1) επί 2, λαμβάνουμε 

                        ( )( )1 2 3
1

22 2 3 2 4 2 1 2kk
ka k
k+

+
= ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅⋅⋅ + + ⋅ ,                        (2) 

οπότε με αφαίρεση της (1) από τη (2) κατά μέλη, λαμβάνουμε:              

                 ( )( )1 2 3 1
1

2 2 2 2 2 2 1 2k k
k

ka k
k

−
+

+
= ⋅ − − − − − ⋅⋅⋅− + + ⋅  

                 
( )

( )( ) ( )

1
2 1 21 1 2

1 2
2 2 1 2 2 2 .

k
k

k

k k k

ka k
k

k k k
k

+

⎛ ⎞+ −
= ⋅ − − + + ⋅⎜ ⎟−⎝ ⎠

+
= ⋅ − + + ⋅ = + ⋅

 

      Άρα έχουμε:  2012
2013 2014 2a = ⋅  

 
      2ος τρόπος 
      Θεωρούμε τις  σχέσεις 

                                 ( )1 2 1
1 , 2,
1n n

na a a a n
n −

+⎛ ⎞= + + ⋅⋅⋅+ ≥⎜ ⎟−⎝ ⎠
                        (3) 

                                 ( )1 1 2
2 , 1,n n

na a a a n
n+

+⎛ ⎞= + + ⋅⋅⋅+ ≥⎜ ⎟
⎝ ⎠

                         (4) 

από τις οποίες λαμβάνουμε 

                                 1 2 1
1 , 2
1n n

na a a a n
n−

−⎛ ⎞+ + ⋅⋅⋅+ = ≥⎜ ⎟+⎝ ⎠
                               (5) 
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                                1 2 1, 1.
2n n
na a a a n
n +

⎛ ⎞+ + ⋅⋅⋅+ = ≥⎜ ⎟+⎝ ⎠
                          (6) 

Με αφαίρεση της σχέσης (5) από τη σχέση (6) κατά μέλη λαμβάνουμε                                     

                    1 1
1 2( 2) , 1

2 1 1n n n n n
n n na a a a a n
n n n+ +

− +⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − ⇒ = ≥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ + +⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
    (7) 

Επομένως έχουμε                         

    
( ) ( )

1 2

2 1
1 1

2( 1) 2( 1) 2 ...
1

2( 1) 2 2 4 2 3 1 2 1 2 ,
1 3 2

n n n

n n

n n na a a
n n n
n n a n a n
n n

− −

− −

+ +⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
+ ⋅ ⋅⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⋅⋅⋅ ⋅ = + ⋅ ⋅ = + ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

    

αφού είναι 1 2a = . Άρα έχουμε 2012
2013 2014 2a = ⋅ . 

                       
 
      ΠΡΟΒΛΗΜΑ 2 
      Στο σύνολο των ακεραίων να λύσετε την εξίσωση: 

2 22 5 3y x xy y= + + . 
 
      Λύση  (1ος τρόπος) 
      Η εξίσωση είναι ισοδύναμη με την  
                           ( )( )2 22 2 3 3 2 3y x xy xy y y x y x y= + + + ⇔ = + +  .                     (1) 
      Αν θέσουμε x y z+ = , τότε πρέπει z∈  και η εξίσωση (1) γίνεται 
                            ( ) ( )2 22 2 1 2y z z y y z yz z y z= + ⇔ = + ⇔ − = − .                       (2) 
      Για 1z =  η εξίσωση (2) γίνεται 0 2y⋅ = −  (αδύνατη). 
      Για 1z ≠ η εξίσωση γίνεται 

                           
( ) ( )

22 2 1 22 22 1
1 1 1

zzy z
z z z

− +
= − = − = − + −

− − −
 .                            (3) 

      Για να είναι ο y  ακέραιος πρέπει ο 1z −  να είναι διαιρέτης του 2, δηλαδή πρέπει 
                                    { } { }1 1, 1, 2, 2 0, 2, 1,3z z− ∈ − − ⇔ ∈ − . 

• Για 0z = , λαμβάνουμε τη λύση ( ) ( ), 0,0x y = . 

• Για 2z = , λαμβάνουμε τη λύση ( ) ( ), 10, 8x y = − . 

• Για 1z = − , λαμβάνουμε τη λύση ( ) ( ), 2,1x y = − . 

• Για 3z = , λαμβάνουμε τη λύση ( ) ( ), 12, 9x y = − . 
      
      2ος τρόπος 
      Η εξίσωση είναι ισοδύναμη με την  
                           ( )( )2 22 2 3 3 1 2 3 2 2y x xy xy y x y x y= + + + ⇔ + − + + = −        (4) 
Επειδή ζητάμε λύσεις στους ακέραιους, οι δύο παράγοντες στο πρώτο μέρος  πρέπει να 
είναι ακέραιοι, οπότε από την εξίσωση (4) έχουμε τις περιπτώσεις:  

•  ( ) ( )
1 1 0

, 0,0
2 3 2 2 2 3 0
x y x y

x y
x y x y
+ − = − + =⎧ ⎫ ⎧ ⎫

⇔ ⇔ =⎨ ⎬ ⎨ ⎬+ + = + =⎩ ⎭ ⎩ ⎭
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• ( ) ( )
1 1 2

, 10, 8
2 3 2 2 2 3 4
x y x y

x y
x y x y
+ − = + =⎧ ⎫ ⎧ ⎫

⇔ ⇔ = −⎨ ⎬ ⎨ ⎬+ + = − + = −⎩ ⎭ ⎩ ⎭
 

• ( ) ( )
1 2 3

, 12, 9
2 3 2 1 2 3 3
x y x y

x y
x y x y
+ − = + =⎧ ⎫ ⎧ ⎫

⇔ ⇔ = −⎨ ⎬ ⎨ ⎬+ + = − + = −⎩ ⎭ ⎩ ⎭
 

• ( ) ( )
1 2 1

, 2,1
2 3 2 1 2 3 1
x y x y

x y
x y x y
+ − = − + = −⎧ ⎫ ⎧ ⎫

⇔ ⇔ = −⎨ ⎬ ⎨ ⎬+ + = + = −⎩ ⎭ ⎩ ⎭
 

 
3ος τρόπος 

      Η εξίσωση γράφεται ισοδύναμα στη μορφή 
                                           2 22 5 3 0x yx y y+ + − = ,                                               (5) 
δηλαδή είναι δευτεροβάθμια ως προς x  με ακέραιους συντελεστές. Για να έχει η 
εξίσωση αυτή ακέραιες λύσεις πρέπει η διακρίνουσά της να είναι τέλειο τετράγωνο 
ακεραίου , δηλαδή πρέπει ( )2 28 8 ,y y y y ρΔ = + = + =  όπου ρ   ακέραιος . 

• Αν είναι 0ρ = , τότε θα είναι 0Δ =  και 0 ή 8y y= = − . Για 0y = , από την 
εξίσωση (4) προκύπτει ότι 0x = , δηλαδή είναι ( ) ( ), 0,0x y = . Για 8y = − , από 

την εξίσωση (4) προκύπτει ότι 10,x =  οπότε έχουμε τη λύση ( ) ( ), 10, 8x y = − . 
• Αν είναι 0ρ ≠ , τότε πρέπει η εξίσωση 
                                                     2 28 0y y ρ+ − = ,                                              (6) 

να  έχει ακέραιες λύσεις ως προς y  για κατάλληλες τιμές του ρ .  Άρα,  πρέπει η 
διακρίνουσα της εξίσωσης (6) να είναι τέλειο τετράγωνο ακέραιου.  Άρα πρέπει να είναι 

( )22 2 264 4 8 2 wρ ρ′Δ = + = + = , οπότε η τριάδα ( )8, 2 ,wρ  πρέπει να είναι μία 
Πυθαγόρεια τριάδα. Όμως όλες οι Πυθαγόρειες τριάδες είναι της μορφής  
           ( ) ( )( )2 2 2 2, 2 ,k m n k mn k m n⋅ − ⋅ ⋅ + , όπου , ,k m n  θετικοί ακέραιοι, m n> . Άρα 

οι δυνατές περιπτώσεις  είναι: 

                                     
( )

( )

2 2

2 2

8, 2 2 (7)

ή 2 8, 2 . (8)

k m n k mn

k mn k m n

ρ

ρ

⋅ − = ⋅ =

⋅ = ⋅ − =
. 

Για 1k =  η σχέση (7) μπορεί να αληθεύει με ( ) ( ), 3,1m n = , οπότε 3ρ = . Τότε η  

εξίσωση (6) γίνεται 2 8 9 0 1 ή 9y y y y+ − = ⇔ = = − , δηλαδή έχει ακέραιες λύσεις 
Από την εξίσωση (5) λαμβάνουμε τις λύσεις 2x = − , για 1y =  και 12,x =  για 9y = − , 
οπότε έχουμε τις λύσεις: ( ) ( ), 2,1x y = −  και ( ) ( ), 12, 9x y = − . Για 2k ≥ , από το 
σύστημα (7) δεν προκύπτει ακέραια τιμή για το ρ . Ομοίως, από το σύστημα (8) δεν 
προκύπτουν ακέραιες τιμές για το ρ .  
      Εναλλακτικά, όταν φθάσουμε στην αναγκαία συνθήκη 2 264 4 wρ′Δ = + =  
μπορούμε να συνεχίσουμε ως εξής: 

( )( )2 2 2 264 4 4 64 2 2 64w w w wρ ρ ρ ρ′Δ = + = ⇔ − = ⇔ − + = . 
      Στη συνέχεια, για την επιλογή των ακέραιων παραγόντων του πρώτου μέλους, 
παρατηρούμε ότι:  
                                    ( ) ( )2 2 2w w wρ ρ+ + − = =πολλαπλάσιο του 2 

                                    ( ) ( )2 2 4w wρ ρ ρ+ − − = =πολλαπλάσιο του 4. 
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Επομένως οι περιπτώσεις που οδηγούν σε  θετικές ακέραιες λύσεις για τα w  και ρ  
είναι μόνον οι εξής: 

• ( ) ( )
2 16

, 10,3
2 4

w
w

w
ρ

ρ
ρ

+ =⎧ ⎫
⇔ =⎨ ⎬− =⎩ ⎭

. Τότε η εξίσωση (6) γίνεται: 

        2 8 9 0 9 ή 1y y y y+ − = ⇔ = − = , οπότε από την αρχική εξίσωση προκύπτουν    
       τα ζεύγη  ( ) ( ), 12, 9x y = −  και ( ) ( ), 2,1x y = − . 

• ( ) ( )
2 8

, 8,0
2 8

w
w

w
ρ

ρ
ρ

+ =⎧ ⎫
⇔ =⎨ ⎬− =⎩ ⎭

. Τότε η εξίσωση (6) γίνεται: 

        2 8 0 0 ή 8y y y y+ = ⇔ = = − , οπότε από την αρχική εξίσωση προκύπτουν    
       τα ζεύγη  ( ) ( ), 0,0x y =  και ( ) ( ), 10, 8x y = − . 
 

      Μπορούμε ακόμη να θεωρήσουμε την εξίσωση ως τριώνυμο μεταβλητής y  και να 
εργαστούμε ανάλογα, όπως στη παραπάνω περίπτωση . Τότε καταλήγουμε στην 
αναγκαία συνθήκη να είναι τέλειο η διακρίνουσα ( )22 10 24 5 1x x xΔ = − + = − − , 

δηλαδή ( ) ( ) ( )( )2 22 25 1 5 1 5 5 1x x x xω ω ω ω− − = ⇔ − − = ⇔ − − − + = , από την 
οποία προκύπτουν τελικά οι ακέραιες λύσεις της αρχικής εξίσωσης. 
          
      ΠΡΟΒΛΗΜΑ 3 
      Δίνονται τα σύνολα 1 2 160, ,...,Α Α Α  τέτοια ώστε , 1, 2,...,160i i iΑ = = . Με τα 
στοιχεία των συνόλων αυτών κατασκευάζουμε καινούρια σύνολα 1 2, ,..., nΜ Μ Μ  με την 
ακόλουθη διαδικασία: Στο πρώτο βήμα επιλέγουμε κάποια από τα σύνολα 

1 2 160, ,...,Α Α Α  και αφαιρούμε από καθένα από αυτά τον ίδιο αριθμό στοιχείων. Όλα τα 
στοιχεία που αφαιρούμε  αποτελούν τα στοιχεία του συνόλου 1Μ . Στο δεύτερο βήμα 
επαναλαμβάνουμε την ίδια διαδικασία στα σύνολα που έχουν προκύψει μετά την 
εφαρμογή του πρώτου βήματος και έτσι ορίζουμε το σύνολο 2Μ . Συνεχίζουμε ομοίως 
μέχρι που να εξαντληθούν όλα τα στοιχεία των συνόλων 1 2 160, ,...,Α Α Α  ορίζοντας έτσι 
τα σύνολα 3,..., nΜ Μ . Να βρεθεί η ελάχιστη δυνατή τιμή του αριθμού n . 
 
      Λύση 
      Υποθέτουμε ότι κατά το πρώτο βήμα αφαιρούμε από όλα τα επιλεγμένα σύνολα 1k  
στοιχεία, κατά το δεύτερο βήμα αφαιρούμε 2k  στοιχεία και ομοίως κατά το n − στό 
βήμα αφαιρούμε nk  στοιχεία. Όταν εξαντληθούν τα στοιχεία όλων των συνόλων 

1 2, ,..., nΑ Α Α , τότε θα πρέπει το κάθε , 1, 2,...,160ii i= Α = , να είναι άθροισμα 
κάποιων όρων από τους 1 2, ,..., nk k k . Όμως τα δυνατά αθροίσματα που δημιουργούνται 
από όρους που ανήκουν στο σύνολο { }1 2, ,..., nk k k  είναι 2n , αφού για τη δημιουργία 
τέτοιων αθροισμάτων για κάθε όρο υπάρχουν δύο επιλογές, δηλαδή μπορούμε να 
συμπεριλάβουμε τον όρο στο άθροισμα ή όχι. Επομένως πρέπει να ισχύει ότι 2 160n ≥ , 
οπότε πρέπει 8n ≥  και η ελάχιστη πιθανή τιμή του n  είναι το 8.  
      Στη συνέχεια θα αποδείξουμε ότι για 8n =  μπορούμε να επιτύχουμε την εξάντληση 
των στοιχείων των δεδομένων συνόλων με την προβλεπόμενη διαδικασία, οπότε η 
ελάχιστη δυνατή τιμή του n  θα είναι 8. 
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      Στο πρώτο βήμα θεωρούμε τα σύνολα 81 160,...Α Α  και αφαιρούμε από το καθένα από 
αυτά 80 στοιχεία. Έτσι το σύνολο 1Μ  θα έχει 80 80 6400⋅ =  στοιχεία. 
      Συμβολίζουμε τα σύνολα που απομένουν μετά την αφαίρεση των 80 στοιχείων ως 

1 1
81 160,...,Α Α . Τότε τα σύνολα iΑ  και 1

80 , 1, 2,...,80i i+Α =  έχουν από i  στοιχεία. Στο 
δεύτερο βήμα θεωρούμε τα σύνολα 41 80,...,Α Α , 1 1

121 160,...,Α Α  και αφαιρούμε από 
καθένα από αυτά 40 στοιχεία. Έτσι το σύνολο 2Μ  θα έχει 80 40 3200⋅ =  στοιχεία. 
      Συμβολίζουμε τα σύνολα που απομένουν μετά την αφαίρεση των 40 στοιχείων ως 

1 1 2 2
41 80 121 160,..., και ,...,Α Α Α Α . Τότε τα σύνολα iΑ , 1 1 2

40 80 120, και , 1, 2,..., 40i i i i+ + +Α Α Α =  
έχουν το καθένα από i  στοιχεία. Στο τρίτο βήμα θεωρούμε τα σύνολα 21 40,...,Α Α , 

1 1
60 100,...,i i+ +Α Α , 2

140 , 1, 2,..., 20i i+Α =  αφαιρούμε από καθένα από αυτά 20 στοιχεία. Έτσι 
το σύνολο 3Μ  θα έχει 80 20 1600⋅ =  στοιχεία. 
      Συνεχίζουμε ομοίως με ανάλογους συμβολισμούς, θεωρώντας στο τέταρτο βήμα τα 
σύνολα 1 2 2 2 2 3 3

10 30 50 70 90 110 130 150, , , , , , , , 1, 2,...,10i i i i i i i i i+ + + + + + + +Α Α Α Α Α Α Α Α = ,  και αφαιρούμε 
από καθένα από αυτά 10 στοιχεία. Έτσι το σύνολο 4Μ  θα έχει 80 10 800⋅ =  στοιχεία. 
Τα σύνολα που απομένουν έχουν το καθένα το πολύ 10 στοιχεία.  Στο πέμπτο βήμα 
επιλέγουμε τα μισά από αυτά, δηλαδή τα  ( )5 mod10 , 1, 2,3,4,5i i+Α =  με τον κατάλληλο 
εκθέτη 1, 2,3,4=  κάθε φορά και αφαιρούμε από καθένα από αυτά 5 στοιχεία, οπότε το 
σύνολο 5Μ  θα έχει 80 5 400⋅ =  στοιχεία. Έτσι έχουν απομείνει 32 ομάδες συνόλων που 
έχουν από ένα μέχρι πέντε  στοιχεία. Στο έκτο βήμα επιλέγουμε από αυτά τα  

( )2 mod5 , 1, 2,3i i+Α = , συνολικά 96 σύνολα,  με τον κατάλληλο εκθέτη 1, 2,...,5=  κάθε 

φορά και αφαιρούμε από καθένα από αυτά 3 στοιχεία, οπότε το σύνολο 6Μ  θα έχει 
96 3 288⋅ =  στοιχεία. Τότε τα 32 σύνολα 3(mod5)Α  γίνονται κενά , τα σύνολα 

1 1(mod3),Α Α  έχουν από ένα στοιχείο, ενώ τα  σύνολα  2 2(mod3),Α Α , με τον κατάλληλο 
δείκτη 1, 2,...,6=  έχουν από δύο στοιχεία. Στο έβδομο βήμα θεωρούμε τα σύνολα 

2 2(mod3),Α Α , με τον κατάλληλο δείκτη 1, 2,...,6=  και τους αφαιρούμε από δύο 
στοιχεία, οπότε γίνονται κενά, ενώ στο όγδοο βήμα θεωρούμε τα σύνολα 

1 1(mod3),Α Α , 1, 2,...,6=   και τους αφαιρούμε από ένα στοιχείο, οπότε γίνονται κενά.     
      Έτσι το σύνολο 7Μ  θα έχει 128 στοιχεία, ενώ το σύνολο 8Μ  θα έχει 64 στοιχεία. 
 
      Παρατήρηση. Η προηγούμενη απόδειξη για ότι ο αριθμός των βημάτων μπορεί να 
είναι 8, δεν είναι μοναδική. Θα μπορούσαμε στο πρώτο βήμα να πάρουμε τα  81 σύνολα 

80 81, 160, ...,Α Α Α  και να τους αφαιρέσουμε από 80 στοιχεία με ανάλογη συνέχεια στα 
επόμενα βήματα. Τότε θα αφαιρούσαμε στο πρώτο βήμα 81 80 6480⋅ =  στοιχεία που 
είναι και το μεγαλύτερο πλήθος στοιχείων που μπορεί να αφαιρεθούν στο πρώτο βήμα. 
 
 
      ΠΡΟΒΛΗΜΑ 4                                                  
      Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ  εγγεγραμμένο σε κύκλο )R,O(c  (με κέντρο το σημείο O  
και ακτίνα R ) και έστω Δ  τυχόν σημείο της πλευράς ΒΓ  (διαφορετικό από το μέσο 
της ΒΓ ). Ο περιγεγραμμένος κύκλος του τριγώνου ΒΟΔ  (έστω 1c ) τέμνει τον κύκλο 

)R,O(c  στο σημείο Κ   και την ΑΒ  στο σημείο Z . Ο περιγεγραμμένος κύκλος του 



 11

τριγώνου ΓΟΔ , έστω 2c , τέμνει τον κύκλο )R,O(c  στο σημείο Μ   και την ΑΓ  στο 
σημείο Ε . Τέλος, ο περιγεγραμμένος κύκλος του τριγώνου ΑΕΖ  έστω 3c , τέμνει τον 
κύκλο )R,O(c  στο σημείο N . Αποδείξτε ότι τα τρίγωνα ΑΒΓ  και KMN  είναι ίσα. 
 
      Λύση 
 

 
                                                              Σχήμα 1 
      Θα αποδείξουμε ότι ο κύκλος 3c  περνάει από το κέντρο Ο  του περιγεγραμμένου 
κύκλου του τριγώνου ΑΒΓ . 
      Από το εγγεγραμμένο στο κύκλο  2c  τετράπλευρο ΟΔΓΕ  έχουμε:  1

ˆ ˆΟ = Γ . 

      Από το εγγεγραμμένο στο κύκλο  1c  τετράπλευρο ΟΔΒΖ  έχουμε:  2
ˆ ˆΟ = Β . 

      Από τη πρόσθεση κατά μέλη των δύο προηγούμενων  ισοτήτων γωνιών 
λαμβάνουμε:               

1 2
ˆ ˆ ˆ ˆΟ +Ο = Β+Γ⇒  Α−=Γ+Β=ΖΟΕ ˆ180ˆˆˆ o , 

οπότε το τετράπλευρο ΑΕΟΖ  είναι εγγράψιμο (άθροισμα απέναντι γωνιών o180 ). 
      Στη συνέχεια θα αποδείξουμε ότι οι κύκλοι 1c , 2c , 3c  είναι ίσοι μεταξύ τους. 

      Από το εγγεγραμμένο στο κύκλο  1c  τετράπλευρο ΟΔΒΖ  έχουμε;  2 2
ˆ ˆΔ = Ζ . 

      Από το εγγεγραμμένο στο κύκλο  2c  τετράπλευρο ΟΔΓΕ  έχουμε:  2 1
ˆ ˆΔ = Ε . 

      Επομένως έχουμε ότι: 2 2
ˆ ˆΔ = Ζ 1

ˆ= Ε . Οι τρεις αυτές ίσες γωνίες βαίνουν στις ίσες 
χορδές ΟΒ ,ΟΓ  και ΟA  των κύκλων 1c , 2c  και 3c  αντίστοιχα. Άρα οι κύκλοι 1c , 

2c , 3c  έχουν ίσες ακτίνες, οπότε είναι ίσοι μεταξύ τους. 

      Στους ίσους κύκλους 1c  και 2c , οι γωνίες 1Ζ̂  και 1Δ̂  βαίνουν στις ίσες χορδές 

ΟΚ  και ΟΜ  ( RΟΚ = ΟΜ = ), οπότε θα είναι: 1Ζ̂ = 1Δ̂ . 
      Από την τελευταία ισότητα προκύπτει ότι τα σημεία , ,Κ Δ Μ  είναι συνευθειακά. 
Με όμοιο τρόπο αποδεικνύουμε ότι  τα σημεία , ,Μ Ε Ν  και τα σημεία , ,Ν Ζ Κ  είναι 
επίσης συνευθειακά. 
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      Από τις ισότητες των γωνιών ˆ ˆΒΔΚ = ΓΔΜ  και ˆ ˆΓΕΜ = ΑΕΝ  (που είναι κατά 
κορυφή) προκύπτει η ισότητα των ευθυγράμμων τμημάτων ΑΝ = ΒΚ = ΓΜ  (τα 
οποία είναι χορδές του κύκλου (O, )c R . 
Τα τρίγωνα ΑΒΓ  και KMN  έχουν κοινό περίκεντρο O  και το KMN  είναι η εικόνα 
του ΑΒΓ  στη στροφή με κέντρο το σημείο O  και γωνία ˆ ˆ ˆ ω̂ΑΟΝ = ΒΟΚ = ΓΟΜ = . 
Άρα τα τρίγωνα είναι ίσα μεταξύ τους. 
 
      Παρατήρηση. Το περίκεντρο του τριγώνου  ΑΒΓ , ταυτίζεται με το σημείο 
Miquel που αντιστοιχεί στα σημεία ΖΕΔ ,,  των πλευρών του τριγώνου. Έτσι μπορεί 
να προκύψει άμεσα ότι το τετράπλευρο ΑΕΟΖ είναι εγγράψιμο. 
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ΕΠΙΤΡΟΠΗ ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΩΝ 
31η  Ελληνική Μαθηματική Ολυμπιάδα  

 "Ο Αρχιμήδης" 
22 Φεβρουαρίου 2014 

 

ΘΘέέμμαατταα  μμιικκρρώώνν  ττάάξξεεωωνν  
 
Πρόβλημα 1 
Θεωρούμε τρίγωνο ABC  και έστω Μ το μέσο της πλευράς BC . Εξωτερικά του 
τριγώνου θεωρούμε παραλληλόγραμμο BCDE , τέτοιο ώστε: BE AM  και 

AMBE
2

=   Να αποδειχθεί ότι η ευθεία EM  περνάει από το μέσο του ευθύγραμμου 

τμήματος AD .                                                                
  

                          
Πρόβλημα 2 
Έστω p  πρώτος και m  θετικός ακέραιος. Να προσδιορίσετε όλα τα ζευγάρια ( ),p m  
που ικανοποιούν την εξίσωση 

( ) ( )31p p m p m+ + = + . 
 

 
Πρόβλημα 3 
Να λύσετε στους πραγματικούς αριθμούς το σύστημα: 

3 3 32 2 2, ,z y x z y xx y z
y z z x x y

= − = − = − . 

    
          
Πρόβλημα 4. 
Βάφουμε τους αριθμούς 1, 2, 3, ...,20 με δύο χρώματα άσπρο και μαύρο έτσι, ώστε να 
χρησιμοποιούνται και τα δύο χρώματα. Με πόσους τρόπους μπορεί να γίνει ο 
χρωματισμός ώστε το γινόμενο των άσπρων αριθμών και το γινόμενο των μαύρων 
αριθμών να έχουν μέγιστο κοινό διαιρέτη ίσο με 1;           

 
 

 
Διάρκεια διαγωνισμού: 3  ώρες  και 30 λεπτά                                       
Κάθε πρόβλημα βαθμολογείται με 5 μονάδες                                      Καλή  επιτυχία!                              
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ΕΠΙΤΡΟΠΗ ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΩΝ 

31η  Ελληνική Μαθηματική Ολυμπιάδα  
 "Ο Αρχιμήδης" 

22 Φεβρουαρίου 2014 
 

ΕΕννδδεειικκττιικκέέςς  λλύύσσεειιςς  θθεεμμάάττωωνν  μμιικκρρώώνν  ττάάξξεεωωνν  
Πρόβλημα 1 
Θεωρούμε τρίγωνο ABC  και έστω Μ το μέσο της πλευράς BC . Εξωτερικά του 

τριγώνου θεωρούμε παραλληλόγραμμο BCDE , τέτοιο ώστε: BE AM  και AMBE
2

=   

Να αποδειχθεί ότι η ευθεία EM  περνάει από το μέσο του ευθύγραμμου τμήματος AD .                            

Λύση 
Προεκτείνουμε την AM  μέχρι να τμήσει την ED  στο σημείο N . Τότε το τετράπλευρο 
BMNE  είναι παραλληλόγραμμο, οπότε EN BM MC ND= = = . Άρα το N  είναι το 

μέσον του ED . Επιπλέον παρατηρούμε ότι 2AM
MN

=   και το M  είναι πάνω στη διάμεσο 

του τριγώνου  EAD , οπότε το M  είναι το βαρύκεντρο του τριγώνου AED . Επομένως 
η ευθεία EM  είναι η ευθεία της διαμέσου του τριγώνου AED  που άγεται από την 
κορυφή E , οπότε θα τέμνει την πλευρά AD  στο μέσο της.   

L
Κ

N DE

Μ

A

B C

 

Σχήμα 1 



2 

 

Πρόβλημα 2 
Έστω p  πρώτος και m  θετικός ακέραιος. Να προσδιορίσετε όλα τα ζευγάρια ( ),p m  
που ικανοποιούν την εξίσωση 

( ) ( )31p p m p m+ + = + . 
Λύση  
Η δεδομένη εξίσωση γράφεται 
                                                    ( ) ( )31 1p p m m+ + = +  ,                                      (1) 

από την οποία προκύπτει ότι ο πρώτος αριθμός p  είναι διαιρέτης του ( )31m + . 

Επομένως, αφού p  πρώτος, έπεται ότι ( )1p m + , οπότε θα υπάρχει θετικός ακέραιος  
k  τέτοιος ώστε 1m kp+ = . Τότε, από την εξίσωση (1) λαμβάνουμε: 

( ) ( ) ( ) ( )3 3 31 1 1 1.p p kp kp k k p k k k k k+ = ⇔ + = ⇒ + ⇒ + ⇒ =  

Άρα είναι 2, 1p m= =  και ( ) ( ), 2,1p m = . 
 
 
Πρόβλημα 3 
Να λύσετε στους πραγματικούς αριθμούς το σύστημα: 

3 3 32 2 2, ,z y x z y xx y z
y z z x x y

= − = − = − . 

 
Λύση 
Για , ,x y z∈ , που ικανοποιούν την συνθήκη 0xyz ≠ , το σύστημα γράφεται: 

                                             

3 2 2

3 2 2

3 2 2

2 (1)
2 (2)
2 (3)

x yz z y
y zx x z
z xy y x

= −

= −

= −

 

Με πρόσθεση κατά μέλη των τριών εξισώσεων λαμβάνουμε: 
( ) ( ) ( )( )2 2 2 2 2 2 2 2 2 1 0xyz x y z x y z x y z xyz+ + = − + + ⇔ + + + = .

 
Επειδή είναι 0xyz ≠  έχουμε 2 2 2 0x y z+ + > , οπότε από την τελευταία εξίσωση 
προκύπτει ότι : 
                                                   1xyz = −                                            (4) 
Χρησιμοποιώντας την εξίσωση (4) στο σύστημα των εξισώσεων (1), (2) και (3) έχουμε: 
                                               2 2 22x z y= − +                                      (5) 
                                               2 2 22y x z= − +                                      (6) 
                                               2 2 22z y x= − +                                      (7)                                 
Από τις (5) και (6) λαμβάνουμε 2 2y z= , ενώ από τις (6) και (7) λαμβάνουμε 2 2x z= ,  
οπότε: 
                             2 2 2 ήx y z x y z x y z= = ⇔ = = ± = − = ± .              (8) 
Τελικά, από τις εξισώσεις (8) και  (4) έχουμε τις λύσεις:                

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , 1, 1, 1 , , , 1,1, 1 , , , 1, 1,1 , , , 1,1,1 .x y z x y z x y z x y z= − − − = − = − = −  
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Πρόβλημα 4. 
Βάφουμε τους αριθμούς 1, 2, 3, ...,20 με δύο χρώματα άσπρο και μαύρο έτσι, ώστε να 
χρησιμοποιούνται και τα δύο χρώματα. Με πόσους τρόπους μπορεί να γίνει ο 
χρωματισμός ώστε το γινόμενο των άσπρων αριθμών και το γινόμενο των μαύρων 
αριθμών να έχουν μέγιστο κοινό διαιρέτη ίσο με 1;  
 
Λύση 
Το 1 μπορεί να βαφεί με 2 τρόπους (ή άσπρο ή μαύρο).  
Το 2 μπορεί να βαφεί με 2 τρόπους (ή άσπρο ή μαύρο). 
Τώρα όλοι οι άρτιοι πρέπει να πάρουν το χρώμα του 2, οπότε οι αριθμοί 
2,4,6,8,10,12,14,16,18,20 παίρνουν το χρώμα του 2.  
Επίσης όλοι οι αριθμοί που έχουν κοινό διαιρέτη με αυτούς παίρνουν το χρώμα του 2, 
δηλαδή οι αριθμοί  3,5,7,9,15 παίρνουν το χρώμα του 2.  
Οι αριθμοί που απέμειναν (που είναι οι πρώτοι μεγαλύτεροι του 10, δηλαδή οι 
11,13,17,19) μπορούν να βαφούν με 2 τρόπους (ή άσπρο ή μαύρο).  
Επομένως, συνολικά ο χρωματισμός μπορεί να γίνει με 62 2 2 2 2 2 2 64⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = =  
τρόπους. Πρέπει όμως να αφαιρέσουμε και τις δύο περιπτώσεις που τους βάφουμε 
όλους μαύρους ή όλους άσπρους. Άρα έχουμε συνολικά 62 τρόπους. 
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ΕΠΙΤΡΟΠΗ ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΩΝ 

31η  Ελληνική Μαθηματική Ολυμπιάδα "Ο Αρχιμήδης" 
22  Φεβρουαρίου  2014 

 
ΘΘέέμμαατταα  μμεεγγάάλλωωνν  ττάάξξεεωωνν  

 
Πρόβλημα 1   
Βρείτε όλα τα πολυώνυμα ( )xΡ  με πραγματικούς συντελεστές που ικανοποιούν την 
ισότητα 
                                      ( ) ( ) ( ) ( )2 26 8 2 2x x x x x x− + Ρ = + Ρ − , 
για κάθε .x∈  
 
Πρόβλημα 2 

Βρείτε τις τιμές του ακέραιου αριθμού n  για τις οποίες ο αριθμός 8 25
5

n
n
−

Α =
+

 

ισούται με τον κύβο ρητού αριθμού. 
                          
Πρόβλημα 3 
Θεωρούμε μια n n×  σκακιέρα, όπου  άρτιος θετικός ακέραιος, στην οποία 
τοποθετούνται όλοι οι αριθμοί 21, 2,3,...n ,  ένας σε κάθε τετραγωνάκι. Καλούμε 1S  το 
άθροισμα των αριθμών που βρίσκονται στα άσπρα τετράγωνα και 2S το άθροισμα 
των αριθμών που βρίσκονται στα μαύρα τετράγωνα. Να βρεθούν όλοι οι αριθμοί n  
που είναι τέτοιοι, ώστε να είναι δυνατή μία τοποθέτηση, για την οποία ισχύει: 

1

2

39
64

S
S
= .      . 

Πρόβλημα 4 
Δίνεται κύκλος )R,O(c  (με κέντρο το σημείο O  και ακτίνα R ) και δύο σημεία 
του B,A  τέτοια, ώστε 2R AB R< < . Ο κύκλος )r,A(c1  (με κέντρο το σημείο A  και 
ακτίνα r , 0 r R< < ), τέμνει τον κύκλο )R,O(c , στα σημεία C  και D  (το σημείο C  
ανήκει στο μικρό τόξο AB ). Από το σημείο B , θεωρούμε τις εφαπτόμενες BE  και 
BF  στον κύκλο )r,A(c1 , έτσι ώστε από τα σημεία επαφής F,E , το σημείο E  
βρίσκεται εκτός του κύκλου )R,O(c . Οι ευθείες EC  και DF  τέμνονται στο σημείο 
M . Να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο BCFM είναι εγγράψιμο. 
               
 
Διάρκεια εξέτασης 4 ώρες .                                                                    
Κάθε πρόβλημα βαθμολογείται με 5 μονάδες                                      Καλή επιτυχία!                               



Ενδεικτικές λύσεις θεμάτων μεγάλων τάξεων 
 
 
Πρόβλημα 1   
Βρείτε όλα τα πολυώνυμα  x  με πραγματικούς συντελεστές που ικανοποιούν την 
ισότητα 

       2 26 8 2 2x x x x x x       , 
για κάθε  .x
 
Λύση 
Η δεδομένη ισότητα γράφεται στη μορφή 

        2 4 2x x x x x x       2 , για κάθε x ,                    (1) 

οπότε, για προκύπτουν οι ισότητες: 0, 2 και 4x        0 2 2 0       .  

Επομένως το πολυώνυμο  x  έχει παράγοντες τους , 2 και 2x x x  , οπότε 
έχουμε: 
                                            2 2 ,x x x x Q x                                          (2) 

όπου το   είναι πολυώνυμο με πραγματικούς συντελεστές.      Q x

Λόγω της (2) η σχέση (1) γίνεται: 
     ,   (3)            22 4 2 2 2 4x x x x Q x x x x x x Q x        2

για κάθε . Ισοδύναμα, έχουμε x
                  2 2 4 2 2x x x x x Q x xQ x       0, για κάθε .   (4) x

Από τη σχέση (4), επειδή το πολυώνυμο    2 2x x x x 4    δεν είναι το μηδενικό 
πολυώνυμο,  προκύπτει η ισότητα: 
                                         2 2x Q x xQ x   0,  για κάθε x .                (5) 

Από την τελευταία σχέση για 0x   λαμβάνουμε ότι  0 0Q ,  οπότε      ,Q x xR x  

όπου  R x  πολυώνυμο με πραγματικούς συντελεστές. Λόγω της (5) η σχέση (4) 
γίνεται: 

       
     
2 2

2 2

x xR x x x R x

x x R x R x

   

      

2 0

0,


 

από την οποία, αφού    2 0x x   x ,  προκύπτει ότι: 

   2R x R x  , για κάθε x . 

Από την τελευταία σχέση προκύπτει ότι     2 , ,R x R x k k    για κάθε , 

οπότε το πολυώνυμο  παίρνει την ίδια τιμή για άπειρες τιμές του  για 

παράδειγμα ισχύει  

x

, R x

 
x

 0 2R k k  , c R . Άρα είναι   ,R x c  για κάθε , 
οπότε  

x

             2 22 2 2 2x x x x Q x x x x xR x cx x         4 . 
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Πρόβλημα 2 

Βρείτε τις τιμές του ακέραιου αριθμού  για τις οποίες ο αριθμός n
8 25

5
n

n


 


 

ισούται με τον κύβο ρητού αριθμού. 
 
Λύση (1ος τρόπος) 
Έστω με   και τέτοιοι ώστε , ,p q q  0, 1,p q 

                                              
3

8 25
5

n

n q

 
      

p .                                    (1) 

Τότε θα είναι και  3 3,p q 1, ενώ από τη σχέση (1) λαμβάνουμε: 

                                            3 38 25 5q n p n   ,                                    (2) 
από την οποία έπεται ότι                 

                 
   3 3

3 3

8 25 και 5 υπάρχει έτσι ώστε:

8 25 και 5 . (

p n q n k

n kp n kq

   

   



3)
,

 

Πράγματι, αν υποθέσουμε ότι 38 25 ,n kp k    τότε από τη σχέση (2) 
λαμβάνουμε τις σχέσεις (3). Από τις σχέσεις (3) προκύπτει ότι: 

                                           
     
  

3 3

2 2

8 5 8 25 8

2 4 2 65.

n n k q

k q p q qp p

    

    

p

2

 

Επομένως οι αριθμοί 2, 2 και 4 2k q p q qp p  
2 2 24 2 3q pq p q p   

 223 3q p q  

είναι διαιρέτες του 65. 
Παρατηρούμε όμως ότι    και επιπλέον 

ισχύει , οπότε, αφού ο αριθμός  
είναι διαιρέτης του 65 η μοναδική δυνατή τιμή του είναι 

  2 1 mod 3q  

3,

5 

2

2 24 2q pq p   2 24 2q pq p 

                                        22 2 24 2 13 3 1q pq p q p q      
οπότε έχουμε τις περιπτώσεις:                  

  Τότε έχουμε: 2 24 2 13, 1, 2 5.q qp p k q p       

      και  2p q     22 24 2 2 5 2 5 13 2 5, 2 5 2 0q q q q p q q q        
      . Τότε και για τις δύο περιπτώσεις έχουμε    2 5, 2 1,p q q p q        

     
3

1
8

p

q

 
  

 
, οπότε θα είναι: 8 25 1

5 8
n

n


  


   8 8 25 5 3n n n      . 

 
2ος τρόπος 
Όπως στον πρώτο τρόπο φθάνουμε στη σχέση (2) και τη λύνουμε ως προς , οπότε 
λαμβάνουμε: 

n

                                          
 3 3

3 3

5 5
8

q p
n

q p





.                                    (4) 

Έστω . Τότε  3 3 3 35 ,8d q p q p   3 3 3 35 8 1d q p q p q    33  και αφού  

έπεται ότι 

 , 1p q 

13d . Επομένως    

                        
3 3

3 3 2 28 5 8 5 13 2 4 2 6q p
q p q p q pq p

d


       5 . 
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Παρατηρούμε ότι    και επιπλέον ισχύει 

, οπότε, αφού ο αριθμός  είναι 
διαιρέτης του 65 η μοναδική δυνατή τιμή του είναι 

  22 2 24 2 3 1 mod 3q pq p q p q     

 22 3q p q  


2 24 2 3q pq p   2 24 2q pq p 

                                                       (5)  22 2 24 2 13 3 13.q pq p q p q      

Από τη σχέση (5) προκύπτει ότι 2q  , οπότε έχουμε τις περιπτώσεις: 

 Αν 0 ή 1q q  2, οπότε    2 13 ή 10p q p q    , αδύνατες με . ,p q

 Αν 2q  , τότε  από την οποία προκύπτουν οι λύσεις :      2 1,p q 

                      , 1,2 ή , 1, 2 ή , 3,2 ή , 3, 2p q p q p q p q        .  

Επειδή (2 ) 65q p , δεκτές είναι μόνο οι λύσεις        , 1,2 ή , 1,p q p q 2    ,  
από τις οποίες προκύπτει ότι 3n  . 

 
 
Πρόβλημα 3 
Θεωρούμε μια n n  σκακιέρα, όπου  άρτιος θετικός ακέραιος, στην οποία 
τοποθετούνται όλοι οι αριθμοί , ένας σε κάθε τετραγωνάκι. Καλούμε  το 
άθροισμα των αριθμών που βρίσκονται στα άσπρα τετράγωνα και το άθροισμα 
των αριθμών που βρίσκονται στα μαύρα τετράγωνα. Να βρεθούν όλοι οι αριθμοί  
που είναι τέτοιοι, ώστε να είναι δυνατή μία τοποθέτηση, για την οποία ισχύει: 

1S

2S

n

1

2

39
64

S

S
 .       

Λύση 

Η δεδομένη σχέση είναι ισοδύναμη με την  2S1 1
39

103
S S  .  Παρατηρούμε ότι : 

 2 2
2

1 2

1
1 2

2
n n

S S n


       

Επειδή ο  είναι φυσικός αριθμός, από τις παραπάνω θα έχουμε ότι 1S

 2 2 1

2n 

103
2

n n
 
 

 

 
1

. Όμως ο 103 είναι πρώτος της μορφής 4κ+3, οπότε ο 103 δεν 

διαιρεί τον . Επομένως πρέπει να διαιρεί τον  και αφού είναι πρώτος, πρέπει 2n
103 n . Αφού επιπλέον ο  είναι άρτιος, θα έχουμε ότι είναι πολλαπλάσιο του 206, 

δηλαδή πρέπει: . 

n

  *k 206 ,n k
Θα αποδείξουμε τώρα ότι για κάθε πολλαπλάσιο του 206 είναι δυνατή μια τέτοια 
τοποθέτηση. Η ελάχιστη δυνατή τιμή του  είναι: 1S

2 2

2 1
2 2

1 2
2 2

n n

n
A

 
 

      , 

ενώ η μέγιστη τιμή είναι: 
2 2

21 1
2 2
n n

n B
   

        
   

. 
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Εύκολα ελέγχουμε την ανισότητα,  

 1 1 2
39

103
A S S S B     

Τώρα θα πάρουμε το ζητούμενο δείχνοντας ότι το   μπορεί να πάρει κάθε δυνατή 
τιμή ανάμεσα στα 

1S

,A B  Πράγματι, ο αριθμός 1A   μπορεί να επιτευχθεί επιλέγοντας 

στα άσπρα τετράγωνα τους αριθμούς 
2 2

2 2
n1,2,..., 1,n 1  . O αριθμός 2A  μπορεί να 

επιτευχθεί επιλέγοντας στα άσπρα τετράγωνα τους αριθμούς
2 2

2n
1 , και 

ούτω καθεξής. Όταν φτάσουμε στο βήμα όπου χρειάζεται η τοποθέτηση των αριθμών 

, 2,..., 1,
2 2
n



2
21, 2,..., 1, ,

2
n

n  για να πάρουμε τον επόμενο αριθμό ως άθροισμα, θα επιλέξουμε 

στα άσπρα τετράγωνα τους αριθμούς
2 2

,n21, 2,..., , 2,
2 2
n n και στον επόμενο τους 

2 2
21, ,n1,2,..., 2,

2 2
n n

   και ούτω καθεξής. Αυξάνοντας λοιπόν με την παραπάνω 

διαδικασία το άθροισμα κατά 1, ξεκινώντας από το Α, μπορούμε να κατασκευάσουμε 
όλους τους αριθμούς μέχρι το Β. 
 
Πρόβλημα 4 
Δίνεται κύκλος  (με κέντρο το σημείο  και ακτίνα )R,O(c O R ) και δύο σημεία 
του  τέτοια, ώστε B,A 2R AB R  . Ο κύκλος  (με κέντρο το σημείο )r,c A(1 A  και 
ακτίνα , ), τέμνει τον κύκλο , στα σημεία  και r 0 r R  )R,O(c C D  (το σημείο  
ανήκει στο μικρό τόξο 

C

AB ). Από το σημείο B , θεωρούμε τις εφαπτόμενες BE  και 
BF  στον κύκλο , έτσι ώστε από τα σημεία επαφής , το σημείο  
βρίσκεται εκτός του κύκλου . Οι ευθείες  και 

)

)R,O(c

r,A(c1 F,E E

EC DF  τέμνονται στο σημείο 
M . Να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο είναι εγγράψιμο. BCFM

Λύση (1ος τρόπος) 
Το τετράπλευρο AEBF είναι εγγράψιμο (διότι οι BE  και BF  είναι εφαπτόμενες, 
οπότε: o90BF̂ABÊA   ) και έστω  ο περιγεγραμμένος κύκλος του. Το τμήμα  
είναι η κοινή χορδή των κύκλων 

2c CD

 c  και . Το τμήμα )c( 1 AB  είναι η κοινή χορδή 

των κύκλων  και . Το τμήμα  c )c( 2 EF  είναι η κοινή χορδή των κύκλων  και 
. Άρα οι τρεις παραπάνω χορδές θα συντρέχουν στο ριζικό κέντρο, έστω 

)c( 1

)c( 2 L , των 
τριών κύκλων. 
Η AB  είναι διχοτόμος της γωνίας ˆEBF  (διότι BE  και BF  είναι εφαπτόμενες του 
κύκλου ). Η )r,A(c1 AB  είναι επίσης διχοτόμος της γωνίας DB̂C , γιατί οι γωνίες 

CB̂A  και ˆABD  είναι εγγεγραμμένες στο κύκλο  , Rc O  και βαίνουν στα ίσα τόξα 
AC και AD . Άρα οι γωνίες CB̂E και είναι ίσες. ˆFBD
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Σχήμα 2 

 
Με τη βοήθεια της ισότητας CB̂E ˆFBD , θα αποδείξουμε ότι τα τρίγωνα  και BCE
BFD είναι όμοια. Αρκεί λοιπόν να αποδείξουμε ότι: 
                                              2axy

a

y

x

a

BD

BF

BE

BC
 ,  

όπου θέσαμε (χάριν συντομίας): BE BF a  , BC x  και BD y . 
Από την ομοιότητα των τριγώνων καιLCB LAD  έχουμε: 

(1)LC CB LC x

LA AD LA r
   . 

Από την ομοιότητα των τριγώνων και LCA LBD , έχουμε: 

(2)LB BD LB y

LC CA LC r
   . 

Πολλαπλασιάζοντας τις σχέσεις  1  και  2 έχουμε:  

                                                        2 (A)LB xy

LA r
 . 

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ABE , το τμήμα AL  είναι το ύψος προς την υποτείνουσα, 
άρα: 

    
2 2

2 2 (B)LB EB a

LA EA r
  . 

Από τις σχέσεις  A  και   έχουμε: . B 2axy 

Άρα τα τρίγωνα  και BCE BFD είναι όμοια, οπότε θα έχουν τις γωνίες τους ίσες (μία 
προς μία). Από τις ισότητες των γωνιών των τριγώνων  και BCE BFD , προκύπτει η 
ισότητα: . Άρα το τετράπλευρο είναι εγγράψιμο. ˆ ˆC F BCFM
 
2ος τρόπος. 
Σημειώνουμε με  το σημείο τομής τωνQ ,EF CD  Από το θεώρημα Pascal στο 
εκφυλισμένο εξάγωνο παίρνουμε ότι, αν  είναι το σημείο τομής των EEDFFC T
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,ED CF
ECFD

, τότε τα σημεία  είναι συνευθειακά. Επιπλέον, στο εγγεγραμμένο 
, τα σημεία είναι τα σημεία τομής των απέναντι πλευρών και το  είναι 

το σημείο τομής των διαγωνίων του. Επομένως  η ευθεία  είναι η πολική του Q , 
οπότε η 

, ,T B M
,T M Q

TM

AQ

90 

 είναι κάθετη στην πολική (αφού Α κέντρο του κύκλου), οπότε έχουμε 
ότι . Έτσι, έπεται ότι ˆABT EF T M  αφού AB EF , οπότε έχουμε ότι 

ˆ ˆ ˆBMC MEF CF B , όπου η τελευταία ισότητα προκύπτει από τις γωνίες χορδής και 
εφαπτομένης. 

 
 

Σχήμα 3 
Παρατήρηση 
Από τις ισότητες των γωνιών των τριγώνων BCE   και BFD , προκύπτει επίσης ότι 
και το τετράπλευρο BEDM είναι εγγράψιμο. 
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ΕΠΙΤΡΟΠΗ ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΩΝ 

32η  Ελληνική Μαθηματική Ολυμπιάδα  
 "Ο Αρχιμήδης" 

28 Φεβρουαρίου 2015 
Θέματα μικρών τάξεων 

 
ΕΝΔΕΙΚΤΙΚΕΣ ΛΥΣΕΙΣ (εκτός από αυτές τις λύσεις κάθε άλλη τεκμηριωμένη 
λύση, είναι αποδεκτή) 
 
Πρόβλημα 1 
Να προσδιορίσετε τις τιμές της παραμέτρου α ∈  για τις οποίες η εξίσωση 

( ) ( )( )2 2 1 2 3 0x xα α α+ − − − − =  
έχει δύο ρίζες, τέτοιες ώστε η μία να ισούται με το τετράγωνο της άλλης. 
 
Λύση 
Έχουμε ( ) ( )( ) ( )2 222 4 1 2 3 9 24 16 3 4α α α α α αΔ = − + − − = − + = − , οπότε η εξίσωση 
έχει τις ρίζες 

( )
1,2 1 2

2 3 4
1, 2 3.

2
x x x

α α
α α

− ± −
= ⇔ = − = − +  

Επομένως ζητάμε τις τιμές του α  για τις οποίες ισχύει: 
( ) ( )2 22 2

1 2 2 1

2 2

2 2

ή 1 2 3 ή 2 3 1

1 4 12 9 ή 2 3 2 1
54 13 10 0 ή 2 2 ή ή 2 ή 2.
4

x x x x α α α α

α α α α α α

α α α α α α α

= = ⇔ − = − + − + = −

⇔ − = − + − + = − +

⇔ − + = = ⇔ = = = = −

 

 
Πρόβλημα 2 
Να προσδιορίσετε όλα τα ζεύγη μη αρνητικών ακέραιων ( ),m n  με m n≥ , που είναι 

τέτοια ώστε ο αριθμός ( )3m nΑ = +  να διαιρεί τον αριθμό ( )2 22 3 8n m nΒ = + + . 
. 
Λύση 
Έστω ( ) ( )3 2 2, 2 3 8m n n m nΑ = + Β = + + . Επειδή ( ) ( )3 2 22 3 8m n n m n+ + +  πρέπει να 

είναι:                                             
( ) ( )

( ) { }

3 2 2 3 2 2 3 2 3

33 2 2 3

2 3 8 3 3 6 2 8

3 3 8 8 2 0,1,2 .
m n

m n n m n m m n mn n m n n

m m n mn n m n m n m n
≥

+ ≤ + + ⇔ + + + ≤ + +

⇔ − + − ≤ ⇔ − ≤ − ≤ ⇔ − ∈⇔
 

Διακρίνουμε τις περιπτώσεις: 
• 0 .m n m n− = ⇔ =  Τότε 3 38 , 8 8m mΑ = Β = + , οπότε    

  3 3 38 8 8 8 8 1,m m m mΑ Β⇔ + ⇔ ⇔ = αφού 0m > ( ) ( ), 1,1m n⇒ = . 

• 1m n− = . Τότε έχουμε 

ΕΛΛΗΝΙΚΗ  ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ  ΕΤΑΙΡΕΙΑ 
Πανεπιστημίου (Ελευθερίου Βενιζέλου) 34 

106 79   ΑΘΗΝΑ 
Τηλ. 3616532 - 3617784 - Fax: 3641025 

e-mail : info@hms.gr 
www.hms.gr 

 

GREEK     MATHEMATICAL      SOCIETY 
34, Panepistimiou (Εleftheriou Venizelou) Street 

GR.  106 79 - Athens - HELLAS 
Tel. 3616532 - 3617784 - Fax: 3641025 
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( ) ( )( ) ( )3 2 32 3 22 1 , 2 3 1 8 8 12 6 8 2 1 7n n n n n n n nΑ = + Β = + + + = + + + = + + . 

Επομένως, ( )32 1 7 2 1 1 0,n n nΑ Β⇔ + ⇒ + = ⇔ =  1m =  και ( ) ( ), 1,0m n = . 

• 2m n− = . Τότε ( )38 1nΑ = + = Β , οπότε έχουμε άπειρα ζεύγη λύσεων της 

μορφής ( )2,k k+ , με 0k ≥ . 
 

Πρόβλημα 3.  
Είναι δυνατόν να τοποθετήσουμε κατάλληλα στο επίπεδο 2014σημεία, έτσι ώστε με 
κορυφές από αυτά τα σημεία να κατασκευάσουμε 21006  παραλληλόγραμμα εμβαδού 1;  
 
Λύση 
Θα αποδείξουμε ότι είναι δυνατόν. Παίρνουμε δύο παράλληλες ευθείες 21,εε  που να 
έχουν απόσταση 1. Τοποθετούμε σε κάθε μία από αυτές από 1007  σημεία ώστε τα 
οποία να απέχουν μεταξύ τους απόσταση 1. Τότε στην 1ε  έχουμε 1006  μοναδιαία 
τμήματα και στην  2ε  έχουμε 1006  μοναδιαία τμήματα. Οποιοδήποτε μοναδιαίο τμήμα 
της 1ε  με οποιοδήποτε μοναδιαίο τμήμα της  2ε  δημιουργούν ένα παραλληλόγραμμο 
εμβαδού 1. Επομένως,  συνολικά τα παραλληλόγραμμα εμβαδού 1 είναι: 

2100610061006 =⋅ . 

 
Σχήμα 1 

 
Πρόβλημα 4 
Δίνεται οξυγώνιο τρίγωνο ΑΒΓ  με ΑΒ ≤ ΑΓ  και ο περιγεγραμμένος  κύκλος του 
( ),c RΟ .  Η κάθετη από την κορυφή Α  προς την εφαπτομένη του κύκλου στο σημείο 

Γ  την τέμνει στο σημείο Δ .  

(α) Αν το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές με ΑΒ = ΑΓ , να αποδείξετε ότι 
2
ΒΓ

ΓΔ = . 

(β) Αν ισχύει ότι 
2
ΒΓ

ΓΔ = , να αποδείξετε  ότι το τρίγωνο ΑΒΓ  είναι ισοσκελές.  

Λύση 
(α) Αν Ζ είναι το μέσο της πλευράς ΒΓ, τότε η ΑΖ είναι ύψος και διάμεσος του 
ισοσκελούς τριγώνου ΑΒΓ , οπότε τα ορθογώνια τρίγωνα ΑΓΖ και ΑΓΔ είναι ίσα, γιατί 
έχουν: 

• ΑΓ κοινή πλευρά (υποτείνουσα) 



• ˆ ˆ ,ΑΓΔ = ΑΓΖ  αφού ˆ ˆΑΓΔ = ΑΒΓ (γωνία χορδής – εφαπτομένης και αντίστοιχη 
εγγεγραμμένη) και ˆ ˆ ,ΑΒΓ = ΑΓΖ  αφού ΑΒ = ΑΓ . 

Επομένως θα είναι και 
2
ΒΓ

ΓΔ = ΓΖ = . 

 
Σχήμα 2 

 
(β) Ας υποθέσουμε ότι ΑΓ<ΑΒ . Θεωρούμε τη μεσοκάθετο στο μέσο Μ της ΒΓ  που 

τέμνει την προέκταση της ΑΒ  στο Ε . Τότε 
∧∧

ΑΓΔ=ΑΒΓ  (γωνία υπό χορδής και 
εφαπτομένης), και επιπλέον από την εκφώνηση έχουμε ότι ΒΜ=ΒΓ=ΓΔ 22 , οπότε 

ΒΜ=ΓΔ . Επομένως, τα ορθογώνια τρίγωνα ΕΒΜ  και ΑΓΔ  είναι ίσα, οπότε θα είναι 
ΕΒ=ΑΓ . Όμως ΕΓ=ΕΒ , οπότε ΕΓ=ΑΓ .  Αυτό όμως είναι άτοπο αφού η γωνία 

∧∧

Α−°=ΕΑΓ 180  είναι αμβλεία, οπότε το τρίγωνο ΕΑΓ  θα είχε δύο αμβλείες γωνίες. 
Επομένως, θα είναι ΑΒ = ΑΓ  και το τρίγωνο ΑΒΓ  ισοσκελές. 
 

 

Σχήμα 3 
 

 



1 
 

ΕΠΙΤΡΟΠΗ ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΩΝ 
32η  Ελληνική Μαθηματική Ολυμπιάδα  

 "Ο Αρχιμήδης" 
28 Φεβρουαρίου 2015 

 
Θέματα μεγάλων τάξεων 

 
ΕΝΔΕΙΚΤΙΚΕΣ ΛΥΣΕΙΣ 

Οι λύσεις που δίνονται παρακάτω δεν είναι μοναδικές. Στα περισσότερα προβλήματα 
έχουν δοθεί και άλλες λύσεις από τους μαθητές που είναι τεκμηριωμένες και ως εκ 
τούτου αποδεκτές. 
 
Πρόβλημα 1 
Να προσδιορίσετε όλες τις τριάδες θετικών ακέραιων ( ), ,x y p , όπου p πρώτος,  οι 
οποίες  ικανοποιούν την εξίσωση  

3xy p
x y

=
+

. 

Λύση 
Έστω ( , )d x y=  o μέγιστος κοινός διαιρέτης των αριθμών ,x y . Τότε υπάρχουν θετικοί 
ακέραιοι ,a b  τέτοιοι ώστε   
                                                      , , ( , ) 1.x da y db a b= = =  
Με αντικατάσταση στη δεδομένη εξίσωση παίρνουμε: 

                                                                  
3 3d ab p

a b
=

+
.                                                   (1)           

Όμως, από τη σχέση  ( ), 1a b = , έχουμε ότι ( , ) 1a a b+ =  και 3( , ) 1b a b+ = , οπότε από τη 

σχέση (1) προκύπτει ότι: 3|a b d+ . Γράφουμε  

                                                                   
3d k

a b
=

+
 ,                                                   (2) 

όπου k  θετικός ακέραιος. Τότε η (1) γίνεται: 3kab p= , οπότε 3 |b p . Επομένως πρέπει 
1b =  και ka p= . Επομένως , έχουμε δύο περιπτώσεις: 

(i)  , 1k p a= = , τότε η (2) γίνεται 
3

2
d p= , οπότε 32 p d= , οπότε 2 | d  άρα 38 | d  και 

έπεται ότι 8 | 2 p , άτοπο.  
(ii) 1,k a p= = . Τότε η (2) γίνεται 3 3 21 1 ( 1)( 1)d p d p d d d p= + ⇒ − = ⇒ − + + = . 
Επομένως, έχουμε ότι 21 1, 1d d d p− = + + =  (αφού 2 1 1d d d+ + > − ), 2, 7d p⇔ = = , 
από όπου έχουμε: ( ) ( ), , 14,2,7x y p = .  
 
Πρόβλημα 2  
Έστω ( ) ( )3 2 ( )P x ax b a x c b x c= + − − + +  και ( ) ( )4 3 21 ( ) ( )Q x x b x a b x c a x c= + − + − − + +  
πολυώνυμα μεταβλητής x , όπου , ,a b c  είναι μη μηδενικοί πραγματικοί αριθμοί και 
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0b > . Αν το πολυώνυμο ( )P x έχει τρεις άνισες πραγματικές ρίζες 0 1 2, ,x x x , οι οποίες 
είναι  ρίζες και του πολυωνύμου ( )Q x , τότε: 
(α) Να αποδείξετε ότι: 28abc > . 
(β) Αν , ,a b c  είναι μη μηδενικοί ακέραιοι με 0b > , ποιες είναι οι δυνατές τιμές τους; 
 
Λύση 
(α) Επειδή το άθροισμα των συντελεστών του πολυωνύμου ( )P x  ισούται με 0 έπεται 
ότι μία ρίζα του είναι το 1, οπότε έχουμε 

( ) ( ) ( )( )3 2 2( ) 1P x ax b a x c b x c x ax bx c= + − − + + = − + −  
Αν θέσουμε 0 1x = , από τους τύπους Vieta έχουμε:  

                                          1 2 1 2και 0,b cx x x x
a a

+ = − = − ≠                            (1) 

 οπότε θα είναι   1 2, 0.x x ≠  
Επιπλέον, από την υπόθεση έπεται ότι οι 0 1 2, ,x x x  θα είναι ρίζες και του πολυωνύμου  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

4 3 2

3 2

3 2 2

2

1 2

1 2

1

1 .

F x Q x P x x b a x a b x b a x

x x b a x a b x b a

x x x b a x x a b x

x x x b a x a b

= − = + − − + − + −

= + − − + − + −

⎡ ⎤= − + − − + − −⎣ ⎦
⎡ ⎤= − + − + −⎣ ⎦

 

Επειδή ( ) ( ) ( )20 0 ή 1 ή 0F x x x x b a x a b= ⇔ = = + − + − =  και 0 1 2, , 0x x x ≠ , έπεται 
ότι: 
                                              0 1 2 1 21, ,x x x a b x x a b= + = − = −  .                 (2) 
Από τις (1) και (2) λαμβάνουμε: 

                
2(3) και (4)

b ca b
a a

b c a ab b

− = − = − ⇒

= − = −
 

Από τις (3) και  (4) έχουμε: 

( )
2

2 1 1 (αφού 0) και .
1

aa b a a b b c
a

= − ⇒ > > = =
−

 

Έχουμε ότι  

             ( )
( )2 52 5 5 4 3 21 0

2 2 2

3 2
2

1 5 10 10 5 1
1 1

1 55 10 10. (5)

x a xa a x x x x xabc a
a x xa

abc x x x
x x

= − > +⎛ ⎞ + + + + +
= = =⎜ ⎟− −⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⇒ = + + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

=
 

Όμως ισχύουν: 

• ( )23 2 4 2 4 2
2

10, 5 4 5 4 1 0 2 1 0,x x x x x x
x

> + > ⇔ − + > ⇔ + − >  ισχύει, 

• 
0

2510 14 10 14 5 0, ισχύει αφού 4 0.
x

x x x
x

>

+ > − + > Δ = − <⇔  

Άρα από τη σχέση (5)  έχουμε: 28abc > . 
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(β) Από το ερώτημα  (α) και τη σχέση 11
1

b a
a

= + +
−

, επειδή οι αριθμοί , 1b a +  είναι 

ακέραιοι, προκύπτει ότι και ο αριθμός 1
1a
∈

−
, οπότε πρέπει:  

    1 1 0 (απορρίπτεται, γιατί 0) ή 2.a a a a− = ± ⇔ = ≠ =  Τότε 
2

4
1

ab c
a

= = =
−

. 

Για τις τιμές αυτές το πολυώνυμο      
( ) ( ) ( ) ( )3 2 3 2 2( ) 2 2 8 4 2 1 2 2P x ax b a x c b x c x x x x x x= + − − + + = + − + = − + −  

έχει ρίζες 0 1,21, 1 3x x= = − ±  οι οποίες είναι ρίζες και του πολυωνύμου    

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )2 21 2 2F x Q x P x x x x b a x a b x x x= − = − + − + − = + − , 

οπότε θα είναι ρίζες και του πολυωνύμου ( ) ( ) ( ).Q x F x P x= +  
 
Πρόβλημα 3 
Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με ˆ 105Β = o . Έστω Δ σημείο της πλευράς ΒΓ  τέτοιο ώστε 

ˆ 45ΒΔΑ = o . Να αποδείξετε ότι: 
(α) Αν το σημείο Δ είναι το μέσο της πλευράς ΒΓ, τότε  ˆ 30Γ = o    
(β) Αν ˆ 30Γ = o , τότε το σημείο Δ είναι το μέσο της πλευράς ΒΓ. 
 
Λύση (1ος τρόπος) 
Ευθύ. Έστω ότι το Δ είναι το μέσο της πλευράς ΒΓ. Θα αποδείξουμε ότι: ˆ 30Γ = o . 

 
                                                               Σχήμα 1 
 
Παρατηρούμε ότι ( )ˆ 180 105 45 30ΒΑΔ = − + =o o o o . Έστω Ε το συμμετρικό του σημείου 
Β ως προς την ευθεία ΑΔ και έστω Ζ το μέσο της BΕ. Τότε το τρίγωνο ΑΒΕ είναι 
ισοσκελές με ΑΒ = ΑΕ  και ˆ ˆ2 60ΒΑΕ = ⋅ΒΑΔ = o . Άρα το τρίγωνο ΑΒΕ είναι 
ισόπλευρο, οπότε  
                                                          ΑΒ = ΒΕ = ΑΕ                                           (1) 
                                                        ˆ ˆ 60ΑΒΕ = ΑΕΒ = o                                        (2) 
Τότε, από το τρίγωνο ΒΖΔ με ˆ 90ΒΖΔ = o , έχουμε: 45ΔΒΖ = o .  
Επιπλέον, στο τρίγωνο ΒΕΓ έχουμε, λόγω συμμετρίας, ότι η διάμεσος ΕΔ ισούται με  
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                                                          .
2
ΒΓ

ΕΔ = ΔΒ =    

Άρα το τρίγωνο ΒΕΓ είναι ισοσκελές με  
                                                ˆ 45ΕΒΓ = o  και  ΒΕ = ΕΓ .                                   (3) 
Επομένως το τρίγωνο ΒΕΓ είναι ορθογώνιο ισοσκελές ˆ 90ΒΕΓ = o . Επειδή είναι και 

ˆ 90ΑΖΕ = o , έπεται ότι: ΑΔ ΕΓ . Τότε προκύπτει η ισότητα των γωνιών 
                                                          ˆ ˆΔΑΓ = ΕΓΑ                                                (4) 
Επιπλέον, από τις ισότητες (1) και (3) λαμβάνουμε ότι ΑΕ = ΕΓ , οπότε το τρίγωνο ΑΕΓ 
είναι ισοσκελές με  
                                                          ˆˆΕΓΑ = ΕΑΓ                                                 (5) 
Από τις σχέσεις (4) και (5) λαμβάνουμε  

ˆ 30ˆ ˆ 15
2 2

ΔΑΕ
ΔΑΓ = ΕΑΓ = = =

o
o , 

οπότε από το τρίγωνο ΑΒΓ προκύπτει ότι: 

( ) ( )ˆ ˆˆ ˆ180 180 105 30 15 30Γ = −Β− ΒΑΔ + ΔΑΓ = − − + =o o o o o o . 

 
Αντίστροφο. Έστω ότι ˆ 30 .Γ = o  Θα αποδείξουμε ότι το Μ είναι το μέσο της ΒΓ. 

 
Σχήμα 2 

 
 Παρατηρούμε ότι ( )ˆ 180 105 45 30ΒΑΔ = − + =o o o o και ˆ 45ΒΑΓ = o . Έστω Ε το 
συμμετρικό του σημείου Β ως προς την ευθεία ΑΔ και έστω Ζ το μέσο της ΑΕ. Τότε το 
τρίγωνο ΑΒΕ είναι ισοσκελές με ΑΒ = ΑΕ  και ˆ ˆ2 60ΒΑΕ = ⋅ΒΑΔ = o . Άρα το τρίγωνο 
ΑΒΕ είναι ισόπλευρο, οπότε  
                                                          ΑΒ = ΒΕ = ΑΕ                                          (1) 
                                                  ˆˆ ˆ 60ΑΒΕ = ΑΕΒ = ΒΑΕ = o                                 (2) 
Τότε, από το τρίγωνο ΒΖΔ με ˆ 90ΒΖΔ = o , έχουμε: 45ΔΒΖ = o .  
Επιπλέον, λόγω συμμετρίας έχουμε  
                                                        ˆ ˆ 45ΒΕΔ = ΔΒΖ = o ,                                      (3) 
                                                       ˆ ˆ2 90ΕΔΒ = ⋅ΖΔΒ = o .                                    (4) 
Έστω Θ το σημείο τομής της ΔΕ με την ΑΓ. Τότε, από τη σχέση (4) προκύπτει ότι το 
ΘΔ είναι ύψος του τριγώνου ΒΘΓ.  
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Επιπλέον, από τη σχέση (3) λαμβάνουμε ˆ ˆˆ ˆ 45ΒΕΘ = ΒΕΔ = = ΒΑΓ = ΒΑΘo , οπότε το 
τετράπλευρο ΑΒΘΕ είναι εγγράψιμο. Άρα έχουμε ˆ ˆ 60ΒΘΔ = ΒΑΕ = o  και 

ˆ ˆ ˆ 60ΔΘΓ = ΑΘΕ = ΑΒΕ = o . Επομένως είναι ˆ ˆ 60ΒΘΔ = ΔΘΓ = o , οπότε η ΘΔ είναι 
διχοτόμος της γωνίας ˆΒΘΓ . Από τα παραπάνω προκύπτει ότι η ΘΔ είναι ύψος και 
διχοτόμος του τριγώνου ΒΘΓ, οπότε το τρίγωνο ΒΘΓ είναι ισοσκελές και θα έχει τη ΘΔ 
διάμεσο, δηλαδή το Δ είναι το μέσο της ΒΓ. 
 
2ος τρόπος 

(α) Υποθέτουμε πρώτα ότι 30
∧

Γ = °  (σχήμα 3). Θεωρούμε το συμμετρικό K του Β  ως 
προς την ευθεία ΑΓ  και έστω ότι η ΚΒ τέμνει την ΑΓ στο Ε. Τότε έχουμε ότι 

60
∧

ΚΒΓ = ° , οπότε 45
∧

ΑΒΕ = ° , επομένως 45
∧

ΑΚΒ = °  και το τρίγωνο ΒΑΚ είναι 

ορθογώνιο και ισοσκελές. Ισχύει επομένως ότι 45
∧ ∧

ΑΔΒ = ΑΚΒ = ° , οπότε το 
τετράπλευρο ΑΒΔΚ  είναι εγγράψιμο. Αν η ΚΒ τέμνει την ΑΓ στο Ε , τότε  ισχύει 
ΕΑ = ΕΒ = ΕΚ , άρα το Ε  είναι το κέντρο του κύκλου, άρα ΕΔ = ΕΒ , και αφού 

60
∧

ΚΒΓ = ° , το τρίγωνο ΕΒΔ είναι ισόπλευρο, άρα ΕΒ = ΕΔ (1). Επιπλέον, θα είναι 

30
∧

ΔΕΓ = ° , άρα το τρίγωνο ΔΕΓ είναι ισοσκελές, οπότε ΔΕ = ΔΓ  (2). Από τις (1),(2) 
έχουμε ότι ΔΒ = ΔΓ .    

 
Σχήμα 3 

 

 
Σχήμα 4 
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(β) Υποθέτουμε τώρα ότι Δ  μέσον του ΒΓ  (σχήμα 4). Θεωρούμε σημείο Μ  του ΑΒ  

τέτοιο ώστε 45
∧

ΒΜΔ = ° . Τότε μπορούμε να εφαρμόσουμε το (α) στο τρίγωνο  ΑΒΔ , 

αφού 30
∧

ΒΑΔ = ° , οπότε το σημείο Μ  είναι μέσον του ΑΒ, οπότε / /ΔΜ ΑΓ . Επομένως 
( )ˆˆ 180 105 45 30Γ = ΒΔΜ = − + =o o o o  

3ος  τρόπος (τριγωνομετρικά): 

Έστω ότι η γωνία x
∧

ΑΓΒ = . Από το νόμο ημιτόνων στο τρίγωνο ΑΒΔ  έχουμε:  

30 105 2 105ημ ημ ημ
ΒΔ ΑΔ ΑΔ

= ⇒ΒΔ =
° ° °

. 

Όμοια από το νόμο ημιτόνων στο τρίγωνο ΑΔΓ  έχουμε: (45 )x
x

ημ
ημ

ΑΔ °−
ΔΓ = . 

Επομένως,  το Δ είναι μέσο αν και μόνο αν:  
(45 ) 2 105 45 ( )

2 105
2 105 45 (1 2 105 45 )

x x x x
x

x x

ημ ημ ημ συν ημ ημ
ημ ημ

ημ ημ συν ημ ημ ημ

ΑΔ °− ΑΔ
= ⇔ ° ° − = ⇔

°
° ° = + ° °

 

Όμως ισχύει ότι:  

( ) 2 3 12 45 105 2 45 60 45 ( 45 ) ( 60 60 ) ,
2

ημ ημ ημ ημ ημ ημ συν +
° ° = ° + = ° ° + ° =o o  

οπότε η εξίσωση ισοδύναμα γίνεται: 

45
3 1

3 1 12 30
3 1 3(1 3) 31
2

x
x x x xεϕ εϕ εϕ

< °
+

+
= ⇔ = ⇔ = ⇔ = °

+ +
+

. 

 
Πρόβλημα 4 
Τετράγωνο ABCD  διαιρείται σε 2n  ίσα μικρά (στοιχειώδη) 
τετράγωνα, σχεδιάζοντας ευθείες παράλληλες στις πλευρές του  (στο 
σχήμα φαίνεται η περίπτωση για 5n = ). Τα σημεία που πλέγματος 
που βρίσκονται στις πλευρές και το εσωτερικό του τριγώνου ABD  
συνδέονται μεταξύ τους και με δύο τόξα κύκλων. Ξεκινώντας από το 
σημείο A , κινούμαστε προς τα δεξιά και προς τα άνω (η κίνηση 
γίνεται επάνω στα ευθύγραμμα τμήματα που ορίζουν τα στοιχειώδη 
τετράγωνα και τα τόξα των κύκλων). Πόσες είναι οι δυνατές 
διαδρομές από το σημείο A  μέχρι το σημείο C ; 
Λύση 
Υποθέτουμε ότι το τετράγωνο είναι τοποθετημένο σε ορθοκανονικό σύστημα αναφοράς 
με αρχή το σημείο A  και τους άξονες να ταυτίζονται  
 
 
 
 
 
 
 

                       
                                                  

Σχήμα 5 
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με τις πλευρές AB  και AD . Τότε όλα τα σημεία του πλέγματος θα έχουν θετικές 
ακέραιες συντεταγμένες.  
Παρατηρούμε (Σχήμα 1) ότι το σημείο (1,0)F , μπορούμε να το προσεγγίσουμε (από το 
σημείο (0,0)A ) με 3  τρόπους. 
Με όμοιο τρόπο συμπεραίνουμε ότι και το σημείο (0,1)H , μπορούμε να το 
προσεγγίσουμε (από το σημείο (0,0)A ) με 3 τρόπους. 
Το σημείο (1,1)G  μπορούμε να το προσεγγίσουμε (από το σημείο (0,1)H ) με 3  
τρόπους. Άρα το σημείο (1,1)G  μπορούμε να το προσεγγίσουμε (από το σημείο 

(0,0)Α ) με 23  τρόπους (πολλαπλασιαστική αρχή), ακλουθώντας τη διαδρομή G,,ΗΑ . 
Με όμοιο τρόπο διαπιστώνουμε ότι οι δυνατοί τρόποι προσέγγισης του σημείου (1,1)G  
(ακλουθώντας τη διαδρομή G,F,Α ) είναι 23  τρόποι. 
Άρα τελικά όλοι οι δυνατοί τρόποι προσέγγισης του σημείου (1,1)G είναι 232 ⋅ . 

 
Σχήμα 6 

 
Κάθε λοιπόν σημείο του πλέγματος )j,i(Μ  (που βρίσκεται στις πλευρές και το 
εσωτερικό του τριγώνου ABD ) μπορούμε να το προσεγγίσουμε με 

3 3i j i ji j i j
i j

+ ++ +⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⋅ = ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 τρόπους (από το σημείο (0,0)Α ). 

Τα σημεία του πλέγματος που βρίσκονται  επάνω στη διαγώνιο BD  (δηλ τα σημεία 
(0, )n , (1, 1)n − ), (2, 2)n − ,...., ( 1,1)n − , ( ,0)n  μπορούμε να τα προσεγγίσουμε με 

3
0

nn⎛ ⎞
⋅⎜ ⎟

⎝ ⎠
, 3

1
nn⎛ ⎞

⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 3
2

nn⎛ ⎞
⋅⎜ ⎟

⎝ ⎠
,...., 3

1
nn

n
⎛ ⎞

⋅⎜ ⎟−⎝ ⎠
, 3nn

n
⎛ ⎞

⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

 τρόπους αντίστοιχα. 

Τα υπόλοιπα σημεία του πλέγματος (δηλαδή τα σημεία του πλέγματος που δεν 
βρίσκονται στις πλευρές και το εσωτερικό του τριγώνου ABD ), συνδέονται μεταξύ τους 
μόνο με ευθύγραμμα τμήματα. Η μετακίνηση από το σημείο )j,i(  στο σημείο 

)mj,ki( ++  του πλέγματος (κινούμενοι προς τα δεξιά και άνω), μπορεί να γίνει με 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
m

mk
k

mk
 τρόπους. 

Άρα η μετακίνηση από το σημείο (0, )n  στο σημείο )n,n(  μπορεί να γίνει με 
0
n⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

τρόπους. 
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Η μετακίνηση από το σημείο (1, 1)n −  στο σημείο )n,n(  μπορεί να γίνει με 
1
n⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

τρόπους. 

Η μετακίνηση από το σημείο (2, 2)n −  στο σημείο )n,n(  μπορεί να γίνει με 
2
n⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

τρόπους. 
. . . . . . . . . . . . . . . . . .  

Η μετακίνηση από το σημείο ( 1,1)n −  στο σημείο )n,n(  μπορεί να γίνει με 
1

n
n
⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

τρόπους. 

Η μετακίνηση από το σημείο ( ,0)n  στο σημείο )n,n(  μπορεί να γίνει με ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
n
n

 τρόπους. 

Άρα το σημείο )n,n(C , μπορεί να προσεγγιστεί από το σημείο A  με: 
2 2 2 2 2 2

3 3
0 1 2 1

n nn n n n n n
n n n

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟+ + + + + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

L  τρόπους. 

 
2ος τρόπος 

Αν δεν υπήρχαν τα τόξα των κύκλων, έχουμε n n
n
+⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

 διαφορετικές διαδρομές για να 

πάμε από το Α στο C. 
Πράγματι, από τα συνολικά 2n  βήματα που πρέπει να κάνουμε είτε δεξιά είτε πάνω, σε 
ακριβώς n  πρέπει να πάμε δεξιά και σε ακριβώς n  πρέπει να πάμε πάνω. Αν επομένως 
σταθεροποιήσουμε τα βήματα στα οποία πάμε δεξιά, τότε προσδιορίζεται όλη η 
διαδρομή. Επομένως πρέπει να επιλέξουμε τα n  βήματα από τα συνολικά 2n . Αυτό 

γίνεται με 2n
n

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 τρόπους.  

Τώρα, κάθε σημείο της διαγωνίου BD είναι της μορφής ( , )k n k− , οπότε για να 
φτάσουμε σε καθένα από αυτά χρειαζόμαστε ακριβώς k n k n+ − =  βήματα.  
 Με τα τόξα, το μόνο που αλλάζει είναι ότι στα πρώτα n  βήματα, δηλαδή ακριβώς στα 
βήματα πριν τη διαγώνιο, έχω 3 επιλογές για τη μετακίνηση από το ένα σημείο στο 
άλλο. Δηλαδή για κάθε διαδρομή χωρίς τόξα, έχω 3n  διαδρομές με τμήματα και τόξα. 

Επομένως αφού οι διαδρομές χωρίς τόξα είναι  2n
n

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, με τμήματα και τόξα είναι 

3n ⋅
2n
n

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

.  
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ΘΘέέμμαατταα  μμιικκρρώώνν  ττάάξξεεωωνν  
 

Πρόβλημα 1 

Οι θετικοί ακέραιοι , καιp q r είναι πρώτοι  και έχουν γινόμενο ίσο με n . Αν αυξήσουμε 

καθέναν από τους ,p q  κατά  1, τότε το γινόμενο   1 1p q r   είναι ίσο με 138n . Να 

προσδιορίσετε όλες τις δυνατές τιμές του n . 

 

Λύση 

Σύμφωνα με την υπόθεση, έχουμε: 

 
      

.
1 1 138 138 1 138

pqr n pqr n pqr n

p q r n pqr p q r r n p q r

       
      

                
 

Από την εξίσωση  

                                             1 138 2 3 23p q r                                  (1) 

θα προσδιορίσουμε τις δυνατές τιμές των , ,p q r  και στη συνέχεια από την εξίσωση 

pqr n θα βρούμε τις δυνατές τιμές του n . 

 Επειδή οι θετικοί ακέραιοι , ,p q r  είναι πρώτοι, οι δυνατές τιμές του r είναι 2 ή 3 ή 23, οπότε 

έχουμε τις περιπτώσεις: 

 Αν 2,r   τότε 1 69 68p q p q      , από την οποία, αφού ,p q πρώτοι, 

προκύπτουν τα ζεύγη:  

                          , 7,61 , , 61,7 , , 31,37 , , 37,31 .p q p q p q p q     

              Επομένως για το αρχικό γινόμενο προκύπτουν οι τιμές: 

7 61 2n     854     ή   31 37 2n     2294 . 

 Αν  3,r   τότε προκύπτει η εξίσωση  1 46 45p q p q      , από την οποία, 

αφού ,p q πρώτοι, προκύπτουν τα ζεύγη:  

                  , 2,43 , , 43,2p q p q   και η τιμή 2 43 3n     258 . 

 Αν 23,r   τότε        1 6 5 , 2,3 ή , 3,2 ,p q p q p q p q          οπότε θα 

είναι 2 3 23n    138 . 

Επομένως οι δυνατές τιμές του n  είναι οι: 138, 258, 854  και 2294. 

 

Πρόβλημα 2 

Οι πραγματικοί αριθμοί , ,x y z , με ,x z είναι διαφορετικοί από το 0  και  ικανοποιούν τις 

ισότητες 

mailto:info@hms.gr
http://www.hms.gr/
mailto:info@hms.gr


   

   

2

2

2 9,

3 4.

x y xy

y z yz

   

   
 

Να προσδιορίσετε την τιμή της παράστασης: 
2 3 2 3 2 3

2 2 2 2 2 2

x y z y z x z x y

y x x y z y y z x z z x

   
          

   
. 

Λύση 

Οι δεδομένες σχέσεις γίνονται: 

                                                 

2 2

2 2

7, (1)

7, (2)

x y xy

y z yz

  

  
 

από τις οποίες με αφαίρεση κατά μέλη προκύπτει: 

       2 2 0 0 0.x z xy yz x z x z y x z x z x z y                

Από την τελευταία ισότητα, επειδή είναι από την υπόθεση 0x z  , έπεται ότι: 

                                                                       0x y z   .                                               (3) 

Θεωρούμε τώρα καθέναν χωριστά τους παράγοντες της παράστασης  . Έχουμε 

                            

 
 

2 3 3 3 3 2 3 3 3 3

2 2 2 2 2 2

2 3 3 3 3

2 2 2

3
3 3 3

3

, ,

, οπότε η παράσταση γίνεται :

. (4)

x y z x y z y z x x y z

y x x y x y z y y z y z

z x y x y z

x z z x z x

x y z

xyz

   
     

 
  

 
 

 

Από τη σχέση(3) λαμβάνουμε : , οπότεz x y  

                                        

                         

   

   

3 33 3 3 3 3 3 3

3 3 3 . (5)

x y z x y x y x y x y

xy x y xy z xyz

          

      
     

Η σχέση (5) προκύπτει άμεσα και από την ταυτότητα του Euler. 

Επομένως, από τη σχέση (4) λαμβάνουμε 

 
 

 

 

3 33 3 3

3 3

3
27.

x y z xyz

xyz xyz

 
     

 

Πρόβλημα 3 

Θεωρούμε τραπέζιο )//(   με  90ˆˆ  και .     Ονομάζουμε   το 

σημείο τομής των μη παράλληλων πλευρών ΑΒ και ΓΔ,   το συμμετρικό του ως προς την 

ευθεία   και   το μέσον της  . Αν δίνεται ότι η ευθεία   είναι κάθετη στην ευθεία 

 , να αποδείξετε ότι η ευθεία  είναι κάθετη στην ευθεία  .  

          

Λύση  

Έστω ότι η   τέμνει τις ,  στα ,  αντίστοιχα. Τότε στο τρίγωνο  , έχουμε ότι 

  μέσον του   και  //  , οπότε  έχουμε ότι   μέσον του  .  

Επομένως στο τρίγωνο   η   συνδέει τα μέσα δύο πλευρών, οπότε: 

                                                              //                                                            (1) 

Επιπλέον στο τρίγωνο  , τα ,  είναι ύψη, άρα το σημείο   είναι το ορθόκεντρο 

του τριγώνου, οπότε: 



                                                                                                                         (2).  

Από τις σχέσεις (1) και (2) έπεται ότι  ,  που είναι το ζητούμενο.  

 

                                                              Σχήμα 1 

          

Πρόβλημα 4. 

Να υπολογίσετε το πλήθος των διατεταγμένων εξάδων ),,,,,( 654321   που μπορούν να 

δημιουργηθούν, αν οι αριθμοί 654321 ,,,,,   μπορούν να πάρουν τις τιμές 0,1 και 2  

και το άθροισμα 654321    είναι άρτιος.  

 

Λύση 

Το άθροισμα 654321    είναι άρτιος, αν και μόνο αν το πλήθος των 1 είναι 

άρτιο, δηλαδή 0,2, 4,6. 

Αν δεν έχουμε καθόλου 1, οι δυνατές επιλογές είναι 62 , αφού για καθέναν από τους ia  

έχουμε δύο επιλογές ( 0  ή 2 ) 

Αν έχουμε δύο 1, τότε τη θέση τους μπορούμε να την επιλέξουμε με 








2

6
 τρόπους και στις 

υπόλοιπες 4 θέσεις έχουμε 42  επιλογές. Δηλαδή συνολικά έχουμε 









2

6
24  δυνατές εξάδες. 

 Αν έχουμε τέσσερα 1, τότε τη θέση τους μπορούμε να την επιλέξουμε με 








4

6
 τρόπους και 

στις υπόλοιπες 2 θέσεις έχουμε 22  επιλογές. Δηλαδή συνολικά έχουμε 









4

6
22  δυνατές 

εξάδες. Αν έχουμε έξι 1, τότε είναι φανερό ότι έχουμε έναν τρόπο.  

Επομένως,  συνολικά έχουμε: 36511541516641
4

6
2

2

6
22 246 

















  εξάδες. 
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ΘΘέέμμαατταα  μμεεγγάάλλωωνν  ττάάξξεεωωνν  
 

Πρόβλημα 1 
Να βρείτε όλες τις τριάδες μη αρνητικών ακεραίων ),,( zyx  με x y , που ικανοποιούν την 

εξίσωση:  
2 2 3 2016 77zx y     

 

Λύση 

Διακρίνουμε τις περιπτώσεις: 

Αν 0z , τότε έχουμε να λύσουμε την εξίσωση 8022  yx .  

Τότε πρέπει οι yx,  να είναι πολλαπλάσια του 4, δηλαδή byax 4,4  , 0 a b  , και η 

εξίσωση γίνεται 522 ba   οπότε )2,1(),( ba , δηλαδή ( , )x y  (4,8) . 

Αν 0z , τότε z2016|7  (επειδή 2016|7 ) και 77|7 , επομένως το 7  πρέπει να διαιρεί και το 

αριστερό μέλος, δηλαδή 22|7 yx  . Τα πιθανά υπόλοιπα ενός τετραγώνου με το 7 είναι τα 

ίδια με τα υπόλοιπα των 2222222 6,5,4,3,2,1,0  που είναι 4,2,1,0 . Οπότε, για να ισχύει 
22|7 yx   πρέπει yx |7,|7  και γράφουμε 17xx   και 17yy  , με 1 10 x y  .  

Αντικαθιστώντας στην (1) έχουμε 7720163)(49 2

1

2

1  zyx .  

Αν 2z , τότε z2016|49 , οπότε αφού διαιρεί και το αριστερό μέλος, θα πρέπει 77|49 , που 

είναι άτοπο.  

Αν 1z , τότε 12577)112883(77728873)(49 2

1

2

1  yx . Δηλαδή πρέπει 
2 2

1 1 125x y  . Αφού 1 1x y , έχουμε ότι 2

1 12 125 8y y   . Για 1 8,9,10,11y  , βρίσκουμε 

τις λύσεις 1 1( , ) {(5,10),(2,11)}x y   

Τελικά οι λύσεις είναι:    

( , ) { }(4,8),(35, 70),(14,77)x y  . 

 

Πρόβλημα 2 

Τα πολυώνυμα    ,P x Q x  με πραγματικούς συντελεστές είναι μη σταθερά, έχουν 

συντελεστή του μεγιστοβάθμιου όρου ίσο με 1 και επιπλέον ικανοποιούν τις ισότητες:  

                       







 








 


2

)1(

2

)1(
)(2

22 x
Q

x
QxP , για κάθε x ,  1 1P  , 

Να βρείτε τα πολυώνυμα    και .P x Q x  

 



Λύση 

Έστω 0

1

1 ...)( axaxxQ n

n

n  

  . Τότε ο μεγιστοβάθμιος όρος του πολυωνύμου 








 








 

2

)1(

2

)1( 22 x
Q

x
Q  προέρχεται από το ανάπτυγμα των μεγιστοβάθμιων όρων 

nn

xx







 








 

2

)1(

2

)1( 22

. Ο μεγιστοβάθμιος όρος του τελευταίου ισούται με                   

                                                     
2 1 2 1

2 12 2 4

2 2 2

n n
n

n n n

nx nx n
x

 
                                  (1). 

Όμως ο συντελεστής του μεγιστοβάθμιου όρου στο αριστερό μέλος ισούται με 2, οπότε 

πρέπει n
n n

n
422

2

4 1   . Όμως nn 42 1   για 3n , οπότε 1n  ή  2n  και από την (1) 

ο βαθμούς του P  είναι 112   ή 3122  . 

Για 0x  στην αρχική σχέση παίρνουμε 0)2/1()2/1()0(2  QQP , άρα 0)0( P . 

 Αν τώρα 1n , τότε axxP )(  και αφού 1)1( P , θα είναι      

  0 0( ) και , .P x x Q x x a a     

 Αν 2n , τότε αν 2( )Q x x bx c   , έχουμε:  

        

     
2 2

4 4 2 2

3 3

( 1) ( 1) 1
2 ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

2 2 4 2

1
(8 8 ) (4 ) 2 2(1 ) .

4 2

x x b
P x Q Q x x x x

b
x x x x b x

    
             

   

     

 

Επομένως,  3( ) (1 )P x x b x   . Επειδή επιπλέον 1)1( P , πρέπει 1b , οπότε 

                                    3)( xxP  και   2 ,Q x x x c c    . 

                          

Πρόβλημα 3 

Δίνεται ισοσκελές και οξυγώνιο τρίγωνο ΑΒΓ  (με   ) και το ύψος του  . Ο κύκλος 

2( , )c    τέμνει την   στο σημείο   , την προέκταση της   στο σημείο   και τον 

κύκλο 1( , )c B B  στο σημείο  . Η   τέλος τέμνει τον κύκλο 1c  στο σημείο .  

Να αποδείξετε ότι: 

(α) 0ˆ 45  ,    (β) Τα σημεία , και    βρίσκονται επάνω στην ίδια ευθεία,  

(γ)  Η ευθεία   είναι παράλληλη με την ευθεία  . 

 

Λύση 

(α) Από το ορθογώνιο τρίγωνο   έχουμε: 0

1
ˆ ˆ90   . 

Η διάκεντρος   των κύκλων 1c  και 2c  είναι μεσοκάθετη της κοινής χορδής τους  . 

Αν λοιπόν   είναι το σημείο τομής των   και  , 

τότε (από το ορθογώνιο τρίγωνο  ) έχουμε: 0

1 1 2
ˆ ˆˆ 90    , δηλαδή 

                   1 2
ˆ ˆ ˆ ˆ      .                             (1) 

Από το ισοσκελές τρίγωνο   έχουμε: 1 1
ˆ ˆ    και 0

2 1
ˆ ˆˆ 2 90     , οπότε 

                         0

1

ˆ
ˆ 45

2


   .                            (2) 

Από το ισοσκελές τρίγωνο   έχουμε:  



                                                            0
ˆ

ˆ 90
2


   .                             (3) 

Από τις σχέσεις  (1),(2),(3)  έχουμε: 

1 2
ˆ ˆ ˆ ˆ       

(2),(3)
0 0 0

2 1 2

ˆ ˆ
ˆ ˆ ˆˆ 90 45 45

2 2

  
          

 
. 

 
Σχήμα 1 

 (β)  Η γωνία 1̂  σχηματίζεται από την χορδή   και την εφαπτομένη   του κύκλου 1c , 

άρα 1
ˆˆ   . Ισχύει επίσης 1

ˆ ˆ ˆ      (διότι είναι εγγεγραμμένες στον κύκλο 2c  

και βαίνουν στο τόξο  ). Επειδή όμως 1 1
ˆ ˆ   , θα ισχύει ˆ ˆ   , οπότε τα σημεία 

, ,    είναι συνευθειακά. 

 

(γ) Θα αποδείξουμε ότι 0 ˆˆ 90   . 

Ισχύει:  1 2
ˆ ˆˆ ˆ ˆ2 2 90         , οπότε  . 

Επιπλέον, ισχύει 0

2
ˆ ˆˆ 45      , οπότε  το ορθογώνιο τρίγωνο   είναι ισοσκελές 

και η διάμεσός του   είναι και ύψος, δηλαδή   . 

Άρα / /   (ως κάθετες στην ευθεία  ). 

 

Πρόβλημα 4  

Τετράγωνο ABCD  διαιρείται σε 
2n  ίσα μικρά (στοιχειώδη) τετράγωνα, σχεδιάζοντας 

ευθείες παράλληλες στις πλευρές του. Τις κορυφές των στοιχειωδών τετραγώνων τις 

ονομάζουμε σημεία του πλέγματος. Ένα ρόμβο θα τον ονομάζουμε “καλό”, όταν: 

  δεν είναι τετράγωνο 

  οι κορυφές του είναι σημεία του πλέγματος, 

  οι διαγώνιές του είναι παράλληλες με τις πλευρές του τετραγώνου ABCD . 

 Να βρεθεί συναρτήσει του n  (με κλειστό τύπο) το πλήθος των “καλών” ρόμβων, όπου 

n ακέραιος αριθμός μεγαλύτερος του 2 . 

 

Λύση 
Από τις κορυφές του ρόμβου φέρουμε παράλληλες ευθείες προς τις πλευρές τους πλέγματος, οπότε 
βρίσκουμε το ελάχιστο ορθογώνιο παραλληλόγραμμο που περιέχει το ρόμβο. Λόγω της συμμετρίας 
ως προς κέντρο του ρόμβου, θα πρέπει το ορθογώνιο αυτό να έχει άρτια μήκη πλευρών.  



Επομένως αρκεί να μετρήσουμε τα ορθογώνια με άρτια 

μήκη πλευρών ts 22   για τα οποία ισχύει ts  .  
Για το σκοπό αυτό θα μετρήσουμε όλα τα ορθογώνια 

ts 22   και στη συνέχεια θα αφαιρέσουμε τα τετράγωνα 

ss 22  . 

 Έστω ότι kn 2  
Αριθμούμε τις κάθετες ευθείες του πλέγματος από 
αριστερά προς τα δεξιά 12,...,3,2,1 k  και τις γραμμές του 

πλέγματος, από κάτω προς τα πάνω  12,...,3,2,1 k . Ένα 

ορθογώνιο ts 22   προσδιορίζεται από δύο κάθετες                    
γραμμές του πλέγματος και δύο οριζόντιες που έχουν άρτια                             Σχήμα 2 

απόσταση. Για να έχουν άρτια απόσταση πρέπει και οι δύο να έχουν άρτιο αριθμό ή και οι δύο 

περιττό αριθμό. Για να διαλέξουμε δύο κάθετες γραμμές με άρτιο αριθμό έχουμε 








2

k
  επιλογές, 

ενώ για να διαλέξουμε δύο κάθετες γραμμές με περιττό  αριθμό έχουμε 






 

2

1k
 επιλογές.  Οπότε 

για να επιλέξουμε δύο κάθετες γραμμές με άρτια απόσταση έχουμε 








2

k
2

2

1
k

k








 
 επιλογές. 

Όμοια, έχουμε 2k  επιλογές για τις στήλες. Οπότε συνολικά έχουμε 422 kkk   ορθογώνια ts 22  .  

Μένει τώρα να αφαιρέσουμε τα τετράγωνα ss 22  .  Τα 22  τετράγωνα είναι 
22 )122()12(  kn .  Τα 44  είναι 22 )142()14(  kn . Γενικά τα ss 22  είναι 

22 )122()12(  sksn . Άρα όλα μαζί είναι      

                            3

)12)(12(

6

)12)(1(
4)1()12(2)12(

4)12(4)12()122(

2

1

22

1

2







 


kkkkkk
kkkkk

sksksk
k

s

k

s  

Επομένως οι ρόμβοι είναι: 
3

)13)(1(

3

)12)(12( 2
4 





kkkkkkk

k . 

 Όταν 12  kn , εντελώς όμοια με παραπάνω έχουμε  






 

2

1k
)1(

2

1








 
kk

k
 

επιλογές για την επιλογή των δύο κάθετων γραμμών και )1( kk  επιλογές για την επιλογή των 

οριζόντιων. Επομένως έχουμε συνολικά 
2))1(( kk  ορθογώνια ts 22   και πρέπει να αφαιρέσουμε 

τα τετράγωνα ss 22  που είναι 222 )222()1212()12( sksksn  . Δηλαδή 

συνολικά  

                 3

)12)(1(2

6

)12)(1(
4)1()22(2)22(

4)22(4)22()222(

2

1

22

1

2
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Επομένως,  οι ρόμβοι είναι συνολικά: 
 

                                  
3

)23)(1(

3

)12)(1(2
))1((

2
2 
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kk  



2
ος

 τρόπος 

Υποθέτουμε ότι το μήκος των πλευρών των στοιχειωδών τετραγώνων είναι 1 . 

Αν οι διαγώνιες του ρόμβου είναι παράλληλες με τις πλευρές του τετραγώνου, τότε οι 

κορυφές του θα είναι τα μέσα των πλευρών ορθογωνίου παραλληλογράμμου του οποίου οι 

πλευρές έχουν μήκη πολλαπλάσια του 2  και είναι παράλληλες  με τις πλευρές του αρχικού 

τετραγώνου. 

    
                                     Σχήμα 3                                             Σχήμα 4 

Στα δύο παραπάνω σχήματα βλέπουμε ορθογώνια παραλληλόγραμμα (που οι πλευρές τους 

είναι παράλληλες με τις πλευρές του τετραγώνου ABCD ). 

Σε κάθε ορθογώνιο τύπου 4x2  αντιστοιχεί ένας και μόνο ρόμβος  τύπου 4x2 . 

Σε κάθε ορθογώνιο τύπου 6x2  αντιστοιχεί ένας και μόνο ρόμβος  τύπου 6x2 … 

Για να προσδιορίσουμε λοιπόν το πλήθος των ρόμβων, αρκεί να υπολογίσουμε το πλήθος των 

ορθογωνίων τύπου )k2(x)m2( , όπου k,m  ακέραιοι με lkm1  , όταν  l2n  . 

Για 1m   και 2k  , έχουμε: 

Ένα τμήμα μήκους  2 , μπορούμε να το επιλέξουμε με 1n   τρόπους (στην πλευρά  ). 

Ένα τμήμα μήκους  4 , μπορούμε να το επιλέξουμε με 3n   τρόπους (στην πλευρά D ). 

Άρα το πλήθος των ορθογωνίων παραλληλογράμμων τύπου 4x2  (καθώς και των ορθογωνίων 

παραλληλογράμμων τύπου 2x4 ) είναι )3n)(1n(  . 

Για 1m   και 3k  , έχουμε: 

Ένα τμήμα μήκους  2 , μπορούμε να το επιλέξουμε με 1n   τρόπους (στην πλευρά  ). 

Ένα τμήμα μήκους  6 , μπορούμε να το επιλέξουμε με 5n   τρόπους (στην πλευρά D ). 

Άρα το πλήθος των ορθογωνίων παραλληλογράμμων τύπου 6x2  (καθώς και των ορθογωνίων 

παραλληλογράμμων τύπου 2x6 ) είναι )5n)(1n(  . 

………… 

Για 1m   και lk  , έχουμε: 

Ένα τμήμα μήκους  2 , μπορούμε να το επιλέξουμε με 1n   τρόπους (στην πλευρά  ). 

Ένα τμήμα μήκους  l2 , μπορούμε να το επιλέξουμε με 11l2n   τρόπους (στην πλευρά 

D ). 

Άρα το πλήθος των ορθογωνίων παραλληλογράμμων τύπου )l2(x2  (καθώς και των 

ορθογωνίων παραλληλογράμμων τύπου 2x)l2( ) είναι 1)1n()1l2n)(1n(  . 

Τελικά το πλήθος των ορθογωνίων παραλληλογράμμων των οποίων η μία πλευρά, έχει μήκος 

2 , είναι:   1)1n()5n)(1n()3n)(1n(2S2   

  1)5n()3n()1n(2   



2

)2n)(1n(

2

2n

2

)3n(1
)1n(2

2






 . 

Για 2m   και 3k  , έχουμε: 

Ένα τμήμα μήκους  4 , μπορούμε να το επιλέξουμε με 3n  τρόπους (στην πλευρά  ). 

Ένα τμήμα μήκους  6 , μπορούμε να το επιλέξουμε με 5n  τρόπους (στην πλευρά D ). 

Άρα το πλήθος των ορθογωνίων παραλληλογράμμων τύπου 6x4  (καθώς και των ορθογωνίων 

παραλληλογράμμων τύπου 4x6 ) είναι )5n)(3n(  . 

Για 2m   και 4k  , έχουμε: 

Ένα τμήμα μήκους  4 , μπορούμε να το επιλέξουμε με 3n  τρόπους (στην πλευρά  ). 

Ένα τμήμα μήκους  8 , μπορούμε να το επιλέξουμε με 7n  τρόπους (στην πλευρά D ). 

Άρα το πλήθος των ορθογωνίων παραλληλογράμμων τύπου 8x4  (καθώς και των ορθογωνίων 

παραλληλογράμμων τύπου 4x8 ) είναι )7n)(3n(  . 

………… 

Για 2m   και lk  , έχουμε: 

Ένα τμήμα μήκους  4 , μπορούμε να το επιλέξουμε με 3n  τρόπους (στην πλευρά  ). 

Ένα τμήμα μήκους  l2 , μπορούμε να το επιλέξουμε με 11l2n   τρόπους (στην πλευρά 

D ). 

Άρα το πλήθος των ορθογωνίων παραλληλογράμμων τύπου )l2(x4  (καθώς και των 

ορθογωνίων παραλληλογράμμων τύπου 4x)l2( ) είναι 1)3n()1l2n)(3n(  . 

Τελικά το πλήθος των ορθογωνίων παραλληλογράμμων των οποίων η μία πλευρά, έχει μήκος 

4 , είναι:   1)3n()7n)(3n()5n)(3n(2S4   

  1)7n()5n()3n(2   

2

)4n)(3n( 2
 . 

Ανακεφαλαιώνοντας και επεκτείνοντας τη διαδικασία έχουμε: 

)1l)(1ln)(1n(2S2 


















1l2n,
2

)1n)(3n(
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2

)2n)(1n(

2
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Άρα το πλήθος των ορθογωνίων παραλληλογράμμων (για l2n  ) δίνεται από το άθροισμα: 
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Γράφοντας l2n   το παραπάνω άθροισμα, γίνεται: 
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Άρα το πλήθος των ορθογωνίων παραλληλογράμμων (για 1l2n  ) δίνεται από το 

άθροισμα: 
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ράφοντας 1l2n   το παραπάνω άθροισμα, γίνεται: 
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Τους δύο τύπους μπορούμε να τους συνοψίσουμε με τη βοήθεια του ακεραίου μέρους ως:  
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ΕΠΙΤΡΟΠΗ ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΩΝ 

34η  Ελληνική Μαθηματική Ολυμπιάδα "Ο Αρχιμήδης" 
4 Μαρτίου 2017 

ΘΘέέμμαατταα  μμιικκρρώώνν  ττάάξξεεωωνν  
 
Πρόβλημα 1 
Δίνεται τετράγωνο ΑΒΓΔ πλευράς α . Πάνω στην πλευρά ΑΔ παίρνουμε σημεία Ε και Ζ 

τέτοια ώστε 
3
α

ΔΕ =   και  
4
α

ΑΖ = . Αν οι ευθείες ΒΖ και ΓΕ τέμνονται στο σημείο Η, να 

εκφράσετε το εμβαδόν του τριγώνου ΒΓΗ ως συνάρτηση του α . 
 
Λύση (1ος τρόπος) 

 

Σχήμα 1 
 

Φέρνουμε το ύψος ΗΛ του τριγώνου ΒΓΗ το οποίο τέμνει κάθετα την ΑΔ στο σημείο Κ. 
Θέτουμε ΕΚ = x, ΚΖ = y και ΚΗ = z. Είναι ΗΛ = α + z. Το εμβαδόν του τριγώνου ΒΓΗ 
είναι ίσο με  

                                     ( )1 1
2 2

zα αΕ = ⋅ΒΓ ⋅ΗΛ = +    .                                                     (1) 

Αρκεί να εκφράσουμε το z ως συνάρτηση του α.  
Παρατηρούμε ότι τα τρίγωνα ΓΔΕ και ΕΗΚ είναι όμοια, αφού ˆ ˆ 90οΓΔΕ = ΕΚΗ =  και 

ˆ ˆΔΕΓ = ΚΕΗ  ως κατά κορυφή. Επομένως, έχουμε 

                                          3

3

z x z xαα
ΚΗ ΚΕ

= ⇔ = ⇔ =
ΓΔ ΔΕ

                                          (2)  

Ομοίως, τα τρίγωνα ΑΒΖ και ΖΚΗ είναι όμοια, οπότε παίρνουμε ότι                 



                                           4

4

z y z yαα
ΚΗ ΚΖ

= ⇔ = ⇔ =
ΑΒ ΑΖ

         .                             (3) 

Ακόμα, έχουμε ότι    

                                        5
4 3 12

x y α α αα+ = ΑΔ −ΑΖ−ΔΕ = − − =                             (4)  

Αντικαθιστώντας τις (2) και (3) στην (4) παίρνουμε 

                                           5 5 5
12 3 4 12 7

z zx y zα α α
+ = ⇔ + = ⇔ =  , 

οπότε η (1) γίνεται  

                                                
2 21 5 12 6

2 7 14 7
α α αα α⎛ ⎞Ε = + = =⎜ ⎟

⎝ ⎠
.                                                           

2ος τρόπος. Από τα δεδομένα παίρνουμε ότι  5
4 3 12
α α ααΖΕ = − − = . Επομένως το 

εμβαδόν του τραπεζίου ΖΕΓΒ είναι:  

                                                

2
5

1712( )
2 24

aa

α α+
ΖΕΓΒ = ⋅ = .  

Επιπλέον τα τρίγωνα ΖΗΕ  και ΒΗΓ  είναι όμοια, οπότε ο λόγος των εμβαδών τους 
ισούται με το τετράγωνο του λόγου της ομοιότητας αυτών, δηλαδή 

( )
( )

2
2 212

5 512

α
α

⎛ ⎞ΒΗΓ ΒΓ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ΖΗΕ ΖΕ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
. 

Επομένως, έχουμε 

         ( )
( ) ( )

( )

( )

2 2

2
12 12

175 5
24
α

ΒΗΓ ΒΗΓ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⇔ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ΒΗΓ − ΒΖΕΓ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ΒΗΓ −
 

και λύνοντας ως προς ( )ΒΗΓ παίρνουμε ότι ( )
26 .

7
α

ΒΗΓ =  

 
Πρόβλημα 2 
Αν , ,x y z  θετικοί πραγματικοί αριθμοί, να λύσετε το σύστημα: 

( ) ( ) ( ){ }6 9, 6 9, 6 9 .x y y z z x− = − = − = . 
        
Λύση (1ος τρόπος) 
Επειδή είναι , , 0x y z > , από τις δεδομένες εξισώσεις προκύπτει ότι  

0 6, 0 6, 0 6.x y z< < < < < <  
Με πολλαπλασιασμό κατά μέλη των τριών εξισώσεων λαμβάνουμε: 
                     ( )( )( ) ( ) ( ) ( )3 36 6 6 9 6 6 6 9xyz x y z x x y y z z− − − = ⇔ − − − = .  (1) 
Όμως ισχύει ότι 

                 ( ) ( )220 6 6 9 3 9.x x x x x< − = − = − − ≤                              (2) 
Η ισότητα ισχύει για 3.x =  Ομοίως ισχύουν και οι σχέσεις  
                                                   ( )0 6 9y y≤ − ≤                                                 (3) 



                                                   ( )0 6 9z z≤ − ≤                                                  (4) 
Με πολλαπλασιασμό κατά μέλη των (2), (3) και (4), λαμβάνουμε 

                           ( ) ( ) ( ) 30 6 6 6 9x x y y z z< − − − ≤ ,                             (5) 
οπότε σε σύγκριση με την (1) προκύπτει ότι οι σχέσεις (2), (3) και (4) πρέπει να ισχύουν 
ως ισότητες, δηλαδή 3x y z= = = . 
Εναλλακτικά οι σχέσεις (2) , (3) και (4) μπορούν να προκύψουν με εφαρμογή της 
ανισότητας αριθμητικού – γεωμετρικού μέσου. Για παράδειγμα, αφού ,6 0x x− > , 
έχουμε  

( ) ( )60 6 3 0 6 9.
2

x xx x x x+ −
< − ≤ = ⇒ < − ≤  

 
 2ος τρόπος: Επειδή είναι , , 0x y z > , από τις δεδομένες εξισώσεις προκύπτει ότι  

0 6, 0 6, 0 6.x y z< < < < < <  
Από τους τρεις αριθμούς κάποιος είναι ο μικρότερος, έστω x y≤  και x z≤ . Τότε έχουμε  

9 (6 ) (6 ) (6 ) 9x y x x z x= − ≤ − ≤ − = , 
οπότε έπεται ότι  

2 2(6 ) 9 6 9 0 ( 3) 0 3x x x x x x− = ⇔ − + = ⇔ − = ⇔ = . 
Αντικαθιστώντας στην πρώτη και στην τελευταία σχέση βρίσκουμε ότι 3y =  και 3z = . 

                               
Πρόβλημα 3 
Να προσδιορίσετε όλους τους θετικούς ακέραιους , , ,a b p  όπου p πρώτος, που είναι 
λύσεις της εξίσωσης 

2 2

1 1 1
p a b
= + . 

Λύση 
Η δεδομένη εξίσωση είναι ισοδύναμη με την εξίσωση 
                                                               ( )2 2 2 2p a b a b+ =                                       (1) 

Επειδή p  πρώτος, από την (1) προκύπτει ότι: p a   ή  p b . 

Υποθέτουμε ότι ,p a οπότε *
1 1,a pa a= ∈ . 

Επιπλέον, έχουμε ότι 

         
( )

( )

2 2
2 2 2

2
1 12 2 2 2 2

1 1

1 1 1 1 1 1 1 11
1 1

1 1 1 1 1 1 2 1 .
1 2 2

b p b p
p b a p b p p p p

a a a p
p a p p p p p a

> ⇒ > ⇒ ≥ + ⇒ = − ≥ − =
+ +

⇒ ≥ = ≥ ⇒ ≥ ⇒ ≤ ⇒ = ⇒ =
+ +

 

Τότε η εξίσωση (1) γίνεται:                                   
( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 0
2

1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 2.
p

p p b p b p b pb p p b p p b

p p p b p p p
− >

+ = ⇔ + = ⇔ = − ⇔ − = − −

⇔ − + = − − ⇒ − − = ⇔ =⇔
 

 Επομένως, έχουμε  2a p= =  και από την εξίσωση (1) προκύπτει ότι 2b = . 
Ομοίως εργαζόμαστε, αν υποθέσουμε ότι .p b   
 
2ος τρόπος. Η δεδομένη εξίσωση είναι ισοδύναμη με την εξίσωση 



                                                               ( )2 2 2 2p a b a b+ =                                                (1) 

Λύνοντας ως προς 2a  έχουμε ότι  

                                        
2 2 2 2

2
2 2 2

( )pb p b p p pa p
b p b p b p

− +
= = = +

− − −
.  (2) 

Αφού ο 2a  είναι ακέραιος, θα πρέπει 2 2|b p p− , επομένως                                            
                                          2 2 2 21, , .b p ή b p p ή b p p− = − = − =  
Στην πρώτη περίπτωση έχουμε ότι, 2 21 1 ( 1)( 1)b p p b b b− = ⇔ = − = − +  και αφού 
p πρώτος, θα πρέπει 1 1b− = , άρα 2b =  και 3p = . Τότε είναι 2 12,a =  άτοπο.  
Στη δεύτερη περίπτωση έχουμε ότι 2 2b p= . Τότε b άρτιος, έστω 12b b= , οπότε 

2
14 2b p= , άρα 2 | p , άρα και πάλι 2p =  και 2b = , οπότε και 2a = . 

Στην τρίτη περίπτωση η (2) δίνει 2 21 1 ( 1)( 1)a p p a a a= + ⇔ = − = − + , οπότε αφού 
p πρώτος, θα πρέπει 1 1a − = , άρα 2a =  και 3p = , οπότε προκύπτει 2 3,b =  άτοπο.  

 
Πρόβλημα 4. 
Μία παρέα που αποτελείται από n  άτομα παίζει ένα επιτραπέζιο παιχνίδι με τους εξής 
κανόνες.  
   (α)   Σε κάθε γύρο του παιχνιδιού παίζουν ακριβώς 3  άτομα  
   (β)   To παιχνίδι ολοκληρώνεται μετά από n  γύρους 
   (γ)   Κάθε δυάδα παικτών έχει παίξει μαζί σε τουλάχιστον ένα γύρο.  
Να προσδιορίσετε τη μεγαλύτερη δυνατή τιμή του n .  
 
Λύση 
Αφού σε κάθε  γύρο του παιχνιδιού παίζουν ακριβώς 3άτομα, το πλήθος των δυάδων σε 

κάθε γύρο είναι 
3

3
2
⎛ ⎞

=⎜ ⎟
⎝ ⎠

. Επομένως όταν το παιχνίδι ολοκληρωθεί μετά από n  γύρους, 

θα έχουν παίξει μαζί 3n  δυάδες ατόμων. Για να ικανοποιείται η τελευταία συνθήκη και 
να παίξουν όλες οι δυάδες παικτών, πρέπει το 3n  να είναι μεγαλύτερο ή ίσο από το 

συνολικό πλήθος των δυάδων, που είναι 
2
n⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. Δηλαδή, πρέπει: 

( 1) 13 3 3 7
2 2 2
n n n nn n n⎛ ⎞ − −

≤ ⇔ ≤ ⇔ ≤ ⇔ ≤⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Στη συνέχεια θα αποδείξουμε ότι η τιμή 7n =  είναι η μεγαλύτερη δυνατή, αφού 
ικανοποιεί τους κανόνες του προβλήματος. Πράγματι, για 7n =  είναι  

7 7! 6 7 21 3 7
2 2! 5! 2
⎛ ⎞ ⋅

= = = = ⋅⎜ ⎟ ⋅⎝ ⎠
 

και αν υποθέσουμε ότι τα επτά μέλη της παρέας είναι οι : Α,Β,.Γ,Δ,Ε,Ζ,Η, τότε είναι 
δυνατόν να ορίσουμε επτά τριάδες που θα παίξουν στους επτά γύρους που πρέπει να 
γίνουν, έτσι ώστε όλα τα μέλη της παρέας ανά δύο να έχουν παίξει ένα παιγνίδι σε ένα 
τουλάχιστον γύρο. Μία τέτοια περίπτωση δίνουν οι τριάδες: 
              (Α, Β, Γ), (Α, Δ, Ε), (Α, Ζ, Η), (Β, Δ, Η), (Β, Ε, Ζ), (Γ, Δ, Ζ), (Γ, Ε, Η). 
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ΕΠΙΤΡΟΠΗ ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΩΝ 
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4  Μαρτίου  2017 

 
ΘΘέέμμαατταα  μμεεγγάάλλωωνν  ττάάξξεεωωνν  

 
Πρόβλημα 1 
Δίνεται  οξυγώνιο τρίγωνο ΑΒC  με ΑΒ < ΑC < BC, εγγεγραμμένο σε κύκλο c(O,R).  Ο 
κύκλος ( )1 A, ACc  τέμνει τον κύκλο c(O,R) στο σημείο D και την προέκταση της 
πλευράς CΒ στο σημείο Ε. Αν η ευθεία ΑΕ τέμνει τον κύκλο c(O,R) στο σημείο F και G 
είναι το συμμετρικό του Ε ως προς το Β, να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο FEDG είναι 
εγγράψιμο.  
 
Λύση (1ος τρόπος) 

 

Σχήμα 1 

Το τετράπλευρο AFBC είναι εγγεγραμμένο στον κύκλο (c), άρα: 1
ˆ ˆF̂ ACB C= =   . 

Το τρίγωνο AEC είναι ισοσκελές (οι ΑΕ και ΑC είναι ακτίνες του κύκλου (c1)) άρα:  
                                                                 1

ˆ ˆÊ ACB C= =    . 

Από τις ισότητες των γωνιών προκύπτει ότι 1 1
ˆ ˆF E= ,  οπότε το τρίγωνο BEF είναι 

ισοσκελές και κατά συνέπεια:            
                                                                     BE=BF                                               (1). 
Ονομάζουμε 1Ĉ x=  και από τον κύκλο (c1) θα έχουμε ότι ˆEAD 2x=  , (ως επίκεντρη), 
οπότε                   



                                                           ˆ ˆEAB BAD 2x+ =                                                 (2) 
Επιπλέον, από τον κύκλο (c) έχουμε ότι: 
                                                             1

ˆ ˆBAD C x= =                                                    (3) 

Από τις (2) και (3) έχουμε ότι ˆ ˆEAB BAD x= = , οπότε η ΑΒ είναι διχοτόμος στο 
ισοσκελές τρίγωνο EAD. Συνεπώς είναι μεσοκάθετος της ED, άρα  
                                                                   ΒΕ=ΒD.                                                      (4)  
Από τις ισότητες (1) και (4), καθώς και από την προφανή (λόγω συμμετρίας) ισότητα  
BE=BG , συμπεραίνουμε ότι BE = BF = BG = BD, οπότε το τετράπλευρο DEFG  είναι 
εγγράψιμο σε κύκλο με κέντρο το Β. 
 
2ος τρόπος. Το τετράπλευρο AFBC είναι εγγεγραμμένο στον κύκλο (c), άρα:       

1
ˆ ˆF̂ ACB C= = . 

Το τρίγωνο AEC είναι ισοσκελές (οι ΑΕ και ΑC είναι ακτίνες του κύκλου (c2)) άρα:   

1
ˆ ˆÊ ACB C= = . 

Από τις ισότητες των γωνιών προκύπτει ότι 1 1
ˆ ˆF E= , οπότε το τρίγωνο BEF είναι 

ισοσκελές και κατά συνέπεια:            
                                                                   BE = BF                                                   (5). 
Από το εγγεγραμμένο τετράπλευρο ABDC έχουμε: 1

ˆ ˆ ˆD ABC B= = . Από το ισοσκελές 

τρίγωνο ADC έχουμε:  1
ˆD̂ ACD=   Από τις δύο τελευταίες ισότητες γωνιών, έχουμε ότι 

ˆ ˆACD B=    και κατά συνέπεια  
                                                                  1

ˆ ˆˆC B C= −    . 

Από το τρίγωνο ΑΒΕ έχουμε: 1 1
ˆ ˆˆ ˆ ˆA =B - E B C= −  , οπότε: 1 1

ˆ ˆ ˆˆA C B C= = −   και επειδή οι 

γωνίες  1 1
ˆ ˆA ,C    είναι εγγεγραμμένες στον κύκλο (c), θα ισχύει: 

                                                             BD = BF                                                 (6). 
Από τις ισότητες (5) και (6), καθώς και από την προφανή (λόγω συμμετρίας) ισότητα 
BE=BG , συμπεραίνουμε ότι BE = BF = BG = BD, οπότε το τετράπλευρο DEFG  είναι 
εγγράψιμο σε κύκλο με κέντρο το Β. 
 
Πρόβλημα 2  
Θεωρούμε σημείο Α του επιπέδου και τρεις ευθείες που περνούν από αυτό και χωρίζουν 
το επίπεδο σε 6  τομείς. Σε κάθε τομέα υπάρχουν στο εσωτερικό του 5  σημεία. 
Υποθέτουμε ότι τα 30 σημεία που βρίσκονται στους 6 τομείς είναι ανά τρία μη 
συνευθειακά. Να αποδείξετε ότι υπάρχουν τουλάχιστον 1000  τρίγωνα με κορυφές τα 
σημεία αυτά (των 6  τομέων) το οποία περιέχουν το Α είτε στο εσωτερικό τους είτε στις 
πλευρές τους. 

Λύση 
Παρατηρούμε αρχικά ότι οποιαδήποτε για οποιαδήποτε επιλογή 6 σημείων, ένα από κάθε 
τομέα, δημιουργείται ένα εξάγωνο (κυρτό ή μη κυρτό) το οποίο περιέχει το σημείο Α. 
 



 
  Σχήμα 2 

Από τα 6 αυτά σημεία δημιουργούνται 
6

20
3
⎛ ⎞

=⎜ ⎟
⎝ ⎠

 τρίγωνα σε σύνολο. Θα υπολογίσουμε 

πόσα τουλάχιστον από αυτά περιέχουν το σημείο Α. Αν έχω δύο σημεία από κατά 
κορυφή τομείς, τότε παρατηρώ ότι έχω επιλογή για την τρίτη κορυφή του τριγώνου από 
δύο τομείς. Για παράδειγμα, για τα σημεία Β, C του παρακάτω σχήματος, όποιο σημείο 
και πάρουμε από τον κόκκινο ή τον πράσινο τομέα έχουμε τρίγωνο που περιέχει το 
σημείο A. 

 

Σχήμα 3 

Υπάρχουν 3  ζεύγη κατά κορυφή τομέων, επομένως και έχουμε 5 5⋅ επιλογές για τη βάση 
BC και η τρίτη κορυφή επιλέγεται με 2 5⋅  τρόπους. Επομένως έχουμε συνολικά 
τουλάχιστον 3 33 2 5 6 5⋅ ⋅ = ⋅  τέτοια τρίγωνα που περιέχουν το A  .    



Αν τώρα έχω κορυφές σε εναλλάξ τομείς (όπως φαίνεται παρακάτω), τότε πάλι έχω 
τρίγωνο που περιέχει το σημείο Α. Αυτά μπορεί να είναι είτε σαν το CBD είτε σαν το 
EFG.  

 

Σχήμα 4 

Σαν το CBD υπάρχουν 
35 5 5 5⋅ ⋅ =  τρίγωνα που περιέχουν το σημείο A  και σαν το EFG  

υπάρχουν επίσης 35 5 5 5⋅ ⋅ =  τρίγωνα που περιέχουν το σημείο A. Συνολικά σε αυτή την 
περίπτωση έχουμε 32 5⋅  τρίγωνα που περιέχουν το σημείο A.  
Αθροίζοντας, έχουμε τουλάχιστον 3 3 36 5 2 5 8 5 1000⋅ + ⋅ = ⋅ = τρίγωνα τα οποία περιέχουν 
το A είτε στο εσωτερικό τους είτε πάνω στις πλευρές τους. 
 
Πρόβλημα 3 
Να βρεθούν όλες οι τριάδες ακεραίων ( ), ,a b c  με 0 ,a b c> > >   που  έχουν άθροισμα ίσο 

με μηδέν και ο αριθμός 3 3 32017 a b b c c aΝ = − − −  είναι τέλειο τετράγωνο ακεραίου.  

Λύση 
Αφού 0a b c+ + = , έχουμε ότι 

3 3 3 3 3 3 4 3 2 2 3 4

2 2 2

( ) ( ) 2 3 2

( )

a b b c c a a b b a b a b a b b a a b a b a

a ab b

+ + = + − − + − − = − − − − − =

= − + + (1)
 

Επομένως, αν 3 3 3 22017 a b b c c a k− − − = ,  τότε  
2 2 2 2 2 2 2 22017 ( ) ( )( ) 2017a ab b k k a ab b k a ab b+ + + = ⇔ − − − + + + =             (2) 

Αφού ο 2017 είναι πρώτος, θα πρέπει  

           

2 2 2 2 2 2

2 2

1 1 1008
2 2018 10092017

k a ab b k a ab b a ab b
k kk a ab b

⎧ ⎧ ⎧− − − = − − − = + + =⎪ ⎪ ⎪⇔ ⇔⎨ ⎨ ⎨
= =⎪ ⎪+ + + =⎪ ⎩ ⎩⎩   (3)

 

Για να ισχύει  

                                        
2 2 1008a ab b+ + =                                                  (4) 



πρέπει οι ,a b  να είναι και οι δύο άρτιοι, διαφορετικά, το αριστερό μέλος είναι περιττός. 

Επιπλέον, έχουμε ότι 9 |1008 , άρα 2 29 | a ab b+ + , οπότε πρέπει 3 | a και 3 | b . Επομένως. 
οι ,a b διαιρούνται από 6,  οπότε γράφουμε 6a m=  και 6b n= , οπότε η (1) γίνεται  

                                   
2 2 28m mn n+ + =                                             (5) 

Ομοίως, οι ,m n  πρέπει να είναι άρτιοι, οπότε 2m x=  και 2n y= . Τότε η (7) γίνεται       

                                                    2 2 7x xy y+ + =                                               (6) 
Για να έχει ακέραιες λύσεις η τελευταία πρέπει η διακρίνουσα ως προς y να είναι μη 

αρνητική και τέλειο τετράγωνο. Όμως 2 2 24( 7) 28 3x x xΔ = − − = − , οπότε: 
2 1x =  ή 2 4x =  ή 2 9x = . 

Επειδή, 0a >  θα έχουμε 0x > , οπότε { }1, 2,3x∈ . Επειδή 0y < , παίρνουμε τα ζεύγη 

( , ) {(1, 3), (2, 3), (3, 2), (3, 1)}x y ∈ − − − − , οπότε, αφού 12 , 12a x b y= =  έχουμε ότι  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }, 12, 36 , 24, 36, , 36, 24 , 36, 12a b ∈ − − − −  

Λόγω του ότι 0a b c+ + =  και του περιορισμού 0a b c> > > , έχουμε τη μοναδική λύση 
( ) ( ), , 36, 12, 24a b c = − − . 

 
Πρόβλημα 4. Έστω ξ  η θετική ρίζα της εξίσωσης 2 4 0x x+ − = . Το πολυώνυμο 

( ) 1
1 1 0...n n

n nP x a x a x a x a−
−= + + + + , όπου n  θετικός ακέραιος, έχει συντελεστές μη 

αρνητικούς ακέραιους και αριθμητική τιμή ( ) 2017P ξ = . 

(i) Nα αποδείξετε ότι: ( )0 1 ... 1 mod 2na a a+ + + ≡  

(ii) Να βρείτε την ελάχιστη δυνατή τιμή του αθροίσματος: 0 1 ... na a a+ + + . 
 
Λύση 

(i) Επειδή ο αριθμός 1 17
2

ξ − +
=  είναι άρρητος και το πολυώνυμο ( ) ( ) 2017F x P x= −  

έχει ρητούς συντελεστές  και ρίζα τον αριθμό ξ , θα έχει ρίζα και τον συζυγή του 

1 17
2

− − , οπότε θα διαιρείται με το πολυώνυμο ( ) 2 4x x xϕ = + − .  

Αυτό προκύπτει άμεσα από την ταυτότητα της διαίρεσης 
( ) ( ) ( ) ( )22017 4F x P x x x Q x xκ λ= − = + − + + , 

Από την οποία για x ξ=  λαμβάνουμε 0κξ λ+ =  , από την οποία προκύπτει ότι 
0,κ λ= =  αφού ο αριθμός ξ  είναι άρρητος. 

Άρα υπάρχει πολυώνυμο ( )Q x  τέτοιο ώστε: 

( ) ( ) ( ) ( )22017 4F x P x x x Q x= − = + −  

( ) ( )1 2
1 1 0... 2017 4n n

n na x a x a x a x x Q x−
−⇔ + + + + − = + −                  (1) 

Από τη σχέση (1) για 1x = λαμβάνουμε:  



( )
( ) ( )

0 1

0 1

... 2017 2 1

... 2017 2 1 1 mod 2
n

n

a a a Q

a a a Q

+ + + − = −

⇒ + + + = − ≡
 

(ii) Θεωρούμε το σύνολο { }0 1, ,..., na a a με στοιχεία μη αρνητικούς ακέραιους που 

ικανοποιούν τα παρακάτω: 
     (α) 1

1 1 0... 2017n n
n na a a aξ ξ ξ−

−+ + + + =  

     (β) το άθροισμα 0 1 ... na a a+ + + είναι το ελάχιστο δυνατό. 
Παρατηρούμε πρώτα ότι αληθεύει η σχέση: 

0 3, για κάθε 1, 2,..., 2.ia i n≤ ≤ = −  
Πράγματι, αν ήταν διαφορετικά για κάποιο 1, 2,..., 2i n= − , τότε το σύνολο 

{ }0 1 1 2 3,..., , 4, 1, 1, ,...i i i i i na a a a a a a− + + +− + +  

θα είχε στοιχεία μη αρνητικούς ακέραιους, θα ικανοποιούσε τη σχέση (α), ενώ θα είχε 
άθροισμα στοιχείων μικρότερο από αυτό του συνόλου { }0 1, ,..., na a a , που είναι άτοπο. 

Έστω τώρα ( ) 2 1
2 1 1 0...n n

n nQ x b x b x b x b− −
− −= + + + + . Τότε από την ταυτότητα 

( )( )1 2 2 3
1 1 0 2 3 1 0... 2017 4 ...n n n n

n n n na x a x a x a x x b x b x b x b− − −
− − −+ + + + − = + − + + + +  

προκύπτουν οι ισότητες: 
0 0 0 0

1 1 0 1 0 1

2 2 1 0 2 1 0 2

3 3 2 1 3

2 2 3 4

1 2 3

2

2017 4 2017 4
4 4
4 4
4

..............................................
4n n n n

n n n

n n

a b a b
a b b a b b
a b b b a b b b
a b b b a

a b b b
a b b
a b

− − − −

− − −

−

− = − − = −⎧ ⎫
⎪ ⎪= − + − = −⎪ ⎪
⎪ ⎪= − + + − − = −
⎪ ⎪

= − + +⎪ ⎪⇔⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎪ ⎪= − + +
⎪ ⎪

= +⎪ ⎪
⎪ ⎪=⎩ ⎭

2 1 3

2 3 4 2

1 2 3

2

4
......................................

4n n n n

n n n

n n

b b b

a b b b
a b b
a b

− − − −

− − −

−

⎧ ⎫
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪

− − = −⎪ ⎪
⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎪ ⎪− − = −
⎪ ⎪

− =⎪ ⎪
⎪ ⎪=⎩ ⎭

 

Γενικά ισχύει ότι:  2 1 24i i i ia b b b+ + +− − = − , για κάθε 0,1,..., 4i n= −       
Επειδή είναι  0 3, για κάθε 1,2,..., 2,ia i n≤ ≤ = − από την πρώτη εξίσωση από τις 
παραπάνω προκύπτει ότι  0 1a =  και 0 504b = . Από τη δεύτερη εξίσωση λαμβάνουμε 

1 0a =  και 1 126b = . Από την τρίτη εξίσωση λαμβάνουμε 2 2a =  και 2 157.b =  
Συνεχίζοντας ομοίως λαμβάνουμε τα σύνολα 

                  
{ } { }
{ } { }

0 1 2 14

0 1 2 14

, , ,... 504,126,157,70,56,31,21,13,8,5,3,2,1,0,0

, , ,... 1, 0, 2, 3, 3, 2, 3, 0, 2, 1, 1, 0, 1, 3, 1

b b b b

a a a a

=

=
 

Επομένως η ελάχιστη δυνατή τιμή του αθροίσματος 0 1 ... na a a+ + +  είναι 23. 
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Θέματα μικρών τάξεων 

Ενδεικτικές λύσεις 

 
Πρόβλημα 1 
(α) Να εξετάσετε, αν υπάρχει πραγματικός αριθμός ,x  τέτοιος ώστε οι αριθμοί 

3x   και 2 3x    να είναι και οι δύο ρητοί.  

(β) Να εξετάσετε, αν υπάρχει πραγματικός αριθμός y  τέτοιος ώστε οι αριθμοί 

3y   και 3 3y    να είναι και οι δύο ρητοί. 
 
Λύση  

(α) Έστω 23 , 3x q x p     με ,p q  . Τότε  

 2 23 2 3 3x q x q q        
οπότε αν αντικαταστήσουμε στη δεύτερη παίρνουμε: 

   2 22 3 3 3 3 2 1 3q q p q p q           

Τότε πρέπει 
1

2 1 0
2

q q     . Σε αυτή την περίπτωση 2 1 13
3 3

4 4
p q q     

και 
1

3
2

x    . 

(β) Έστω 33 , 3y q y p     με ,p q  . Τότε  

 3 3 23 3 3 9 3 3y q y q q q         
οπότε αν αντικαταστήσουμε στη δεύτερη παίρνουμε: 

   3 2 2 3

3

2

3 3 9 3 3 3 3 3 2 9

9
3

3 2

q q q p q p q q

q q p

q

           

 
 




 

που είναι άτοπο.  
 
Πρόβλημα 2 
Θεωρούμε τετράγωνο ΑΒΓΔ πλευράς 8 cm το οποίο υποδιαιρούμε με ευθείες 
παράλληλες προς τις πλευρές του σε 64 μικρά τετράγωνα πλευράς 1cm. Χρωματίζουμε 
7 μικρά τετράγωνα μαύρα, ενώ όλα τα υπόλοιπα 57 μικρά τετράγωνα είναι λευκά.  
Υποθέτουμε ότι υπάρχει θετικός ακέραιος k  τέτοιος ώστε ανεξάρτητα από τη θέση 

των 7 μαύρων μικρών τετραγώνων, υπάρχει ορθογώνιο εμβαδού k 2cm  με πλευρές 
παράλληλες στις πλευρές του ΑΒΓΔ και με όλα τα μικρά  τετράγωνα από τα οποία 
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Λύση 
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Σημείωση: Για το πρώτο κομμάτι της άσκησης μπορούμε να θεωρήσουμε τις 8 
γραμμές ή τις 8 στήλες του πίνακα και να κάνουμε το επιχείρημα όπως στην παραπάνω 
λύση με την αρχή του Περιστερώνα.  

Πρόβλημα 3  
  Θεωρούμε τους θετικούς ακεραίους  τέτοιους ώστε ο αριθμός  

 
2( ) 4a b a

ab

 
 

να είναι ακέραιος. Να αποδείξετε ότι αν ο  είναι περιττός, τότε ο  είναι τέλειο 
τετράγωνο.  
 
Λύση 

Έστω 
2( ) 4a b a

ab
 

  . Η τελευταία γράφεται ως  

 2( ) 4 (1)a b a ab     

Θα δείξουμε ότι ο a  είναι περιττός. (2)  Πράγματι, αν 2 | a , τότε θα πρέπει 
22 | ( )a b , τότε θα πρέπει και ο b να είναι άρτιος, άτοπο.  

Θεωρούμε τώρα την (1) σαν δευτεροβάθμια εξίσωση ως προς b , στη μορφή: 

 2 2(2 ) 4 0b b a a a       
Για να έχει αυτή ακέραιες λύσεις, η διακρίνουσά της θα πρέπει να είναι τέλειο 

τετράγωνο. Έχουμε ότι 2 2 2 2( 2) 4( 4 ) ( ( 2) 4 16)a a a a a a          . 

Επομένως το γινόμενο των 2, ( 2) 4 16a a a     είναι τέλειο τετράγωνο. Επειδή 

όμως ο a  είναι περιττός  είναι πρώτοι μεταξύ τους, οπότε ο καθένας τους θα πρέπει να 
είναι τέλειο τετράγωνο, άρα ο a  είναι τέλειο τετράγωνο. 
 

2ος τρόπος:  

Έστω ( , )d a b  και γράφουμε ,a dx b dy   , με ( , ) 1x y  . Παρατηρούμε ότι επειδή 

|d b  και ο  είναι περιττός, θα πρέπει d  περιττός. Τότε ο αριθμός  

2 2 2 2

2

( ) 4 ( ) 4 ( ) 4a b a d x y dx d x y x

ab dxyd xy

     
   

είναι ακέραιος. Άρα 2 2| ( ) 4 |x d x y x x dy    και επειδή ( , ) 1x y  , πρέπει |x d . 

Επίσης, 2| ( ) 4 | 4d d x y x d x    και αφού d  περιττός, |d x  . Από τις δύο αυτές 

σχέσεις έχουμε d x , άρα 2a d .   

 
 
Πρόβλημα 4  
Δίνεται τρίγωνο   με   εγγεγραμμένο σε κύκλο c  με κέντρο  
O   και ακτίνα R . Ονομάζουμε    το αντιδιαμετρικό της κορυφής  . Δίνεται επίσης 
ο κύκλος 1c   του οποίου το κέντρο    βρίσκεται επάνω στο τμήμα   και περνάει 

από τα σημεία   και  . Αν ο κύκλος 1c τέμνει την   στο σημείο  , να αποδείξετε 
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b a
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Θέματα μεγάλων τάξεων 

Ενδεικτικές λύσεις 

 
Πρόβλημα 1 

Θεωρούμε την ακολουθία ,  που ορίζεται αναδρομικά από τη σχέση 

3
1 3 ,n n nx x x    με 1

a
x

b
 , όπου ,a b  είναι θετικοί ακέραιοι και ο 3 δεν διαιρεί τον 

ακέραιο b . Αν  για κάποιο θετικό ακέραιο m  ο mx  είναι τέλειο τετράγωνο ρητού 

αριθμού, να αποδείξετε ότι και ο 1x  είναι τέλειo τετράγωνο ρητού αριθμού. 

 
Λύση 
Θα δείξουμε ότι αν ο 1nx   είναι τέλειο τετράγωνο ρητού, τότε και ο nx  είναι τέλειο 

τετράγωνο ρητού, οπότε επαγωγικά θα πάρουμε το ζητούμενο.  
Η πρώτη παρατήρηση είναι ότι αφού ο 3 δεν διαιρεί τον b , δεν θα διαιρεί κανέναν 
παρονομαστή όρου της ακολουθίας.  

Από την αναδρομική σχέση έχουμε 3
1 13m m mx x x   . Θέτουμε 1m

p
x

q   όπου ο q

δεν διαιρείται με 3 (*) και ( , ) 1p q   . Τότε 

                        
3 2 2 2

3
1 1 3 3

3 (3 )
3m m m

p pq p p q
x x x

q q
 

 
    . 

Αφού ( , ) 1p q  , αυτή είναι η ανάγωγη μορφή του mx  . Πράγματι, οι αριθμοί 
2 2 3(3 ),p p q q  είναι πρώτοι μεταξύ τους, αφού αν ένας πρώτος s   διαιρεί και τους 

δύο, τότε 3| |s q s q  και 2 2| 3s p q  τότε 2| 3s p  . Αφού όμως s δεν διαιρεί τον p  , 

θα έχουμε | 3 3s s   , 3 | q  , άτοπο από την (*). 

Από την εκφώνηση ο mx  είναι τέλειο τετράγωνο ρητού, οπότε θα πρέπει ο αριθμητής 

και ο παρονομαστής να είναι τέλεια τετράγωνα.  
Για να είναι ο παρονομαστής τέλειο τετράγωνο, πρέπει ο q  να είναι τέλειο τετράγωνο, 

έστω 2q a  . Για να είναι ο αριθμητής τέλειο τετράγωνο, έστω 2 2 2(3 )p p q   , 
πρέπει και οι δύο παράγοντες να είναι τέλεια τετράγωνα αφού είναι σχετικά πρώτοι. 

Πράγματι, αν ένας πρώτος t   διαιρεί τον p  και τον 2 23p q  ,   τότε |t q  , που είναι 

άτοπο αφού ( , ) 1p q  . 

 Έτσι 2 2 2 2, 2p b p q c   . Επομένως 
2

1 2m
p b

x
q a

   , άρα ο 1mx   είναι τέλειο 

*( ),nx n
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Αν τώρα υποθέσουμε ότι τα σημεία , ,    είναι συνευθειακά, το σημείο   θα 

ανήκει στην συμμετροδιάμεσο  . 

Αντίστροφα, αν το   ανήκει στην συμμετροδιάμεσο   τότε τα σημεία , ,    

είναι συνευθειακά. 

Πρόβλημα 3 
(α) Δίνονται οι φυσικοί αριθμοί   με  και διακεκριμένοι πραγματικοί 

αριθμοί . Να βρεθούν όλα τα πολυώνυμα  με πραγματικούς συντελεστές, 

βαθμού το πολύ ,n    για τα οποία ισχύει η ισότητα 

,  (1) 

για κάθε ,i j  με . 
(β) Δίνονται φυσικοί αριθμοί , 2m n   με n m . Να εξετάσετε αν υπάρχει πολυώνυμο 

Q  με πραγματικούς συντελεστές βαθμού n  καθώς και διακεκριμένοι πραγματικοί 

αριθμοί 1, , ma a , τέτοιοι ώστε 

| ( ) ( ) | | |,i j i jQ a Q a a a    

για κάθε ,i j  με . 
 

Λύση 

(α) Θα ασχοληθούμε πρώτα με το ερώτημα (α). Λόγω της συμμετρίας υποθέτουμε ότι 

21 maaa    και για ευκολία θέτουμε 1( ) ( )ii id P a P a   . Τότε λόγω της (1) 

έχουμε: 

 

1 2 1

1 2 2 3 1

1 2 2 3 1

1 2 2 3 1

1 1

1 1 2 2 3 1

1

| | | | ... | |

| ( ) ( ) | | ( ) ( ) | ... | ( ) ( ) |

| | | | ... | |

...

| |

| ( ) ( ) | | ( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ) ( ) |

|

m

m m

m m

m m

m m

m m m

d d d

P a P a P a P a P a P a

a a a a a a

a a a a a a

a a a a

P a P a P a P a P a P a P a P a

d











   

      

      

      

   

        

  2 1... |md d  

  

Αυτό σημαίνει ότι οι αριθμοί 1 2 1, ,..., md d d  είναι ομόσημοι. Οπότε έχουμε δύο 

περιπτώσεις.  

1η περίπτωση: Όλοι οι 1 2 1, ,..., md d d   είναι θετικοί. Είναι  Τότε από την (1) έχουμε 

ότι 1 2 1 2 1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( )P a P a a a P a a P a a       .Όμοια 

2 2 3 3( ) ( )P a a P a a   ,…., 1 1( ) ( )m m m mP a a P a a    . Έπεται ότι  

 1 1 2 2( ) ( ) ... ( )m mP a a P a a P a a k        (2) 

Αυτό σημαίνει ότι το πολυώνυμο ( ) ( )Q x P x x k    που είναι βαθμού το πολύ n , 

,n m n m

1, , ma a P

| ( ) ( ) | | |i j i jP a P a a a  

1 i j m  

1 i j m  

eme
Highlight



 
 

έχει m n  διακεκριμένες ρίζες (τα 21 maaa   ). Έπεται ότι το ( )Q x είναι το 

μηδενικό πολυώνυμο, οπότε ( )P x x k  , όπου k . 

2η περίπτωση: Όλοι οι 1 2 1, ,..., md d d   είναι αρνητικοί. Τότε από την (1) έχουμε ότι 

1 2 1 2 1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( )P a P a a a P a a P a a        .Επομένως 

 1 1 2 2( ) ( ) ... ( )m mP a a P a a P a a         (3) 

Αυτό σημαίνει ότι το πολυώνυμο ( ) ( )R x P x x     που είναι βαθμού το πολύ n , 

έχει m n  διακεκριμένες ρίζες (τα 21 maaa   ). Έπεται ότι το ( )R x είναι το 

μηδενικό πολυώνυμο, οπότε ( )P x x    , όπου  . 

Επομένως δύο πολυώνυμα, το ( )P x x k  και το ( )P x x     είναι τα μόνα που 

ικανοποιούν τις συνθήκες του προβλήματος.  

2ος τρόπος:  Ας υποθέσουμε ότι 3m   και ότι υπάρχουν 1, , { ,..., }mp q r a a  ώστε να 

ισχύει:  

 ( ) ( ) , ( ) ( )P p P q p q P p P r r p       . 

Με αφαίρεση κατά μέλη των παραπάνω παίρνουμε ότι  

 ( ) ( ) 2P r P q p q r     . (4) 

Όμως από την συνθήκη της εκφώνησης έχουμε ότι ( ) ( )P r P q r q    ή 

( ) ( )P r P q q r   . Στην πρώτη περίπτωση η (4) γίνεται 2 2r p r p   , άτοπο 

αφού οι 1, { ,..., }mp r a a  που είναι διακεκριμένοι. Όμοια, αν  ( ) ( )P r P q q r    τότε 

η (4) δίνει q p , πάλι άτοπο.  

Αυτό σημαίνει ότι είτε 3m  , είτε ότι δεν υπάρχουν τέτοιοι 1, , { ,..., }mp q r a a . 

1η περίπτωση: Αν 3m  , τότε 1n   ή 0n  . Προφανώς η 0n  απορρίπτεται αφού 
κανένα σταθερό πολυώνυμο δεν ικανοποιεί. Η 1n   δίνει ( )P x ax b  , οπότε πρέπει 

 | | | | | | 1i j i ja a b a a b a a a           

οπότε ( ) ,P x x b   ή ( )P x x b   . 

2η περίπτωση: Αν δεν υπάρχουν τέτοιοι 1, , { ,..., }mp q r a a , τότε είτε 

1 1 2 2( ) ( ) ... ( )m mP a a P a a P a a k       , οπότε οδηγούμαστε στην 1η 

περίπτωση που είδαμε στον 1ο τρόπο, είτε 

1 1 2 2( ) ( ) ... ( )m mP a a P a a P a a        , οπότε οδηγούμαστε στην 2η 

περίπτωση που είδαμε στον 1ο τρόπο. 

(β) Θα δείξουμε ότι αν ( ) nQ x x   και 
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Θέματα και ενδεικτικές λύσεις μικρών τάξεων 
 

 

Πρόβλημα 1 

Να βρείτε όλες τις τριάδες πραγματικών αριθμών που είναι λύσεις του συστήματος: 
2 2 2

2 2 2

25 6 8

3 2 240

x y z xz yz

x y z

    
 

   
 

 

Λύση 

Η πρώτη εξίσωση γράφεται στη μορφή: 

   2 22 2 2 26 9 8 16 0 3 4 0

3 0 και 4 0 3 και 4 .

x xz z y yz z x z y z

x z y z x z y z

          

       
 

Επομένως, όλες οι τριάδες  , ,x y z  πραγματικών αριθμών που ικανοποιούν την πρώτη εξίσωση 

είναι της μορφής: 
   , , 3 , 4 , , .x y z t t t t   

Τότε η δεύτερη εξίσωση γίνεται: 
2 2 2 2 23 9 2 16 240 60 240 4 2.t t t t t t             

Για 2t   προκύπτει η λύση    , , 6,8, 2x y z   , ενώ για  2t    προκύπτει η λύση 

   , , 6, 8, 2x y z     . 

 

 

Πρόβλημα 2 

Δίνεται τετράπλευρο ΑΒΓΔ εγγεγραμμένο σε κύκλο κέντρου Ο.  Η κάθετη στο μέσον Ε της 
πλευράς ΒΓ τέμνει την ευθεία ΑΒ σε σημείο Ζ.  Ο περιγεγραμμένος κύκλος του τριγώνου ΓΕΖ 

τέμνει την πλευρά ΑΒ για δεύτερη φορά στο σημείο Η και την ευθεία ΓΔ σε σημείο Θ 

διαφορετικό του Δ. Η ευθεία ΕΘ τέμνει την ευθεία ΑΔ στο σημείο Κ και την ευθεία ΓΗ στο 

σημείο Λ. Να αποδείξετε ότι τα σημεία Α, Η, Λ, Κ είναι ομοκυκλικά, δηλαδή ανήκουν στον ίδιο 

κύκλο. 
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Λύση 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήμα 1 

 

Επειδή ˆ ˆ 90 ,      έπεται ότι ˆ 90    Επομένως αρκεί να αποδείξουμε ότι 
ˆ 90   . Επειδή ˆ ˆ    (ως κατά κορυφή γωνίες), αρκεί να αποδείξουμε ότι στο 

τρίγωνο ΔΘΚ οι δύο οξείες γωνίες του έχουν άθροισμα 90 , δηλαδή: ˆ ˆ 90 .     

Όμως  έχουμε ότι: 
     ˆ ˆ ˆ (εγγεγραμμένες στο ίδιο τόξο)       

     ˆ ˆ (γιατί είναι συμμετρικές ως προς τη μεσοκάθετη της πλευράς ΒΓ)     

Άρα έχουμε:  
ˆ ˆ                                        (1). 

Επίσης έχουμε ότι:   
ˆ ˆ                                        (2) 

(εσωτερική και απέναντι εξωτερική γωνία του εγγεγραμμένου τετραπλεύρου ΑΒΓΔ) 

Επομένως με πρόσθεση κατά μέλη των (1) και (2) λαμβάνουμε: 
ˆ ˆ ˆ ˆ 90 ,        

γιατί το τρίγωνο ΖΒΕ είναι ορθογώνιο στο Ε. 

 

Πρόβλημα 3 

Να προσδιορίσετε όλους τους θετικούς ακέραιους οι οποίοι είναι ίσοι με 13 φορές το άθροισμα 

των ψηφίων τους. 
 

Λύση 

Έστω   το πλήθος των ψηφίων του ακέραιου Α ο οποίος ισούται με 13 φορές το άθροισμα των 
ψηφίων του. Ο μικρότερος δυνατός θετικός ακέραιος με   ψηφία είναι ο 110 , ενώ το 

μεγαλύτερο δυνατό άθροισμα ψηφίων του είναι 9 . Επομένως, για να ισχύει το ζητούμενο του 

προβλήματος θα πρέπει:   



                                                         110 13 9 117       .                                               (1) 

Για 4   θα αποδείξουμε ότι: 110 117   , δηλαδή  δεν ισχύει η σχέση (1). 

Πράγματι, για 4   έχουμε: 4 1 310 10 117 4 468     . Αν υποθέσουμε ότι ισχύει: 
110 117 ,    για το τυχόν 4,   τότε προκύπτει ότι:  

 ( 1) 1 110 10 10 10 10 117 117 10 117 1                 . 

Επομένως το πλήθος   των ψηφίων του Α πρέπει να είναι μικρότερο ή ίσο του 3. 

 Η περίπτωση με 1   αποκλείεται, αφού 13    , με 0 9   . 

 Η περίπτωση με 2   αποκλείεται, αφού 10 13( )        . 

 Έστω 3   και 100 10 , με 0 9, 0 , 9.                Τότε πρέπει: 
 100 10 13 , με 0 9, 0 , 9

87 3 12 , με 0 9, 0 , 9

29 4 , 0 9, 0 , 9

        
     
     

         

      
      

 

Επειδή ισχύει: 0 4 45 29 45 1 1 (αφού 0)               ,  οπότε έχουμε: 

 

4 29 29 4 0 0 29 4 9

29
29 4 20 5 5,6,7

4

     

  

          

          
 

 Για 5 29 4 9 και 195.           

 Για 6 29 4 5 και 156.          

 Για 7 29 4 1 και 117.          

 

Πρόβλημα 4 

Στον πίνακα είναι γραμμένοι οι θετικοί ακέραιοι: 1, 2, 3,…,2018. Ο Γιάννης και η Μαρία έχουν 
τη δυνατότητα να κάνουν μαζί την παρακάτω κίνηση:  

Επιλέγουν δύο αριθμούς ,   από αυτούς που είναι γραμμένοι στον πίνακα και τους 
αντικαθιστούν με τους αριθμούς 5 2 και 3 4 .       

Ο Γιάννης ισχυρίζεται ότι μετά από πεπερασμένο πλήθος τέτοιων κινήσεων μπορούν να 

τριπλασιαστούν όλοι οι αριθμοί του πίνακα, δηλαδή να προκύψουν οι αριθμοί:   3, 6, 9,…, 6054. 

Η Μαρία σκέπτεται για λίγο και του απαντά ότι αυτό δεν είναι δυνατό να γίνει. Ποιος από τους 
δύο έχει δίκιο και γιατί; 
 

Λύση 

Παρατηρούμε ότι σε κάθε κίνηση το άθροισμα των αριθμών που βρίσκονται στον πίνακα 

μεταβάλλεται όσο η διαφορά: 

                           5 2 3 4 7 7 7 .7                      

Αυτό σημαίνει ότι μετά από κάθε εφαρμογή της παραπάνω κίνησης η διαφορά του αθροίσματος 
έ   των αριθμών που είναι γραμμένοι στον πίνακα μείον το άθροισμα ό  των αριθμών που 

ήταν αρχικά γραμμένοι στον πίνακα είναι αριθμός πολλαπλάσιος του 7, δηλαδή  

.7έ ό      . 

Επομένως τα αθροίσματα ό  και έ   διαιρούμενα με το 7 πρέπει να δίνουν το ίδιο 

υπόλοιπο. 



Όμως     2018 2019
1 2 3 ... 2018 1009 2019 1 3 mod 7 3 mod 7

2
ό


            . 

Επιπλέον, αν μετά από πεπερασμένο πλήθος κινήσεων φθάσουμε στους αριθμούς 3,6,9,…,6054, 

τότε το άθροισμα τους θα είναι 
                                  3 6 9 ... 6054 3 3 3 mod 7 2 mod 7ό ό               

Επειδή τα υπόλοιπα των αθροισμάτων καιό ό    όταν διαιρούνται με το 7 είναι 
διαφορετικά συμπεραίνουμε ότι δεν μπορούν να προκύψουν στον πίνακα οι αριθμοί 
3,6,9,…,6054 και επομένως έχει δίκιο η Μαρία. 
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Θέματα και ενδεικτικές λύσεις μεγάλων τάξεων 
 

Πρόβλημα 1 

Η ακολουθία   έχει πρώτο όρο 1 1   και ορίζεται αναδρομικά από τον τύπο 
1

15 3 , 2.
   

     

Να υπολογίσετε το γενικό όρο   και να βρείτε τη μεγαλύτερη δύναμη του 2 που διαιρεί τον όρο ka , 

όπου 
20192k  . 

 

Λύση (1
ος

 τρόπος) 
Σύμφωνα με τον ορισμό της ακολουθίας έχουμε: 

1 1

11

2 1 2

2 1 2 1

2 3 2 3 2

3 2 3 2

3 4 3 4 3

4 3 4 3

2 2

1 2 1 2

1

1

5 51

5 3 5 5 5 3

5 3 5 5 5 3

5 3 5 5 5 3

.................... ....................

5 3 5 5 5

5 3

 

  

  

  


   


 


   

   

   

   

 

 

  

  

  


   




 
    
    
     


    


  

2

1

1

3

5 3

ό
ά έ

 
  




  






 
 
 
 
    
 
 
 
 

   

 

 1 2 3 2 4 3 2 1 5 3 1
5 5 3 5 3 5 3 ... 5 3 3 5 3 ,

5 3 2

για κάθε 1, 2,3,....

 
       





      
             




 

Διαφορετικά μπορούμε να γράψουμε: 

   

2 3 1

1 1

1

3
1

3 3 3 3 5
5 1 ... 5

35 5 5 5
1

5

5 1
5 5 3 5 3 , για κάθε 1, 2,3,...

2 5 2




 



    







 



                         
        

     


 

Επομένως έχουμε:  1
5 3 , για κάθε 1, 2,3,...

2

 
     

Για την εύρεση του γενικού όρου, εναλλακτικά μπορούμε να εργαστούμε ως εξής:  
Από τον ορισμό της ακολουθίας διαπιστώνουμε ότι: 
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             2 2 2 3 3

1 2 3

1 1 1
1 5 3 , 5 1 3 8 5 3 , 5 8 3 49 5 3 ,..

2 2 2
                  

Ισχυριζόμαστε ότι πρέπει να ισχύει  1
5 3 , για κάθε 1, 2,3,...

2

 
    , το οποίο 

αποδεικνύουμε με μαθηματική επαγωγή. 

Τώρα για 
20192k  , χρησιμοποιώντας διαδοχικά την ταυτότητα διαφοράς τετραγώνων, έχουμε  

2019 2019 2018 20182 2 2 2 2 22 5 3 2 (5 3)(5 3 )...(5 3 )ka        ,  

οπότε  
2018 20182 2 2 2(5 3)(5 3 )...(5 3 )ka     . 

Παρατηρούμε τώρα, ότι εκτός από την πρώτη παρένθεση που διαιρείται από 8, όλες οι άλλες  
παρενθέσεις διαιρούνται από το 2 αλλά όχι από το 4.  

Πράγματι, ισχύει ότι:      2 2 2 25 1 mod4 και 3 1 mod4 5 3 2 mod4 , για κάθε 1.
   

        

Οι παρενθέσεις από το 
2 25 3  μέχρι το 

2018 20182 2(5 3 ) , είναι συνολικά 2018, οπότε η μεγαλύτερη 

δύναμη του 2 που διαιρεί τον αριθμό είναι 3 1 1 2021

2018

2 2 ... 2 2
ή  

    .    

Εναλλακτικά θα μπορούσε κάποιος να χρησιμοποιήσει μία ειδική μορφή του λήμματος 
ανύψωσης του εκθέτη (Lifting the Εxponent Lemma) το οποίο αφορά το μέγιστο εκθέτη της 
δύναμης του 2 που διαιρεί μία διαφορά δυνάμεων με βάσεις ακέραιους. Σημειώνουμε με  p   

το μέγιστο εκθέτη της δύναμης του πρώτου θετικού ακέραιου p  που διαιρεί τον ακέραιο  , 

δηλαδή  ισχύει ότι:     1δεν διαιρεί τοp pa a
p p
   

.    

Λήμμα: Έστω ,   δύο περιττοί ακέραιοι και   ένας άρτιος θετικός ακέραιος. Τότε ισχύει 
ότι: 

       2 2 2 2 1                   

Απόδειξη. 

Θα χρησιμοποιήσουμε ότι το τετράγωνο περιττού ακέραιου είναι της μορφής 4 1   , οπότε ο 

ακέραιος 4 διαιρεί τη διαφορά 2 2   . Αν ο   γράφεται στη μορφή 2   , τότε: 

       
       

2 2
2 2 2 2

2 2 2

2 2

2 2 2 2... 1 1.

 
            

           

         
 

         
 

 

Εφαρμόζοντας το παραπάνω λήμμα για τον ακέραιο 
2019 2019

2019

2 2

2
2 5 3a   λαμβάνουμε: 

         2019 2019

2019

2 2 2019

2 2 2 2 22
2 5 3 5 3 5 3 2 1 1 3 2019 1 2022a                 , 

οπότε τελικά έχουμε:  2 2021ka  . 

  



Πρόβλημα 2 

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ εγγεγραμμένο σε κύκλο  O,  με ΑΒ ΑΓ ΒΓ και έστω Δ το μέσο 

του μικρού τόξου AB.  Η ευθεία ΑΔ τέμνει την ευθεία ΒΓ στο σημείο Ε και ο περιγεγραμμένος 
κύκλος του τριγώνου ΒΔΕ (έστω ) τέμνει την ΑΒ (για δεύτερη φορά) στο σημείο Ζ.  Αν ο 

περιγεγραμμένος κύκλος του τριγώνου ΑΔΖ  (έστω  ) τέμνει (για δεύτερη φορά) την ΑΓ στο 

σημείο  Η να αποδείξετε ότι ΒΕ ΑΗ. 

Λύση (1
ος

 τρόπος) 

 

Σχήμα 1 

Από το εγγεγραμμένο τετράπλευρο ΑΔΒΓ έχουμε ότι:  

                                                       ˆ ˆ                                    (1) 

Από τα εγγεγραμμένα τετράπλευρα ΑΕΒΖ και ΑΔΖΗ προκύπτουν οι ισότητες γωνιών:                                         

                                                 ˆ ˆ ˆ                              (2) 

Επειδή το Δ είναι το μέσο του μικρού τόξου ΑΒ, έπεται ότι:    . Από τις ισότητες γωνιών 
(1) και (2) και την ισότητα     συμπεραίνουμε ότι τα τρίγωνα ΑΔΗ και ΔΕΒ είναι ίσα, 

οπότε θα έχουν και τις πλευρές ΒΕ και ΑΗ ίσες. 
2
ος

 τρόπος 

	
Σχήμα 2 



Εφόσον το σημείο  Δ είναι το μέσο του μικρού τόξου  ΑΒ, θα ισχύουν οι ισότητες: Α Β Γ2. 
Άρα οι κύκλοι  και  είναι ίσοι μεταξύ τους διότι η (κοινή) χορδή ΔΖ φαίνεται υπό ίσες 
γωνίες Α Β . 

Για να αποδείξουμε λοιπόν ότι τα τμήματα ΒΕ, ΑΗ (που είναι χορδές των ίσων κύκλων  και 
) είναι ίσα μεταξύ τους, αρκεί να αποδείξουμε ότι οι γωνίες που βαίνουν σε αυτά είναι ίσες, 

δηλαδή ότι ΒΖΕ ΑΖΗ ή ότι τα σημεία Ε, Ζ, Η είναι συνευθειακά. 

Στο τρίγωνο ΑΕΓ, το σημείο Ζ είναι το σημείο Μiquel του τριγώνου, ως σημείο τομής των 

περιγεγραμμένων κύκλων ΒΕΔ, ΑΗΔ. Επομένως το τετράπλευρο ΒΖΗΓ είναι και αυτό 

εγγεγραμμένο σε κύκλο έστω  . Αυτό προκύπτει εύκολα και από ισότητες γωνιών. 
 Θεωρούμε τώρα τους κύκλους (c ),  και .  Οι κοινές χορδές τους συντρέχουν στο ριζικό 

τους κέντρο. Οι κοινές χορδές τους όμως είναι οι ΑΔ, ΖΗ, ΒΓ, οπότε αυτές συντρέχουν. Έπεται 
ότι η ΖΗ περνά από το σημείο Ε, που είναι το ζητούμενο.  

Εναλλακτικά μπορούμε να αποφύγουμε τη χρήση του σημείου Miquel ως εξής. Έχουμε  
 

                                    






ή ή    

     ,  

 

οπότε το τετράπλευρο ΒΖΗΓ είναι και αυτό εγγεγραμμένο σε κύκλο έστω  . Από το 

θεώρημα της δύναμης σημείου Ε ως προς κύκλο (c) έχουμε       

Όμως το αριστερό μέλος είναι η δύναμη του Ε ως προς τον  και το δεξί μέλος είναι η 

δύναμη του Ε ως προς τον . Έπεται ότι το Ε ανήκει στον ριζικό άξονα αυτών των δύο 

κύκλων, που είναι η κοινή τους χορδή ΖΗ, δηλαδή το Ε ανήκει ΖΗ, που είναι το ζητούμενο.  

 

Πρόβλημα 3 

Να βρείτε όλα τα ζεύγη ( , )x y  θετικών ρητών αριθμών που ικανοποιούν την εξίσωση  

 1yyx y    

Λύση 

Θέτουμε p
y

q
 , σε ανάγωγη μορφή με *, , ( , ) 1p q p q  . Αντικαθιστώντας παίρνουμε: 

 

1
1

p

q

p

y p qq
x

py p

q


 

    ,  

Και υψώνοντας και τα δύο μέλη στην q

p
  παίρνουμε:  

( )q

p
q

p q
x

p


 . 



Επειδή το αριστερό μέλος είναι ρητός, θα πρέπει το ίδιο να ισχύει και για το δεξί μέλος. 
Επιπλέον ( , ) 1p q p  , οπότε θα πρέπει ο αριθμητής και ο παρονομαστής του κλάσματος να 

είναι τέλειες p  δυνάμεις. Άρα πρέπει  

 *, , , 1p pp q a p b a b a       

Αν όμως 2b  , έχουμε ότι 2p pb p  , οπότε πρέπει 1b  , άρα 1p   και 1q a  . Επομένως 
τα ζεύγη λύσεων δίνονται παραμετρικά  

1 *1
( , ) , , , 1

1

ax y a a a
a

     
  . 

Πρόβλημα 4 

Θεωρούμε ορθογώνιο   , με ,   το οποίο υποδιαιρούμε με παράλληλες ευθείες προς τις 
πλευρές του σε   μοναδιαία τετράγωνα. Αρχικά τοποθετούμε από ένα  μαύρο πιόνι σε Ν 

μοναδιαία τετράγωνα και στη συνέχεια προσπαθούμε να γεμίσουμε τον πίνακα με μαύρα πιόνια 

εκτελώντας την παρακάτω επιτρεπόμενη κίνηση:  
Αν ένα κενό μοναδιαίο τετράγωνο έχει κοινή πλευρά με δύο τουλάχιστον μοναδιαία τετράγωνα 

κατειλημμένα με μαύρο πιόνι, τότε τοποθετούμε και σε αυτό το μοναδιαίο τετράγωνο ένα μαύρο πιόνι. 
Να βρείτε την ελάχιστη δυνατή τιμή του αριθμού Ν των μαύρων πιονιών που πρέπει και αρκεί 
να υπάρχουν σε μία αρχική τοποθέτηση, έτσι ώστε μετά από πεπερασμένο πλήθος διαδοχικών 
εφαρμογών της επιτρεπόμενης κίνησης να γεμίσει το ορθογώνιο με μαύρα πιόνια. 

 

Λύση 

Αριθμούμε τις γραμμές του ορθογωνίου από το 1 μέχρι το   και τις στήλες από το 1 μέχρι το 
.  

Για    το ορθογώνιο είναι τετράγωνο   , ενώ για    το ορθογώνιο αποτελείται από 

ένα τετράγωνο    και από ένα ορθογώνιο      . Παρατηρούμε ότι δύο διπλανά 

τετράγωνα της ίδιας γραμμής ή της ίδιας στήλης με μαύρα πιόνια δεν δίνουν την δυνατότητα 

πλήρωσης κάποιου άλλου μοναδιαίου τετραγώνου. Όταν όμως είναι διαδοχικά στην ίδια μεγάλη 

ή μικρή διαγώνιο τότε δίνουν τη δυνατότητα πλήρωσης δύο μοναδιαίων τετραγώνων, όπως 
φαίνεται στα παρακάτω  σχήματα. 

 
                  Σχήμα 2(α)                                      Σχήμα 2(β)                            Σχήμα 2(γ) 
 

Έτσι για την περίπτωση με   , αν τοποθετήσουμε στη κύρια διαγώνιο του τετραγώνου     

μαύρα πιόνια, τότε είναι εύκολο να διαπιστώσουμε ότι με διαδοχικές κινήσεις μπορούμε να 

γεμίσουμε το τετράγωνο με μαύρα πιόνια. 



Αν υποθέσουμε ότι    , τότε στο    τετράγωνο τοποθετούνε ξανά στη διαγώνιο τα   

μαύρα πιόνια, οπότε μπορούμε να γεμίσουμε το    τετράγωνο με μαύρα πιόνια. Στη συνέχεια  

διακρίνουμε δύο περιπτώσεις: 
 Αν περιττός,   δηλαδή αν οι ,   είναι ο ένας άρτιος και ο άλλος περιττός, 

τοποθετούμε στην τομή της 1 στήλης    με τη οστή γραμμή   ένα μαύρο πιόνι. Με 
αυτό το τετράγωνο μπορούμε πλέον να γεμίσουμε τη ( 1) στήλη    με μαύρα πιόνια. 

Κάνουμε το ίδιο και για τα μοναδιαία τετράγωνα  , 3 , ....   ,  , 2 1     και 

σταματάμε όταν: 2 1 2 1.             Έτσι έχουμε τοποθετήσει μαύρα 

πιόνια στα μοναδιαία τετράγωνα  , 2 1    , για 
1

1, 2...,
2

   
  Τότε είναι εύκολο 

να γεμίσουμε τα ενδιάμεσα τετράγωνα της οστής γραμμής   με μαύρα πιόνια και στη 

συνέχεια όλες τις στήλες  του ορθογωνίου. Παρατηρούμε ότι συνολικά στην περίπτωση 

αυτή ο ικανός αριθμός  μαύρων πιονιών είναι        
1 1

2 2

       
  . 

 Αν άρτιος,   τοποθετούμε στην τομή της 2 στήλης    με τη οστή γραμμή   

ένα μαύρο πιόνι, για 1, 2,...,
2

  
  . Με αυτά τα τετράγωνα μπορούμε πλέον να 

γεμίσουμε τη ( 1) στήλη    με μαύρα πιόνια και στη συνέχεια όλες τις στήλες  του 

ορθογωνίου. Παρατηρούμε ότι συνολικά στην περίπτωση αυτή ο ικανός αριθμός  
μαύρων πιονιών είναι        

2 2

     
  . 

Για τις δύο περιπτώσεις μπορούμε να γράψουμε τον αριθμό  των μαύρων πιονιών που 

χρησιμοποιήσαμε στην ενιαία μορφή  

1

2

   
  

. 

Επομένως ο ελάχιστος δυνατός αριθμός   πιονιών που απαιτείται για το γέμισμα του 

πίνακα με μαύρα πιόνια είναι:  

                                            
1

2

       
.                                          (1) 

Στη συνέχεια θα αποδείξουμε ότι ο παραπάνω αριθμός   είναι και αναγκαίος για να ισχύει το 

ζητούμενο του προβλήματος. Ισοδύναμα, αρκεί να αποδείξουμε ότι      

                                                          
1

2

       
                                          (2)          

Ονομάζουμε μία πλευρά ενός μοναδιαίου τετραγώνου ασπρόμαυρη, αν είναι πλευρά ενός μόνο 

μοναδιαίου τετραγώνου που έχει μαύρο πιόνι. Για παράδειγμα ασπρόμαυρες είναι όλες οι 
πλευρές μοναδιαίων τετραγώνων που βρίσκονται πάνω στις πλευρές του δεδομένου ορθογωνίου. 

Υποθέτουμε ότι μία αρχική τοποθέτηση μαύρων πιονιών στα μοναδιαία τετράγωνα περιέχει Ν 

μαύρα πιόνια. Τότε ο μεγαλύτερος δυνατός αριθμός ασπρόμαυρων πλευρών είναι 4Ν.   



Σε κάθε κίνηση που εκτελούμε, αν το μοναδιαίο τετράγωνο έχει κοινή πλευρά με 2   

μοναδιαία τετράγωνα που έχουν μαύρα πιόνια, τότε στο τετράγωνο αυτό τοποθετείται μαύρο 

πιόνι και δημιουργούνται 4   ασπρόμαυρες πλευρές. Επειδή 4    , ο αριθμός των 
ασπρόμαυρων τετραγώνων δεν αυξάνει. Όμως σε κάθε περίπτωση πρέπει να είναι μεγαλύτερος 
ή ίσος από τα ασπρόμαυρες πλευρές του ορθογωνίου που υπάρχουν στις πλευρές του 

ορθογωνίου, ακόμα και όταν όλα τα μοναδιαία τετράγωνα αποκτήσουν μαύρο πιόνι, και 

συνολικά είναι  2   , δηλαδή πρέπει:   4 2
2

   
       . Επειδή ο Ν είναι 

ακέραιος, πρέπει 
1

2

       
. 

Επομένως ο ζητούμενος αριθμός είναι ο  
1

2

       
. 

2
ος

 τρόπος:  
Θα ονομάζουμε το σύνολο όλων των μαύρων τετραγώνων «μαύρη περιοχή». Η βασική 

παρατήρηση είναι ότι αν ένα λευκό τετράγωνο έχει τουλάχιστον δύο μαύρα γειτονικά 

τετράγωνα, τότε μετά την επιτρεπόμενη κίνηση η περίμετρος της μαύρης περιοχής δεν 
μειώνεται, όπως φαίνεται και στο παρακάτω σχήμα. 

 

Στο παραπάνω σχήμα αυτό η περίμετρος της μαύρης περιοχής παραμένει ίσο με 8 μετά τις δύο 

κινήσεις. 

 
Στο παραπάνω σχήμα η περίμετρος στην αρχή είναι 12 και στη συνέχεια γίνεται 10, δηλαδή 

μειώνεται κατά 2. 

Αν λοιπόν έχουμε στην αρχή   μαύρα τετράγωνα, τότε η αρχική περίμετρος της μαύρης 
περιοχής είναι το πολύ 4 . (Είναι ακριβώς 4  όταν δεν υπάρχουν γειτονικά μαύρα 

τετράγωνα). Αν λοιπόν στο τέλος το ορθογώνιο έχει μόνο μαύρα τετράγωνα, η περίμετρος της 
μαύρης περιοχής είναι η περίμετρος του ορθογωνίου, δηλαδή 2 2  .  

Οπότε από τη βασική παρατήρηση στην αρχική θα έχουμε:  
4 2 2ή ί ή ί            



Έπεται ότι, 
2

 
   και αφού ο   είναι ακέραιος, θα έχουμε 

1

2 2

                
. Θα 

αποδείξουμε ότι πάντα γίνεται με 
1

2

   
  

 μαύρα τετράγωνα, οπότε αυτή θα είναι και η 

ελάχιστη τιμή.  

Για το παράδειγμα, τοποθετούμε   μαύρα τετράγωνα στην κύρια διαγώνιο του    

τετραγώνου πάνω αριστερά. Στο ορθογώνιο που μένει αφήνουμε την πρώτη στήλη άδεια, στη 

δεύτερη βάζουμε κάπου ένα μαύρο τετράγωνο, αφήνουμε την επόμενη στήλη άδεια κοκ, μέχρι 
να φτάσουμε στην τελευταία στήλη όπου βάζουμε οπωσδήποτε ένα μαύρο τετράγωνο. 

Τοποθετούμε με αυτόν τον τρόπο άλλα 
1

2

   
  

 μαύρα τετράγωνα, οπότε συνολικά 

1 1

2 2

                 
, που είναι το ζητούμενο πλήθος. 

 Στο παρακάτω σχήμα φαίνεται το παράδειγμα σε ένα ορθογώνιο 5 10 , όπου τοποθετήσαμε 5  

μαύρα τετράγωνα στην κύρια διαγώνιο του 5 5  τετραγώνου, αφήσαμε μία στήλη κενή, στην 
επόμενη βάλαμε ένα μαύρο και στην συνέχεια τοποθετήσαμε και στην τελευταία.  

 
Μένει να δικαιολογήσουμε ότι με την παραπάνω τοποθέτηση που προτείναμε, μετά από 

πεπερασμένες κινήσεις, όλο το ορθογώνιο θα έχει μαύρα τετράγωνα. Πράγματι, στην αρχή η 

κύρια διαγώνιος του   , βήμα-βήμα κάνει μαύρα όλα τα τετράγωνα του    τετραγώνου και 
στη συνέχεια με τη βοήθεια των μαύρων που έχουμε τοποθετήσει σε στήλη παρά στήλη, κάνουν 
όλες τις υπόλοιπες στήλες μαύρες.  



 


	ΕΞΩΦΥΛΛΟ
	2009
	ΘΕΜΑΤΑ ΜΙΚΡΩΝ
	ΘΕΜΑΤΑ ΜΕΓΑΛΩΝ

	2010
	ΘΕΜΑΤΑ ΜΙΚΡΩΝ
	ΘΕΜΑΤΑ ΜΕΓΑΛΩΝ

	2011
	ΘΕΜΑΤΑ ΜΙΚΡΩΝ
	ΘΕΜΑΤΑ ΜΕΓΑΛΩΝ

	2012
	ΘΕΜΑΤΑ ΜΙΚΡΩΝ
	ΘΕΜΑΤΑ ΜΕΓΑΛΩΝ

	2013
	ΘΕΜΑΤΑ ΜΙΚΡΩΝ
	ΘΕΜΑΤΑ ΜΕΓΑΛΩΝ

	2014
	ΘΕΜΑΤΑ ΜΙΚΡΩΝ
	ΘΕΜΑΤΑ ΜΕΓΑΛΩΝ

	2015
	ΘΕΜΑΤΑ ΜΙΚΡΩΝ
	ΘΕΜΑΤΑ ΜΕΓΑΛΩΝ

	2016
	ΘΕΜΑΤΑ ΜΙΚΡΩΝ
	ΘΕΜΑΤΑ ΜΕΓΑΛΩΝ

	2017
	ΘΕΜΑΤΑ ΜΙΚΡΩΝ
	ΘΕΜΑΤΑ ΜΕΓΑΛΩΝ

	2018
	ΘΕΜΑΤΑ ΜΙΚΡΩΝ
	ΘΕΜΑΤΑ ΜΕΓΑΛΩΝ

	2019
	ΘΕΜΑΤΑ ΜΙΚΡΩΝ
	ΘΕΜΑΤΑ ΜΕΓΑΛΩΝ


