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ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΟ ΤΥΠΟΛΟΓΙΟ 

Σταθερές. 

π  = 03,14159 26535 89793 23846 2643... 
e  = 02,71828 18284 59045 23536 0287... 
eπ = 23,14069 26327 79269 006... 
πe = 22,45915 77183 61045 47342 715... 
ee = 15,15426 22414 79264 190... 

2  = 01,41421 35623 73095 0488... 
3  = 01,73205 08075 68877 2935... 
5  = 02,23606 79774 99789 6964... 
e  = 01,64872 12707 00128 1468... 
π  = 01,77245 38609 05516 02729 8167... 

log2 = 00,30102 99956 63981 19521 37389... 
log3 = 00,47712 12547 19662 43729 50279... 
loge = 00,43429 44819 03251 82765... 
logπ = 00,49714 98726 94133 85435 12683... 
ln2 = 00,69314 71805 59945 30941 7232... 
ln3 = 01,09861 22886 68109 69139 5245... 
ln10 = 02,30258 50929 94045 68401 7991... 
lnπ = 01,14472 9886... 

Μαθηµατική λογική. 

P q p  p q∧ p q∨  p q∨  p q⇒  p q⇔  
α α ψ α α ψ α α
α ψ ψ ψ α α ψ ψ
ψ α α ψ α α α ψ
ψ ψ α ψ ψ ψ α α 

• ( ) ( )p q q p⇒ ⇔ ⇒  
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Σύνολα. 

• [ ]BxAxBA ∈⇒∈⇔⊆  
• ( )[ ]AxBxBxAxBA ∉∴∈∃∧∈⇒∈⇔⊂  

⇔ [ ]AxBxBA ∉∴∈∃∧⊆  
 
• Α=Β ( ) ( )[ ]ABBA ⊆∧⊆⇔  
• { }BxAxxBA ∈∧∈∴≡∩ . 
• Α∪Β≡{x : x∈Α ∨ x∈Β}. 
• A-B≡{x∈A ∴x∉B}. 
• Αc≡U-A={x∈U ∴ x∉B}. 
• A·+·B≡(A-B)∪(B-A). 
• A∩∅=∅  και A∪∅=A , ∀A. 
• A∩A=Α  και A∪A=A , ∀A. 
• A∩U=Α και Α∪U=U , ∀Α. 
• Α∩(Β∩Γ)=(Α∩Β)∩Γ  και  Α∪(Β∪Γ)=(Α∪Β)∪Γ ∀Α,Β,Γ 
• Α∩Β=Β∩Α και Α∪Β=Β∪Α , ∀Α,Β 
• Α∪(Β∩Γ)=(Α∪Β)∩(Α∪Γ)  , ∀Α,Β,Γ 
• Α∩(Β∪Γ)=(Α∩Β)∪(Α∩Γ)  , ∀Α,Β,Γ 

 Συµβολισµοί και ιδιότητές τους. 

• ν!=1·2·3·...·ν  µε ν∈N*  και 0!=1. 

• 
ν
κ

ν!
κ!(ν κ)!






 =

−
, ν,κ∈N. 

• 
ν
κ

ν
κ+1

ν+1
κ+1






 +







 =







 , ν,κ∈N. 

• xi
i=1

ν

∑ =x1+x2+x3+...+xν. 

• λxi
i=1

ν

∑ =λ· xi
i=1

ν

∑  

• (x yi i
i=1

ν

+∑ ) = xi
i=1

ν

∑ + yi
i=1

ν

∑  

• x
i=1

ν

∑ =ν·x. 
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Αξιοσηµείωτες ταυτότητες. 

• (α+β)2=α2+2αβ+β2. 
• (α–β)2=α2–2αβ+β2. 
• (α+β)3=α3+3α2β+3αβ2+β3=α3+β3+3αβ(α+β). 
• (α–β)3=α3–3α2β+3αβ2–β3=α3–β3–3αβ(α–β). 
• (α+β+γ)2=α2+β2+γ2+2αβ+2βγ+2γα. 
• (α+β+γ)3 =α3+β3+γ3+3(α+β)(β+γ)(γ+α). 
• (α+β)(α–β)=α2–β2. 
• (x–α)(x–β)=x2–(α+β)x+αβ. 
• αν–βν=(α–β)·(αν-1+αν-2β+αν-3β2+...+αβν-2+βν-1), ∀ν∈N*. 
• αν+βν=(α+β)·(αν-1–αν-2β+αν-3β2–...–αβν-2+βν-1), ∀ν∈N*∴ν=2κ+1 
• α3+β3+γ3–3αβγ=(α+β+γ)·(α2+β2+γ2–αβ–βγ–γα). 

• α3+β3+γ3–3αβγ= 1
2

(α+β+γ)·[(α–β)2+(β–γ)2+(γ–α)2]. 

• (α+β)ν=
ν
κ

α β
κ=0

ν
ν-κ κ





 ⋅ ⋅∑  

Χρήσιµες ανισότητες. 

• x2≥0, ∀x∈R. 
• α2+β2≥2αβ και α2+β2≥–2αβ ∀α,β∈R. 
• α2+β2≥αβ και α2+β2≥–αβ ∀α,β∈R. 
• α2+β2+γ2≥αβ+βγ+γα. ∀α,β,γ∈R. 
• (1+α)ν≥1+ν·α, α≥-1 ∀ν∈R. (Bernoulli) 

Απόλυτη τιµή. 

• α , αν α 0
α, αν α<0

≥
α = −

 

• α≥0  ∀α∈R. 
• α2=α2  ∀α∈R. 
• –α≤α≤α  ∀α∈R. 
• x=α ⇔ x=α ή x=-α. 
• x≤ε ⇔ -ε≤x≤ε. 
• x≥α ⇔ ή x≤-α ή x≥α. 
• α·β=α·β  ∀α,β∈R. 

• α
β

α
β

= ,  ∀α∈R, ∀β∈R*. 

• α β α β α β− ≤ ± ≤ + ,  ∀α,β∈R. 
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∆ευτεροβάθµιο Τριώνυµο. 

• Τριώνυµο π(x)=αx2+βx+γ , α≠0. 
• ∆ιακρίνουσα  ∆=β2–4·α·γ. 

• Ρίζες   x1,2=
− ±

⋅
β ∆
2 α

. 

• S=x1+x2=−
β
α

 και  P=x1·x2=
γ
α

. 

Αριθµητική Πρόοδος. 

• Ορισµός    αν+1=αν+ω ,ν=1,2,3,...   ω: διαφορά. 
• Νιοστός όρος   αν=α1+(ν-1)·ω , ν∈N*. 

• Άθροισµα ν πρώτων όρων  Σν=
α α

2
ν=2α ν ω

2
ν1 2 1+ ⋅ + − ⋅ ⋅( )1  

• β : αριθµητικός µέσος των α,γ ⇔ 2β=α+γ. 

Γεωµετρική Πρόοδος. 

• Ορισµός   αν+1=αν·λ ,ν=1,2,3,...      λ: λόγος. 
• Νιοστός όρος   αν=α1λν-1, ν∈N*. 
• Άθροισµα ν πρώτων όρων  

Σν=
( )α λ α

λ 1
α λ
λ

αν λ 1

ν α αν λ=1

ν 1 1
ν

1

−
−

=
−

−
≠

⋅







1
1  

• Άθροισµα άπειρων όρων (αν λ<1)    Σ∞= α
1 λ

1

−
 

• β : γεωµετρικός µέσος των α,γ ⇔ β2=α·γ. 

Αρµονική Πρόοδος. 

• Ορισµός   (αν+1)-1=(αν)-1+ω. 

• β : αρµονικός µέσος των α,γ ⇔ β= 2αγ
α+γ
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Τριγωνοµετρία.                                                                             Γενικά. 

• Τριγωνοµετρικός κύκλος  - Τριγωνοµετρικοί αριθµοί 
γωνίας. 

 
συνω=ΟΠ ,  ηµω=ΟΡ , εφω=ΑΝ , σφω=ΒΣ . 

• Μετατροπή µονάδων µ
180

α
π

β
200

= = . 

• Πρόσηµο τριγωνοµετρικών αριθµών  
Τεταρτ
ηµόριο 

ηµ συν εφ σφ 

1ο + + + + 
2ο + – – – 
3ο – – + + 
4ο – + – – 

 
• Τριγωνοµετρικοί αριθµοί βασικών τόξων. 

x 0 π/6 π/4 π/3 π/2 π 3π/2 2π 
 0  30  45  60  90 180 270 360  

Ηµx 0 1/2 2 2/ 3 2/ 1 0 -1 0 
συνx 1 3 2/  2 2/ 1/2 0 -1 0 1 
Εφx 0 3 3/  1 3  ∞ 0 ∞ 0 
Σφx ∞ 3  1 3 3/ 0 ∞ 0 ∞ 

 
• Αναγωγή στο πρώτο τεταρτηµόριο. 

x -θ (π/2)+θ (π/2)-θ π+θ (3π/2)+θ 2π+θ 
ηµx -ηµθ συνθ συνθ -ηµθ -συνθ ηµθ 
συνx συνθ -ηµθ ηµθ -συνθ ηµθ συνθ 
εφx -εφθ -σφθ σφθ εφθ -σφθ εφθ 
σφx -σφθ -εφθ εφθ σφθ -εφθ σφθ 



6 

Τριγωνοµετρία.                                                      Βασικές ταυτότητες. 

• ηµ2x+συν2x=1. 

• εφx= ηµx
συνx

. 

• σφx= συνx
ηµx

. 

• εφx·σφx=1. 
 
• ηµ(α+β)=ηµα·συνβ+συνα·ηµβ. 
• συν(α+β)=συνα·συνβ–ηµα·ηµβ. 

• εφ(α+β)= εφα+εφβ
εφα εφβ1− ⋅

 

• σφ(α+β)= σφα σφβ 1
σφα+σφβ

⋅ −  

 
• ηµ(α–β)=ηµα·συνβ–συνα·ηµβ. 
• συν(α–β)=συνα·συνβ+ηµα·ηµβ. 

• εφ(α–β)= εφα εφβ
εφα εφβ
−

+ ⋅1
 

• σφ(α–β)= σφα σφβ 1
σφα σφβ

⋅ +
−

 

 

• ηµ2α=2ηµα·συνα   = 2εφα
1 εφ α2+

. 

• συν2α=
συν α ηµ α

2συν α
ηµ α

2 2

2

2

−
−

−









1
1 2

  =1−εφ α
1+εφ α

2

2  

• εφ2α= 2εφα
1 εφ α2−

 

• σφ2α= σφ α
σφα

2 −1
2

    =1−εφ α
2εφα

2

 

• ηµα=± −1 συν2α
2

  =± εφ α
1+εφ α

2

2  

• συνα=± +1 συν2α
2

  =
αεφ+1

1
2

±  

• εφα=± −1
1
συν2α

+συν2α
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• ηµ3α=3ηµα–4ηµ3α 
• συν3α=4συν3α–3συνα 

• εφ3α= 3εφα εφ α
1 3εφ α

3

2

−
−

 

• σφ3α= σφ α 3σφα
σφ α

3

2

−
−3 1

 

 
• 2ηµα·συνβ=ηµ(α+β)+ηµ(α–β) 
• 2συνα·συνβ=συν(α+β)+συν(α–β) 
• 2ηµα·ηµβ=συν(α–β)–συν(α+β) 
 

• ηµα+ηµβ=2·ηµ α+β
2

·συν α β
2
−  

• ηµα–ηµβ=2·ηµ α β
2
− ·συν α+β

2
 

• συνα+συνβ=2·συν α+β
2

·συν α β
2
−  

• συνα–συνβ=2·ηµ α+β
2

·ηµ α β
2
−  

Τριγωνοµετρία.                               Ταυτότητες για στοιχεία τριγώνου. 

• εφΑ+εφΒ+εφΓ=εφΑ·εφΒ·εφΓ. 

• ηµΑ+ηµΒ+ηµΓ=4συν Α
2

·συν Β
2

·συν Γ
2

. 

• συνΑ+συνΒ+συνΓ=1+4·ηµ Α
2

·ηµ Β
2

·ηµ Γ
2

. 

• ηµ2Α+ηµ2Β+ηµ2Γ=4· ηµΑ·ηµΒ·ηµΓ 
• συν2Α+συν2Β+συν2Γ=1–4· συνΑ·συνΒ·συνΓ. 

• σφ Α
2

+σφ Β
2

+σφ Γ
2

=σφ Α
2

·σφ Β
2

·σφ Γ
2

 

• σφΑ·σφΒ+σφΒ·σφΓ+σφΓ·σφΑ=1. 

• εφ Α
2

·εφ Β
2

+εφ Β
2

·εφ Γ
2

+εφ Γ
2

·εφ Α
2

=1. 

• α
ηµΑ

β
ηµΒ

γ
ηµΓ

R.= = =2  (Νόµος  ηµιτόνων.) 

• α2=β2+γ2–2βγ·συνΑ, β2=γ2+α2–2γα·συνΒ, γ2=α2+β2–2αβ·συνΓ 
      (Νόµος συνηµιτόνων.) 
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Τριγωνοµετρία.                                           Τριγωνοµετρικές εξισώσεις. 

• ηµx=ηµα ⇔ x=2κπ+α ή x=(2κ+1)π–α, κ∈Z. 
• συνx=συνα ⇔ x=2κπ±α, κ∈Z. 
• εφx=εφα ⇔ x=κπ+α, κ∈Z. 
• σφx=σφα ⇔ x=κπ+α, κ∈Z. 

Λογάριθµοι. 

• loga(x·y)= logax+logay, ∀x>0, ∀y>0. 
• loga(x:y)= logax–logay, ∀x>0, ∀y>0. 
• loga(xν)=ν· logax, ∀x>0 και ν∈N. 
• logx=log10x. 
• lnx=logex 

• logax= log
log

b

b

x
a

 

Συνδυαστική. 

• Μεταθέσεις των ν στοιχείων :    Μν=ν!. 

• ∆ιατάξεις των µ στοιχείων σε ν θέσεις :  ∆ν
µ = µ!

(µ-ν)!
 

• ∆ιατάξεις µε επανάληψη των µ στοιχείων σε ν θέσεις : Εν
µ =µν. 

• Συνδυασµοί των ν στοιχείων ανά κ :   
ν
κ

ν!
κ!(ν κ)!






 =

−
 

Πιθανότητες. 

• P(A)= Ν(Α)
Ν(Ω)

. 

• 0≤P(A)≤1. 
• P(Ω)=1. 
• P(∅)=0. 
• Α⊆Β ⇒ Ρ(Α)≤Ρ(Β) 

• Ρ(Α∪Β)=Ρ(Α)+Ρ(Β)–Ρ(Α∩Β). 
• Ρ(Α΄)=1–Ρ(Α). 

• Ρ(ΒΑ)= Ρ(Α Β)
Ρ(Α)
∩ . 
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Γεωµετρία                                      Θεωρήµατα διχοτόµων. 

 

• 
ΑΓ
ΑΒ

ΕΓ
ΕΒ

∆Γ
∆Β

==  

• Β∆=
γβ

αγ
+

 • ∆Γ=
γβ

αβ
+

 • ΒΕ=
γβ

αγ
−

 • ΕΓ=
γβ

αβ
−

 

• Τα Ε και ∆ λέγονται αρµονικά συζυγή των Β και Γ. 

• Τα Α,Β,Γ, και ∆ λέγονται αρµονική τετράδα. 

 

Γεωµετρία                             Μετρικές σχέσεις σε ορθογώνια τρίγωνα. 

 
Τα τρίγωνα ΑΒΓ, 
∆ΒΑ και ∆ΑΓ 
είναι όµοια. 

 
 

• 2γ = α ⋅Β∆  και 2β = α ⋅Γ∆ .  
• α2=β2+γ2. (Πυθαγόρειο Θεώρηµα.) 
• αυ = Β∆ ⋅ ∆Γ . 
• αβ ⋅ γ = α ⋅ υ . 

• 2
α

22 υ
1

γ
1

β
1

=+  
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Γεωµετρία.                                   Μετρικές σχέσεις σε τυχαίο τρίγωνο. 

 
• ΑΓ2=ΑΒ2+ΒΓ2−2 ⋅ΒΓ ⋅Β∆, αν η γωνία 

∧

B  είναι οξεία.. 

• ΑΓ2=ΑΒ2+ΒΓ2+2 ⋅ΒΓ ⋅Β∆, αν η γωνία 
∧

B  είναι αµβλεία.. 

• Β∆=
α2

βαγ 222

⋅
−+  

• υα=
( ) ( ) ( )

α
γτβταττ2 −⋅−⋅−⋅⋅

. 

• β2+γ2=2 ⋅µα
2+

2
α 2

. (1ο Θεώρηµα διαµέσων.) 

• β2+γ2=2 ⋅α ⋅Μ∆. 

• µα
2=

4
αγ2β2 222 −+ . 

• 
ρ
1

υ
1

υ
1

υ
1

γβα

=++ . 

Γεωµετρία                                                              Κανονικά πολύγωνα. 

• ων= ν
360  • φν=180ο−ων • 22

ν
ν Rα

2
λ

=+






  • Εν= 2
ν λναν 

• λ2ν= 2
ν

22 λR4RR2 −−  • λ3=R 3  • α3= 2
R  

• λ4= 2R  • α4= 2
2R  • λ6=R • α6= 2

3R  

•  •  •  •  
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Γεωµετρία.                                                                    Εµβαδά - Όγκοι.

• Ορθογώνιο. 

 
• Παραλληλόγραµµο. 

 
• Τρίγωνο. 

 
• Τραπέζιο. 

 
• Κύκλος. 

 

 

 
 
 
 
Ε=α·β 
 
 
 
 
 
 
 
Ε=β·υ 
 
 
 
 

Ε= β υ
2
⋅  

Ε= ( ) ( ) ( )γτβταττ −⋅−⋅−⋅  
Ε=τ·ρ 

Ε=
R4
γβα ⋅⋅  

 
 
 

Ε= α+β
2

·υ 

 
 
 
 
 
 
 
Ε=πR2 

Γ=2πR 



12 

• Κυκλικός τοµέας - τόξο. 

 
• Έλλειψη. 

 
• Πρίσµα. 

 
• Πυραµίδα 

 
• Κύλινδρος. 

 

 
S=θ·R, θ ακτίνια. 

S= θ
360

2πR, θ µοίρες. 

Ε= 1
2
θR2, θ ακτίνια. 

Ε= θ
360

πR2, θ µοίρες. 

 
 
 
Ε=π·α·β. 

Γ≈ ( )1
2
α β2 2+  

 
 
 
 
 
 
 
V=Εβ·υ. 
 
 
 
 
 
 
 
 

V= 1
3

·Eβ·υ. 

 
 
 
 
 
Επ=2πR·υ. 
Εολ=2πR(R+υ). 
V=πR2υ. 
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• Πλάγιος κύλινδρος 

 
• Κώνος. 

 
• Σφαίρα. 

 
• Κυκλικό τµήµα. 

 
 
 
 
 
V=πR2·υ. 
 
 
 
 
 
 
 
 

V= 1
3

·πR2·υ. 

 
 
 
 
 
 
Ε=4·πR2. 

V= 4
3

·πR3. 

 
 
 
 
 
 
Ε=2πRυ. 

V= 1
3

·πυ2(3R-υ). 
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Ανάλυση                                                                                          Όρια. 

Όταν υπάρχουν τα όρια των συναρτήσεων f και g τότε ισχύουν 
• 

σx
lim
→

(f(x)+g(x))= 
σx

lim
→

f(x)+
σx

lim
→

g(x) 

• 
σx

lim
→

(f(x)−g(x))= 
σx

lim
→

f(x)−
σx

lim
→

g(x) 

• ( ) ⇔=
→

xflim
σx

 

o ( )[ ] ⇔=−⇔
→

0xflim
σx

 

o ( )( ) ⇔−=−⇔
→

xflim
σx

 • 
σx

lim
→

(f(x) ⋅g(x))= 
σx

lim
→

f(x) ⋅
σx

lim
→

g(x) 

• ( ) ⇒=
→

xflim
σx

 

( )
2

3
xf

2
<<⇒  

• ( )
( )

( )
( )xglim

xflim

xg
xflim

σx

σx

σx
→

→

→
=     



  

Εφόσον 
ορίζονται καλώς 
τα κλάσµατα.. 

• ( )[ ] ( )xflimλxfλlim
σxσx →→

⋅=⋅  • ( ) ( )ν
σx

ν
σx

xflimxflim
→→

=


  

Εφόσον 
ορίζονται 
καλώς οι ρίζες. 

 

Ανάλυση                                                                                Παράγωγοι. 

• [ ] 0c =′  • [ ] xx ee =
′  • [ ] gfgf ′+′=′+  

• [ ] 1x =′  • [ ] gfgf ′−′=′−  

• [ ] 1νν xνx −=
′  

• [ ]
x
1xln =′  

• [ ] gfgfgf ′⋅+⋅′=′⋅  

• [ ] 1ρρ xρx −=
′  • [ ]

xσυν
1xεφ 2=′  • 2g

gfgf
g
f ′⋅−⋅′

=
′








  

• [ ] xσυνxηµ =′  • [ ] fλfλ ′⋅=′⋅  

• [ ] xηµxσυν −=′  
• [ ]

xηµ
1xσφ 2

−
=′  

• [ ] ffνf 1νν ′⋅⋅=
′ −  

 

• ( )( )[ ] ( )( ) ( )xgxgfxgf ′⋅′=′       ή       ( )( ) ( )( )
( )

( )
dx

xdg
xdg
xgdf

dx
xgdf

⋅=  
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Ανάλυση                                                                         Ολοκληρώµατα. 

• ( ) 













 −

⋅+⋅
−

= ∑∫
=

ν

1κ

β

α ν
αβκαf

ν
αβlim:dxxf • ( )∫ =

α

α
0dxxf  

• ( ) ( )[ ] ( ) ( )∫ ∫ ∫+=+
β

α

β

α

β

α
dxxgdxxfdxxgxf  • ( ) ( )∫ ∫−=

α

β

β

α
dxxfdxxf

• ( ) ( )∫ ∫⋅=⋅
β

α

β

α
dxxfλdxxfλ • ( ) ( ) ( )αfβfdxxfβ

α
−=′∫

• ( ) ( ) ( )∫ ∫ ∫+=
β

α

γ

α

β

γ
dxxfdxxfdxxf  • ( )[ ] ( )xfdttfx

α
=

′
∫  

• ( ) ( ) ( )∫ −⋅≤≤−⋅
β

α
αβfmaxdxxfαβfmin • ( )( )[ ] ( )( ) ( )xgxgfdttfxg

α
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