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41η ΕΘΝΙΚΗ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΟΛΥΜΠΙΑΔΑ 

«Ο ΑΡΧΙΜΗΔΗΣ» 
24 ΦΕΒΡΟΥΑΡΙΟΥ 2024 

Θέματα τάξεων Γυμνασίου 
 

Πρόβλημα 1 
(Α) Να αποδείξετε ότι για οποιουσδήποτε πραγματικούς αριθμούς  𝜅𝜅, 𝜆𝜆, 𝜇𝜇  ισχύει:  

(𝜅𝜅 + 𝜆𝜆 + 𝜇𝜇)2 ≥ 3(𝜅𝜅𝜆𝜆 + 𝜆𝜆𝜇𝜇 + 𝜇𝜇𝜅𝜅). 
Πότε ισχύει η ισότητα; 
(Β) Αν 𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧 είναι θετικοί πραγματικοί αριθμοί και 𝛼𝛼, 𝛽𝛽 πραγματικοί αριθμοί τέτοιοι 
ώστε  

𝛼𝛼(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 + 𝑧𝑧) = 𝛽𝛽(𝑥𝑥𝑦𝑦 + 𝑦𝑦𝑧𝑧 + 𝑧𝑧𝑥𝑥) = 𝑥𝑥𝑦𝑦𝑧𝑧, 

να αποδείξετε ότι 𝛼𝛼 ≥ 3𝛽𝛽2. Πότε ισχύει η ισότητα; 

Πρόβλημα 2 
Θεωρούμε οξυγώνιο τρίγωνο ΑΒΓ και τον περιγεγραμμένο κύκλο του 𝜔𝜔. Με κέντρο το 
σημείο Α γράφουμε κύκλο 𝛾𝛾 που τέμνει το τόξο ΑΒ του κύκλου 𝜔𝜔, που δεν περιέχει το 
Γ, στο σημείο  Δ και το τόξο ΑΓ, που δεν περιέχει το Β, στο σημείο Ε. Υποθέτουμε ότι 
το σημείο τομής Κ των ευθειών BΕ και ΓΔ ανήκει στον κύκλο 𝛾𝛾. Να αποδείξετε ότι η 
ευθεία ΑΚ είναι κάθετη στην ευθεία ΒΓ. 
 
Πρόβλημα 3 
Να εξετάσετε αν μπορούμε να τοποθετήσουμε τους 
δεκαέξι θετικούς διαιρέτες του 2024 στα κελιά του 
διπλανού πίνακα έτσι ώστε το άθροισμα των 
τεσσάρων αριθμών μιας οποιασδήποτε γραμμής ή 
στήλης να είναι πολλαπλάσιο του 3.  

  
 
Πρόβλημα 4 
Να αποδείξετε ότι υπάρχουν άπειρες τριάδες θετικών ακέραιων αριθμών 
(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) τέτοιες ώστε 

𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 + 𝑧𝑧2 + 𝑥𝑥𝑦𝑦 + 𝑦𝑦𝑧𝑧 + 𝑧𝑧𝑥𝑥 = 6𝑥𝑥𝑦𝑦𝑧𝑧. 

 
Να απαντήσετε και στα 4 προβλήματα 
Διάρκεια διαγωνισμού: 3 ώρες  
Κάθε πρόβλημα βαθμολογείται με 5 μονάδες                                                                              Καλή επιτυχία 


