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ΠΑΝΕΛΛΘΝΙΕ΢ ΕΞΕΣΑ΢ΕΙ΢ Γ΄ ΣΑΞΘ΢ ΘΜΕΡΘ΢ΙΟΤ ΓΕΝΙΚΟΤ ΛΤΚΕΙΟΤ ΚΑΙ ΕΠΑΛ (ΟΜΑΔΑ Β΄) 

ΠΑΡΑ΢ΚΕΤΘ 20 MAΪΟΤ 2016 

ΕΞΕΣΑΗΟΜΕΝΟ ΜΑΘΘΜΑ: 

ΜΑΘΘΜΑΣΙΚΑ ΚΑΙ ΢ΣΟΙΧΕΙΑ ΢ΣΑΣΙ΢ΣΙΚΘ΢ ΓΕΝΙΚΘ΢ ΠΑΙΔΕΙΑ΢ 
 

 

 

 ΘΕΜΑ Α  

 

Α1.  Αν A  και Α΄  είναι δφο ςυμπλθρωματικά ενδεχόμενα ενόσ δειγματικοφ χώρου Ω , να αποδείξετε ότι 

για τισ πικανότθτζσ τουσ ιςχφει ΢(Α )́ 1 ΢(Α)  . 

Μονάδεσ 7 

Α2.  Να δώςετε τον οριςμό τθσ διαμζςου (δ)  ενόσ δείγματοσ ν  παρατθριςεων.  

 Μονάδεσ 4 

Α3.  Ζςτω f  μία ςυνάρτθςθ με πεδίο οριςμοφ το A . Ρότε λζμε ότι θ ςυνάρτθςθ f  παρουςιάηει τοπικό 

ελάχιςτο ςτο 0x A . 

Μονάδεσ 4 

Α4.  Να χαρακτθρίςετε τισ προτάςεισ που ακολουκοφν, γράφοντασ ςτο τετράδιό ςασ, δίπλα ςτο γράμμα 

που αντιςτοιχεί ςε κάκε πρόταςθ, τθ λζξθ ΢ωςτό, αν θ πρόταςθ είναι ςωςτι, ι Λάθοσ, αν θ πρόταςθ 

είναι λανκαςμζνθ. 

 α)  Αν A  και B είναι δφο ενδεχόμενα ενόσ δειγματικοφ χώρου Ω  με A B  τότε για τισ πικανότθτζσ 

τουσ ιςχφει ΢(Α) ΢(B) . 

 β)  Ο ςτακμιςμζνοσ αρικμθτικόσ μζςοσ ι ςτακμικόσ μζςοσ είναι μζτρο διαςποράσ. 

 γ)  Αν οι ςυναρτιςεισ f  και g  είναι παραγωγίςιμεσ, τότε ιςχφει ότι  

(f(x) g(x))΄ f (́x) g(x) f(x) g (́x)     . 

 δ)  Το ραβδόγραμμα χρθςιμοποιείται για τθ γραφικι παράςταςθ των τιμών μιασ ποιοτικισ μεταβλθ-

τισ. 

 ε)  Αν μία ςυνάρτθςθ f  είναι παραγωγίςιμθ ςε ζνα διάςτθμα Δ  και ιςχφει f (́x) 0  για κάκε εςωτε-

ρικό ςθμείο του Δ , τότε θ f  είναι γνθςίωσ φκίνουςα ςτο Δ .  

 Μονάδεσ 10 

 

ΑΠΑΝΣΘ΢ΕΙ΢  

 

Α1.  Σχολικό Βιβλίο ςελ. 151 

Α2.  Σχολικό Βιβλίο ςελ. 87 

Α3.  Σχολικό βιβλίο ςελ. 14  (β΄περίπτωςθ ) 

Α4.    α)   ΢ωςτό, Σχολικό Βιβλίο ςελ.151, Θεώρθμα 4  

 β)  Λάθοσ,  Σχολικό Βιβλίο ςελ. 87 

 γ)  ΢ωςτό, Σχολικό Βιβλίο ςελ.  31 

δ)  ΢ωςτό, Σχολικό Βιβλίο ςελ.  67 

ε) Λάθοσ, Σχολικό Βιβλίο ςελ.  40 
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 ΘΕΜΑ Β  

 

 Δίνεται θ ςυνάρτθςθ f  με τφπο 
3

2x 5
f(x) x 6x 1

3 2
    , x . 

 Β1.  Να βρείτε τα ακρότατα τθσ ςυνάρτθςθσ f .  

Μονάδεσ 9 

 Β2.  Να βρείτε τθν εξίςωςθ τθσ εφαπτομζνθσ τθσ γραφικισ παράςταςθσ τθσ ςυνάρτθςθσ f  ςτο 

ςθμείο τθσ A(0,f(0)) .  

Μονάδεσ 8 

 Β3.  Να υπολογίςετε το όριο 
x 1

f (́x) 12
lim

x 1




.  

Μονάδεσ 8 

 

 ΛΤ΢Θ: 
 

Β1.  Θ f  ωσ πολυωνυμικι είναι παραγωγίςιμθ ςτο , με 2f (x) x 5x 6    . 

    f (x) 0 x 2     ι x 3  

 Είναι   f (x) 0 2 x 3      

    f (x) 0 x 2     ι x 3  

 

 Συνεπώσ για τθ ςυνάρτθςθ f  ιςχφει f (2) 0, f (x) 0    

ςτο ( ,2)  και f (x) 0   ςτο (2,3)  άρα θ f  παρουςιά-

ηει για x 2  τοπικό μζγιςτο. 

 Πμοια, αφοφ f (3) 0, f (x) 0    ςτο (2,3)  και f (x) 0   

ςτο (3, )  άρα θ f  παρουςιάηει για x 3  τοπικό ε-

λάχιςτο. 

 

Β2. Ζςτω  y λx β θ εξίςωςθ εφαπτομζνθσ ςτο ςθμείo  0,f(0) . Θ εφαπτομζνθ τθσ καμπφλθσ τθσ f  ςτο 

ςθμείο τθσ με x 0  ζχει ςυντελεςτι διεφκυνςθσ  λ f (0) 6 . Επομζνωσ θ εξίςωςι τθσ είναι 

y 6x β  . Επειδι όμωσ το ςθμείο (0,f(0)) , δθλαδι το (0, 1) , ανικει ςτθν εφαπτομζνθ, ζχουμε 

1 6 0 β β 1      Άρα, θ εξίςωςθ τθσ εφαπτομζνθσ είναι y 6x 1  . 
 

  

Β3.  
2 2

x 1 x 1 x 1 x 1 x 1

f (x) 12 x 5x 6 12 x 5x 6 (x 1)(x 6)
lim lim lim lim lim(x 6) 7

x 1 x 1 x 1 x 1    

        
      

   
 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

x

f’(x)

32 

00 ++

f(x)

T.E.T.M.
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 ΘΕΜΑ Γ  
 

 Μεταξφ των οικογενειών με τρία παιδιά επιλζγουμε τυχαία μία οικογζνεια και εξετάηουμε τα παιδιά 

τθσ ωσ προσ το φφλο και τθ ςειρά γζννθςισ τουσ. 

 Γ1.   Να προςδιορίςετε το δειγματικό χώρο Ω  του πειράματοσ χρθςιμοποιώντασ ζνα δενδροδιά-

γραμμα.  

Μονάδεσ 4 

 Γ2.   Να παραςτακοφν με αναγραφι των ςτοιχείων τουσ, τα ενδεχόμενα που προςδιορίηονται από 

τθν αντίςτοιχθ ιδιότθτα: 

   Α:  «το πρώτο παιδί είναι κορίτςι» 

   Β:  «ο αρικμόσ των κοριτςιών υπερβαίνει τον αρικμό των αγοριών»  

   Γ:  «τα δφο πρώτα παιδιά είναι του ίδιου φφλου»  

Μονάδεσ 6 

 Γ3.   Υποκζτουμε ότι ο δειγματικόσ χώροσ Ω  αποτελείται από ιςοπίκανα απλά ενδεχόμενα. 

   α)  Να υπολογίςετε τθν πικανότθτα των παρακάτω ενδεχομζνων: 

Δ Α Β  , Ε Α Β  , Η Γ Ε   

(μονάδεσ 9) 

   β)  Να υπολογίςετε τθν πικανότθτα των παρακάτω ενδεχομζνων: 

    Θ: « δεν πραγματοποιείται κανζνα από τα Α,Β »  

    Θ: « πραγματοποιείται ακριβώσ ζνα από τα Α,Β »  

(μονάδεσ 6) 

 Μονάδεσ 15 

 

 ΛΤ΢Θ: 
 

Γ1. Το παραπάνω πείραμα τφχθσ περιλαμβάνει 3 ςτάδια 

(όςα και τα παιδιά  που ζχει θ οικογζνεια). Κατα-

ςκευάηουμε το διπλανό δενδροδιάγραμμα και διαβά-

ηοντασ κάκε μία από τισ διαδρομζσ κάκε «κλαδιοφ»  

προςδιορίηουμε τον δειγματικό  χώρο Ω.  

 Ω ΚΚΑ,ΚΚΚ,ΚΑΚ,ΚΑΑ,ΑΚΚ,ΑΚΑ,ΑΑΚ,ΑΑΑ  

 

Γ2.  Το ενδεχόμενο Α:  «το πρώτο παιδί είναι κορίτςι » 

είναι το 

 Α ΚΚΑ,ΚΚΚ,ΚΑΚ,ΚΑΑ  

 Το ενδεχόμενο Β: « ο αρικμόσ των κοριτςιών υπερ-

βαίνει τον αρικμό των αγοριών »  είναι το 

 Β ΚΚΑ,ΚΚΚ,ΚΑΚ, ΑΚΚ  

 Τζλοσ, το ενδεχόμενο Γ: « τα δφο πρώτα παιδιά είναι 

του ίδιου φφλου »  είναι το 

 Γ ΚΚΑ,ΚΚΚ, ΑΑΚ, ΑΑΑ  

 

Αρχή       1
ο
 παιδί      2

ο
 παιδί     3

ο
 παιδί 

 

X 

Κ 

Α 

Α 

Α 

Κ 

Κ 

Κ 

Α 

Α 

Α 

Κ 

Α 

Κ 

Κ 
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Γ3.  

α)  Είναι   ΚΚΑ,ΚΚ Κ ΚΔ Β ΑΑ Κ,   με 
N(Δ) 3

P(Δ)
N(Ω) 8

   

 Είναι   ΚΚΑ,ΚΚΚ,ΚΑΚ,ΚΑΕ Α ΑΒ , ΑΚΚ    και 
N(Ε) 5

P(Ε)
N(Ω) 8

   

 Είναι   ΑΑ Α ΑΕ ΑΗ Γ Κ,   και 
N(Η) 2 1

P(Η)
N(Ω) 8 4

    

β)  Το ενδεχόμενο Θ:  «δεν πραγματοποιείται κανζνα από τα Α,Β »  είναι το  Θ Α Β   , άρα  

   
5 3

P(Θ) P Α Β 1-P Α Β 1-
8 8

      
  

 

 Το ενδεχόμενο Θ: « πραγματοποιείται ακριβώσ ζνα από τα Α,Β »  είναι το    Θ Α -Β Β- Α   και 

επειδι τα ενδεχόμενα A B  και B A  είναι αςυμβίβαςτα, ζχουμε 

             
1 1 3 2 1

P(Θ) P Α -Β Β- Α P Α -Β P Β- Α P Α P Β 2P Α Β -2
2 2 8 8 4

               

 διότι  

N(Α) 4 1
P(Α)

N(Ω) 8 2
     και 

N(Β) 4 1
P(Β)

N(Ω) 8 2
   .

 
 

 

 ΘΕΜΑ Δ  

 

 Οι χρόνοι (ςε λεπτά) που χρειάςτθκαν ν  υπολογιςτζσ για να τρζξουν ζνα πρόγραμμα, ζχουν ομαδο-

ποιθκεί ςε 4 ιςοπλατείσ κλάςεισ πλάτουσ c , όπωσ ςτον παρακάτω πίνακα. 

 

Χρόνοσ 

ςε λεπτά 

Κεντρική τιμή 

ix  

΢υχνότητα 

iv  

  [8,.....)    20 

  [.....,.....)  14 15 

  [.....,.....)   10 

  [.....,.....)   
4v  

  ΢ΤΝΟΛΟ  v ......  

  

  Δ1.  Να αποδείξετε ότι c 4 .  

Μονάδεσ 4 

 Δ2.  Αν θ μζςθ τιμι των χρόνων είναι x 14 , να αποδείξετε ότι 4v 5  (μονάδεσ 4) και ςτθ ςυνζ-

χεια να μεταφζρετε ςτο τετράδιό ςασ τον παραπάνω πίνακα κατάλλθλα ςυμπλθρωμζνο (μο-

νάδεσ 2).  

Μονάδεσ 6 
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 Δ3.  Αν οι παρατθριςεισ είναι ομοιόμορφα κατανεμθμζνεσ ςε κάκε κλάςθ, να βρείτε πόςοι υπο-

λογιςτζσ χρειάςτθκαν τουλάχιςτον 9  λεπτά για να τρζξουν το πρόγραμμα. 

 Μονάδεσ 5 

 Δ4.  Να αποδείξετε ότι θ τυπικι απόκλιςθ των χρόνων είναι s 4  και να εξετάςετε αν το δείγμα 

των χρόνων είναι ομοιογενζσ.  

Μονάδεσ 6 

 Δ5.  Αντικακιςτοφμε τον επεξεργαςτι κάκε υπολογιςτι με ζναν ταχφτερο και βρίςκουμε ότι κάκε 

υπολογιςτισ τρζχει τώρα ςτο 80%  του χρόνου που χρειαηόταν πριν. Να εξετάςετε ωσ προσ 

τθν ομοιογζνεια το καινοφργιο δείγμα χρόνων.  

 Μονάδεσ 4 

 

 

 ΛΤ΢Θ: 
 

 

Δ1.  Οι δφο πρώτεσ κλάςεισ είναι οι 

[8, 8 c), [8 c, 8 2c)    και 2

8 c 8 2c 16 3c
x

2 2

   
  , 

 οπότε         

                                
16 3c

14 28 16 3c 3c 28 16 3c 12 c 4
2


           . 

Δ2.   

Κλάςεισ  [    ,   ) 

Χρόνοσ  (ςε λεπτά) 

 

Κεντρική τιμή  ix  

 

΢υχνότητα iν  

 

 

i ix ν  

[8, 12) 10 20 200 

[12, 16) 14 15 210 

[16, 20) 18 10 180 

[20, 24) 22 ν4 22v4 

ΣΥΝΟΛΟ  50 590+22v4 

 

  Ιςχφει ότι: 

4

i i
i 1

x ν

x
ν




, οπότε 

4

4

10·20 14·15 18·10 22·ν
14

20 15 10 ν

  
 

  

4

4

200 210 180 22ν
14

45 ν

  
 


 

4 4 4 414(45 ν ) 590 22ν 630 14ν 590 22ν          

4 440 8ν ν 5    . 
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Συνεπώσ ο πίνακασ ςυχνοτιτων είναι ο παρακάτω: 
 

Κλάςεισ  [    ,   ) 

Χρόνοσ  (ςε λεπτά) 

 

Κεντρική τιμή  xi 
΢υχνότητα 

iν  

 

i ix ν  

[8, 12) 10 20 200 

[12, 16) 14 15 210 

[16, 20) 18 10 180 

[20, 24) 22 5 110 

ΣΥΝΟΛΟ  50 700 

 

Δ3.  Οι υπολογιςτζσ που χρειάςτθκαν τουλάχιςτον 9 λεπτά ανικουν ςτο διάςτθμα  [9,12)  και ςτισ κλά-

ςεισ [12,16), [16,20), [20,24) . 

 Επειδι ςτθν κλάςθ [8,12)  οι παρατθριςεισ κατανζμονται ομοιόμορφα,  το πλικοσ των υπολογιςτών 

ςτο διάςτθμα [9,12) είναι ίςο με 1

3
ν

4
.Επομζνωσ ζχουμε:  

1 2 3 4

3 3
ν ν ν ν ·20 15 10 5 15 15 10 5 45

4 4
            , 

 δθλαδι 45 υπολογιςτζσ χρειάςτθκαν τουλάχιςτον 9 λεπτά για να τρζξουν το πρόγραμμα. 
 

Δ4.  Ιςχφει ότι:  

                                                                            

4
2

i i
2 i 1

(x x) ν

s
ν








, 

  οπότε 

                                
2 2 2 2

2 (10 14) ·20 (14 14) ·15 (18 14) ·10 (22 14) ·5
s

20 15 10 5

      
 

  
 

 

                                         
2 2 24 ·20 0·15 4 ·10 8 ·5 320 160 320 800

16
50 50 50

    
    , 

 άρα   2s s 16 4 . 

 O ςυντελεςτισ μεταβολισ είναι: 

                                                                     
s 4 2 1

CV
|x| |14| 7 10

    ,  

 αφοφ 
2 1

2·10 7·1 20 7
7 10
     που ιςχφει. 

 Συνεπώσ το δείγμα δεν είναι ομοιογενζσ. 

Δ5.  Εάν ix  είναι οι αρχικοί χρόνοι επεξεργαςίασ του προγράμματοσ και iy  οι αντίςτοιχοι νζοι χρόνοι με-

τά τθν αντικατάςταςθ του επεξεργαςτι με ταχφτερο, τότε για τουσ νζουσ χρόνουσ ιςχφει: 

                                                                    i iy 0,8x  
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 Από εφαρμογι του ςχολικοφ βιβλίου,  για τθ νζα μζςθ τιμι y  και τυπικι απόκλιςθ ys   των χρόνων 

iy  ιςχφει 

                                                                y 0,8x και    ys |0,8|s 0,8s  , 

 οπότε ο αντίςτοιχοσ ςυντελεςτισ μεταβολισ είναι: 

                                                           y

y

s 0,8s s 2 1
CV CV

y 0,8x x 7 10
      . 

 Επομζνωσ και το νζο δείγμα δεν είναι ομοιογενζσ. 

 

 

 

 ΑΛΛΕ΢ ΛΤ΢ΕΙ΢: 
 

Β2. Από τον τφπο y f(0) f (0)(x 0)    που διδάςκεται ςτα Μακθματικά Ρροςανατολιςμοφ, θ εξίςωςθ 

εφαπτομζνθσ είναι y ( 1) 6x y 6x 1       

Β3. Ραρατθροφμε ότι f ( 1) 12    και επειδι θ ςυνάρτθςθ 2f (x) x 5x 6     είναι παραγωγίςιμθ ωσ πο-

λυωνυμικι, άρα το ηθτοφμενο όριο που γράφεται 
x 1

f (x) f ( 1)
lim

x ( 1)

  

 
, είναι θ δεφτερθ παράγωγοσ τθσ 

f  ςτο 1 .  Επειδι f (x) 2x 5    άρα f ( 1) 2 5 7     , το ηθτοφμενο όριο είναι ίςο με 7 . 

Γ3.  β) Μποροφμε να υπολογίςουμε τα ενδεχόμενα H  και Θ  με αναγραφι των ςτοιχείων τουσ και ζτςι 

να βροφμε τθν αντίςτοιχθ πικανότθτα να πραγματοποιθκοφν. 

 Ρράγματι, επειδι      B ΚΚΑ,ΚΚΚ,ΚΑΚ,ΚΑΑ,ΑΚΚ ' AKA,AH A ' AK,AAA    άρα 
N(H) 3

P(H)
N(Ω) 8

   και 

επειδι          B A KAA AKK KAA,AΘ Β KKΑ       άρα 
Ν(Θ) 2 1

P(Θ)
Ν(Ω) 8 4

   . 

 

Δ4.  Για τθν εφρεςθ του s  μποροφμε να χρθςιμοποιιςουμε τον τφπο   

2v

i iν
i 12 2

i i
i 1

v x
1

s ν x
ν v





  
  

   
 
 
  


  

  και τον παρακάτω βοθκθτικό πίνακα 
 

Κλάςεισ   

[   ,   ) 

Κεντρική 

τιμή  xi 

΢υχνότητα 

vi 

 

vixi 

 

vixi
2
 

[8, 12) 10 20 200 2000 

[12, 16) 14 15 210 2940 

[16, 20) 18 10 180 3240 

[20, 24) 22 5 110 2420 

ΣΥΝΟΛΟ  50 700 10600 
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 Ζτςι, είναι 

 

2v

2i iν
i 12 2

i i
i 1

v x
7001 1 1 490000

s ν x 10600 10600
ν v 50 50 50 50

1 49000 10600 9800 800
10600 16

50 5 50 50





  
                       
  

 
     

 




 
 απ’ όπου s = 4. 

 

Δ4.  Πίνακασ  για τον υπολογιςμό του 

4
2

i i
2 i 1

(x x) ν

s
ν








: 

 

Κλάςεισ  

[   ,   ) 

Κεντρική 

τιμή  xi 

΢υχνότητα 

vi 
ix x   

2

ix x   
2

i ix x v  

[8, 12) 10 20 -4 16 320 

[12, 16) 14 15 0 0 0 

[16, 20) 18 10 4 16 160 

[20, 24) 22 5 8 64 320 

ΣΥΝΟΛΟ  50   800 

 


