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Η έννοια του διανύσματος 
 
Ορισμός του Διανύσματος 
Διάνυσμα ονομάζεται  ένα προσανατολισμένο ευθύγραμμο τμήμα, 
δηλαδή  ένα ευθύγραμμο τμήμα του οποίου τα άκρα θεωρούνται 
διατεταγμένα.  
 
Παρατηρήσεις: 
 Το πρώτο άκρο λέγεται αρχή ή σημείο εφαρμογής του διανύσματος, 

ενώ το δεύτερο λέγεται πέρας ή τέλος του διανύσματος.  
 Το διάνυσμα με αρχή το Α και πέρας το Β συμβολίζεται με 


 και 

παριστάνεται με ένα βέλος που ξεκινάει από το Α και καταλήγει στο 
Β.  

 Αν η αρχή και το πέρας ενός διανύσματος συμπίπτουν, τότε το 
διάνυσμα λέγεται μηδενικό διάνυσμα. Έτσι, για παράδειγμα, το 
διάνυσμα 


 είναι μηδενικό διάνυσμα. 

 Για το συμβολισμό των διανυσμάτων χρησιμοποιούμε πολλές φορές 
τα μικρά γράμματα του ελληνικού ή του λατινικού αλφάβητου 
επιγραμμισμένα με βέλος. για παράδειγμα, , ,..., , ,...u v 

  
 

 
Στοιχεία διανύσματος  
Μέτρο 
 Η απόσταση των άκρων ενός διανύσματος 


, δηλαδή το μήκος 

του ευθύγραμμου τμήματος ΑΒ, λέγεται μέτρο ή μήκος του 
διανύσματος 


 και συμβολίζεται με | |


.  

  Αν το διάνυσμα 


 έχει μέτρο 1, τότε λέγεται μοναδιαίο διάνυσμα. 
Κάθε  μηδενικό διάνυσμα έχει μέτρο 0.  
 
Διεύθυνση 
 Η ευθεία πάνω στην οποία βρίσκεται ένα μη μηδενικό διάνυσμα 


 

λέγεται φορέας του 


.  
  Ως φορέα ενός μηδενικού διανύσματος 


 μπορούμε να 

θεωρούμε οποιαδήποτε από τις ευθείες που διέρχονται από το Α. 
  Αν ο φορέας ενός διανύσματος 


 είναι παράλληλος ή συμπίπτει 

με μια ευθεία ζ, τότε λέμε ότι το 


 είναι παράλληλο προς τη ζ και 

γράφουμε / /


. 

 

 AB


 

 

  B 

  A  (αρχή)

 
  ε 

  B 

  A  

 

AA  

 

  Α 
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 Δύο μη μηδενικά διανύσματα 


 και 


, που έχουν 
τον ίδιο φορέα ή παράλληλους φορείς, λέγονται 
παράλληλα ή συγγραμμικά διανύσματα.  

   Στην περίπτωση αυτή λέμε ότι τα 


 και 


 έχουν 

ίδια διεύθυνση και γράφουμε / / 
 

. 
 
Φορά 
Έστω δυο διανύσματα με την ίδια διεύθυνση (παράλληλα) 

 Δύο μη μηδενικά διανύσματα 


 και 


 λέγονται 
ομόρροπα: 
α) όταν έχουν παράλληλους φορείς και βρίσκονται στο ίδιο 
ημιεπίπεδο ως προς την ευθεία ΑΓ που ενώνει τις αρχές τους  ή 
β) όταν έχουν τον ίδιο φορέα και μία από τις ημιευθείες ΑΒ και 
ΓΔ περιέχει την άλλη. 

  Στην περίπτωση αυτή λέμε ότι τα 


 και 


 έχουν την ίδια 
κατεύθυνση (ίδια διεύθυνση και ίδια φορά) και γράφουμε 

 
 

. 

 Δύο μη μηδενικά διανύσματα 


 και 


  λέγονται 
αντίρροπα, όταν είναι συγγραμμικά και δεν είναι ομόρροπα. 

Στην περίπτωση αυτή λέμε ότι τα διανύσματα 


 και 




έχουν αντίθετη κατεύθυνση (ίδια διεύθυνση και αντίθετη 

φορά) και γράφουμε  
 

. 
 
Ίσα Διανύσματα 
Δύο μη μηδενικά διανύσματα λέγονται ίσα όταν έχουν την 
ίδια κατεύθυνση και ίσα μέτρα. 
 Για να δηλώσουμε ότι δύο διανύσματα 


 και 


 είναι 

ίσα, γράφουμε   
 

. Τα μηδενικά διανύσματα 
θεωρούνται ίσα μεταξύ τους και συμβολίζονται με 0


. 

 
Παρατηρήσεις :  
 Αν   

 
, τότε    

 
,   
 

 και   
 

. 
 
 Αν Μ είναι το μέσον του ΑΒ, τότε  

 
 και 

αντιστρόφως.  

Α
Μ

Β  
 

  Γ
  Δ

  Β
  Α

  Δ
  Γ

  Α
  Β

  Δ

  Δ
  Γ

  Γ

  Α

  Α

  Β

  Β

 

 Δ  

  Δ  

  Γ 

  Γ 

  Α 

  Α 

  Β 

  Β 

 

 A  Γ 

 Δ 
 B 

  Α  
  Β 

  Γ 

  Δ 

   Α    Β 

  Γ    Δ 
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Αντίθετα Διανύσματα 
Δύο διανύσματα λέγονται αντίθετα, όταν έχουν αντίθετη 
κατεύθυνση και ίσα μέτρα. 
 Για να δηλώσουμε ότι δύο διανύσματα 


 και 


 

είναι αντίθετα, γράφουμε    
 

 ή   
 

. 
 Είναι φανερό ότι       

   
 

 Ειδικότερα, έχουμε   
 

. 

 
Γωνία δύο Διανυσμάτων 
Έστω δύο μη μηδενικά διανύσματα   και 


. Με αρχή ένα σημείο Ο 

παίρνουμε τα διανύσματα  
 

 και  
 

. 

 a


  

 

  Α  Ο 

  Β  

 


  

  θ  

  

 a


 

 

  Α  Ο 

  Β 

 


 
  

 a


 

 

  Α   Ο   Β 

 


 
 

Την κυρτή γωνία AOB


, που ορίζουν οι ημιευθείες ΟΑ και ΟΒ, την 

ονομάζουμε γωνία των διανυσμάτων   και 


 και τη συμβολίζουμε με 

( , ) 
 

 ή ( , ) 
 

 ή ακόμα, αν δεν προκαλείται σύγχυση, με ένα μικρό 

γράμμα, για παράδειγμα θ. Εύκολα αποδεικνύεται ότι η γωνία των   και 




 είναι ανεξάρτητη από την επιλογή του σημείου Ο. Είναι φανερό 

επίσης ότι 0 00 180   ή σε ακτίνια 0     και ειδικότερα: 

 0  , αν  


. 

   , αν  


. 

 Αν 
2

  , τότε λέμε ότι τα διανύσματα   και 


 είναι 

ορθογώνια ή κάθετα και γράφουμε  


. 

 

Αν ένα από τα διανύσματα , 


 είναι το μηδενικό διάνυσμα, τότε ως 

γωνία των   και 


 μπορούμε να θεωρήσουμε οποιαδήποτε γωνία   με 

0    . Έτσι, μπορούμε να θεωρήσουμε ότι το μηδενικό διάνυσμα, 0


, 
είναι ομόρροπο ή αντίρροπο ή ακόμη και κάθετο σε κάθε άλλο διάνυσμα. 
 

 

 A  Δ 

 Γ 
 B 

  Α  
  Β  

  Δ 
  Γ 

 a


 

 

  Α  

 Ο 

  Β 

 

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Πρόσθεση και αφαίρεση διανυσμάτων  
 
Πρόσθεση  Διανυσμάτων 

Έστω δύο διανύσματα a


 και 


. Με αρχή ένα σημείο Ο παίρνουμε 

διάνυσμα  
 

 και στη συνέχεια με αρχή το Α παίρνουμε διάνυσμα 
 

 
. Το διάνυσμα 


 λέγεται άθροισμα ή συνισταμένη των 

διανυσμάτων a


 και 


 και συμβολίζεται με  


. 
 
Θα αποδείξουμε ότι το άθροισμα των διανυσμάτων   και 


 είναι 

ανεξάρτητο της επιλογής του σημείου Ο.  
Απόδειξη: 
Πράγματι, αν O  είναι ένα άλλο σημείο και πάρουμε τα διανύσματα 

΄ ΄   
 

 και ΄ ΄   
 

, επειδή Ά΄    
  

 και AM A M 
 

  


, 

έχουμε ΄ ΄  
 

 και ΄ ΄ 
 

. Επομένως, ΄ ΄ 
 

, που 
συνεπάγεται ότι και ΄ ΄  

 
. 

 a


  a


  

 

  Α  

 Ο 

 


   


    Μ 

 a


  

  Α΄ 

O  

 


 
M 



βa


 βa

 
Το άθροισμα δύο διανυσμάτων βρίσκεται και με το 
λεγόμενο κανόνα του παραλληλόγραμμου.  

Δηλαδή, αν με αρχή ένα σημείο Ο πάρουμε τα 
διανύσματα  

 
 και  

 
, τότε το άθροισμα 

 


 ορίζεται από τη διαγώνιο O  του 
παραλληλόγραμμου που έχει προσκείμενες πλευρές τις 
O  και  . 
 
 
 
Ιδιότητες  Πρόσθεσης  Διανυσμάτων 
Για την πρόσθεση των διανυσμάτων ισχύουν οι γνωστές ιδιότητες της 
πρόσθεσης πραγματικών αριθμών. Δηλαδή, αν , ,  

 
 είναι τρία 

διανύσματα, τότε: 
 

 a


  
 a
 
   

 a


 

 a


 

 

  Μ 

  Β 

  Α 

 Ο 

 


 

 


 

 

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(1)        a     
  

             (Αντιμεταθετική ιδιότητα) 

(2)        ( ) ( )         
   

 (Προσεταιριστική ιδιότητα) 

(3)        0  
 

                              (Ουδέτερο στοιχείο) 
(4)        ( ) 0   

 
.                        (Αντίθετο στοιχείο) 

 
ΑΠΟΔΕΙΞΗ 

 Από το διπλανό σχήμα έχουμε: 
      

  
  και 

      
   

.   Επομένως,      
  

. 

 Από το διπλανό σχήμα έχουμε: 
( ) ( )             

      
                          

και                        
( ) ( ) .             

      
  

Επομένως, ( ) ( )a        
   

. 

 Οι ιδιότητες (3) και (4) είναι προφανείς.     
 
Παρατηρήσεις:  
 Λόγω της προσεταιριστικής ιδιότητας  έχουμε 

( )   
 

= ( )   
 

=   
 

, το οποίο θα λέμε άθροισμα των 

τριών διανυσμάτων , 


 και  .  
 Το άθροισμα περισσότερων διανυσμάτων 1 2 3, , ,...,       

, 3   
ορίζεται επαγωγικά ως εξής: 

1 2 3 1 2 3 1... ( ... )                   
        

. 
 
Αφαίρεση Διανυσμάτων 

Η διαφορά  


 του διανύσματος 


 από το διάνυσμα   ορίζεται ως 

άθροισμα των διανυσμάτων   και 


. Δηλαδή 

( )      
  

 

 a
 
    

 a


  

 a


  

 a


 

 a


 

 a
 

   

 a
 

   

 

 

   


   

 


 
 


  

 

 a


  
 a
 
   

 a


 

 a


 

 

  Μ 

  Β 

  Α 

 Ο 

 


 

 


 

 


  

 a
  

     

  
 

  

 a
 

   

 a


  

 

  Γ 

  Β 

  Α  

 Ο 

 


 

 

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Σύμφωνα με τα παραπάνω, αν έχουμε δύο διανύσματα   και 


, τότε 

υπάρχει μοναδικό διάνυσμα x


, τέτοιο, ώστε x  
 

. 

Απόδειξη:  

( ) ( ) ( ) 0 ( )x x x x                         
            

. 
 
Διάνυσμα Θέσεως 
“Κάθε διάνυσμα στο χώρο είναι ίσο με τη διανυσματική ακτίνα του 
πέρατος μείον τη διανυσματική ακτίνα της αρχής”.                               
Δηλαδή:  

  
 

Απόδειξη: 

Έστω Ο ένα σταθερό σημείο του χώρου. Τότε για κάθε 
σημείο Μ του χώρου ορίζεται το διάνυσμα 


, το οποίο 

λέγεται διάνυσμα  θέσεως του Μ ή διανυσματική ακτίνα 
του Μ. Το σημείο Ο, που είναι η κοινή αρχή όλων των 
διανυσματικών ακτίνων των σημείων του χώρου, λέγεται 
σημείο αναφοράς στο χώρο. 
Αν Ο είναι ένα σημείο αναφοράς, τότε για οποιοδήποτε διάνυσμα 


 

έχουμε   
  

 και επομένως      
  

 

 
Μέτρο Αθροίσματος Διανυσμάτων 
Στο διπλανό σχήμα βλέπουμε το άθροισμα των 
διανυσμάτων   και 


. Από την τριγωνική ανισότητα 

γνωρίζουμε όμως ότι 
 | ( ) ( ) | ( ) ( ) ( )OA AB OB OA AB     

και επομένως   | | | | | |         
    

 

 
Πολλαπλασιασμός αριθμού με διάνυσμα  
 
Ορισμός  Πολλαπλασιασμού  Αριθμού  με  Διάνυσμα 

 Έστω   ένας πραγματικός αριθμός με 0   και   ένα μη μηδενικό 
διάνυσμα. Ονομάζουμε γινόμενο του λ με το   και το συμβολίζουμε 
με     ή   ένα διάνυσμα το οποίο:  

 είναι ομόρροπο του  , αν 0   και αντίρροπο του  , αν 0   
και 

 έχει μέτρο | || |  . 

   Α  

  Β 

  O  

 a


 
 a
 
    a


  

 
  Β 

  Α  

 Ο  


 

 

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 Αν είναι λ=0 ή 0 


, τότε ορίζουμε ως     το μηδενικό διάνυσμα 
0


. 

 Το γινόμενο 
1 




 το συμβολίζουμε και με 




. 

 
Ιδιότητες  Πολλαπλασιασμού  Αριθμού  με  Διάνυσμα 

Για το γινόμενο πραγματικού αριθμού με διάνυσμα ισχύουν οι επόμενες 
ιδιότητες: 

 (1)   ( )      
  

  
 (2)  ( )      

  
  

 (3)   ( ) ( )   
 

 

 
ΑΠΟΔΕΙΞΗ* 

 (Η απόδειξη των παραπάνω ιδιοτήτων είναι εκτός ύλης)   
 

Ως συνέπεια του ορισμού του γινομένου αριθμού με διάνυσμα και των 
παραπάνω ιδιοτήτων έχουμε: 

 (i) 0 0   


   ή   0 


 

 (ii) ( ) ( ) ( )       
  

 

 (iii) ( - ) -    
  

 

 (iv) ( )      
  

 

 (v) Αν    


   και   0  ,   τότε    


 

 (vi) Αν    
 

   και   0 


,   τότε     . 
 
Γραμμικός  Συνδυασμός  Διανυσμάτων 
Γραμμικός συνδυασμός δύο διανυσμάτων   και 


 ονομάζεται κάθε 

διάνυσμα της μορφής v   


, όπου ,  . 
Ανάλογα ορίζεται και ο γραμμικός συνδυασμός τριών ή περισσότερων 
διανυσμάτων 
 
Συνθήκη  Παραλληλίας  Διανυσμάτων 
ΘΕΩΡΗΜΑ 

Αν , 


  δύο διανύσματα, με 0 
 

, τότε / / 

 


,  . 
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ΑΠΟΔΕΙΞΗ 

Όπως είδαμε, αν δύο διανύσματα   και 


, όπου 0 
 

, συνδέονται με 

τη σχέση  


, τότε τα διανύσματα αυτά είναι παράλληλα. Ισχύει 

όμως και το αντίστροφο. Δηλαδή, αν τα διανύσματα   και 


 είναι 

παράλληλα και 0 
 

, τότε υπάρχει μοναδικός αριθμός   τέτοιος ώστε 

   


. Πράγματι, αν θέσουμε 
| |

| |






 , τότε | | | |  


. Συνεπώς: 

 Αν  


, τότε  


. 

 Αν  


, τότε   


. 

 Αν 0 


,     τότε 0  


. 
Σε κάθε λοιπόν περίπτωση υπάρχει   και μάλιστα μοναδικός (ιδιότητα 
iv), τέτοιος, ώστε    


.  

 
Διανυσματική  Ακτίνα  Μέσου  Τμήματος 
Ας πάρουμε ένα διάνυσμα AB


 και ένα σημείο αναφοράς 

Ο. Για τη διανυσματική ακτίνα OM


 του μέσου Μ του  
τμήματος ΑΒ έχουμε: 
OM OA AM 
  

   και   OM OB BM 
  

. 

Επομένως, 2OM OA AM OB BM OA OB     
      

. Άρα 

2

OA OB
OM



 

 

 
Συντεταγμένες στο επίπεδο  
 
Άξονας 
Πάνω σε μια ευθεία x x  επιλέγουμε δύο σημεία Ο και Ι, έτσι ώστε το  
διάνυσμα 


 να έχει μέτρο 1 και να βρίσκεται στην ημιευθεία Ox . Λέμε 

τότε ότι  έχουμε  έναν  άξονα με αρχή το Ο  και μοναδιαίο διάνυσμα το 
i 

 
  και τον συμβολίζουμε με x x . Η ημιευθεία Ox  λέγεται θετικός 

ημιάξονας Ox , ενώ η Ox  λέγεται αρνητικός ημιάξονας Ox . 

 x x΄  Ο   Ι  Μ(x)

 

Αν, τώρα, πάνω στον άξονα x x  πάρουμε ένα σημείο Μ, επειδή / /OM i
 

, 
θα υπάρχει ακριβώς ένας πραγματικός αριθμός x  τέτοιος ώστε 

  Α

 Ο

  Μ

  Β
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OM x  
 

. Τον αριθμό x  τον ονομάζουμε τετμημένη του Μ. Αλλά και 
αντιστρόφως, από την ισότητα OM x  

 
 προκύπτει ότι σε κάθε 

πραγματικό αριθμό x  αντιστοιχεί μοναδικό σημείο Μ του άξονα x x  με 
τετμημένη x . Το σημείο αυτό συμβολίζεται με ( )x . 
 
Καρτεσιανό Επίπεδο 
Πάνω σε ένα επίπεδο σχεδιάζουμε δύο κάθετους άξονες 
x x  και y y  με κοινή αρχή Ο και μοναδιαία διανύσματα 

τα i


 και j


. Λέμε τότε ότι έχουμε ένα ορθοκανονικό 

σύστημα συντεταγμένων στο επίπεδο ή απλούστερα 
ένα σύστημα συντεταγμένων στο επίπεδο ή ακόμα ένα 
καρτεσιανό επίπεδο και το συμβολίζουμε με Oxy . Το 

σύστημα Oxy  λέγεται ορθοκανονικό, γιατί είναι 

ορθογώνιο και κανονικό. Ορθογώνιο είναι, γιατί οι 

άξονες x x  και y y  είναι κάθετοι, και κανονικό, γιατί τα διανύσματα i


 

και j


 είναι ισομήκη. 

Πάνω στο καρτεσιανό επίπεδο Oxy  παίρνουμε ένα σημείο Μ. Από το Μ 
φέρνουμε την παράλληλη στον y y , που τέμνει τον x x  στο 1M , και την 
παράλληλη στον x x , που τέμνει τον y y  στο 2M . Αν x  είναι η 
τετμημένη του 1M  ως προς τον άξονα x x  και y  η τετμημένη του 2M  ως 
προς τον άξονα y y , τότε ο x  λέγεται τετμημένη του Μ και ο y  
τεταγμένη του Μ. Η τετμημένη και η τεταγμένη λέγονται συντεταγμένες 
του Μ. Έτσι σε κάθε σημείο Μ του επιπέδου αντιστοιχεί ένα ζεύγος 
συντεταγμένων. 

Αλλά και αντιστρόφως σε κάθε ζεύγος ( , )x y  πραγματικών αριθμών 
αντιστοιχεί μοναδικό σημείο του επιπέδου, το οποίο βρίσκεται ως εξής: 
Πάνω στον άξονα x x  παίρνουμε το σημείο 1( )M x  και στον y y  το 
σημείο 2 ( )M y . Από τα 1M  και 2M  φέρνουμε παράλληλες στους άξονες 
y y  και x x  αντιστοίχως, που τέμνονται στο Μ. Το σημείο Μ είναι το 
ζητούμενο. Ένα σημείο Μ με τετμημένη x  και τεταγμένη y  
συμβολίζεται και με ( , )M x y  ή απλά με ( , )x y . 

 

 i


 j


 Ο

x΄

 y΄

 y

 x

 Μ1

 Μ2
 Μ(x,y)
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Συντεταγμένες Διανύσματος 
Έστω Oxy  ένα σύστημα συντεταγμένων στο επίπεδο και   
ένα διάνυσμα του επιπέδου. Με αρχή το Ο σχεδιάζουμε το 
διάνυσμα OA 

 
. Αν 1A  και 2A  είναι οι προβολές του Α 

στους άξονες x x  και y y  αντιστοίχως, έχουμε: 

1 2OA OA OA 
  

    (1) 

Αν ,x y  είναι οι συντεταγμένες του A , τότε ισχύει 1OA x
 

 

και 2OA yj
 

. Επομένως η ισότητα (1) γράφεται   xi yj  
 

 

Αποδείξαμε δηλαδή ότι το   είναι γραμμικός συνδυασμός των i


 και 
j


. 
Στην παραπάνω κατασκευή οι αριθμοί x  και y  είναι μοναδικοί.  
 

“Κάθε διάνυσμα   του επιπέδου γράφεται κατά μοναδικό τρόπο στη 
μορφή xi yj  

 
”. 

Απόδειξη: 
Πράγματι, έστω ότι ισχύει και x i y j   

 
. 

Τότε θα έχουμε: xi yj x i y j   
   

 ( ) ( )x x i y y j   
 

 

Έστω ότι x x , δηλαδή ότι 0x x  , τότε θα ισχύει: 
y y

i j
x x

 




 
 

Η σχέση αυτή, όμως, δηλώνει ότι / /i j
 

, που είναι άτοπο, αφού τα i


 και 

j


 δεν είναι συγγραμμικά. Επομένως x x , που συνεπάγεται ότι και 
y y .  

Παρατηρήσεις: 

 Τα διανύσματα xi


 και yj


 λέγονται συνιστώσες του διανύσματος   

κατά τη διεύθυνση των i


 και j


 αντιστοίχως,  

 Οι αριθμοί ,x y  λέγονται συντεταγμένες του   στο σύστημα Oxy .  

 Ο x  λέγεται τετμημένη του   και ο y  λέγεται τεταγμένη του  . 

 Από τον τρόπο που ορίστηκαν οι συντεταγμένες ενός διανύσματος 
προκύπτει ότι:  “Δύο διανύσματα είναι ίσα αν και μόνο αν οι 
αντίστοιχες συντεταγμένες τους είναι ίσες”. 

 Καθένα από τα ίσα διανύσματα με τετμημένη x  και τεταγμένη y , θα 
το συμβολίζουμε με το διατεταγμένο ζεύγος ( , )x y . 

 a


 a


 i


 j


 Ο  A1

 y

 x

 A Α2
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Συντεταγμένες  Γραμμικού  Συνδυασμού  Διανυσμάτων 
Αν  1 1( , )x y 


 και 2 2( , )x y 


, τότε έχουμε:                                   

1 2 1 2( , )x x y y    


       και       1 1( , )x y  


 ή ισοδύναμα 

1 1 2 2 1 2 1 2( , ) ( , ) ( , )x y x y x x y y     

1 1 1 1( , ) ( , )x y x y    

Απόδειξη:  

 1 1 2 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )x i y j x i y j x x i y y j         
      

 

 1 1 1 1( ) ( ) ( )x i y j x i y j      
   

 .  
 
Παρατήρηση: 
Γενικότερα, για το γραμμικό συνδυασμό  


 έχουμε: 

1 1 2 2 1 2 1 2( , ) ( , ) ( , )x y x y x x y y              


. 
 
Συντεταγμένες  Μέσου  Τμήματος 
Αν 1 1( , )x y  και 2 2( , )x y  δύο σημεία του καρτεσιανού 
επιπέδου και  Μ ( , )x y  το μέσο του ευθυγράμμου τμήματος  

ΑΒ ισχύει: 1 2

2

x x
x


     και    1 2

2

y y
y


  

Απόδειξη:  
Επειδή  ( , )OM x y


, 1 1( , )OA x y


, 2 2( , )OB x y


, έχουμε  
1

( )
2

OM OA OB 
  

 

1 1 2 2

1
( , ) [( , ) ( , )]

2
x y x y x y  1 2 1 2,

2 2

x x y y    
 

 

Επομένως ισχύει 1 2

2

x x
x


     και    1 2

2

y y
y


  

 
Συντεταγμένες  Διανύσματος  με  Γνωστά  Άκρα 

Οι συντεταγμένες ( , )x y  του διανύσματος AB


 με άκρα τα σημεία 

1 1( , )A x y  και 2 2( , )x y  δίνονται από τις σχέσεις :                                                    

2 1x x x      και    2 1y y y  . 

 

 Ο 

 y 

 x 

 A(x1,y1)

 B(x2,y2) 

 Μ(x,y) 
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 a


 Ο  A1

 y 

 x

 A(x,y)
  Α 2 

Απόδειξη:  
 Επειδή, , ( , )AB x y


, 1 1( , )OA x y


, 2 2( , )OB x y


, και 

AB OB OA 
  

 2 2 1 1 2 1 2 1( , ) ( , ) ( , ) ( , )x y x y x y x x y y     . 
Δηλαδή 
τετμημένη του AB 


τετμημένη του Β — τετμημένη του Α 

τεταγμένη του AB 


τεταγμένη του Β — τεταγμένη του Α. 
 

Μέτρο  Διανύσματος 

Αν ( , )x y 


,    τότε     2 2| | x y  


 (1) 

Απόδειξη:  
Έστω OA 

 
, 1  και 2  είναι οι προβολές του Α στους 

άξονες x x  και y y  αντιστοίχως, επειδή το σημείο Α έχει 
τετμημένη x  και τεταγμένη y , θα ισχύει 1( ) | |x   και 

2( ) | |y  . Έτσι θα έχουμε: 

2 2 2 2 2 2
1 1 1 2| | ( ) ( ) ( ) ( ) ( )           


     

2 2 2 2| | | |x y x y    . 

 

Απόσταση σημείων  

Η απόσταση των σημείων 1 1( , )x y  και 2 2( , )x y  είναι ίση με  
2 2

2 1 2 1( ) ( ) ( )x x y y     . 

Απόδειξη: 
Επειδή η απόσταση ( )  των σημείων Α και Β είναι ίση με 

το μέτρο του διανύσματος 2 1 2 1( , )AB x x y y  


, σύμφωνα με 

τον τύπο (1) θα ισχύει:   2 2
2 1 2 1( ) ( ) ( )x x y y        (2) 

 
 
Συνθήκη  Παραλληλίας  Διανυσμάτων 
Έστω 1 1( , )x y 


 και 2 2( , )x y 


 δύο διανύσματα του καρτεσιανού 

επιπέδου, τότε 1 1

2 2

/ / 0
x y

x y
   


δηλ. / / det( , ) 0a   

  
 

Απόδειξη:  

 Αν τα διανύσματα   και 


 είναι παράλληλα, τότε 1 1

2 2

0
x y

x y
 . 

 

 Ο 

 y 

 x 

 A(x1,y1) 

 B(x2,y2)

 

 Ο

 y

 x

 A(x1,y1)

 B(x2,y2)
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— Αν τα διανύσματα είναι παράλληλα και υποθέσουμε ότι 0 
 

, τότε 

θα υπάρχει  , τέτοιος, ώστε  

 1 1 2 2( , ) ( , )x y x y  


1 2

1 2

x x

y y








 

   1 2 1 2 2 2 2 2 0x y y x x y y x       1 1

2 2

0
x y

x y
 . 

— Αν 0 
 

, τότε θα ισχύει 1 1 1 1

2 2

0
0 0

x y x y

x y
  . 

 Αντιστρόφως, αν 0
22

11 
yx

yx
, τότε τα διανύσματα   και 


 θα είναι 

παράλληλα.  Πράγματι, επειδή 1 1

2 2

0
x y

x y
 , έχουμε 1 2 2 1x y x y . 

Επομένως, 

— Αν 2 0x  , τότε 1
1 2

2

x
y y

x
 , οπότε, αν θέσουμε 1

2

x

x
 , θα έχουμε 

1 2x x      και     1 2y y .   Άρα,  


 και συνεπώς / / 


. 

— Αν 2 0x  , τότε 1 2 0x y  , οπότε αν 1 0x  , τα διανύσματα   και 


 θα 
είναι παράλληλα προς τον άξονα των τεταγμένων, άρα και μεταξύ τους 
παράλληλα, ενώ, αν 2 0y  , τότε το 


 θα είναι το μηδενικό διάνυσμα και 

άρα, παράλληλο προς το  . 
 
Συντελεστής  Διεύθυνσης  Διανύσματος 
 Έστω ( , )x y 


 ένα μη μηδενικό διάνυσμα και A  το 

σημείο του επιπέδου για το οποίο ισχύει OA a
 

. Τη γωνία 
 , που διαγράφει ο ημιάξονας Ox  αν στραφεί γύρω από το Ο 
κατά τη θετική φορά μέχρι να συμπέσει με την ημιευθεία ΟΑ, 
την ονομάζουμε γωνία που σχηματίζει το διάνυσμα   με 
τον άξονα x x . Είναι φανερό ότι  0 2   . 

Για τη γωνία  , όπως είναι γνωστό από την Τριγωνομετρία, αν το   δεν 

είναι παράλληλο προς τον άξονα y y , ισχύει 
y

x
  . Το πηλίκο 

y

x
 της 

τεταγμένης προς την τετμημένη του διανύσματος ( , )x y 


, με 0x  , το 
λέμε συντελεστή διεύθυνσης του   και τον συμβολίζουμε με    ή 

απλώς με λ. Επομένως:  
y

x
    

Είναι φανερό ότι:  

 φ

 Ο

 y

 x

 A(x,y)
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— Αν 0y  , δηλαδή αν / /x x 
, τότε ο συντελεστής διεύθυνσης του 

διανύσματος   είναι ο 0  . 
— Αν 0x  , δηλαδή αν / / y y 

, τότε δεν ορίζεται συντελεστής 
διεύθυνσης του διανύσματος  . 

 Έστω  δύο διανύσματα 1 1( , )x y 


 και 2 2( , )x y 


 με συντελεστές 

διεύθυνσης 1  και 2  αντιστοίχως. Τότε: 1 2/ /    


  

Απόδειξη: 

1 1 1 2
1 2 2 1 1 2

2 2 1 2

/ / 0
x y y y

x y x y
x y x x

          


. 

Εσωτερικό γινόμενο διανυσμάτων  
 
ΟΡΙΣΜΟΣ 

   Ονομάζουμε εσωτερικό γινόμενο δύο μη μηδενικών διανυσμάτων 
  και 


 και το συμβολίζουμε με  


 τον πραγματικό αριθμό 

| | | |       
  

, όπου   η γωνία των διανυσμάτων   και 


. 

   Αν 0 


 ή 0 


, τότε ορίζουμε    0  


 

 
Άμεσες συνέπειες του παραπάνω ορισμού είναι οι εξής: 

      
  

          (Αντιμεταθετική ιδιότητα)  

 Αν    

 0  


  ( , 0  

 
)            

 Αν    

 | | | |     

  
  

 Αν     

 | | | |      

  
 

 2 2| |  
  ( 2 το εσωτερικό γινόμενο   

)  

Ειδικότερα, για τα μοναδιαία διανύσματα i


 και j


 του καρτεσιανού 

επίπεδου ισχύουν: 0i j j i   
   

     και     2 2 1i j 
 

 
 
Αναλυτική  Έκφραση  Εσωτερικού  Γινομένου 

“Το εσωτερικό γινόμενο δύο διανυσμάτων είναι ίσο με το άθροισμα των 
γινομένων των ομώνυμων συντεταγμένων τους”. Δηλαδή:  

1 2 1 2x x y y   


 
 
Απόδειξη: 
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Έστω τα διανύσματα 1 1( , )x y 


 και 2 2( , )x y 


. Με αρχή το Ο 

παίρνουμε τα διανύσματα OA 
 

 και OB 
 

. Από το νόμο των 
συνημιτόνων στο τρίγωνο ΟΑΒ έχουμε την ισότητα 

2 2 2( ) ( ) ( ) 2( )( )


         , 

η οποία ισχύει και στην περίπτωση που τα σημεία Ο,Α,Β 
είναι συνευθειακά. Όμως είναι 

2 2 2
2 1 2 1( ) ( ) ( )x x y y     , 2 2 2

1 1( ) x y    και 
2 2 2

2 2( ) x y   .  

Επομένως, έχουμε διαδοχικά: 

2 2 2 2 2 2
2 1 2 1 1 1 2 2( ) ( ) 2( )( )x x y y x y x y 



            

2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 1 2 22 2 2( )( )x x x x y y y y x y x y 



            

και επειδή ( )( )  


    


, έχουμε τελικά: 

1 2 1 2x x y y   


 
 
Ιδιότητες: 
 ( ) ( ),            

   
 

 ( )           
     

      (Επιμεριστική Ιδιότητα) 

 1 2 1      


     όπου  1      και  2    ,  ( , 

 y y ) 

Αποδείξεις:  
Πράγματι, αν 1 1( , )x y 


, 2 2( , )x y 


 και 3 3( , )x y 


, τότε έχουμε: 

 1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2( ) ( , )( , ) ( ) ( ) ( ) ( )x y x y x x y y x x y y                
  

και

1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2( ) ( , )( , ) ( ) ( ) ( ) ( )x y x y x x y y x x y y                
  

 

Άρα, ( ) ( ) ( )          
    

 

 1 1 2 3 2 3 1 2 3 1 2 3( ) ( , )( , ) ( ) ( )x y x x y y x x x y y y          
 

 

1 2 1 3 1 2 1 3 1 2 1 2 1 3 1 3( ) ( ) ( ) ( )x x x x y y y y x x y y x x y y              
  

.  

 1 2 1 2 1 2 1 20 0x x y y y y x x             
   1 2

1 2

1
y y

x x
 

1 2 1     
 
 
 

 a
 



 θ

 Ο

 y

 x

 Α(x1,y1)

 Β(x2,y2)
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Συνημίτονο  Γωνίας  δύο  Διανυσμάτων 
Αν 1 1( , )x y 


 και 2 2( , )x y 


 είναι δύο μη μηδενικά διανύσματα του 

επιπέδου που σχηματίζουν γωνία θ, τότε | | | |     
  

 και 

επομένως,  
| | | |

 
 







 . 

Είναι όμως  1 2 1 2x x y y   


,   2 2
1 1| | x y  


   και   2 2

2 2| | x y  


. 

Επομένως, 1 2 1 2

2 2 2 2
1 1 2 2

x x y y

x y x y
 


  

 

 
Προβολή  Διανύσματος  σε  Διάνυσμα 
Έστω , v   δύο διανύσματα του επιπέδου με 0 


. Με 

αρχή ένα σημείο Ο παίρνουμε τα διανύσματα OA 
 

 και 
OM 
 

. Από το Μ φέρνουμε κάθετο στη διεύθυνση του 
OA


 και έστω 1M  το ίχνος της καθέτου. 

Το διάνυσμα 1OM


 λέγεται προβολή του v


 στο   και 
συμβολίζεται με    . Δηλαδή, 

1OM 


   . 

Αποδεικνύεται ότι η προβολή του   πάνω στο   είναι ανεξάρτητη από 
την επιλογή του σημείου Ο. Για το εσωτερικό γινόμενο των   και   
έχουμε: 

1 1 1 1 1( )v OM M M OM M M OM                
         

    

Επομένως:         
   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 a


 

 

 θ 

 Ο 
 M1 

 M 

 A 
 v

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Μέρος Β 
Ασκήσεις 
(Τυπολόγιο, 
ασκήσεις,                
θέματα 

πανελλαδικών, 
θέματα Ο.Ε.Φ.Ε. ) 
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ΤΥΠΟΛΟΓΙΟ 
Διανύσματα χωρίς συντεταγμένες:  
Πρόσθεση διαδοχικών διανυσμάτων : 

  
  

 
 
 
 
Πρόσθεση διανυσμάτων  με κοινή αρχή (κανόνας  παραλ/μου): 

   
  

 
 
 
 
Μέσο τμήματος :  

1

2
   
  

   

ή   
 

 

ή 0  
  

 
 
Διάνυσμα Θέσης :  

  
  

   
 
 
 
 
 
Διανυσματική ακτίνα μέσου τμήματος:  

2

 
 

 
 

 
 
 
 
 
 
Ιδιότητες Πρόσθεσης διανυσμάτων : 

  a     
  

             (Αντιμεταθετική ιδιότητα) 

 ( ) ( )         
   

 (Προσεταιριστική ιδιότητα) 

  0  
 

                                  (Ουδέτερο στοιχείο) 
 ( ) 0   

 
.                             (αντίθετο στοιχείο)  
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Αφαίρεση Διανυσμάτων :  ( )      
  

 
 
Ιδιότητες  Πολλαπλασιασμού  Αριθμού  με  Διάνυσμα 

Για το γινόμενο πραγματικού αριθμού με διάνυσμα ισχύουν οι επόμενες 
ιδιότητες: 

 ( )      
  

    

 ( )      
  

  

 ( ) ( )   
 

  

 0 0   


   ή   0 


 

 ( ) ( ) ( )       
  

 

 ( - ) -    
  

 

 ( )      
  

 

 Αν    


   και   0  ,   τότε    


+ 

 Αν    
 

   και   0 


,   τότε     . 
 
Συνθήκη  Παραλληλίας  Διανυσμάτων 
Αν , 


  δύο διανύσματα, με 0 

 
, τότε / / 


 


,  . 

 
ΣυντεταγμένεςΔιανύσματος

 
Συντεταγμένες και πράξεις 
      1 1 2 2 1 2 1 2, , ,x y x y x x y y     

    1 1 1 1, ,x y x y    

      1 1 2 2 1 2 1 2, , ,x y x y x x y y          

χ= τετμημένη 
y= τεταγμένη 

Ο

Α(χ,y) 

χ 

y 

i


 

j


 

( , )xi yj x y   
 

 


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Συντεταγμένες Μέσου τμήματος 

 
Συντεταγμένες  Διανύσματος με γνωστά άκρα:  
 

 
Μέτρο Διανύσματος  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 1 1,x y  

 1 2,x y  

 ,x y  

1 2

2

y y
y


  

1 2

2

x x
x


  

 1 1,x y  

 2 2,x y  

 2 1 2 1,x x y y   


 

  

 ,x y  

Αν  ,x y 


                  

τότε ισχύει  
2 2x y  


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Απόσταση δύο σημείων : 

 
Συνθήκη παραλληλίας διανυσμάτων:  

Αν  1 1,x y 


 και  2 2,x y 


 :
1 1

2 2

// 0

: //  ( 0)

x y

x y

΄

 

      

 
  

 
    



   
       

 
 
Συντελεστής διεύθυνσης διανυσμάτων: 

 
Εσωτερικό γινόμενο διανυσμάτων:  
ΟΡΙΣΜΟΣ: 

 Αν 0 


 ή 0 
 

 τότε:  0  


 

 Αν 0 


 και 0 
 

 τότε:  | | | |       
  

, όπου φ η γωνία 

των διανυσμάτων 


 και


. 
(ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ: Το εσωτερικό γινόμενο είναι αριθμός και όχι 
διάνυσμα !!!!!!!!!) 

 
 
 

 1 1,x y  

 2 2,x y  

     2 2

2 1 2 1x x y y      

 ,x y  

̂    

0φ2π,  ,x y 


  

συντελεστής διεύθυνσης :         

ˆy

x
    

 Αν y=0: // ΄  


 και λ=0 
 Αν χ=0: // y΄y


 και          

λ= δεν ορίζεται 
 Αν  1 1,x y 


 και 

 2 2,x y 


  τότε 

1 2//    

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Προφανείς ιδιότητες: 

      
  

  (αντιμεταθετική ιδιότητα) 

 0      
  

 

 | | | |        
    

  

 | | | |         
    

  

 
22 

 
 

 0i j j i   
   

 και 2 2 1i j 
 

 

Αναλυτική Έκφραση Εσωτερικού Γινομένου:                                                    

Αν  1 1,x y 


 και  2 2,x y 


 τότε : 1 2 1 2x x y y   


 

 
Ιδιότητες εσωτερικού γινομένου (με απόδειξη)  

                
    

 

             
     

 (Επιμεριστική Ιδιότητα) 

 1 2 1       


 , όπου 1     και 2 
    με , 


//y΄y. 

(ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ: ΠΡΟΣΟΧΗ!!!!!!! Η μόνη ιδιότητα που δεν ισχύει 
γενικά στα διανύσματα είναι η προσεταιριστική  ιδιότητα. 

Συνημίτονο Γωνίας δύο Διανυσμάτων: 

 όταν δεν έχουμε συντεταγμένες : 
| | | |

 
 







  

 όταν έχουμε συντεταγμένες : 1 2 1 2

2 2 2 2
1 1 2 2

x x y y

x y x y
 


  

   

Προβολή Διανύσματος σε Διάνυσμα:  

 
 
 

Ο 

Μ 

Μ1 

Α 




 




 

       
   
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
Α. Η έννοια του διανύσματος – πρόσθεση και αφαίρεση     
1) ✍ Οι δυνάμεις 521 ,...,, FFF


 ασκούνται στο σώμα Σ. Ποια δύναμη 

χρειάζεται, ώστε να μην αφήσει το σώμα Σ να μετακινηθεί από τη 
θέση του; 

 

 

F5

 

F3

 Σ

 

F4

 

F1

 

F2

 
2) ✍ Δίνονται τέσσερα σημεία , ,    και   και έστω , ,  

 
 και 


 τα 

αντίστοιχα διανύσματα θέσεως ως προς ένα σημείο αναφοράς Ο. Τι 
είδος είναι το τετράπλευρο   αν:                                                               
i)      

  
                                                                                                   

ii) | | | |     
  

                                                                                                          

iii)      
  

   και   | | | |     
  

 

3) ✍ Να εκφράσετε το διάνυσμα x


 σε καθένα από τα παρακάτω 

σχήματα ως συνάρτηση των άλλων διανυσμάτων που δίνονται: 

 

a  

 

  

 

 

x  

 i) 

        

 

x  

 

a

 



 



 ii) 

        

 

x

 

a

 

  

 

  

 

  

 

  

 

iii) 

 
4) ✍ Σε κάθε τρίγωνο ΑΒΓ να αποδείξετε ότι ισχύει  0     

   
 

5) ✍ Δίνεται τετράπλευρο ΑΒΓΔ. Να αποδείξετε ότι ισχύει:                                               

i) 0      
    

 ii)       
   

. 

6) ✍ Έστω Μ τυχαίο σημείο του επιπέδου  ενός παραλληλογράμμου 

ΑΒΓΔ. Να δείξετε ότι:                                                                                                      

α)  
   

  β) 0  
    

. 

7) ✍ Για τέσσερα σημεία Α, Β, Γ, Δ να αποδειχθεί ότι  

      
   

.  
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8) ✍ Να αποδειχθεί ότι για έξι τυχαία σημεία Α, Β, Γ, Δ, Ε, Ζ, ισχύει: 

          
     

. 

9) ✍ Δίνονται τα σημεία Α, Β, Γ, Δ, Ε, Μ, Ν, και Ζ, τέτοια ώστε  

  
 

 και   
 

. Να αποδείξετε ότι   
 

 και   
 

. 

10) ✍ Δίνονται τέσσερα σημεία Α,Β,Γ,Δ και έστω Ο, το μέσο του 

τμήματος ΑΓ. Να αποδείξετε ότι     
   

. 

11) ✍ Έστω Μ το μέσο της πλευράς ΑΓ ενός τριγώνου ΑΒΓ. Με αρχή 

το Μ γράφουμε διανύσματα   
 

 και   
 

.Να αποδείξετε 
ότι το Α είναι μέσο του ΔΕ.  

12) ✍ Αν για τα σημεία Α, Β, Γ, Δ και Ε ισχύουν οι ισότητες   
 

 

και   
 

 να αποδείξετε ότι το Δ είναι μέσο του ΓΕ.  
13) ✍ Σε τρίγωνο ΑΒΓ γράφουμε τα διανύσματα    

 
 και 

  
 

. Να αποδείξετε ότι το Γ είναι μέσο του ΔΕ. 

14) ✍ Αν ισχύει η σχέση     
   

, να αποδείξετε ότι το Λ 

είναι το μέσο του ΒΚ.  
15) ✍ Έστω Α, Β, Γ, Δ, Ε ισχύει η σχέση :       

   
, να 

αποδείξετε ότι τα Δ, Ε ταυτίζονται. 

16) ✍ Στο επίπεδο θεωρούμε τα σημεία Α, Β, Γ, Δ. Αν για το σημείο Ο 

ισχύει       
   

, να αποδείξετε ότι το σημείο Ο ταυτίζεται 
με το σημείο Α. 

17) ✍ Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ και Ε σημείο του επιπέδου του 

ώστε να είναι     
  

 . Να αποδείξετε ότι     
  

. 

18) ✍ Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ. Αν Ε και Ζ είναι οι προβολές 

των Δ και Β αντίστοιχα στη διαγώνιο ΑΓ, να αποδειχθεί ότι τα 

διανύσματα 


 και 


 είναι αντίθετα.  

19) ✍ Αν για δύο τρίγωνα ΑΒΓ και ΑΔΕ ισχύει       
   

, να 

δείξετε ότι το τετράπλευρο ΒΔΓΕ είναι παραλληλόγραμμο. 

20) ✍ Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και Δ τυχαίο σημείο της ΑΓ. Αν το σημείο 

Ε ορίζονται από τη σχέση       
   

, να δείξετε ότι το 
ΑΒΓΕ είναι παραλληλόγραμμο. 

21) ✍ Έστω τρίγωνο ΑΒΓ, να σημειώσετε τα σημεία Δ, Ε, και Ζ για τα 

οποίο ισχύει    
 

,      
  

  και    
  

,  και να 
αποδείξετε ότι το ΔΖΕΓ είναι παραλληλόγραμμο.  
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22) ✍ Πάνω στις πλευρές ΑΒ και ΒΓ παραλληλογράμμου ΑΒΓΔ 

παίρνουμε σημεία Μ και Ν αντίστοιχα και γράφουμε τα διανύσματα 

  
 

 και   
 

. Να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο ΖΜΕΝ 
είναι παραλληλόγραμμο.  

23) ✍ Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ. Κατασκευάζουμε εξωτερικά του τριγώνου 

αυτού τα παραλληλόγραμμα ΑΒΔΕ, ΑΛΚΓ και ΒΓΝΚ. Να 

αποδείξετε ότι ισχύει 0   
   

. 

24) ✍  Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ.                                                                                                

α) Να προσδιορίσετε στο επίπεδο  του τριγώνου σημεία Κ, Λ και Μ 

τέτοια, ώστε να ισχύει:   
 

,    
  

 και 

   
  

.                                                                                    
β) Να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο ΚΜΛΓ είναι παραλληλόγραμμο.  

25) ✍ Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ=ΑΓ) και έστω ΒΕ και ΓΔ 

τα ύψη του. Φέρνουμε τα διανύσματα    
 

 και   
 

. Να 
αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΑΗΖ είναι ισοσκελές. 

26) ✍ Δίνεται κανονικό εξάγωνο  . Αν  
 

 και B  
 

, 

να εκφράσετε το διάνυσμα 


 ως συνάρτηση των   και 


. 

27) ✍ Για ένα τυχαίο εξάγωνο 1 2 3 4 5 6PP P P P P  να αποδείξετε ότι 

1 3 2 4 3 5 4 6 5 1 6 2 0PP P P P P P P P P P P     
      

. 

28) ✍ Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ. Να βρεθεί σημείο Μ, τέτοιο ώστε 

0     
   

. 

29) ✍ Να βρεθεί σημείο Μ του επιπέδου του παραλληλογράμμου 

ΑΒΓΔ τέτοιο ώστε :     
   

. 

30) ✍ Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ. Να βρεθεί σημείο Ρ τέτοιο 

ώστε να ισχύει :         
    

 
 
Β. Πολλαπλασιασμός αριθμού με διάνυσμα-Παράλληλα 
διανύσματα      
31) ✍ Αν   είναι ένα μη μηδενικό διάνυσμα, να βρεθεί ένα μοναδιαίο 

διάνυσμα ομόρροπο και ένα αντίρροπο με το  . 

32) ✍ Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ. Αν Μ και Ν είναι τα μέσα των πλευρών 

ΒΓ και ΓΑ αντίστοιχα να αποδείξετε ότι : 
1

2
  
 

. 
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33) ✍ Δίνονται τα σημεία Α, Β, Μ και θεωρούμε σημείο Ο ως αρχή. Αν 

ισχύει η σχέση 
2

 
 

 
, να αποδείξετε ότι τα σημεία Α, Β 

και Μ είναι συνευθειακά και ότι το Μ είναι μέσο του ΑΒ. 

34) ✍ Να βρείτε το διάνυσμα x


 σε καθεμιά από τις περιπτώσεις:                           

i)  
1 1

( ) ( )
2 3

x x   
 

                                                                                            

ii)  3( ) 4( ) 3x x       
   

. 

35) ✍ Σε ευθύγραμμο τμήμα ΒΓ θεωρούμε εσωτερικό σημείο Μ τέτοιο, 

ώστε  ( ) 2( )   , να αποδείξετε ότι 
1

( 2 )
3

    
  

. 

36) ✍ Στο διπλανό σχήμα έχουμε:  2   , 

 
 

, 2 
 

 και  
 

.                                                    

i) Να εκφράσετε συναρτήσει των   και 


 τα 

διανύσματα 


, 


, 


, 


 και 


.                                                                          
ii) Από τις εκφράσεις των 


 και 


 ποιο 

συμπέρασμα προκύπτει για τα σημεία  , και  ; 

37) ✍ Έστω   
 

,  
 

, 3 
 

 και 3 
 

. Να αποδείξετε 

ότι τα σημεία Α, Γ και Ε είναι συνευθειακά.  

38) ✍ Αν 3 2 3A        
    

, να αποδείξετε ότι τα σημεία 

,   και   είναι συνευθειακά.  
39) ✍ Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ και τα σημεία Μ, Ν τέτοια 

ώστε να είναι   
 

 και   
 

. Να αποδείξετε ότι τα σημεία 
Μ, Γ και Ν είναι συνευθειακά.  

40) ✍ Αν ισχύει 2 3 5 0     
   

, να αποδείξετε ότι τα σημεία Α, 

Β και Γ είναι συνευθειακά.  

41) ✍ Δίνονται τα διανύσματα 


 και 


 με 


  

και τα σημεία Α, Β, 

Γ, Ο. Αν 2 3   
  

, 5   
  

 και 11 3   
  

. Να  
αποδείξετε ότι τα σημεία Α, Β και Γ είναι συνευθειακά και ότι 
ΒΓ=2ΑΒ.  

42) ✍ Δίνονται τα σημεία Ο, Α, Β, Γ τέτοια ώστε να μην είναι και τα 

τέσσερα στην ίδια ευθεία. Αν ισχύει      
  

 , με λ, κ  
και κ+λ=1. Να δείξετε ότι τα σημεία Α, Β, Γ είναι συνευθειακά. 

 



 2

a

 

a

 Β
 Ε

 Δ

 Γ

 A
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43)  ✍ Αν ισχύει ότι :    2 3 5       
  

 να αποδείξετε ότι 

τα σημεία Α, Β, Γ είναι συνευθειακά. 

44) ✍ Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και τα σημεία Δ, Ε και Ζ τέτοια ώστε 

1

3
  
 

  
1

2
  
 

 και 
3

5
  
 

. Να δείξετε ότι τα σημεία Δ, 

Ε και Ζ είναι συνευθειακά.  

45) ✍ Εάν 2 3 2         
     

 να αποδείξετε ότι τα 

διανύσματα 


 και 


 είναι αντίρροπα.  

46) ✍ Θεωρούμε ένα παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ και δύο σημεία Ε και Ζ 

τέτοια, ώστε :   
 

 και   
 

, όπου  
1







με κ≠1. Να 

αποδείξετε ότι τα σημεία Ε, Γ και Ζ είναι συνευθειακά.  

47) ✍ Δίνεται τρίγωνο  . Αν A AB A    
  

 και 

     
  

. να αποδείξετε ότι / / 
 

. 

48) ✍ Αν ,   και   είναι διάμεσοι τριγώνου  , να 

αποδείξετε ότι 0     
   

. 

49) ✍ Αν , ,    είναι τα μέσα των πλευρών  ,  ,  , 

αντιστοίχως, τριγώνου  , να αποδείξετε ότι για οποιοδήποτε 
σημείο Ο ισχύει:     

     
. 

50) ✍ Αν   και   είναι τα μέσα των διαγωνίων   και  , 

αντιστοίχως, ενός τετραπλεύρου  , να αποδείξετε ότι 
4A        

    
. 

51) ✍ Δίνεται τραπέζιο ΑΒΓΔ (ΑΒ//ΓΔ). Αν Μ και Ν είναι τα μέσα των 

μη παράλληλων πλευρών του, να αποδείξετε ότι:  1

2
    
  

. 

52) ✍ Αν Κ, Λ τα μέσα των πλευρών ΑΒ και ΓΔ τυχαίου τετραπλεύρου 

ΑΒΓΔ, να αποδείξετε ότι :  1

2
    
  

. 

53) ✍ Δίνονται τα διανύσματα 


 και ΄ ΄ 


.Αν Μ και Μ΄ είναι τα 

μέσα των  


 και ΄ ΄ 


 αντίστοιχα να αποδείξετε ότι : 

2΄ ΄ ΄   
  

. 
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54)  ✍ Δίνεται τετράπλευρο ΑΒΓΔ. Αν Μ και Ν είναι τα μέσα των 

διαγωνίων ΑΓ και ΒΔ αντίστοιχα, να αποδείξετε ότι : 

   1 1

2 2
       
    

. 

55) ✍ Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ. ΑΝ Κ, Λ, Μ είναι τα μέσα των πλευρών 

του ΑΒ, ΑΓ, ΒΓ αντίστοιχα και Σ ένα τυχαίο σημείο του επιπέδου 

του, να αποδείξετε ότι :           
     

. 

56) ✍  Δίνεται τετράπλευρο   και έστω   και   τα μέσα των 

διαγωνίων του   και   αντιστοίχως. Να αποδείξετε ότι αν 
4MN A B   
  

, τότε το τετράπλευρο αυτό είναι παραλληλόγραμμο. 

57) ✍ Δίνεται το μη μηδενικό διάνυσμα 


 και σημείο   τέτοιο ώστε 

να ισχύει   
 

 και   
 

. Να αποδείξετε ότι 1   . 

58) ✍  Στο διπλανό σχήμα είναι  

1

3
  
 

 και 
1

3
  
 

.Αν G 

είναι το κέντρο βάρους του 
τριγώνου ΑΒΓ, να αποδείξετε ότι 
το τετράπλευρο ΑGΔΕ είναι 
παραλληλόγραμμο.  

59) ✍  Να αποδείξετε ότι αν ισχύουν δύο από τις σχέσεις 

0xKA yKB zK   
   

, 0x A y B z     
   

, 0x y z   , τότε θα 
ισχύει και η τρίτη (το σημείο K  είναι διαφορετικό από το  ). 

60) ✍  Αν , 


 και r


 είναι οι διανυσματικές ακτίνες των σημείων 

,   και   αντιστοίχως και 







, να αποδείξετε ότι αν το   

είναι εσωτερικό του  , τότε r
 
 






, ενώ αν το   είναι 

εξωτερικό του  , τότε r
 
 






. 

61) ✍  Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ. Να βρείτε σημείο Μ τέτοιο, 

ώστε MA MB M M    
   

 

62) ✍ Δίνονται τα σημεία ,   και  . Να αποδείξετε ότι για 

οποιοδήποτε σημείο   το διάνυσμα 3 5 2MA MB M  
  

 είναι 
σταθερό. 
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
j

  

i

 y

 Ζ

 x

 Κ

 Η Θ Δ

 Ε

 Γ

 Β

 Α Ο

63) ✍ Έστω το κανονικό εξάγωνο ΑΒΓΔΕΖ. Να αποδείξετε ότι : 

3          
     

 . 

64) ✍ Έστω παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ. Αν Κ είναι το κέντρο του, και 

Μ το μέσον του ΚΓ. Να δείξετε ότι: 4 2     
   

. 

65) ✍ Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ και σημείο Ρ τέτοιο ώστε 

2   
 

. Να αποδείξετε ότι : 2 0       
    

. 

66) ✍ Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ. Να προσδιορίσετε σημείο Ρ τέτοιο ώστε 

να ισχύει: 3    
  

. 

67) ✍ Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ. Να προσδιορίσετε σημείο Μ του επιπέδου 

του τριγώνου τέτοιο ώστε να ισχύει: 2 3 0  
   

. 

68) ✍ Δίνεται τετράπλευρο ΑΒΓΔ. Να προσδιορίσετε σημείο Μ τέτοιο 

ώστε να ισχύει:      
   

. 

69) ✍ Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ. Παίρνουμε τα σημεία Ε και Ζ 

της διαγωνίου ΑΓ έτσι ώστε  ΑΕ=ΖΓ=
1

4
ΑΓ. Να δείξετε ότι το ΕΒΖΔ 

είναι παραλληλόγραμμο. 

70) ✍ Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ, η διάμεσος ΑΜ και σημείο Δ στην πλευρά 

ΑΓ τέτοιο ώστε ΓΔ=2ΔΑ. Οι ΒΔ και ΑΜ τέμνονται στο Ε. Να 
αποδειχθεί ότι το Ε είναι μέσο της ΑΜ και ΒΕ=3ΕΔ. 

71) ✍ Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ. Αν Ε είναι σημείο της ΑΒ 

τέτοιο, ώστε 
1

3
  
 

 και Σ είναι το σημείο τομής των ΑΓ, ΔΕ. Να 

αποδείξετε ότι 4  
 

.  
 
Γ. Συντεταγμένες στο επίπεδο  
72) ✍ Στο διπλανό σύστημα συντεταγμένων είναι i 

 
 και 

j 
 

. Να εκφράσετε ως συνάρτηση την i j
 

:                                            
α) Τα διανύσματα θέσεως των σημείων , , , ,      και 
 .                                                                                                             
β) Τα διανύσματα 


, 


, 


, 


, 


, 


 και 


. 

73) ✍ Δίνεται το διάνυσμα 2 2( 4, 3 2),        


. 

Για ποια τιμή του   είναι:                                                                                                 
i) 0 


;                                                                                                                              
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ii)  0 


 και / /x x 
;                                                                                                       

iii)  0 


 και / / y y 
; 

74) ✍ Δίνεται το διάνυσμα 2 2( 3 2, 1 ),        


. Για ποια 

τιμή του   είναι:                                                                                                         
i) 0 


;                                                                                                                              

ii)  0 


 και / /x x 
;                                                                                                       

iii)  0 


 και / / y y 
; 

75) ✍ Δίνεται το διάνυσμα 2 2( 9, 5 6),        


. Για ποια 

τιμή του   είναι:                                                                                                         
i) 0 


;                                                                                                                              

ii)  0 


 και / /x x 
;                                                                                                        

iii)  0 


 και / / y y 
; 

76) ✍ Δίνονται τα διανύσματα  2 2( 3 2, 2 3 2)        


 και 
2 2( 5 6, 3 7 2)         


. Να βρείτε το  , ώστε να είναι 

 


. 

77) ✍ Να βρεθούν  οι τιμές των x, y ώστε τα διανύσματα 
2 2( , )xy x y x y xy    


 και (11,30) 


 να είναι ίσα. 

78)  ✍ Να βρεθούν  οι τιμές του λ ώστε τα διανύσματα 
2 2(2 3, 1)      


 και 2( 2 1, 1)      


 να είναι ίσα. 

79) ✍ Να βρεθούν  οι τιμές των x, y ώστε τα διανύσματα 
2 2( , )x y x y   


 και ( 3, 1)   


 να είναι αντίθετα. 

80) ✍ Να βρεθούν  οι τιμές των x, y ώστε τα διανύσματα 
3 3( , )x y x y   


 και ( 7, 1)   


 να είναι αντίθετα.  

81) ✍ Να βρεθούν  οι τιμές των x, y ώστε τα διανύσματα 
2 2( , )x xy y x y    


 και ( 7, 5)   


 να είναι αντίθετα.  

82) ✍ Να γραφεί το διάνυσμα  4,13v 


 ως γραμμικός συνδυασμός 

των διανυσμάτων (2,3) 


 και ( 1,2)  


. 

83) ✍ Να (1,4) 


, (2,3) 


και ( 2,2)  


. Να αναλύστε το 

διάνυσμα 


 σε δύο συνιστώσες, μια παράλληλη στο διάνυσμα 


 και 
μια παράλληλη στο διάνυσμα 


. 
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84) ✍ Αν (3,4)u 


, να βρεθεί  διάνυσμα v


 που είναι συγγραμμικό με 

το u


 και έχει διπλάσιο μέτρο από το u


. 

85) ✍ Αν ( 4,3)u  


, να βρεθεί  διάνυσμα v


 που είναι συγγραμμικό με 

το u


 και έχει πενταπλάσιο μέτρο από το u


. 

86) ✍ Δίνεται το διάνυσμα ( 6,8).  


Να βρεθεί το μέτρο του 


,και  

ένα διάνυσμα 


 αντίρροπο του  


 με μέτρο τριπλάσιο από το   


. 

87) ✍ Δίνονται τα διανύσματα  (2,3) 


 και ( 3, 2)   


. Να βρεθεί ο 

συντελεστής διεύθυνσης του διανύσματος 3 3v   


 καθώς και η 
γωνία που σχηματίζει το v


 με τον άξονα χ΄χ.  

88) ✍ Να βρεθούν οι τιμές του x ώστε τα διανύσματα (1, )x 


 και 

( ,4)x 


 να είναι ομόρροπα. 

89) ✍ Να βρεθούν οι τιμές του x ώστε τα διανύσματα (1, )x 


 και 

( ,9)x 


 να είναι αντίρρροπα.  

90) ✍ Να βρείτε τον πραγματικό αριθμό x, ώστε τα διανύσματα 

( 1,5)x  


 και (5, 1)x  


 να είναι ομόρροπα.  
91) ✍ Να βρείτε τον πραγματικό αριθμό x, ώστε τα διανύσματα 

( 2,3)x  


 και (4, 2)x  


 να είναι αντίρρροπα. 

92) ✍ Να βρείτε τον  πραγματικό αριθμό λ , ώστε τα διανύσματα 

( 1,3)  


 και (2 2, )   


 να είναι παράλληλα.  
93) ✍ Να βρείτε τους  πραγματικούς αριθμούς x και y , ώστε τα 

διανύσματα 2( , 1)x y y y x     


 και ( 2, )x y   


 να είναι 
συγγραμμικά.  

94) ✍ Να βρείτε το διάνυσμα v


, αν είναι γνωστό ότι σχηματίζει 

αμβλεία γωνία με τον άξονα Οχ, έχει 10 


,και είναι παράλληλο με 

το διάνυσμα  3, 4  


. 

95) ✍ Να βρείτε τις συντεταγμένες του διανύσματος 


 αν ισχύει: 

 4,8  
 

. 

96) ✍ Δίνονται τα σημεία Α(0,4), Β(5,-3) και Γ(-1,-2). Να βρείτε τις 

συντεταγμένες του σημείου Δ αν ισχύει : 2  
 

. 

97) ✍ α) Να βρεθεί σημείο Μ του άξονα x΄x το οποίο ισαπέχει απ’ τα 

σημεία Α(1,2) και Β(3,-4).                                                                                      
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β) Να βρεθεί σημείο Μ του άξονα y΄y το οποίο ισαπέχει απ’ τα 
σημεία Α(1,2) και Β(3,-4). 

98) ✍ α) Να βρεθεί σημείο Μ του άξονα x΄x το οποίο ισαπέχει απ’ τα 

σημεία Α(-1,6) και Β(-9,-2).                                                                                      
β) Να βρεθεί σημείο Μ του άξονα y΄y το οποίο ισαπέχει απ’ τα 
σημεία Α(-1,6) και Β(-9,-2).   

99) ✍  Να βρεθεί σημείο Μ της ευθείας  y=1 το οποίο ισαπέχει απ’ τα 

σημεία Α(-2,5) και Β(-10,-3). 

100) ✍ Δίνονται τα σημεία Β(1,2) και Γ(-1,6). Να βρείτε σημείο Α του 

άξονα χ΄χ ώστε το τρίγωνο ΑΒΓ να είναι ισοσκελές με κορυφή το 
σημείο Α. 

101) ✍ Σε ένα τρίγωνο ΑΒΓ είναι Α(3,7) , Β(1,3) και Γ(5,-1). Να 

βρεθούν τα μέσα Κ, Λ, Μ, των πλευρών ΑΒ, ΒΓ και ΑΓ αντίστοιχα 
καθώς και το μέσο Ν της διαμέσου ΑΛ. 

102) ✍ Σε ένα τρίγωνο ΑΒΓ είναι Α(2,5) και Β(-1,3). Αν το μέσο της 

διαμέσου ΑΜ είναι Κ(6,1) να βρεθεί η κορυφή Γ. 

103) ✍ Σε ένα τρίγωνο ΑΒΓ είναι Α(2,7) και Γ(-1,3). Αν το μέσο της 

διαμέσου ΑΜ είναι Κ(4,3) να βρεθεί η κορυφή Γ. 

104) ✍ Σε ένα τρίγωνο ΑΒΓ είναι Α(1,2) , Β (-2,3) και Γ(λ,λ-3). Αν το 

μέσο της διαμέσου ΑΜ είναι σημείο του άξονα x΄x  να βρεθεί ο 
πραγματικός αριθμός λ. 

105) ✍ Δίνεται το διάνυσμα 


 με Α(2,4) και Β(4,2), να βρεθεί ο 

συντελεστής διεύθυνσης του διανύσματος 


 καθώς και η γωνία που 
σχηματίζει αυτό με τον άξονα χ΄χ.  

106) ✍ Σε ένα τρίγωνο ΑΒΓ είναι Α(3,7), Β(1,3) και Γ(5,-1). Να βρεθούν 

οι συντεταγμένες των μέσων Κ, Λ, Μ των πλευρών ΑΒ,ΒΓ και ΑΓ 
αντίστοιχα, καθώς και το μέσο της διαμέσου ΑΛ. 

107) ✍ Δίνεται το ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ με Α(3,-1) και Β(9,5). Να 

βρεθούν τα σημεία Μ, Ν του ΑΒ ώστε ΑΜ=ΜΝ=ΝΒ. 

108) ✍ Δίνονται τα σημεία Α(3,-1), Β(2,-1). Να βρείτε τις συντεταγμένες 

του συμμετρικού σημείου Α΄ του Α ως προς το Β.  

109) ✍ Αν Κ, Λ, Μ είναι τα μέσα των πλευρών ΑΒ,ΒΓ,ΓΑ αντίστοιχα 

του τριγώνου ΑΒΓ και είναι Κ(1,3), Λ(3,-2), Μ(4,0), να 
προσδιορίσετε τις συντεταγμένες των κορυφών του τριγώνου. 
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110)  ✍ Αν Κ, Λ, Μ είναι τα μέσα των πλευρών ΑΒ, ΒΓ, ΓΑ αντίστοιχα 

του τριγώνου ΑΒΓ και είναι Κ(2,-1), Λ(4,-3), Μ(-2,-2), να 
προσδιορίσετε τις συντεταγμένες των κορυφών του τριγώνου. 

111) ✍ Αν τα σημεία  3 5 7 5
, , 3, , 4, , 3,1

2 2 2 2
             
     

 και 

3 1
,

2 2
  
 

 είναι τα μέσα των πλευρών  ,  ,  ,   και  , 

αντιστοίχως, του πενταγώνου  , να βρεθούν οι συντεταγμένες 
των κορυφών του πενταγώνου. 

112) ✍ Αν Α(-3,5) και Β(1,7) είναι οι διαδοχικές κορυφές ενός 

παραλληλογράμμου και Μ(1,1) είναι το σημείο τομής των διαγωνίων 
του, να βρείτε τις άλλες δύο κορυφές του παραλληλογράμμου.  

113) ✍ Αν ( 2,1)   και (1,4)  είναι οι δύο κορυφές του 

παραλληλόγραμμου   και (2, 3)   το κέντρο του, να βρεθούν 
οι συντεταγμένες των κορυφών Γ και Δ. 

114)  ✍ Δίνονται τα σημεία Α(1,3), Β(6,8) και Δ(-2,2). Να βρεθούν οι 

συντεταγμένες του σημείου Γ, έτσι ώστε το τετράπλευρο ΑΒΓΔ να 
είναι παραλληλόγραμμο.  

115) ✍ Δίνονται τα σημεία Α(4,-1), Β(6,7) και Δ(-2,-4). Να βρεθούν οι 

συντεταγμένες του σημείου Γ, έτσι ώστε το τετράπλευρο ΑΒΓΔ να 
είναι παραλληλόγραμμο.  

116) ✍ Δίνονται τα σημεία Α(-2,1), Β(-3,-2) και Γ(6,0). Να βρεθούν οι 

συντεταγμένες του σημείου Δ , έτσι ώστε το τετράπλευρο ΑΒΓΔ να 
είναι παραλληλόγραμμο.  

117) ✍ Δίνεται τρίγωνο  ΑΒΓ  με κορυφές Α(2,0), Β(-1,1), και Γ(0,-1). 

Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ορθογώνιο στο Γ και 
ισοσκελές. 

118)  ✍ Δίνεται τρίγωνο  ΑΒΓ  με κορυφές Α(2α,4α), Β(2α,6α), και 

Γ(2α+ 3α,5α). Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισόπλευρο. 

119) ✍ Να  εξετάσετε αν το τετράπλευρο ΑΒΓΔ με κορυφές Α(3,7), 

Β(8,9), Γ(6,4) και Δ(1,2) είναι ρόμβος. 

120) ✍ Να  αποδείξετε ότι το τετράπλευρο ΑΒΓΔ με κορυφές Α(3,2), 

Β(11,8), Γ(8,12) και Δ(0,6) είναι ορθογώνιο.  
121) ✍ Δίνεται τετράπλευρο ΑΒΓΔ με Α(2,2) , Β(0,-1), Γ(-5,-2), Δ(1,7). 

Να αποδείξετε ότι το ΑΒΓΔ είναι ισοσκελές τραπέζιο.  
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122) ✍ Για ποιες τιμές του λ το τετράπλευρο ΑΒΓΔ με Α(-1,1), 

Β(1,2), Γ(3,1) και Δ(λ,λ+1) είναι τραπέζιο;   

123) ✍ Έστω τα σημεία Α(-2,5), Β(6,-1), Γ(3,1) και Δ(5,-1). Να δείξετε 

ότι το μέσο Μ του τμήματος ΑΒ και τα σημεία Γ και Δ είναι 
συνευθειακά. 

124) ✍ Σε ένα τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι Α(-3,-1), Β(-5,-3), Γ(-4,7) και 

Δ(-2,3).                                                                                                                   
α) Να αποδείξετε ότι οι ευθείες ΑΒ και ΓΔ τέμνονται.                                        
β) Να βρεθούν οι συντεταγμένες  του σημείου τομής Ρ των ΑΒ και 
ΓΔ. 

125) ✍ Να  δείξετε ότι τα σημεία Α(3,2) Β(6,-1) και Γ(1,4) είναι 

συνευθειακά. Που  βρίσκεται το Α σε σχέση με τα  Β και Γ; 

126) ✍ Να  βρεθεί η τιμή του πραγματικού αριθμού χ ώστε τα σημεία 

Α(0,1), Β(χ,-3) και Γ(-1,3) να είναι συνευθειακά. 

127)  ✍ Να  βρεθεί η τιμή του πραγματικού αριθμού χ ώστε τα σημεία 

Α(2,-1), Β(-3,4) και Γ(χ,5) να είναι συνευθειακά. 

128) ✍ Να βρεθούν οι τιμές του   για τις οποίες τα σημεία (1,0) , 
2( ,3)   και ( 5 ,9)   είναι συνευθειακά.  

129) ✍ Να βρεθούν οι τιμές του   για τις οποίες τα σημεία 

( 2,2)  , 2( ,5)  και ( 2,5)   είναι συνευθειακά. 

130) ✍ Δίνονται τα σημεία Α(2,-1), Β(-3,4) και Γ(χ,5) . Να  βρεθεί η τιμή 

του πραγματικού αριθμού χ ώστε y΄y

  . 

131) ✍ Να  βρεθεί το χ ώστε το διάνυσμα 


 με Α(2,χ+6) και 

Β(7,3χ+2) να είναι παράλληλο με τον άξονα χ΄χ. 

132) ✍ Να  βρεθεί το χ ώστε το διάνυσμα 


 με Α(χ,-5) και                           

Β(2-3χ,χ+1) να είναι παράλληλο με τον άξονα y΄y. 

133) ✍ Σε ένα σύστημα συντεταγμένων οι τετμημένες δύο σημείων   

και   είναι οι ρίζες της εξίσωσης 2 2( 4 3) 17 0x x      . Να 
βρείτε την τιμή του  , ώστε το μέσον του τμήματος   να έχει 
τετμημένη ίση με 4. 

134)  ✍ Σε ένα σύστημα συντεταγμένων οι τεταγμένες  δύο σημείων   

και   είναι οι ρίζες της εξίσωσης 2 2( 3 2) 19 0x x      . Να 
βρείτε την τιμή του  , ώστε το μέσο  του τμήματος   να έχει 
τεταγμένη  ίση με 3.  
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135) ✍ Σε ένα σύστημα συντεταγμένων οι συντεταγμένες του σημείου  

είναι ρίζες της εξίσωσης 2 2( 3 9) 2 0x x         και οι 
συντεταγμένες του σημείου   είναι οι ρίζες της εξίσωσης 

2 ( 2) 3 2 0x x      . Να βρείτε την τιμή του { 1}  , αν για 

το  ,P Px y ισχύει   
 

 και 5P Px y  . 

136) ✍ Δίνονται τα σημεία 1 1 1 2 2 2 3 3 3( , ), ( , ), ( , )         και 

4 4 4( , )  . Να εξετάσετε πότε τα σημεία αυτά είναι τα μέσα των 
διαδοχικών πλευρών τετραπλεύρου.  

137) ✍ Για οποιουσδήποτε πραγματικούς αριθμούς 1 2 1 2, , , , ,x y     να 

αποδείξετε ότι: 
2 2

1 1( ) ( )x y     2 2
2 2( ) ( )x y   

2 2
2 1 2 1( ) ( )        

138) ✍ Δίνονται δύο μη συγγραμμικά διανύσματα 


 και 


 ενός 

επιπέδου. Να αποδείξετε ότι οποιοδήποτε διάνυσμα r


 του επιπέδου 

αυτού μπορεί να εκφραστεί ως γραμμικός συνδυασμός των 


 και 


 
κατά μοναδικό τρόπο. 

 
Δ. Εσωτερικό Γινόμενο Διανυσμάτων (ΧΩΡΙΣ 
ΣΥΝΤΕΤΑΓΜΕΝΕΣ) :                                                                                       
139) ✍ Αν ΑΔ είναι το ύψος ενός ισόπλευρου τριγώνου ΑΒΓ με πλευρά 

α=4, να υπολογίσετε τις παραστάσεις:                                                                   
i)  
 

                                                                                                                       
ii)   
 

   

140)   ✍ Να αποδείξετε ότι κάθε εγγεγραμμένη γωνία ενός κύκλου η 

οποία βαίνει σε ημικύκλιο είναι ορθή.  

141) ✍ Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ(  90  ), το ύψος του ΑΔ και 

τα μέσα Μ, Ν των ΔΓ και ΑΔ αντίστοιχα. Να αποδειχθεί ότι: 
ΒΝΑΜ. (Υπόδειξη: απ τη γεωμετρία ισχύει ΑΔ2=ΒΔΓΔ) 

142) ✍ Δίνονται διανύσματα 


 και 


 του επιπέδου με 1 


, 2 


 

και   2
,

3

  


. Να υπολογίσετε :                                                              

α) το εσωτερικό γινόμενο  


                                                            

β) το εσωτερικό γινόμενο u v
 

 των διανυσμάτων u   


 και 
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v   


 .                                                                                               

γ) το μέτρο του διανύσματος 2   
 

.          

143) ✍ Δίνονται διανύσματα 


 και 


 του επιπέδου με 1 


, 2 


 

και  
,

3

  


. Να υπολογίσετε τα γινόμενα :                                                         

α)  


                                                                                                                           

β)         
  

                                                                                                       

γ)  2
 


                                                                                                              

δ)    2 2     
  

.   

144)  ✍ Δίνονται διανύσματα   ,


  και  του επιπέδου με 

1, 2, 4    
 

,  και    
, ,

3

    
  

,  2
,

3

  
 

.   Να 

υπολογίσετε την παράσταση :           
    

.         

145) ✍ Δίνονται διανύσματα   και 


 του επιπέδου με 2 


, 3 


 

και   2
,

3

  


. Να υπολογίσετε :                                                              

α) το εσωτερικό γινόμενο  


                                                            

β) το μέτρο του διανύσματος 3 2   
 

.                                                                      

γ) το εσωτερικό γινόμενο  


 των διανυσμάτων 3 2   
 

 και 

   
 

  

146) ✍  Να υπολογίσετε τα μήκη των διαγωνίων ενός 

παραλληλογράμμου που κατασκευάζεται με τα διανύσματα 5 2 


 

και 3 


, αν | | 2 2 


, | | 3 


 και 0( , ) 45 





. 

147) ✍ Δίνονται διανύσματα   και 


 του επιπέδου με 

2 3   


,    3
,

4

  


.   Να υπολογίσετε :                                                       

α) το εσωτερικό γινόμενο  


                                                            

β) τα μέτρα των διανυσμάτων   2 4u   


 και 2v   


.                                    
γ) το εσωτερικό γινόμενο u v

 
.         
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148) ✍ Δίνονται διανύσματα   και 


 του επιπέδου με 1  


, και 

  2
,

3

  


.   Να υπολογίσετε :                                                              

α) το εσωτερικό γινόμενο  


                                                            

β) τα μέτρα των διανυσμάτων   2 4u   


 και v   


.                                    
γ) το εσωτερικό γινόμενο u v

 
.                                                                           

δ)  τη γωνία των διανυσμάτωνu


 και v


 .                                                                      

149)   ✍ Έστω δύο διανύσματα   και 


 που έχουν μέτρα | | 3 


, 

| | 1 


 και σχηματίζουν γωνία 
6

  . Να βρεθεί το συνημίτονο της  

γωνίας των διανυσμάτων x   


 και y   


. 

150) ✍ Δίνονται διανύσματα   και 


 του επιπέδου με 2 3   


,  

  4
,

3

  


.   Αν 3 2   
 

 να υπολογίσετε τη γωνία  
, 


.      

151)     ✍ Δίνονται διανύσματα   και 


 του επιπέδου με 
1

3
 


, 

2

3
 


,   2
,

3

  


.   Αν 2   
 

 να υπολογίσετε τη γωνία 

 , 
 

.      

152)  ✍ Δίνονται  τα μη μηδενικά διανύσματα   και 


 του επιπέδου με 

2 
 

. Αν ισχύει      
 

, να αποδείξετε ότι η γωνία των 

διανυσμάτων   και 


 είναι ίση με 
3


.                                                                            

153) ✍ Δίνονται διανύσματα   και 


 του επιπέδου με 2 


, 3 


 

και  
,

3

  


. Να υπολογίσετε :                                                              

α) το εσωτερικό γινόμενο  


                                                            

β) να βρεθεί η τιμή του κ ώστε τα διανύσματα  3u   


 και 

2v   


 να είναι κάθετα μεταξύ τους.          

154) ✍ Δίνονται διανύσματα   και 


 του επιπέδου με 3 


, 6 


 . 

Να βρεθεί η τιμή του λ ώστε τα διανύσματα  u   


 και 

v   


 να είναι κάθετα μεταξύ τους.   
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155)  ✍ Δίνονται διανύσματα   και 


 του επιπέδου με 1  


. Αν 

τα διανύσματα 2u   


 και 5 4v   


 είναι κάθετα μεταξύ τους, 

να αποδείξετε ότι :  
,

3

  


 .    

156) ✍ Δίνονται τα διανύσματα  , 


 και   με 2    
 

 και 

0    
  

. Να υπολογίσετε τις γωνίες  
, 


,  
, 
 

 και  , 
 

. 

157) ✍ Δίνεται ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ με πλευρά 2, για το οποίο ισχύει 

 
 

,  
 

 και  
 

. Να αποδείξετε ότι : 

6           
    

. 

158) ✍ Να βρείτε τα μέτρα των διανυσμάτων   και 


 για τα οποία 

ισχύουν  
,

3

  


 ,         
  

 και 2 7  


.  

159) ✍ Να βρείτε τα μέτρα των διανυσμάτων   και 


 για τα οποία 

ισχύουν  


 ,    3     
  

 και 2  


.  

160) ✍ Δίνονται τα διανύσματα  , 


 και   με 1    
 

 και 

2      
  

. Να αποδείξετε ότι    
 

. 

161) ✍ Δίνονται τρία μη μηδενικά διανύσματα του επιπέδου  ,


 και  . 

Αν είναι     
 

 και     
  

, να αποδείξετε ότι     
 

. 

162) ✍ Δίνονται τρία  διανύσματα του επιπέδου  ,


 και   με 1  


. 

Να βρεθεί το διάνυσμα x

για το οποίο ισχύει:  x x    

  
. 

163) ✍ Δίνονται τρία  διανύσματα του επιπέδου  ,


 και   με 

1   


. Να βρεθεί το διάνυσμα x

για το οποίο ισχύει: 

 x x    
  

. 

164) ✍ Αν ισχύει      
  

 να αποδείξτε ότι 3   
 

 

165) ✍ Αν | | 2 


, | | 1 


, | | 3 


 και 2 0    
  

, να υπολογίσετε το 

άθροισμα          
    

. 
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166) ✍ Δίνονται τα διανύσματα  , 


 και   με 
2 3

 
  

 


 και 

0    
  

. Να αποδείξετε ότι  το   είναι ομόρροπο  με το 


, ενώ 




 είναι αντίρροπο με το  . 

167) ✍ Δίνονται τα διανύσματα  , 


 και   με 
3 4

 
  

 


 και 

0    
  

. Να αποδείξετε ότι  τα διανύσματα   , 


 και    είναι 
συνευθειακά. 

168) ✍ Δίνονται τα διανύσματα  , 


 με 
3

2
 


,
1

2
 


, και 2   


, 

να αποδείξετε ότι τα  , 


 είναι ομόρροπα. 

169) ✍ Αν τα διανύσματα  και


 είναι μη μηδενικά να αποδείξετε ότι 

 ,


    


  
    . 

170) ✍ Να αποδείξετε ότι τα διανύσματα u     
  

 και 

v     
  

 είναι κάθετα μεταξύ τους. 

171) ✍ Δίνονται  τα μη μηδενικά διανύσματα   και 


 του επιπέδου. Να 

αποδείξετε ότι το διάνυσμα  2u        
   

  είναι κάθετο στο 


 

ενώ το διάνυσμα 2v
  



  
 

  είναι κάθετο στο  . 

172) ✍ Αν   και 


 δύο  μη μηδενικά διανύσματα του επιπέδου, να 

αποδειχτεί ότι:  2 2 2( )        
      . 

173) ✍ Αν   και 


 δύο  μη μηδενικά διανύσματα του επιπέδου, να 

αποδειχτεί ότι:           
    

 .     

174) ✍ Δίνονται  τα μη μηδενικά διανύσματα   και 


 του επιπέδου. Να 

αποδείξετε ότι :    2 2
2 2            

       . 

175) ✍ Δίνονται  τα μη μηδενικά διανύσματα   και 


 του επιπέδου. Να 

αποδείξετε ότι : 
2

2
0

  
 

  


 



     . 

176) ✍ Να αποδείξετε ότι :          
    

. 
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177) ✍ Να αποδείξετε ότι :          
    

. 

178) ✍ Να αποδείξετε ότι : 
2 2 22

2 2         
    

. 

179) ✍ Να αποδείξετε ότι : 
2 21 1

4 4
         
    

. 

180) ✍ Αν   και 


 δύο διανύσματα του επιπέδου, να αποδειχτεί ότι:                                 

i)  | | | | | |     
  

                                                                                                             

ii)  2 2 2( )    
  

                                                                                                          
iii)Πότε ισχύουν οι ισότητες; 

181) ✍ Να αποδείξετε ότι :  2 2 2 22 0         
  

, για κάθε 

λ,μ ,όπου    , 


  δύο μη μηδενικά και μη συγγραμμικά 
διανύσματα. Πότε ισχύει το «=»;          

182) ✍ Αν  


 να αποδείξετε ότι:   | | | |   
 

.                                                             

183) ✍  Δίνονται τα μη μηδενικά και μη συγραμμικά  διανύσματα   και 




. Να αποδείξετε ότι:                                                                                           

α) Ο φορέας του διανύσματος u     
  

διχοτομεί τη γωνία των 

διανυσμάτων   και 


.                                                                                         

β) Ο φορέας του διανύσματος u     
  

διχοτομεί την 

παραπληρωματική γωνία των διανυσμάτων   και 


.      
                                                                          
Ε. Εσωτερικό Γινόμενο Διανυσμάτων (ΜΕ 
ΣΥΝΤΕΤΑΓΜΕΝΕΣ) :  
184) ✍ Αν ( 1,3)  


 και (2,5) 


, τότε:                                                                            

i) Να βρείτε τα εσωτερικά γινόμενα  


, (2 ) ( 3 )  


 και 

( ) (3 )     
  

                                                                                                          
ii) Να βρείτε τη σχέση που συνδέει τους ,  , ώστε το εσωτερικό 

γινόμενο των διανυσμάτων ( , )u  


 και 


 να είναι ίσο με μηδέν.  

185) ✍  Αν (1,2), (4,2)u v 
 

 και (6,0)w 


, να υπολογίσετε τις 

παραστάσεις: (7 )u v w 
  

, | | ( )u v w
  

, | ( ) |u v w 
  

 και (| | )u v w 
  

.  

186) ✍ Αν  1,0 


 και  1,1 


, να βρεθούν τα κ, λ ώστε να ισχύει 

    
 

 και      
 

. 
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187) ✍ Να βρείτε τα διανύσματα     που είναι κάθετα στο  3, 2u  


 

και έχουν μέτρο 1.  
188) ✍ Αν  3,  


 και  4,3 


, να βρεθεί το κ  ώστε :                                         

α)  


        β)  // 


  .      

189) ✍ Αν  ,1 


 και  4,3 


, να βρεθεί το κ  ώστε :                                         

α)  


        β)  // 


            γ)  
,

4

  


 .  

190) ✍ Αν  3,2 


 και  2, 


, να βρεθεί το λ ώστε :                                     

α)  


        β)  // 


            γ)  
,

4

  


 . 

191) ✍ Αν   1 3,2x x  


 και  3,1  


, να βρεθεί το x   ώστε  

 
,

3

  


 . 

192) ✍ Να βρεθεί η γωνία των διανυσμάτων  1,2  


 και  3,1  


. 

193) ✍ Να βρεθεί η γωνία των διανυσμάτων  2, 1   


 και  1,3 


. 

194) ✍ Να βρεθεί η γωνία των διανυσμάτων  1, 1   


 και 

 1 3,1 3   


. 

195) ✍ Σε τρίγωνο ΑΒΓ είναι Α(1,2), Β(-2,1) και Γ(3,6). Να βρεθεί η 

γωνία Α του τριγώνου.  
196) ✍ Σε τρίγωνο ΑΒΓ είναι Α(4,3), Β(1,2) και Γ(6,7). Να βρεθεί η 

γωνία Α του τριγώνου. 

197) ✍ Να βρείτε τα διανύσματα     που είναι κάθετα στο  3,4u  


 

και έχουν μέτρο 5. 

198)  ✍ Να βρείτε τα διανύσματα     που είναι κάθετα στο  6,8u 


 και 

έχουν μέτρο 5.  
199) ✍ Να βρείτε τα διανύσματα     που είναι κάθετα στο  8, 6u  


 

και έχουν μέτρο 1. 

200) ✍ Να βρείτε διάνυσμα   με 5 


,αν γνωρίζουμε ότι σχηματίζει 

με τον x΄ 

201) ✍ Αν  1,2 


 ,  3,4 


 και    2,1  


 να βρεθεί η παράσταση 

 2   
  

. 
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202) ✍ Αν  1,2 


 και  3,4 


, να βρεθεί το λ ώστε να ισχύει 

   
 

. 

203) ✍ Αν  2,4  


   να βρεθεί το διάνυσμα 


 που είναι συγγραμμικό 

προς το    και 40   


. 

204) ✍ Αν  3,4 1    


 και  3 9, 3     


, να βρεθεί το λ 

ώστε να ισχύει  


. 

205) ✍ Αν  2,1  


  και  1,3 


  να βρεθεί το διάνυσμα 


 ώστε 

0  
 

  και 14  
 

. 

206) ✍ Αν  3,4  


  και  2, 5  


  να βρεθεί το διάνυσμα 


 ώστε 

5  
 

  και 8   
 

. 

207) ✍ Αν x,y είναι δύο πραγματικοί αριθμοί για τους οποίους ισχύει 
2 2 25x y  . Να αποδείξετε ότι 6 8 50x y  . 

208) ✍ Αν x,y είναι δύο πραγματικοί αριθμοί για τους οποίους ισχύει 
2 2 4x y  . Να αποδείξετε ότι 8 6 20x y  . 

209) ✍Αν 1 1( , )x y 


 και 2 2( , )x y 


, να αποδειχτεί ότι:                                                     

i)  | | | | | |     
  

                                                                                                            

ii)  2 2 2( )    
  

                                                                                                          
iii)Πότε ισχύουν οι ισότητες;  

210) ✍ Αν τα σημεία  ,  


  και  ,  


 είναι κάθετα και έχουν 

μέτρα ίσα με 1, να δείξετε ότι:  2
1   . 

211) ✍ Δίνονται τα σημεία Α(-2,3), Β(0,8), Γ(5,3) και Δ(10,5). Να 

υπολογίσετε :                                                                                                        
α) το 

 
                                                                                                           

β) το         
   

                                                                               

γ) τη γωνία που σχηματίζει το  
 

 με τον άξονα x΄x. 

212) ✍ Δίνεται τετράπλευρο ΑΒΓΔ με Α(0,0), Β(α,β), Γ(α+2,β) και 

Δ(2,0). Να αποδείξετε ότι :                                                                       
i) το ΑΒΓΔ είναι παραλληλόγραμμο                                                                             
ii) αν ΒΓ=2ΑΒ και Μ είναι το μέσο της ΑΔ, τότε ΜΒΜΓ. 

213) ✍ Δίνεται το τετράγωνο ΑΒΓΔ με Α(0,1), Β(1,1), Γ(1,0) και Δ(0,0). 

Στις πλευρές ΑΒ και ΑΓ θεωρούμε τα σημεία Ζ και Ε αντίστοιχα, έτσι 
ώστε ΒΖ=ΓΕ. Να αποδείξετε ότι ΑΕΔΖ. 
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214) ✍ Δίνονται τα σημεία Α(1,1), Β(5,5), Γ(3,4) και Δ(x,y). Αν 

  
 

 και   
 

 να βρείτε τα x,y 

215) ✍ Να υπολογίσετε το μήκος της διαγωνίου ΑΓ παραλληλογράμμου 

ΑΒΓΔ στο οποίο  3,5 


και  2,1 


. 

 
ΣΤ. Προβολή διανύσματος σε διάνυσμα  
216) ✍ Να βρεθεί η προβολή του διανύσματος v


 πάνω στο διάνυσμα  , 

αν 
1

| | , | | 3
2

v  
 

 και η γωνία των διανυσμάτων   και v


 είναι ίση 

με 
6

  . 

217) ✍ Δίνονται τα διανύσματα  , 


, x


 με 0 
 

, τέτοια ώστε 

x x   
  

. Να αποδείξετε ότι  


. 

218) ✍ Έστω ΑΔ το ύψος ενός τριγώνου ΑΒΓ. Αν 
2

   
  

, να 

αποδειχθεί ότι το τρίγωνο είναι ορθογώνιο. 

219) ✍ Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ και οι προβολές Ε, Ζ του Δ 

πάνω στις πλευρές ΑΒ, ΑΓ αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι ισχύει η 

σχέση:  
2

     
    

. 

220) ✍ Αν  3,1 


 και  1,2 


, να αναλυθεί το


 σε δύο κάθετες 

συνιστώσες, απ’ τις οποίες η μία να είναι κάθετη στο  .   

221) ✍ Αν  2, 4  


 και  8,5  


, να αναλυθεί το


 σε δύο κάθετες 

συνιστώσες, απ’ τις οποίες η μία να είναι παράλληλη  στο  .   

222) ✍ Αν  2,3 


 και  1,4  


, να αναλυθεί το    σε δύο κάθετες 

συνιστώσες, απ’ τις οποίες η μία να είναι παράλληλη  στο 


.   

223) ✍ Αν  1,1  


 και  1,2 


, να αναλυθεί το


 σε δύο κάθετες 

συνιστώσες, απ’ τις οποίες η μία να είναι παράλληλη στο  .    
 
Ζ. Θέματα Πανελλαδικών εξετάσεων:  1999-2004  
224) ✍ Προαγωγικές Εξετάσεις Ενιαίου Λυκείου 2004                                                     

Δίνονται τα διανύσματα  1,2 


 και  2,3 


.                                            

Α. Να βρείτε το μέτρο του διανύσματος 5 3   
 

.                              
Β. Να βρείτε τη γωνία που σχηματίζει το   με τον άξονα x΄x.                      
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Γ. Να βρείτε τον αριθμό κ, ώστε το διάνυσμα  2 ,u    


να 

είναι κάθετο στο  . 

225) ✍ Προαγωγικές Εξετάσεις Ενιαίου Λυκείου 2001                                         

Δίνονται διανύσματα   και 


 του επιπέδου με 1 


, 2 


 και 

 
,

3

  


.   Να υπολογίσετε :                                                              

α) το εσωτερικό γινόμενο  


                                                            

β) τα μέτρα των διανυσμάτων   2 3u   


 και 2v   


.                                    
γ) το εσωτερικό γινόμενο u v

 
.                                                                                         

δ) το συνημίτονο της γωνίας των διανυσμάτων u


  και v


.    

226) ✍ Προαγωγικές Εξετάσεις Ενιαίου Λυκείου 2000                                         

Για τα διανύσματα   και 


 ισχύουν οι σχέσεις  2 3 4, 2   


 και 

 3 7,8   


.                                                                                               

α) Να δείξετε ότι  1,2  


 και  2, 2  


.                                                   

β) Να βρεθεί ο πραγματικός αριθμός κ, ώστε τα διανύσματα  


 

και 2 3 


 να είναι κάθετα.                                                                            
γ) Να αναλυθεί το διάνυσμα  3, 1  


σε δύο κάθετες συνιστώσες, 

από τις οποίες η μία να είναι παράλληλη στο διάνυσμα  . 

227) ✍ Προαγωγικές Εξετάσεις Ενιαίου Λυκείου 2000 (Τεχνολογική)    

Δίνονται τα διανύσματα  5 ,3   


 και  4 ,4   


, με κ και 

λ  πραγματικούς αριθμούς.                                                                                 
α) Για ποιες τιμές των κ και λ τα διανύσματα   και 


 είναι ίσα;                     

β) Αν λ=8, κ θετικός και τα διανύσματα   και 


 είναι παράλληλα, 
τότε το κ είναι ίσο με:  Α. 4     Β.1     Γ. 2     Δ. 3     Ε. 5.  

228)   ✍ Προαγωγικές Εξετάσεις Ενιαίου Λυκείου 1999 (Θετική)                                       

α) Δίνονται τα διανύσματα  1 , 1   


 και  1 4, 


με λ≠0. Για 

ποια από τις παρακάτω τιμές του λ τα διανύσματα 1


 και 1


 είναι 
κάθετα; Α. λ=1     Β. λ=3     Γ. λ=2     Δ. λ=-2   Ε. λ=-3                                                    

β) Δίνονται τα διανύσματα  1, 3u  


 ,  2,2 3v 


και  3,1w 


. 

Να αντιστοιχίσετε κάθε γωνία της στήλης Α με το μέτρο της στη 
στήλη Β.                                                                                                                        
Στήλη Α                                               Στήλη Β                                                     
1. γωνία των u


 και  v


                        α. π/2                                                    
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2. γωνία των u


 και  w


                        β. π/6                                                     
3. γωνία των v


 και  w


                        γ. π/4                                                                      

                                                                  δ. 2π/3                                                                    
                                                                  ε. 3π/4                                                                 
                                                                  ζ. π/3 

229) ✍ Επαναληπτικές Προαγωγικές Εξετάσεις Ενιαίου Λυκείου 2004    

Σε ορθοκανονικό σύστημα συντεταγμένων Οxy δίνονται τα σημεία 
Α(2,3) και Β(3,-2).                                                                                         
α) Να δείξετε ότι το τρίγωνο ΟΑΒ είναι ορθογώνιο και ισοσκελές.                  
β) Να βρείτε το σημείο Μ του άξονα x΄x , ώστε τα σημεία Α, Μ, Β να 
είναι συνευθειακά.      

230) ✍ Επαναληπτικές Προαγωγικές Εξετάσεις Ενιαίου Λυκείου 2001    

Δίνονται τα διανύσματα  ,2 


 και  2, 


 , λ.                                   

α) Αν τα   και 


 είναι κάθετα τότε:                                                                      
Α. λ=1       Β. λ=0       Γ.  λ=-2      Δ. λ=2                                                                
β) Αν τα   και 


 είναι ομόρροπα τότε:                                                                      

Α. λ=1       Β. λ=0       Γ.  λ=-2      Δ. λ=2                                                              
γ) Αν τα   και 


 είναι αντίρροπα τότε:                                                                      

Α. λ=-1       Β. λ=0       Γ.  λ=-2      Δ. λ=2      

231) ✍ Επαναληπτικές Προαγωγικές Εξετάσεις Ενιαίου Λυκείου 2001    

Αν   2 0     
   

  και  6 


, 2 3   
 

 να δείξετε ότι       

α) τα σημεία Α, Β, Γ είναι συνευθειακά                                                
β) το σημείο Γ είναι ανάμεσα στα σημεία Α, Β                                                   

γ) η γωνία    90                                                                                         
δ) το διάνυσμα v    

 
είναι κάθετο στο 


. 

232) ✍ Επαναληπτικές Προαγωγικές Εξετάσεις Ενιαίου Λυκείου 2001    

Α) Στη στήλη Α δίνονται οι συντεταγμένες δύο σημείων του επιπέδου 
και στη στήλη Β οι συντεταγμένες του διανύσματος 


 και η 

απόσταση (ΑΒ) των σημείων  Α και Β. Αντιστοιχίστε τα γράμματα 
της στήλης Α με τον αριθμό της σωστής απάντησης της στήλης Β                                  
Στήλη Α                                             Στήλη Β                                                  
α. Α(1,3) και Β(-2,5)                         1.  3,2  


 και (ΑΒ)= 15    

β. Α(2,-1) και Β(2,-3)                        2.  0, 2  


 και (ΑΒ)= 2                   

γ. Α(4,-3) και Β(6,-3)                        3.  3,2  


 και (ΑΒ)= 13                               

                                                           4.  2,0 


 και (ΑΒ)= 2                             

Β) Αν  1,6x  και  29, y   δύο σημεία του επιπέδου και (-5,4) οι 
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συντεταγμένες του μέσου Μ του ΚΛ τότε:                                                                        
Α. x1=1 και  y2=-2         Β. x1=-1 και  y2=2          Γ. x1=-3 και  y2=2                                 
Δ. x1=4 και  y2=5          Ε.  κανένα από τα προηγούμενα.          

233) ✍ Προαγωγικές Εξετάσεις Εσπερινού  Λυκείου 2004                                    

Δίνονται τα διανύσματα  2 


, 3 


,   
,

3

  


 και  

0    
  

.                                                                                                           

α)  Να βρείτε το εσωτερικό γινόμενο  


.                                                            
β) Να βρείτε το μέτρο του διανύσματος    .                                                                     
γ) Να βρείτε, αν υπάρχουν, τους θετικούς αριθμούς x για τους οποίους 

ισχύει η σχέση    2 17x x      
  

.   

234) ✍ Προαγωγικές Εξετάσεις Εσπερινού  Λυκείου 2003                                    

Δίνονται  τα σημεία Α(1,1), Β(2μ+1,λ-2), Γ(4,0) και Μ(3,2), όπου Μ 
είναι το μέσο του ευθύγραμμου τμήματος ΑΒ και μ, λ.                               
α) Να βρείτε τις συντεταγμένες του σημείου Β.                                                   
β) Να αποδείξετε ότι τα διανύσματα 


 και 


 είναι κάθετα.                     

γ) Να αποδείξετε ότι ισχύει:   
 

. 

235) ✍ Προαγωγικές Εξετάσεις Εσπερινού  Λυκείου 2002                                    

Δίνονται τα διανύσματα   1,1 


,  5,7 


του επιπέδου.                   

α) Να βρείτε τα διανύσματα    
 

 και 3 2   
  

.                    
β) Να βρείτε την τιμή του πραγματικού αριθμού λ, για την οποία το 
διάνυσμα  , 6x  


 είναι κάθετο στο διάνυσμα    

 
.                  

γ) Να βρείτε το μέτρο του διανύσματος 
1

2
  όπου    

 
.    

236) ✍ Προαγωγικές Εξετάσεις Εσπερινού  Λυκείου 2001                                   

Δίνονται τα διανύσματα   1, 2  


,  2,1 


,  0,7 


. Να 

βρείτε την τιμή του λ για την οποία είναι:                                                                   
1.  


                                                                                                              

2.   
                                                                                                    

3. 2   
 

. 

237) ✍ Προαγωγικές Εξετάσεις Εσπερινού  Λυκείου 2001                                   

Δίνονται τα σημεία Ο(0,0), Α(0,12), και Β(6,8). Να βρείτε:                                   
α) τις συντεταγμένες των μέσων Κ και Λ των τμημάτων ΑΟ και ΑΒ 
αντίστοιχα                                                                                                
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β) το μέτρο 


 του διανύσματος 


                                                 

γ) το συντελεστή διεύθυνσης του 


. 

238) ✍ Προαγωγικές Εξετάσεις Εσπερινού  Λυκείου 2000                                   

Δίνονται τα διανύσματα   3,3 


,  1,1  


.                                               

α) Να βρείτε την τιμή του λ ώστε το εσωτερικό γινόμενο των 
διανυσμάτων     και 


 να είναι ίσο με -6.                                                     

β)  Να βρείτε το λ έτσι ώστε τα διανύσματα    και 


 να είναι 
κάθετα. 

239) ✍ Προαγωγικές Εξετάσεις Εσπερινού  Λυκείου 2000                                   

Η αρχή Ο(0,0) ενός συστήματος συντεταγμένων παριστάνει ένα 
σταθμό εκπομπής σημάτων, ενώ τα σημεία Α(3,2) και Β(5,1) 
παριστάνουν τις θέσεις δύο πλοίων. Η θέση ενός τρίτου πλοίου 
παριστάνεται από το σημείο Γ για το οποίο ισχύει: 2  

  
                             

α) Να βρείτε τις συντεταγμένες του σημείου Γ.                                                               
β) Αν η εμβέλεια του σταθμού εκπομπής (μέγιστη απόσταση στην 
οποία μπορεί να φτάσει το σήμα) είναι 5 μονάδες, να βρείτε με ποια 
από τα τρία πλοία μπορεί να επικοινωνήσει ο σταθμός.    

240) ✍ Προαγωγικές Εξετάσεις Εσπερινού  Λυκείου 2000                               

α) Να βρείτε το εσωτερικό γινόμενο   


   όταν  5 


 2 


 και η 

γωνία των διανυσμάτων    και 


 είναι 60  .                                          

β) Αν για τα διανύσματα   και 


 ισχύει 1 


 2 


 και   


 =1 

τότε ποια από τις παρακάτω σχέσεις είναι η σωστή;                                                 
Α. τα διανύσματα   και 


  είναι αντίθετα                                                              

Β. τα διανύσματα   και 


 είναι κάθετα                                                               

Γ. η γωνία των διανυσμάτων    και 


 είναι ίση με 60                                   

Δ. τα διανύσματα   και 


 είναι ίσα. 

241) ✍ Προαγωγικές Εξετάσεις Εσπερινού  Λυκείου 2000                               

Δίνεται το διάνυσμα   4,3  


.                                                                       

α) Να υπολογίσετε το μέτρο του                                                                   
β)  Αν    1,2 5    


 να βρείτε τους πραγματικούς αριθμούς λ 

και μ ώστε τα διανύσματα   και 


 να είναι ίσα. 

242) ✍ Επαναληπτικές Προαγωγικές Εξετάσεις Εσπερινού Λυκείου 2000                         

Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ με   
 

 και  
 

, ενώ Μ 
είναι το μέσο του τμήματος ΑΔ. Να αντιστοιχίσετε τα διανύσματα της 
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στήλης Α με την σωστή έκφραση της στήλης Β                                            
Στήλη Α                                    Στήλη Β  
Α. 


                                      1. 


                                                                               

Β. 


                                      2. 
2

 


                                                     

Γ. 


                                     3.  


                                                     

Δ. 


                                     4. 
2

 



                                                             

Ε. 


                                      5.  


                                                                          

                                                 6.  
 

  

                                                 7. 
2

 



   

243) ✍ Επαναληπτικές Προαγωγικές Εξετάσεις Εσπερινού Λυκείου 2000                         

Δίνονται τα διανύσματα   4, 3  


 και  3,4 


                                                      

α) να υπολογίσετε τα μέτρα των διανυσμάτων   και 


                                      

β) να υπολογίσετε το εσωτερικό γινόμενο   


                                            
γ) διαλέξτε τη σωστή απάντηση :                                                                        
Α. τα διανύσματα   και 


  είναι ίσα                                                                              

Β. τα διανύσματα   και 


  είναι συγγραμμικά                                                            

Γ. τα διανύσματα   και 


  είναι κάθετα                                                                  

Δ. τα διανύσματα   και 


  είναι ομόρροπα                                                          

Ε. τα διανύσματα   και 


  είναι αντίρροπα. 

244) ✍ Επαναληπτικές Προαγωγικές Εξετάσεις Εσπερινού Λυκείου 2000                         

Σε ένα ορθοκανονικό σύστημα συντεταγμένων Οxy, δίνονται τα 
σημεία Β(2,3) και Γ(4,5).                                                                                  
α) Να βρείτε τις συντεταγμένες του μέσου Μ του ευθύγραμμου 
τμήματος ΒΓ.                                                                                               
β) Να βρείτε τις συντεταγμένες του διανύσματος 


.                                                 

γ) Να βρείτε τις συντεταγμένες του διανύσματος 2 3    
 

.     
δ) Αν  10,14 


 να δείξετε ότι τα διανύσματα  και 


 είναι 

συγγραμμικά ( ||


 ) 

245) ✍ Επαναληπτικές Προαγωγικές Εξετάσεις Εσπερινού Λυκείου 2001                         

Δίνονται τα σημεία Ο(0,0), Α(0,-3), Β(4,3), Γ(-2,-6) και Μ(x,y)  το 
μέσο του τμήματος ΑΒ.                                                                                       
α) Να εξετάσετε αν τα σημεία Α, Β και Γ είναι συνευθειακά.                                          
β) Να βρείτε τις συντεταγμένες του μέσου Μ του ευθύγραμμου 
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τμήματος ΑΒ.                                                                                                                  
γ)  Να βρείτε το εσωτερικό γινόμενο    

 
.                                                  

δ) Να βρείτε την προβολή   1


 του διανύσματος 


 πάνω στο 

διάνυσμα 


.  

246) ✍ Επαναληπτικές Προαγωγικές Εξετάσεις Εσπερινού Λυκείου 2001                         

Δίνονται τα σημεία Ο(0,0), Α(2,2), Β(5,0), Γ(3,-6) .                                       
α) Να υπολογίσετε τη γωνία των διανυσμάτων  


 και 


.                               

β) Να υπολογίσετε τις συντεταγμένες του διανύσματος 
3 2   

   
.      

247) ✍ Επαναληπτικές Προαγωγικές Εξετάσεις Εσπερινού Λυκείου 2001                         

Δίνονται τα σημεία Α(2,9), Β(3,4), Γ(5,7) και το διάνυσμα  
 2, 5x    


.                                                                                           

α) Να βρείτε τις συντεταγμένες των διανυσμάτων 


, 


 και 


.                       
β) Να βρείτε τις τιμές των πραγματικών αριθμών κ και λ για τις οποίες 
ισχύει:   2x    

 
.                                                                                        

γ) Να υπολογίσετε το μέτρο του διανύσματος  2  
 

 .                                
δ) Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΑΒΓ  είναι ορθογώνιο στο Γ.  

 
Η. Θέματα Προσομοίωσης Ο.Ε.Φ.Ε.:   
248) ✍ Ο.Ε.Φ.Ε.  2001                                                                                           

Σε  τρίγωνο ΑΒΓ είναι:  2   
 

 και 3  
 

 , όπου 

1  


και   2
,

3

  


.                                                                       

α)  Να υπολογιστούν οι παραστάσεις  


 ,  2
4 2 


 ,  2

 


                               

β) Αν Μ είναι το μέσο της πλευράς ΒΓ να εκφράσετε τα διανύσματα 



και 


 συναρτήσει των   και 


.                                                             

γ) Να βρείτε τη γωνία των διανυσμάτων  


και 


. 

249) ✍ Ο.Ε.Φ.Ε.  2002                                                                                           

Α. Δίνονται τα μη συγγραμμικά διανύσματα   και 


. Να αποδείξετε 
ότι:                                                                                                             
α) υπάρχει λ ώστε   

 
                                                                 

β) 
2

  


 
  
 



 
                                                                                                         

γ) Να αναλυθεί το διάνυσμα  1,2v 


 σε δύο κάθετες συνιστώσες από 

τις οποίες η μια να έχει τη διεύθυνση του διανύσματος   3,4u  


.         
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Β. Δίνεται  οξυγώνιο τρίγωνο ΑΒΓ με ύψος ΑΔ και πλετρές (ΑΒ)=γ, 

(ΑΓ)=β. Να αποδείξετε ότι    ˆ ˆ 0      
  

  

250) ✍ Ο.Ε.Φ.Ε.  2003                                                                                          

Σε σύστημα συντεταγμένων Οxy θεωρούμε τρία σημεία Α, Β, Γ, του 
μοναδιαίου κύκλου για τα οποία ισχύει η ισότητα 2 4    

  
.        

Να αποδείξετε ότι:                                                                                               
α) Για τις διανυσματικές ακτίνες των Α, Β, Γ, ισχύει η σχέση 
3 4 5    
  

.                                                                                              
β) Τα διανύσματα 


, 


 είναι κάθετα .                                                                       

γ) Για τη γωνία των 


, 


 είναι   3
,

5
   

 
.                                   

δ) Αν  det ,OB
 

, είναι η ορίζουσα των διανυσμάτων 


, 


 

τότε  det , 1OB  
 

. 

251) ✍ Ο.Ε.Φ.Ε.  2004                                                                                         

Δίνονται τα διανύσματα   και 


 για τα οποία ισχύει 4 


, 5 


 

και 
5

8  
 

.                                                                                        

α) Να αποδείξετε ότι   


=10                                                                     

β) Να βρείτε τη γωνία των διανυσμάτων   και 


.                              

γ) Να υπολογίσετε το μέτρο του διανύσματος u   


.                     

δ) Αν το διάνυσμα  v        
  

, κ είναι κάθετο στο 

διάνυσμα 


, να βρείτε την τιμή του κ.  
252) ✍ Ο.Ε.Φ.Ε.  2005                                                                                        

Δίνονται τα διανύσματα   και 


 για τα οποία ισχύει: 

 1,8    
 

, 
1

2,
5

    
 

 
.                                                                                 

α) Να αποδείξετε ότι:  i) 5 


    ii) 5  


.                                                              

β) Να υπολογίσετε τη γωνία  , 


.                                                                 

γ) i) Να αποδείξετε ότι :   


 .                                                                             

ii) Να αναλύσετε το διάνυσμα    σε δύο κάθετε ς συνιστώσες από τις 
οποίες η μία να είναι παράλληλη με το 


. 
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253) ✍ Ο.Ε.Φ.Ε.  2006                                                                                            

Δίνονται τα διανύσματα   και 


 για τα οποία ισχύει 2 


, 3 


 

και   2
,

3

  


. Έστω τρίγωνο ΑΒΓ και ΑΜ διάμεσος του τριγώνου 

για το οποίο ισχύουν: 2   
 

 και 3   
 

.                                                   

α) Να βρείτε το  


.                                                                                

β) Να εκφράσετε το 


 ως γραμμικό συνδυασμό των   και 


.              

γ) Να υπολογίσετε το μήκος της διαμέσου 


.                                                 

δ) Να αποδείξετε ότι η γωνία των 


 και   είναι ίση με 
6


. 

254) ✍ Ο.Ε.Φ.Ε.  2009                                                                                      

Σε τρίγωνο ΑΒΓ είναι 2   
 

,  2   
 

, 2 


, 1 


και 

 ,
3

  


.                                                                                                              

Α. Να υπολογίσετε τις παραστάσεις                                                                         
α)  


                                                                                                                        

β)  


                                                                                                                   

γ)  


                                                                                                            

Β. Έστω Μ το μέσο του ΒΓ. Να εκφράσετε τα διανύσματα 


 και 



 σαν γραμμικό συνδυασμό των   και 


.                                                      

Γ. Να υπολογίσετε το συνημίτονο της γωνίας  , 
 

.                                       

Δ. Να βρείτε το μέτρο της προβολής του 


 στο 


. 

255) ✍ Ο.Ε.Φ.Ε.  2010                                                                                      

Δίνονται τα σημεία Α(-5,3), Β(-1,-2), και Γ(4,2) του καρτεσιανού 
επιπέδου.                                                                                                       
α) Να βρείτε το εσωτερικό γινόμενο 


. Ποιο είναι το 

συμπέρασμά σας για τα διανύσματα  


 και 


;                                              
β) Να υπολογίσετε το εμβαδό του τριγώνου ΑΒΓ.                                         
γ) Να αποδείξετε ότι η γωνία φ των διανυσμάτων  


 και 


 

ισούται με 45ο .  
256) ✍ Ο.Ε.Φ.Ε.  2011                                                                                      

Δίνονται τα διανύσματα  , 


 και   με 2 


, 3 


, 
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    
 
και  3   

 
.                                                                               

α) Να δείξετε ότι: 4  


 και 12   
 

.                                                               

β) Να δείξετε ότι: 5  


.                                                                               

γ) Αν επιπλέον γνωρίζετε ότι  2      
  

, λ να βρείτε την 

τιμή του λ.                                                                                                     
δ) Για λ=4 να γραφεί το διάνυσμα  σαν γραμμικός  συνδυασμός των 
 , 


 και να δείξετε ότι η γωνία των διανυσμάτων     και  


 

είναι οξεία.  

257) ✍ Ο.Ε.Φ.Ε.  2012                                                                                       

Δίνονται τα διανύσματα  , 


 για τα οποία ισχύει 2 


, 1 


 

και    2 3     
  

και  3   
 

.                                                              

α) Να δείξετε ότι: 1  


.                                                                                   

β) Να βρείτε τη γωνία των διανυσμάτων   και 


.                                                   

γ) Να αποδείξετε ότι: 2 3     
  

.                                                               

δ) Να βρείτε την προβολή του διανύσματος 2 3 


 στο διάνυσμα 
 .     

258) ✍ Ο.Ε.Φ.Ε.  2013                                                                                       

Δίνονται τα σημεία  
3

1,
2

   
 

,  2, 1   και 
4

,
2

   
 

 , κ.                                   

α) Να βρείτε τα διανύσματα 


 και 


 και να αποδείξετε ότι τα 
σημεία Α, Β, Γ είναι συνευθειακά.                                                                      
β) Να αποδείξετε  ότι η γωνία των διανυσμάτων 


 και 


 είναι 

αμβλεία, όπου Ο η αρχή των αξόνων.                                                                               

γ) Αν 
2

2  
  

, να βρείτε τον αριθμό κ (κ).   
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