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ΘΕΩΡΙΑ 
ΤΟ ΣΥΝΟΛΟ C ΤΩΝ ΜΙΓΑ∆ΙΚΩΝ 
 Γνωρίζουµε ότι η δευτεροβάθµια εξίσωση µε αρνητική 
διακρίνουσα δεν έχει λύση στο σύνολο ℜ  των πραγµατικών 
αριθµών. Ειδικότερα η εξίσωση 2 1x = −  δεν έχει λύση στο σύνολο 
ℜ  των πραγµατικών αριθµών, αφού το τετράγωνο κάθε 
πραγµατικού αριθµού είναι µη αρνητικός αριθµός. Για να 
ξεπεράσουµε την “αδυναµία” αυτή, διευρύνουµε το σύνολο ℜ  σε 
ένα σύνολο C, το οποίο να έχει τις ίδιες πράξεις µε το ℜ , τις ίδιες 
ιδιότητες των πράξεων αυτών και στο οποίο να υπάρχει µία 
τουλάχιστον ρίζα της εξίσωσης 2 1x = − , δηλαδή ένα στοιχείο i , 
τέτοιο, ώστε 1= −2i .  Σύµφωνα µε τις παραδοχές αυτές το 
διευρυµένο σύνολο C θα έχει ως στοιχεία: 

• Όλους τους πραγµατικούς αριθµούς 

• Όλα τα στοιχεία της µορφής iβ , που είναι γινόµενα των 
στοιχείων του ℜ  µε το i , δηλαδή τους φανταστικούς αριθµούς , το 
σύνολο των οποίων θα συµβολίζουµε µε Ι, δηλ. Ι={ βi/β∈ℜ}, και  

• Όλα τα αθροίσµατα της µορφής iα β+ , µε α  και β , 
πραγµατικούς αριθµούς. 
Τα στοιχεία του C λέγονται µιγαδικοί αριθµοί και το C σύνολο 
των µιγαδικών αριθµών. Εποµένως: 

Το σύνολο C των µιγαδικών αριθµών είναι ένα υπερσύνολο του 
συνόλου ℜ  των πραγµατικών αριθµών, στο οποίο: 

• Επεκτείνονται οι πράξεις της πρόσθεσης και του 
πολλαπλασιασµού  έτσι, ώστε  να  έχουν τις ίδιες ιδιότητες όπως 
και στο  ℜ , µε το µηδέν (0) να είναι  το ουδέτερο στοιχείο της 
πρόσθεσης και το ένα  (1)  το ουδέτερο  στοιχείο  του 
πολλαπλασιασµού, 

• Υπάρχει ένα στοιχείο i τέτοιο, ώστε 1= −2i , 

• Κάθε στοιχείο z του C γράφεται κατά µοναδικό τρόπο µε τη 
µορφή   z iα β= + , όπου  ,α β ∈ℜ . 

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ 

� Κάθε αριθµός της µορφής  , ,iα β α β+ ∈ℜ  λέγεται  µιγαδικός 
αριθµός.  

� Η µορφή  α+βi ενός µιγαδικού αριθµού z λέγεται κανονική 
µορφή του z.                                              
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� Κάθε µιγαδικός αριθµός z=α+βi είναι άθροισµα δυο αριθµόν 
του πραγµατικού α και του φανταστικού βi. 

� Ο α λέγεται πραγµατικό µέρος του z  και σηµειώνεται Re( )z , 
ενώ ο β (και όχι ο βi)  λέγεται φανταστικό µέρος του z  και 
σηµειώνεται Im( )z .  

� Κάθε πραγµατικός αριθµός α γράφεται σε κανονική µορφή  
ως α+0i.  

� Κάθε φανταστικός  αριθµός βi γράφεται σε κανονική µορφή  
ως 0+βi.  

� Ένας µιγαδικός αριθµός z=α+βi, µε α,β≠0 λέγεται καθαρά 
µιγαδικός αριθµός. 

� Ο αριθµός 0 είναι και φανταστικός αφού 0=0i αλλά και 
µιγαδικός µε κανονική µορφή 0+0i. 

� Στη συνέχεια, όταν λέµε ο µιγαδικός z=α+βi, εννοούµε ότι οι 
α και β είναι πραγµατικοί αριθµοί και το γεγονός αυτό δε θα 
τονίζεται ιδιαίτερα. 

� Ένας µιγαδικός αριθµός  z∈∈∈∈ℜℜℜℜ⇔⇔⇔⇔Im(z)=0 

� Ένας µιγαδικός αριθµός  z∈∈∈∈I⇔⇔⇔⇔Re(z)=0 

 

 

 
 
ΙΣΟΤΗΤΑ ΜΙΓΑ∆ΙΚΩΝ ΑΡΙΘΜΩΝ  

� Επειδή κάθε µιγαδικός αριθµός z  γράφεται µε µοναδικό 
τρόπο στη µορφή α+βi, δύο µιγαδικοί αριθµοί iα β+  και 

iγ δ+  είναι ίσοι, αν και µόνο αν α γ=  και β δ= . ∆ηλαδή 
ισχύει:  

i iα β γ δ+ = + ⇔ α γ=  και β δ= . 

� Εποµένως, επειδή 0 0 0i= + , έχουµε  

0iα β+ = ⇔ 0α =  και 0β = .  

� Στην επέκταση, όµως, από το ℜ στο C ενώ οι πράξεις και οι 
ιδιότητες αυτών που ισχύουν στο ℜ εξακολουθούν να 
ισχύουν και στο C , εν τούτοις η διάταξη και οι ιδιότητές 
της δε µεταφέρονται. 

 

Προσοχή!!!! Οι δύο παραπάνω 
ισοδυναµίες είναι πάρα πολύ χρήσιµες 
για τις ασκήσεις!!!!   
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ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΗ ΠΑΡΑΣΤΑΣΗ ΜΙΓΑ∆ΙΚΩΝ 
� Κάθε µιγαδικό αριθµό z= iα β+  µπορούµε να 

τον αντιστοιχίσουµε στο σηµείο ( , )M α β  
ενός καρτεσιανού επιπέδου. 

� Αλλά και αντιστρόφως, κάθε σηµείο ( , )M α β  
του καρτεσιανού αυτού επιπέδου µπορούµε 
να το αντιστοιχίσουµε στο µιγαδικό iα β+ .  

� Το σηµείο ( , )M α β  λέγεται εικόνα του 
µιγαδικού z= iα β+ , και το συµβολίζουµε µε 

( )M z . 
� Ένα καρτεσιανό επίπεδο του οποίου τα σηµεία είναι εικόνες 

µιγαδικών αριθµών θα αναφέρεται ως µιγαδικό επίπεδο.  
� Ο άξονας x x′  λέγεται πραγµατικός άξονας, αφού ανήκουν σε 

αυτόν τα σηµεία ( ,0)M α  που είναι εικόνες των πραγµατικών 
αριθµών 0iα α= + .  

� Ο άξονας y y′  λέγεται φανταστικός άξονας, αφού ανήκουν σε 
αυτόν τα σηµεία (0, )M β  που είναι εικόνες των φανταστικών 

0i iβ β= + . 
� Ένας µιγαδικός z iα β= +  παριστάνεται επίσης και µε τη 

διανυσµατική ακτίνα, OM
uuuur

, του σηµείου ( , )M α β . 

ΠΡΑΞΕΙΣ ΜΙΓΑ∆ΙΚΩΝ ΑΡΙΘΜΩΝ(+,-,⋅,÷) 
 Σύµφωνα µε τον ορισµό του C η πρόσθεση και ο πολλαπλασιασµός 
δύο µιγαδικών αριθµών γίνονται όπως ακριβώς και οι αντίστοιχες 
πράξεις µε διώνυµα xα β+  στο ℜόπου βέβαια αντί για x  έχουµε i . 
Έτσι: 

� Για την πρόσθεση δύο µιγαδικών αριθµών iα β+  και 
iγ δ+ έχουµε: α β γ δ α γ β δ+ + + = + + +( ) ( ) ( ) ( )i i i . 

� Για την αφαίρεση του µιγαδικού αριθµού iγ δ+  από τον 
iα β+ , επειδή ο αντίθετος του µιγαδικού iγ δ+  είναι ο 

µιγαδικός iγ δ− − , έχουµε: 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )i i i i iα β γ δ α β γ δ α γ β δ+ − + = + + − − = − + − . 

∆ηλαδή: α β γ δ α γ β δ+ − + = − + −( ) ( ) ( ) ( )i i i . 

 

 β 

 Ο  a  x 

 y 

 M(α,β) ή Μ(z) 

 

∆ηλαδή: z+w=Re(z+w)+Im(z+w)i                                      
µε: Re(z+w)=Re(z)+Re(w)  και : Im(z+w)=Im(z)+Im(w) 
Και: z-w=Re(z-w)+Im(z-w)i                                                                     
µε: Re(z-w)=Re(z)-Re(w)  και : Im(z-w)=Im(z)-Im(w) 
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Γραφική παράσταση πρόσθεσης: 
Αν 1( , )M α β  και 2( , )M γ δ  είναι οι εικόνες των 

iα β+  και iγ δ+  αντιστοίχως στο µιγαδικό 
επίπεδο, τότε το άθροισµα 

( ) ( ) ( ) ( )i i iα β γ δ α γ β δ+ + + = + + +  

παριστάνεται µε το σηµείο ( , )M α γ β δ+ + . 

Εποµένως, 1 2OM OM OM= +
uuuur uuuur uuuuur

, δηλαδή: 

“Η διανυσµατική ακτίνα του αθροίσµατος των µιγαδικών α β+ i  
και iγ δ+  είναι το άθροισµα των διανυσµατικών ακτίνων τους”.  
 

Γραφική παράσταση διαφοράς: 
Επίσης, η διαφορά 
( ) ( ) ( ) ( )i i iα β γ δ α γ β δ+ − + = − + −  
παριστάνεται µε το σηµείο ( , )N α γ β δ− − . 

Εποµένως, 1 2ON OM OM= −
uuur uuuur uuuuur

, δηλαδή: 
 

“Η διανυσµατική ακτίνα της διαφοράς των 
µιγαδικών α β+ i  και iγ δ+  είναι η διαφορά των διανυσµατικών 
ακτίνων τους”.  
 

� Για τον πολλαπλασιασµό δύο µιγαδικών iα β+  και iγ δ+  
έχουµε:  
( )( ) ( ) ( ) ( )( )i i i i i i i i iα β γ δ α γ δ β γ δ αγ αδ βγ β δ+ + = + + + = + + + =

2 ( ) ( )i i i i i iαγ αδ βγ βδ αγ αδ βγ βδ αγ βδ αδ βγ= + + + = + + − = − + +
∆ηλαδή: α β γ δ αγ βδ αδ βγ+ + = − + +( )( ) ( ) ( )i i i . 

� Ειδικότερα, έχουµε: 2 2( )( )i iα β α β α β+ − = + . Ο αριθµός 
iα β−  λέγεται συζυγής του iα β+  και συµβολίζεται µε 

iα β+ .                                                                                                

∆ηλαδή: α β α β+ = −i i .                                                                     

Επειδή είναι και i iα β α β− = + , οι iα β+ , iα β−  λέγονται 
συζυγείς µιγαδικοί. 

� Τέλος, για να εκφράσουµε το πηλίκο 
i

i

α β
γ δ
+
+

, όπου 0iγ δ+ ≠ , 

στη µορφή iκ λ+ , πολλαπλασιάζουµε τους όρους του 
κλάσµατος µε το συζυγή του παρονοµαστή και 
έχουµε:

 Ο  x

 y

 M(α+γ,β+δ)

 M1(α,β)

 M2(γ,δ)

 2

 

 Ο

 Μ3(−γ,−δ)

 Ν(α−γ,β−δ)

 Μ2(γ,δ)

 Μ1(α,β)

 x

 y
 3
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2 2 2 2 2 2

( )( ) ( ) ( )

( )( )

i i i i
i

i i i

α β α β γ δ αγ βδ βγ αδ αγ βδ βγ αδ
γ δ γ δ γ δ γ δ γ δ γ δ
+ + − + + − + −

= = = +
+ + − + + +

∆ηλαδή, 
α β αγ βδ βγ αδ
γ δ γ δ γ δ
+ + −

= +
+ + +2 2 2 2

i
i

i
. 

∆ΥΝΑΜΗ ΜΙΓΑ∆ΙΚΟΥ ΑΡΙΘΜΟΥ                                                                     
  Οι δυνάµεις ενός µιγαδικού z µε εκθέτη ακέραιο ορίζονται όπως 
ακριβώς οι δυνάµεις των πραγµατικών.                                                            
∆ηλαδή: 

� 0 1,  z 0z µε= ≠  

� 1z z=  
� 2z z z= ⋅ , 

 
� ......

έ

z z z zν

ν φορ ς−

= ⋅ ⋅14243
 

� 
1

z
z

ν
ν

− = , όπου ν Ν
* ,z≠0. 

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ 

 Παρότι οι δυνάµεις µε ακέραιο εκθέτη στους µιγαδικούς αριθµούς 
ορίζονται όπως ακριβώς ορίζονται και στους πραγµατικούς , η 
αλήθεια είναι ότι µε την κανονική µορφή ενός µιγαδικού πολύ λίγες 
περιπτώσεις µιγαδικών υψωµένων σε δύναµη µπορούµε να 
υπολογίσουµε (χρειάζεται  να ξέρουµε την τριγωνοµετρική µορφή 
µιγαδικού που όµως είναι εκτός ύλης για τις εξετάσεις).                                                  

  Για τον λόγο που αναφέραµε παραπάνω θα δώσουµε θεωρητικά 
µερικές περιπτώσεις µιγαδικών που µπορούµε να βρούµε τη δύναµή 
τους.  

� Για τις δυνάµεις του i  έχουµε: =0 1i , =1i i , = −2 1i , 

= = −3 2i i i i .  Στη συνέχεια, παρατηρούµε ότι είναι: 
4 2 2 5 4 6 4 2 2 7 4 3 31, 1 , 1 1, 1i i i i i i i i i i i i i i i i i= = = = ⋅ = = = ⋅ = − = = ⋅ = −

δηλαδή, µετά το 4i  οι τιµές του iν  επαναλαµβάνονται.                                  
Άρα, για να υπολογίσουµε συγκεκριµένη δύναµη του i , 
γράφουµε τον εκθέτη ν  στη µορφή 4ν ρ υ= + , όπου ρ  το 
πηλίκο και υ  το υπόλοιπο της ευκλείδειας διαίρεσης του ν  µε 
το 4, οπότε έχουµε:  
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4 4 4

1 , αν 0

, αν 1
( ) 1

-1 , αν 2

, αν 3

υ

i υ
i i i i i i i i

υ

i

ν ρ υ ρ υ ρ υ ρ υ υ

υ

+

=
 =

= = = = = = 
=

− =

 

� Για κάθε φανταστικό αριθµό z=βi µπορούµε να βρούµε 

οποιαδήποτε δύναµή του αφού ( )i i
κ κ κβ β⋅ = ⋅ . 

� Για τις δυνάµεις 2z , 3z , 4z , 6z  ,µπορούµε  να τις υπολογίσουµε 
(θεωρητικά εύκολα αλλά πρακτικά µε πολλές πράξεις) για κάθε 
µιγαδικό αριθµό z=α+βi, χρησιµοποιώντας τις ταυτότητες : 

( )2 2 22x y x xy y± = ± + ,  ( )3 3 2 2 33 3x y x x y xy y± = ± + −  , και την 

παρατήρηση ότι : ( )24 2x x=  και  ( )36 2x x=  .  

� Μπορούµε να υπολογίσουµε δυνάµεις µιγαδικών που είναι 
υψωµένοι σε άρτιο εκθέτη και ισχύει Re(z)=±Im(z).                                 

Για παράδειγµα : ( )2
i

να α+  αφού  ( )2
i

να α+ = ( )( )2
i

ν

α α+ = 

( )( )22 2 i i
ν

α α α α+ ⋅ + =( )2 2 22 i
ν

α α α+ − =( )22 i
ν

α =( )22 i
ν να ⋅ .                   

ΣΥΖΥΓΕΙΣ ΜΙΓΑ∆ΙΚΟΙ : Ι∆ΙΟΤΗΤΕΣ                                                                     

Επειδή οι συζυγείς µιγαδικοί, όπως θα δούµε στις επόµενες 
παραγράφους, µας διευκολύνουν στη µελέτη των µιγαδικών 
αριθµών, θα αναφερθούµε ιδιαιτέρως σε αυτούς. 

ΟΡΙΣΜΟΣ  

Για έναν µιγαδικό αριθµό z=α+βi ορίζουµε ως  συζυγή του αριθµού 
z  τον µιγαδικό z iα β= − . 

Ι∆ΙΟΤΗΤΕΣ  
� Στο µιγαδικό επίπεδο οι εικόνες ( , )M α β  και 

( , )M α β′ −  δύο συζυγών µιγαδικών z iα β= +  
και z iα β= −  είναι σηµεία συµµετρικά ως 
προς τον πραγµατικό άξονα. 

 
 
 

� Ισχύει: ( )z z=   (αφού  ( )i iα β α β− = +  µε εφαρµογή του 

ορισµού) 
 

� Για δύο συζυγείς µιγαδικούς αριθµούς z iα β= +  και 
z iα β= −  ισχύει :  z z α+ = 2  

 

 Ο  x 

 )(zM ′  

 M(z) 
 y 

 4 
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    z z iβ− = 2 . 

 

 

 

 

 

 

 

 

� Αν 1z iα β= +  και 2z iγ δ= +  είναι δυο µιγαδικοί αριθµοί, τότε: 

1.         1 2 1 2z z z z+ = +  

2.         1 2 1 2z z z z− = −  

3.           1 2 1 2z z z z⋅ = ⋅  

4.            1 1

2 2

z z

z z

 
= 

 
. 

Οι ιδιότητες αυτές µπορούν να αποδειχτούν µε εκτέλεση των 
πράξεων. Για παράδειγµα έχουµε:                                                    
Απόδειξη της 1:  1 2 ( ) ( ) ( ) ( )z z i i iα β γ δ α γ β δ+ = + + + = + + +  

( ) ( )iα γ β δ= + − +  1 2( ) ( )i i z zα β γ δ= − + − = + . 

5. z z z z z zν ν+ + + = + + +1 2 1 2L L   (Γενίκευση της 1) 

6. ... ...z z z z z zν ν⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅1 2 1 2 .           (Γενίκευση της 3) 

7. z zν ν=( ) ( )     (αν είναι 1 2 ...z z z zν= = = = , και εφαρµόσουµε 
την ιδιότητα 6)                                          

ΕΠΙΛΥΣΗ ΤΗΣ   ΕΞΙΣΩΣΗΣ: 2 0z zα β γ+ + = µε α,β,γ∈ℜ , α≠0. 

Επειδή 2 1i = −  και 2 2( ) 1i i− = = − ,εύκολα, µπορούµε να 
διαπιστώσουµε ότι και κάθε εξίσωση δεύτερου βαθµού µε 
πραγµατικούς συντελεστές έχει πάντα λύση στο σύνολο C. 
Πράγµατι, έστω η εξίσωση 2 0z zα β γ+ + = , µε , ,α β γ∈ℜ  και 0α ≠ . 
Εργαζόµαστε όπως στην αντίστοιχη περίπτωση στο ℜ  και τη 
µετασχηµατίζουµε, µε τη µέθοδο συµπλήρωσης τετραγώνων, στη 

Συνήθως στις ασκήσεις οι δυο πιο πάνω 
ιδιότητες θα χρησιµοποιούνται µε τη µορφή:  

( )Rez z z+ = 2  , ( )Imz z z i− = ⋅2  ,  

και πιο σπάνια στη µορφή  

     ( )Re
z z

z
+

=
2

, ( )Im
z z

z
i

−
=

⋅2
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µορφή: 
2

22 4
z

β
α α

∆ + = 
 

, όπου 2 4β αγ∆ = −  η διακρίνουσα της 

εξίσωσης. Έτσι, έχουµε τις εξής περιπτώσεις: 

• 0∆ > .   Tότε η εξίσωση έχει δύο πραγµατικές λύσεις: 

1,2 2
z

β
α

− ± ∆
=  

• 0∆ = . Tότε έχει µια διπλή πραγµατική λύση: 
2

z
β
α
−

=  

• 0∆ < .  Tότε, επειδή 

2
2 2

2 2 2

( 1)( ) ( )
4 4 (2 ) 2

i i

α α α α

 ∆ − −∆ −∆ −∆
= = =  

 
,                       

η εξίσωση γράφεται: 

22

2 2
i

z
β
α α

 −∆ + =   
   

. 

    Άρα οι λύσεις της είναι:   1,2 2

i
z

β
α

− ± −∆
= ,   οι οποίες είναι 

συζυγείς µιγαδικοί αριθµοί. 
 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ 

� Παρατηρούµε ότι και εδώ ισχύουν οι σχέσεις: 

z z
β
α
−

+ =1 2     και   z z
γ
α

⋅ =1 2  Τύποι του Vieta.  

 
 
 
 
 
 

 
� Προσοχή!!!! Αν σε µια εξίσωση δευτέρου βαθµού έχουµε 

µιγαδικούς συντελεστές (έστω κι έναν) ή το συζυγή του 
άγνωστου µιγαδικού δεν µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε 
ούτε τη διακρίνουσα ούτε τους τύπους του Vieta. Τότε 
καταφεύγουµε στην παλιά καλή συνταγή της αντικατάστασης 
του άγνωστου µιγαδικού µε x+yi.    

 
 
 
 
 
 

Χρησιµοποιούνται συνήθως όταν σε µια 2ου βαθµού 
εξίσωση µε πραγµατικούς συντελεστές ξέρουµε µια 
µιγαδική λύση και έχουµε άγνωστο συντελεστή στην 
εξίσωση!  
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ΜΕΤΡΟ ΜΙΓΑ∆ΙΚΟΥ ΑΡΙΘΜΟΥ 
 

Έστω ( , )M x y  η εικόνα του µιγαδικού z x yi= +  
στο µιγαδικό επίπεδο. Ορίζουµε ως µέτρο του z 
την απόσταση του M  από την αρχή O , δηλαδή 

2 2| | | |z OM x y= = +
uuuur

  

Όταν ο µιγαδικός z είναι της πραγµατικός, 

δηλαδή της µορφής 0z x i x= + = ∈ℜ , τότε 2 2| | 0 | |z x x= + = , που 
είναι η γνωστή µας απόλυτη τιµή του πραγµατικού αριθµού x. 

Αν z x yi= + , τότε z x yi= − ,  z x yi− = − −  και z x yi− = − + , και άρα 

z z z z= − = = − , και 
2 2 2z x y= + επίσης 2 2z z x y⋅ = +  άρα 

2
z zz= . 

Ι∆ΙΟΤΗΤΕΣ 

� ∆ύο προφανείς ιδιότητες από τα παραπάνω είναι:  

• | | | | | | | |z z z z= = − = −  

• 2| |z z z= ⋅  

 

 

 
 

� Οι επόµενες ιδιότητες αναφέρονται στις σχέσεις που 
συνδέουν το γινόµενο και το πηλίκο µιγαδικών µε τα µέτρα 
τους και είναι ίδιες µε τις αντίστοιχες ιδιότητες των 
απόλυτων τιµών πραγµατικών αριθµών.                                                    
Αν 1 2,z z  είναι µιγαδικοί αριθµοί, τότε 

•  1 2 1 2| | | | | |z z z z⋅ = ⋅  

•  1 1

2 2

z z

z z
=  

Απόδειξη:  

Πράγµατι, έχουµε: 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2| | | | | | | | | | | |z z z z z z z z⋅ = ⋅ ⇔ ⋅ = ⋅  

 1 2 1 2 1 1 2 2( )( )z z z z z z z z⇔ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅  1 2 1 2 1 1 2 2z z z z z z z z⇔ ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅  

 

 x 

 M(x,y) 

 |z| 

 Ο 

 β 

 a 

 y 
 5 

 

∆ύο πολύ σηµαντικές ιδιότητες για τις ασκήσεις 
παρακάτω, ειδικά για δύσκολα θέµατα!!!!! 
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και, επειδή η τελευταία ισότητα ισχύει, θα ισχύει και η 
ισοδύναµη αρχική. 

Ανάλογα αποδεικνύεται και η δεύτερη ιδιότητα.                                
Γενικά, αποδεικνύεται ότι :                                                                              
• 1 2 1 2... ...z z z z z zν ν=  και                                                                                                     

•  z z
νν =   

� Από τη γνωστή µας τριγωνική ανισότητα και 
από τη γεωµετρική ερµηνεία του 
αθροίσµατος 1 2z z+  και της διαφοράς 1 2z z−  
δύο µιγαδικών προκύπτει ότι:  

            1 2 1 2 1 2| | | | || | | | | | |z z z z z z− ≤ + ≤ +   
αλλά και ότι         
            1 2 1 2 1 2| | | | || | | | | | |z z z z z z− ≤ − ≤ +  

� Επίσης, είναι φανερό ότι το µέτρο του 
διανύσµατος ON

uuur

 είναι ίσο µε το µέτρο του διανύσµατος 

2 1M M
uuuuuur

. Εποµένως:                                                                                     
“ Το µέτρο της διαφοράς δύο µιγαδικών είναι ίσο µε την 
απόσταση των εικόνων τους”.  ∆ηλαδή: 1 2 1 2( ) | |M M z z= −  

 

� Η εξίσωση 0z z ρ− = , µε ρ>0 και 0 0 0z x y i= +  

παριστάνει τον κύκλο µε κέντρο το σηµείο 0( )zΚ  
και ακτίνα ρ.                                                 

� Ειδικά η εξίσωση z ρ= , µε ρ>0 παριστάνει 

κύκλο µε  κέντρο την αρχή των αξόνων Ο(0,0) 
και ακτίνα ρ. 

 
� Η εξίσωση 1 2z z z z− = − , όπου 1 1 1z x y i= + , 

2 2 2z x y i= +  , παριστάνει τη µεσοκάθετο του 

τµήµατος µε άκρα τα σηµεία ( )1zΑ  και ( )2zΒ . 

 
 

 
 

 
 
 

 

 Ο 

 M3(−z2) 

 N(z1−z2) 

 M(z1+z2) 
 M2(z2) 

 M1(z1) 

 x 

 y  6 

 

 

 K(x0,y0) 

 Ο  x 

 y 

 

 

 B(x2,y2) 

 A(x1,y1) 

 Ο  x 

 y 
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ΧΡΗΣΙΜΕΣ  ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ  ΓΙΑ  ΤΙΣ  ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
� ( )Im 0z z∈ℜ⇔ = , ( )Re 0z I z∈ ⇔ =                                         

Απόδειξη: 2 0 0z z i i i zα β α β β β= ⇔ + = − ⇔ = ⇔ = ⇔ ∈ℜ  

� z z z∈ℜ⇔ = , z I z z∈ ⇔ = −                                                         
Απόδειξη:  

2 0 0z z i i a a zα β α β= − ⇔ + = − + ⇔ = ⇔ = ⇔ ∈Ι                         

(τις δυο παραπάνω σχέσεις όταν τις χρησιµοποιούµε πρέπει να 
αποδεικνύονται) 

� 
2

20z zz z
z

ρ
ρ ρ= > ⇔ = ⇔ =  

� Αν z1 ,z2 ∈C και ισχύει ( ) ( )1 2 1 2, 0 , 0f z z f z z= ⇔ = ,  

� Αν z1 ,z2 ∈C και ισχύει ( ) ( )1 2 1 2, ,f z z f z z=  

� ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

f z g z f z g z f z f z g z g z= ⇔ = ⇔ =   

� 0 0 0
v v vz z z z z z= ⇔ = ⇔ =  

ΒΑΣΙΚΟΙ  ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΟΙ  ΤΟΠΟΙ 
 Γενικά όταν θέλουµε να βρούµε έναν γεωµετρικό τόπο ενός µιγαδικού z,  
τότε θέτουµε z=x+yi και προσπαθούµε µέσα από την σχέση που µας 
δίνουν να βρούµε την σχέση που συνδέει τα x,y. 
 Όµως υπάρχουν και µερικές σχέσεις οι όποιες µας φανερώνουν αµέσως 
τον γεωµετρικό τόπο. 
Αυτές οι σχέσεις είναι: 

� |z|=ρ  , ρ>0                                                                                                   
Ο γεωµετρικός τόπος είναι κύκλος 
Κ(0,0) και ακτίνα ρ. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



Μαθηµατικά  Κατεύθυνσης  Γ΄ Λυκείου                    Γενικό Λύκειο Νεστορίου 
 

 
Καραφέρης Γεώργιος  ΠΕ03 Μαθηµατικός                                                 ☺☺☺☺☺☺☺☺☺☺☺☺☺☺☺☺  

12

 
� |z-z0|=ρ   , ρ>0                                                      

Ο γεωµετρικός τόπος είναι 
κύκλος κέντρου Κ(z0) και 
ακτίνας ρ. 

 
 
 
 
 
 
 

� |z-z0|≤≤≤≤ρ                                                            
Ο γεωµετρικός τόπος είναι ο 
κυκλικός δίσκος Κ(z0) και 
ακτίνας ρ. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

�  |z-z0|>ρ                                                               
Ο γεωµετρικός τόπος είναι όλα τα 
εξωτερικά σηµεία του κύκλου Κ(z0) 
και ακτίνας ρ. 
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�  |z-z1|=|z-z2|                                                                      
Ο γεωµετρικός τόπος είναι η µεσοκάθετος 
του τµήµατος ΑΒ µε Α( ) και Β( ). 

 
 
 
 
 
 
 
 

�  |z-z1|+|z-z2|=2α , µε α>0                                                                                         
Ο γεωµετρικός τόπος είναι 
έλλειψη µε εστίες Ε1( ) ,E( ) 
και σταθερό άθροισµα 2α. 

 
 

 
 
 
 
 
 
 

� ||z-z1|-|z-z2||=2α      ,α>0                                   
Ο γεωµετρικός τόπος είναι 
υπερβολή µε εστίες Ε1( ) , E( ) 
και σταθερή διαφορά 2α. 
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ΜΕΓΙΣΤΟ ΚΑΙ ΕΛΑΧΙΣΤΟ ΤΟΥ |z| ΚΑΙ ΤΟΥ |z1 –z2| 
   Έστω Μ , Μ1 , Μ2 οι εικόνες των µιγαδικών z1 , z2 , z3 στο µιγαδικό 
επίπεδο. Για  να βρούµε  το µέγιστο και το ελάχιστο του µέτρου του z και 
της διαφοράς του µέτρου z1- z2  πρέπει να γνωρίζουµε τους γεωµετρικούς 
τόπους πάνω στους οποίους βρίσκονται οι εικόνες των µιγαδικών. 
Συγκεκριµένα : 
� Αν το Μ βρίσκεται σε ευθεία ε τότε: 

 min|z| =d(Ο,ε) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
� Αν το Μ βρίσκεται σε κύκλο  (Κ ,ρ) τότε:    

min|z|=(ΟΑ)=|(ΟΚ)-ρ| 
     max|z|=(ΟΒ)=(ΟΚ)+ρ 
 
 
 
 
 
 

 
� Aν το Μ βρίσκεται στην έλλειψη C:  

2 2

2 2
1

x y

α β
+ = ,β2 =α2 – γ2  

τότε:  

     min|z|=(OB)=(OΒ΄)=β 
     max|z|=(OA)=(OΑ΄)=α 
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� Αν οι εικόνες των µιγαδικών z1 και z2  
βρίσκονται αντίστοιχα στους κύκλους 
(Κ1,ρ1 ) και (Κ2, ρ2 )   µε Κ1Κ2> ρ1 +ρ2 
τότε :                                                                     
min|z1-z2 |=( Κ1Κ2)-ρ1-ρ2                                    
max|z1-z2 |=( Κ1Κ2)+ρ1+ρ2 

 
 
 
 
 
 
� Αν οι εικόνες των µιγαδικών z1 και z2  

βρίσκονται αντίστοιχα στον κύκλο (Κ, 
ρ) και στην ευθεία  ε τότε: 

     min|z1-z2 |=|d(K,ε)-ρ| 
 
 

 

 
 
ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ (ΕΙΣΑΓΩΓΗ)-ΘΕΩΡΕΙΑ 
ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΟΙ  ΑΡΙΘΜΟΙ 
Το σύνολο των πραγµατικών αριθµών                                                      

Υπενθυµίζουµε ότι το σύνολο � των πραγµατικών αριθµώv 

αποτελείται από τους ρητούς και τους άρρητους αριθµούς και 
παριστάνεται µε τα σηµεία ενός άξονα, του  άξονα  των  
πραγµατικών    αριθµών.  
 

  x΄   x 

  π   e  3  

  5   4   3   2   1   0  −1  −2  −3  −5  −4  
Ρητοί αριθµοί λέγονται οι αριθµοί που έχουν ή µπορούν να πάρουν 

τη µορφή 
α
β

, όπου α, β ακέραιοι µε 0β ≠ . Το σύνολο των ρητών 

αριθµών συµβολίζεται µε Q . Είναι, δηλαδή, 

 , έ 0Q
α
α β ακ ραιοι µε β

β
 

= ≠ 
 

. 
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Υπενθυµίζουµε ότι το σύνολο των ακέραιων αριθµών είναι 
το { , 3, 2, 1,0,1,2,3,...}Z = − − −L , ενώ το σύνολο των 
φυσικών αριθµών είναι το {0,1,2,3,...}N = . 

Για τα σύνολα , ,N Z Q και �R  ισχύει: N Z Q R⊆ ⊆ ⊆ . 

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ: 

Τα σύνολα {0}, {0}, {0}N Z Q− − −  και {0}ℜ−  τα 

συµβολίζουµε συντοµότερα µε *N , *Z , *Q  και *ℜ  αντιστοίχως. 

Πράξεις και διάταξη στο R 

1)  Αν α β≥   και  β γ≥ ,  τότε  α γ≥  

2)   α β α γ β γ≥ ⇔ + ≥ +  

3)   

, ό 0

ώ

, ό 0

α β αγ βγ ταν γ
εν
α β αγ βγ ταν γ

≥ ⇔ ≥ >


 ≥ ⇔ ≤ <

. 

4)   

, ό

, ό .

, , , 0

A

ν α β και γ δ τ τε α γ β δ
α β και γ δ

ν και τ τε αγ βδ
α β γ δ

Α ≥ ≥ + ≥ +
 ≥ ≥ 
   ≥  

  > 

  

5)   Αν , 0α β ≥  και *ν N∈ , τότε ισχύει η ισοδυναµία 
ν να β α β≥ ⇔ ≥  

6)  0 ( 0 0)
α

αβ και β
β
≥ ⇔ ≥ ≠  

7)   Aν 0αβ > , τότε ισχύει η ισοδυναµία : 
1 1

α β
α β

≥ ⇔ ≤ . 

∆ιαστήµατα πραγµατικών αριθµών 

• Αν ,α β ∈ℜ  µε α β< , τότε ονοµάζουµε διαστήµατα 
µε άκρα τα α,β καθένα από τα παρακάτω σύνολα: 

( ) { | }:α,β x α x β= ∈ℜ < <  ανοικτό διάστηµα 

[ ] { | }:α,β x α x β= ∈ℜ ≤ ≤   κλειστό διάστηµα 

[ , ) { | }:x xα β α β= ∈ℜ ≤ < κλειστό-ανοικτό διάστηµα 

( ] { | }:α,β x α x β= ∈ℜ < ≤ ανοικτό-κλειστό διάστηµα. 

 

R 

 �Q  �Z  �N 

 

 

 a 

 a 

 a 

 a 

 β 

 β 

 β 

 β 
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• Αν α∈ℜ , τότε ονοµάζουµε µη φραγµένα διαστήµατα µε άκρο 
το α καθένα από τα παρακάτω σύνολα: 

( , ) { | }α x x α+∞ = ∈ℜ >  

[ , ) { | }α x x α+∞ = ∈ℜ ≥  

( , ) { | }α x x α−∞ = ∈ℜ <  

( , ] { | }α x x α−∞ = ∈ℜ ≤  
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ: 

• Υπό µορφή διαστήµατος το σύνολο ℜ  το συµβολίζουµε µε 
( , )−∞ +∞ . 

• Τα σηµεία ενός διαστήµατος ∆, που είναι διαφορετικά από τα 
άκρα του, λέγονται εσωτερικά σηµεία του ∆. 

Απόλυτη τιµή πραγµατικού αριθµού 

Η απόλυτη τιµή ενός πραγµατικού αριθµού α, που συµβολίζεται µε 
| |α , ορίζεται ως εξής: 

 

Γεωµετρικά, η απόλυτη τιµή του α παριστάνει την απόσταση του 
αριθµού α από το µηδέν, 
 

 

6 744 844

   x΄   x   4   3   α   2 

 |a| 

  1   0  −1  −2  −3  −4  

ενώ η απόλυτη τιµή του α β−  παριστάνει την απόσταση των 
αριθµών α και β. 
 

 

6 7444 8444

   x΄   x   4   3   β   α   2 

 |a−β |  

  1   0  −1  −2  −3  −4  

Ιδιότητες της απόλυτης τιµής : 

1)  2 2| |α α=                                                                           

2)  2 | |α α=                                                                                                       
3)  | | | | | |αβ α β= ⋅                                                                                            

4)  
| |

| |

α α
β β
=                                                                                                               

 

 a 

 a 

 a 

 a 

 

, 0
| |

, 0

α αν α
α

α αν α
≥

= 
− <
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5)  | | | | | | | | | |α β α β α β− ≤ + ≤ +                                                                            

6)  0 0 0| |x x x x xδ δ δ− < ⇔ − < < + ,    0δ >  
Η έννοια της πραγµατικής συνάρτησης 

ΟΡΙΣΜΟΣ 

Έστω Α ένα υποσύνολο του ℜ . Ονοµάζουµε πραγµατική 
συνάρτηση µε πεδίο ορισµού το Α µια διαδικασία (κανόνα) f , µε 
την οποία κάθε στοιχείο x A∈  αντιστοιχίζεται σε ένα µόνο 
πραγµατικό αριθµό y. Το y ονοµάζεται τιµή της  f  στο x και 
συµβολίζεται µε ( )f x . 

Για να εκφράσουµε τη διαδικασία αυτή, γράφουµε: 

:f A→ℜ                                                                                                     
( )x f x→           

— Το γράµµα x, που παριστάνει οποιοδήποτε στοιχείο του Α 
λέγεται ανεξάρτητη µεταβλητή, ενώ το γράµµα y, που 
παριστάνει την τιµή της f στο x, λέγεται εξαρτηµένη 
µεταβλητή. 

— Το πεδίο ορισµού Α της συνάρτησης f συνήθως συµβολίζεται µε 

fD . 

— Το σύνολο που έχει για στοιχεία του τις τιµές της f σε όλα τα 
x A∈ , λέγεται σύνολο τιµών της f και συµβολίζεται µε ( )f A . 
Είναι δηλαδή: 

( ) { | ( )f A y y f x= =   για κάποιο  }x A∈ . 

ΠΡΟΣΟΧΗ 

Στα επόµενα και σε όλη την έκταση του βιβλίου : 

— Θα ασχοληθούµε µόνο µε συναρτήσεις που έχουν πεδίο ορισµού  
διάστηµα ή  ένωση διαστηµάτων. 

— Όταν θα λέµε ότι “ Η συνάρτηση f είναι ορισµένη σ’ ένα 
σύνολο Β”,  θα εννοούµε ότι το Β είναι υποσύνολο του πεδίου 
ορισµού της. Στην περίπτωση αυτή µε ( )f B  θα συµβολίζουµε το 
σύνολο των τιµών της f σε κάθε x B∈ . Είναι δηλαδή: 

( ) { | ( )f B y y f x= =   για κάποιο  }x B∈ . 

Συντοµογραφία συνάρτησης 

Για να οριστεί µια συνάρτηση f αρκεί να δοθούν δύο στοιχεία: 

• το πεδίο ορισµού της και 
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• η τιµή της, ( )f x , για κάθε x του πεδίου ορισµού της (τύπος). 

Συνήθως, όµως, αναφερόµαστε σε µια συνάρτηση f δίνοντας µόνο 
τον τύπο µε τον οποίο εκφράζεται το ( )f x . Σε µια τέτοια 
περίπτωση θα θ ε ω ρ ο ύ µ ε  σ υµ β α τ ι κ ά  ότι το πεδίο ορισµού 
της  f  είναι το σύνολο όλων των πραγµατικών αριθµών x, για τους 
οποίους το ( )f x  έχει νόηµα.  

Γραφική παράσταση συνάρτησης                                                                   
Έστω f µια συνάρτηση µε πεδίο ορισµού Α και Oxy ένα σύστηµα 

συντεταγµένων στο επίπεδο. Το σύνολο των σηµείων ( , )M x y  για 

τα οποία ισχύει ( )y f x= , δηλαδή το σύνολο των σηµείων 

( , ( ))M x f x , x A∈ , λέγεται γραφική παράσταση της  f  και 

συµβολίζεται συνήθως µε fC .  Η εξίσωση, λοιπόν, ( )y f x=  

επαληθεύεται µόνο από τα σηµεία της fC . Εποµένως, η ( )y f x=  

είναι η εξίσωση της γραφικής παράστασης της  f.  Επειδή κάθε 
x A∈  αντιστοιχίζεται σε ένα µόνο y∈ℜ , δεν υπάρχουν σηµεία της 

γραφικής παράστασης της  f  µε την ίδια τετµηµένη. Αυτό σηµαίνει 
ότι κάθε κατακόρυφη ευθεία έχει µε τη γραφική παράσταση της  f  
το πολύ ένα κοινό σηµείο . 
Έτσι, ο κύκλος δεν αποτελεί γραφική παράσταση συνάρτησης . 

 
 
 

 
 

 
 
Όταν δίνεται η γραφική παράσταση fC  µιας συνάρτησης  f, τότε: 

α) Το πεδίο ορισµού της  f  είναι το σύνολο Α των τετµηµένων των 
σηµείων της fC . 

β) Το σύνολο τιµών της  f  είναι το σύνολο ( )f A  των 
τεταγµένων των σηµείων της fC . 

γ) Η τιµή της  f  στο 0x A∈  είναι η τεταγµένη του σηµείου τοµής 
της ευθείας 0x x=   και της fC  . 

 

 

 

 Cf 

 O 

 x=x0 

 A(x0,f (x0)) 

 x0 

 y 

 x 
 (γ) 

 f (x0) 

 

 Cf 

 O 

 y 

 x 
 (β) 

 f(Α) 

 

 Cf 

 O 

 y 

 x 
 (α) 

 Α 
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 O  x 

 y 
 

 Cf 

 Α 

 

 O  x 

 y 

 C 
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Όταν δίνεται η γραφική παράσταση fC , µιας συνάρτησης f 

µπορούµε, επίσης, να σχεδιάσουµε και τις γραφικές παραστάσεις 
των συναρτήσεων f−  και | |f . 
 
α) Η γραφική παράστασης της συνάρτησης f−  είναι 
συµµετρική, ως προς τον άξονα x x′ , της γραφικής 
παράστασης της f, γιατί αποτελείται από τα σηµεία 

( , ( ))M x f x′ −  που είναι συµµετρικά των ( , ( ))M x f x , 
ως προς τον άξονα x x′ . 

 
 
β) Η γραφική παράσταση της | |f  αποτελείται από τα 
τµήµατα της fC  που βρίσκονται πάνω από τον 

άξονα x x′  και από τα συµµετρικά, ως προς τον 
άξονα x x′ , των τµηµάτων της fC  που βρίσκονται κάτω 

από τον άξονα αυτόν. 

Μερικές βασικές συναρτήσεις 

• Η πολυωνυµική συνάρτηση α β= +( )f x x  

    

 
 
 

  a>0

 O  x

 y

 a<0

 O  x

 y

 a=0

 O  x

 y

  

• Η πολυωνυµική συνάρτηση α= 2( )f x x ,  α ≠ 0 . 

       

 

 

 O  x

 y

 α>0

 x O

 y

 α<0   
• Η πολυωνυµική συνάρτηση α= 3( )f x x ,  α ≠ 0. 

 

 O 

 y 

 x 

 y=f (x)  y= | f (x)| 

 

 O 

 y 

 x 

 Μ΄(x,−f (x)) 

 y=f (x) 

 y=−f (x) 

 Μ(x,f (x)) 
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 O  x

 y

 α>0

 O  x

 y

 α<0  
 

 

• Η ρητή συνάρτηση ( )f x
x

α
= ,  α ≠ 0 . 

      

 

 

 O  x

 y

 α>0

 O
 x

 y

 α<0  
 

 
 

• Οι συναρτήσεις ( )f x x= ,  ( ) | |g x x= . 

          

 

 

 

y x=

 O  x

 y

 

y x= | |

 O  x

 y

 
  

Επειδή 
, 0

( )
, 0

x x
g x

xx

 − <
= 

≥
, η γραφική παράσταση της | |y x=  

αποτελείται από δύο κλάδους. Ο ένας είναι η γραφική παράσταση 
της y x=  και ο άλλος η συµµετρική της ως προς τον άξονα y y′ . 

• Οι τριγωνικές συναρτήσεις : ( )f x xηµ= , ( )f x xσυν= , 
( )f x xεφ=  
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 O

 y=ηµx

 2π π

 1

 −1

 y

 x

  

 

 O

 y=συνx

 2π π

 1

 −1

 y

 x

 

 

 3π/2 π/2 −π/2  O

 y=εφx

 y

 x

 
 

 (γ )  

 (β )  

 (α )  

 
 
Υπενθυµίζουµε ότι, οι συναρτήσεις ( )f x xηµ=  και ( )f x xσυν=  είναι 
περιοδικές µε περίοδο 2T π= , ενώ η συνάρτηση ( )f x xεφ=  είναι 
περιοδική µε περίοδο T π= . 
 

• Η εκθετική συνάρτηση α=( ) xf x ,   α< ≠0 1. 
 

          

 

 

 α

 1

 1 O  x

 y

 (α) α>1

 O  x

 y

 (β) 0<α<1

 α

 1

 1

 
 

 
Υπενθυµίζουµε ότι: 

     αν  α >1,           τότε:    1 2
1 2

x x x xα α< ⇔ <  
     ενώ 
     αν  α< <0 1,      τότε:    1 2

1 2
x x x xα α< ⇔ > . 

• Η λογαριθµική συνάρτηση ( ) logf x xα= , α< ≠0 1 
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 α

 1

 1 O  x

 y

 (α) α>1

 α

 1

 1
 O  x

 y

 (β) 0<α<1  
 

 
Υπενθυµίζουµε ότι: 

1)   log yx y xα α= ⇔ =                                                                                              

2)   log x xαα =   και  log x xαα =                                                                                            
3)   log 1α α =      και   log 1 0α =                                                      
4)  1 2 1 2log ( ) log logx x x xα α α= +                                                                                  

5) 1
1 2

2

log log log
x

x x
xα α α

 
= − 

 
                                                                                     

6)  1 1log logkx xα ακ=  

7)   αν 1α > ,  τότε:  1 2 1 2log logx x x xα α< ⇔ < ,   ενώ                                               
αν 0 1α< < ,  τότε : 1 2 1 2log logx x x xα α< ⇔ > . 

8)  lnx xe αα = ,   αφού   lne αα = . 

Ισότητα συναρτήσεων 

ΟΡΙΣΜΟΣ 

∆ύο συναρτήσεις f και g λέγονται ίσες όταν: 

         • έχουν  το  ίδιο  πεδίο ορισµού  Α και 

         • για κάθε x A∈  ισχύει ( ) ( )f x g x= .  (∆ηλαδή τον ίδιο τύπο) 

• Για να δηλώσουµε ότι δύο συναρτήσεις f και g είναι ίσες γράφουµε 
f g= . (Προσοχή : η ισότητα ( ) ( )f x g x=  σηµαίνει ότι οι 
συναρτήσεις έχουν τον ίδιο τύπο και όχι ότι είναι ίσες!!!!!!!!!!!!)  

 
• Έστω τώρα f, g δύο συναρτήσεις µε 

πεδία ορισµού Α, Β αντιστοίχως και Γ 
ένα υποσύνολο των Α και Β. Αν για 
κάθε x∈Γ  ισχύει ( ) ( )f x g x= , τότε 
λέµε ότι οι συναρτήσεις  f  και  g  
είναι ίσες στο σύνολο Γ.  

 

 

678

  x 

 y 

 Ο 

 Γ 

 A 
 B 
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Πράξεις µε συναρτήσεις 

Ορίζουµε ως άθροισµα f g+ , διαφορά -f g , γινόµενο f g⋅  και 

πηλίκο 
f

g
 δύο συναρτήσεων f, g τις συναρτήσεις µε τύπους 

• ( )( ) ( ) ( )f g x f x g x+ = +  

• ( )( ) ( ) ( )f g x f x g x− = −  

• ( )( ) ( ) ( )f g x f x g x⋅ = ⋅   

• 
( )

( )
( )

f f x
x

g g x

 
= 

 
. 

Το πεδίο ορισµού των f g+ , f g−  και f g⋅  είναι η τοµή f gD D∩  των 

πεδίων ορισµού fD  και gD  των συναρτήσεων f και g αντιστοίχως, ενώ 

το πεδίο ορισµού της 
f

g
 είναι το f gD D∩ , εξαιρουµένων των τιµών του 

x που µηδενίζουν τον παρονοµαστή ( )g x , δηλαδή το σύνολο 

{ |x x A∈   και  x B∈ , µε ( ) 0}g x ≠  δηλαδή { }( ) 0f gD D g x∩ − = . 

Σύνθεση συναρτήσεων 

ΟΡΙΣΜΟΣ 

Αν  f, g  είναι δύο συναρτήσεις µε πεδίο ορισµού Α, Β αντιστοίχως, τότε 
ονοµάζουµε σύνθεση της f µε την g, και τη συµβολίζουµε µε gof , τη 
συνάρτηση µε τύπο 

( )( ) ( ( ))gof x g f x= . 

 

 g fo  

 g(B)  A 

  g 

 B  f (A) 

 f 

 A1 

 g( f (x)) 

 f (x) 

 x 

 
Το πεδίο ορισµού της gof  αποτελείται από όλα τα στοιχεία x του πεδίου 
ορισµού της  f  για τα οποία το ( )f x  ανήκει στο πεδίο ορισµού της g. 
∆ηλαδή είναι το σύνολο 

{ | ( ) }gof f gA x A f x A= ∈ ∈ . 

Είναι φανερό ότι η gof  ορίζεται αν gofA ≠∅ , δηλαδή αν ( )f A B∩ ≠∅ . 
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ΠΡΟΣΟΧΗ 

Στη συνέχεια, θα ασχοληθούµε µόνο µε συναρτήσεις που οι συνθέσεις 
τους έχουν πεδίο ορισµού διάστηµα ή ένωση διαστηµάτων. 

ΣΧΟΛΙΑ 

•••• Στην παραπάνω εφαρµογή παρατηρούµε ότι gof fog≠ . Γενικά, αν  f, g  
είναι δύο συναρτήσεις και ορίζονται οι gof  και fog, τότε αυτές δ ε ν  ε ί 
ν α ι  υ π ο χ ρ ε ω τ ι κ ά  ίσες. 

• Αν , ,f g h είναι τρεις συναρτήσεις και ορίζεται η ( )ho gof , τότε 
ορίζεται και η ( )hog of  και ισχύει : ( ) ( )ho gof hog of= . 

Τη συνάρτηση αυτή τη λέµε σύνθεση των f, g και h και τη συµβολίζουµε 
µε hogof . Η σύνθεση συναρτήσεων γενικεύεται και για περισσότερες 
από τρεις συναρτήσεις. 
 
ΜΟΝΟΤΟΝΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ – ΑΝΤΙΣΤΡΟΦΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ 
Μονοτονία συνάρτησης 

•••• Οι έννοιες “γνησίως αύξουσα συνάρτηση”, “ γνησίως φθίνουσα 
συνάρτηση” είναι γνωστές από προηγούµενη τάξη. Συγκεκριµένα, 
µάθαµε ότι: 

ΟΡΙΣΜΟΣ 

Μια συνάρτηση  f  λέγεται0F

(1) : 
•••• γνησίως αύξουσα σ’ ένα δ ι ά σ τ η µ α  ∆ του πεδίου ορισµού της, 
όταν για οποιαδήποτε 1 2,x x ∈∆  µε 1 2x x<  ισχύει: 1 2( ) ( )f x f x<       

•••• γνησίως φθίνουσα σ’ ένα δ ι ά σ τ η µ α  ∆ του πεδίου ορισµού της, 
όταν για οποιαδήποτε 1 2,x x ∈∆  µε 1 2x x<  ισχύει: 1 2( ) ( )f x f x>       
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   ∆ 
  Ο   x2   x1   x 

  y 

  f (x2) 

  f (x1) 
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  ∆ 

  Ο   x2   x1 

  f (x1) 

  f (x2) 

  x 

  y 

 

                                                 
(1) Μια συνάρτηση f λέγεται, απλώς,: 
    • αύξουσα σ’ ένα διάστηµα ∆, όταν για οποιαδήποτε ∆xx ∈21,  µε 21 xx <  ισχύει 

)()( 21 xfxf ≤ . 
    • φθίνουσα σ’ ένα διάστηµα ∆, όταν για οποιαδήποτε ∆xx ∈21,  µε 21 xx <  ισχύει 

)()( 21 xfxf ≥ . 
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• Για να δηλώσουµε ότι η  f  είναι γνησίως αύξουσα (αντιστοίχως 
γνησίως φθίνουσα) σε ένα διάστηµα ∆, γράφουµε   f ∆ 
(αντιστοίχως  f ∆).                                         

• Αν µια συνάρτηση  f  είναι γνησίως αύξουσα ή γνησίως φθίνουσα 
σ’ ένα διάστηµα ∆ του πεδίου ορισµού της, τότε λέµε ότι η  f  είναι 
γνησίως µονότονη στο ∆. 

•  Στην περίπτωση που το πεδίο ορισµού της  f  είναι ένα διάστηµα ∆ 
και η  f  είναι γνησίως µονότονη σ’ αυτό, τότε θα λέµε, απλώς, ότι 
η  f  είναι γνησίως µονότονη. 

Ακρότατα συνάρτησης 

ΟΡΙΣΜΟΣ 

Μια συνάρτηση  f  µε πεδίο ορισµού Α θα λέµε ότι: 

• Παρουσιάζει στο 0x A∈  (ολικό) µέγιστο, το 0( )f x , όταν 0( ) ( )f x f x≤   
για κάθε  x A∈       

• Παρουσιάζει στο 0x A∈  (ολικό) ελάχιστο, το 0( )f x , 
όταν 0( ) ( )f x f x≥     για κάθε  x A∈  . 

 

 Cf  

 f (x0) 

 f (x) 

 O 
 x 

 y 

 x0  x 

            

 

 C f  

 f (x0) 

 f (x) 

 O 
 x 

 y 

 x0  x 

 
• ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ                                                                                                 

Άλλες συναρτήσεις παρουσιάζουν µόνο µέγιστο, άλλες µόνο 
ελάχιστο, άλλες και µέγιστο και ελάχιστο και άλλες ούτε µέγιστο 
ούτε ελάχιστο. 

• Το (ολικό) µέγιστο και το (ολικό) ελάχιστο µιας συνάρτησης  f  
λέγονται (ολικά) ακρότατα της  f. 

Συνάρτηση 11−  

ΟΡΙΣΜΟΣ 

Μια συνάρτηση :f A→ℜ  λέγεται συνάρτηση 11− , όταν για 
οποιαδήποτε 1 2,x x A∈  ισχύει η συνεπαγωγή: 

αν   1 2x x≠ ,    τότε (⇒)   1 2( ) ( )f x f x≠ . 

Με απαγωγή σε άτοπο αποδεικνύεται ότι: 
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Μια συνάρτηση :f A→ℜ  είναι συνάρτηση 11− , αν και µόνο αν 
για οποιαδήποτε 1 2,x x A∈  ισχύει η συνεπαγωγή: 

αν   1 2( ) ( )f x f x= ,    τότε    1 2x x= .                

ΣΧΟΛΙΑ 

• Από τον παραπάνω ορισµό προκύπτει ότι µια συνάρτηση  f  είναι 
1 1− , αν και µόνο αν: 

— Για κάθε στοιχείο y του συνόλου τιµών της η εξίσωση ( )f x y=  
έχει ακριβώς µια λύση ως προς x. 

— ∆εν υπάρχουν σηµεία της γραφικής της παράστασης µε την ίδια 
τεταγµένη. Αυτό σηµαίνει ότι κάθε οριζόντια ευθεία τέµνει τη 
γραφική παράσταση της  f  το πολύ σε ένα σηµείο. 

 

 x

 y

 συνάρτηση 1-1

 O

                 

 

 O  x2  x1 

 B  A 

 x 

 y 

 συνάρτηση όχι 1-1  

• Αν µια συνάρτηση είναι γνησίως µονότονη, τότε προφανώς, είναι 
συνάρτηση "1 1"− . Έτσι, οι συναρτήσεις 1( )f x xα β= + , 0α ≠ , 

3
2( )f x xα= , 0α ≠ , 3( ) xf x α= , 0 1α< ≠  και 4( ) logf x xα= , 

0 1α< ≠ , είναι συναρτήσεις 1 1− .  

• Υπάρχουν, όµως, συναρτήσεις που είναι 1 1−  αλλά 
δεν είναι γνησίως µονότονες, όπως για παράδειγµα η 

συνάρτηση 
, 0

( ) 1
, 0

x x
g x

x
x

≤


= 
>

  

Αντίστροφη συνάρτηση 

•••• Έστω µια συνάρτηση :f A→ℜ . Αν υποθέσουµε ότι 
αυτή είναι 1 1− , τότε για κάθε στοιχείο y του συνόλου 
τιµών, ( )f A , της  f  υπάρχει µοναδικό στοιχείο x του 
πεδίου ορισµού της Α για το οποίο ισχύει ( )f x y= . 
Εποµένως ορίζεται µια συνάρτηση : ( )g f A →ℜ  

 

 O  x 

 y 

 y=g(x) 

 
 

 O  x 
 x 

 y=f (x) 

 y 
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µε την οποία κάθε ( )y f A∈  αντιστοιχίζεται στο µοναδικό x A∈  για 
το οποίο ισχύει ( )f x y= . 

Από τον τρόπο που ορίστηκε η g προκύπτει ότι: 

— έχει πεδίο ορισµού το σύνολο τιµών ( )f A  της  f, 

— έχει σύνολο τιµών το πεδίο ορισµού Α της  f  και  

— ισχύει η ισοδυναµία:  ( ) ( )f x y g y x= ⇔ = . 

Αυτό σηµαίνει ότι, αν η  f  αντιστοιχίζει το x στο y, 
τότε η g αντιστοιχίζει το y στο x και αντιστρόφως. 
∆ηλαδή η g είναι η αντίστροφη διαδικασία της  f. Για 
το λόγο αυτό η g λέγεται αντίστροφη συνάρτηση 
της  f  και συµβολίζεται µε 1−f .  

Εποµένως έχουµε 

1( ) ( )f x y f y x−= ⇔ =  

οπότε 
1( ( )) ,f f x x x A− = ∈        και      1( ( )) , ( )f f y y y f A− = ∈ . 

 

• Ας πάρουµε τώρα µια 11−  συνάρτηση  f  και 
ας θεωρήσουµε τις γραφικές παραστάσεις C 
και C ′  των  f  και της 1f −  στο ίδιο σύστηµα 

αξόνων . Επειδή 1( ) ( )f x y f y x−= ⇔ = , 

αν ένα σηµείο ( , )M α β  ανήκει στη γραφική 
παράσταση C της  f , τότε το σηµείο ( , )β α′Μ  
θα ανήκει στη γραφική παράσταση C′  της 

1f −  και αντιστρόφως. Τα σηµεία, όµως, αυτά 
είναι συµµετρικά ως προς την ευθεία που διχοτοµεί τις γωνίες xOy 
και x Oy′ ′ .  Εποµένως: 

Οι γραφικές παραστάσεις C  και C′  των συναρτήσεων  f  και 1f −  
είναι συµµετρικές ως προς την ευθεία y x=  που διχοτοµεί τις 
γωνίες xOy και x Oy′ ′ . 

ΟΡΙΟ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΣΤΟ x0∈ℜ 
Όταν οι τιµές µιας συνάρτησης  f  προσεγγίζουν όσο θέλουµε έναν 
πραγµατικό αριθµό l , καθώς το x προσεγγίζει µε οποιονδήποτε 
τρόπο τον αριθµό 0x , τότε γράφουµε 

 

 g 

 f 

 f(A)  A 

 y=f(x)  g(y)=x 

 

 

 y=x 

 C΄ 

 C 

 O  x 

 M΄(β,α) 

 M(α,β)  y 
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0

lim ( )
x x

f x
→

= l  

και διαβάζουµε 

“ το όριο της ( )f x , όταν το x τείνει στο 0x , είναι l ”    ή 

“ το όριο της ( )f x  στο 0x  είναι l ”. 

 f (x) 

 f (x) 

f x( )0 = l  

 (a) 

 O  x0 

  

 x  x  x 

 y 

    

 

 f(x0) 
 (β) 

 f(x) 

 f(x) 

 O  x0 

 l  

  

 x  x  x 

 y 

     

 

 (γ) 

 f(x) 

 f(x) 

 O  x0 

 l  

  

 x  x  x 

 y 

 
ΣΧΟΛΙΑ 

Από τα παραπάνω σχήµατα παρατηρούµε ότι: 

— Για να αναζητήσουµε το όριο της  f  στο 0x , πρέπει η  f  να 
ορίζεται όσο θέλουµε “κοντά στο 0x ”, δηλαδή η  f  να είναι 
ορισµένη σ’ ένα σύνολο της µορφής 

0 0( , ) ( , )x xα β∪       ή      0( , )xα       ή      0( , )x β . 

— Το 0x  µπορεί να ανήκει στο πεδίο ορισµού της συνάρτησης (Σχ. 
α, β) ή να µην ανήκει σ’ αυτό (Σχ. γ). 

— Η τιµή της  f  στο 0x , όταν υπάρχει, µπορεί να είναι ίση µε το 
όριό της στο 0x   (Σχ. 39α) ή διαφορετική από αυτό. (Σχ.β). 

ΠΛΕΥΡΙΚΑ ΟΡΙΑ ΣΤΟ x0∈∈∈∈ℜℜℜℜ 
� ́ Οταν οι τιµές µιας συνάρτησης f  προσεγγίζουν όσο θέλουµε 

τον πραγµατικό αριθµό 1l , καθώς το x προσεγγίζει το 0x  από 
µικρότερες τιµές 0( )x x< , τότε γράφουµε:  

0
1lim ( )

x x
f x

−→
= l                     

και διαβάζουµε:  “το όριο της ( )f x , όταν το x τείνει στο 0x  
από τα αριστερά, είναι 1l ”. 

� ́ Οταν οι τιµές µιας συνάρτησης f προσεγγίζουν όσο θέλουµε 
τον πραγµατικό αριθµό 2l , καθώς το x προσεγγίζει το 0x  από 
µεγαλύτερες τιµές 0( )x x> , τότε γράφουµε: 

0
2lim ( )

x x
f x

+→
= l                        

και διαβάζουµε: “το όριο της ( )f x , όταν το x τείνει στο 0x  
από τα δεξιά, είναι 2l ”. 



Μαθηµατικά  Κατεύθυνσης  Γ΄ Λυκείου                    Γενικό Λύκειο Νεστορίου 
 

 
Καραφέρης Γεώργιος  ΠΕ03 Μαθηµατικός                                                 ☺☺☺☺☺☺☺☺☺☺☺☺☺☺☺☺  

30

 l1  

 l 2  

 (a) 

 f(x) 

 f(x) 

 O  x0 

  

 x  x  x 

 y 

     (β) 

 f(x) 

 f(x) 

 O  x0 

 l1  

 l 2  

  

 x  x  x 

 y 

     

 f(x0) 

 (γ) 

 f(x) 

 f(x) 

 O  x0 

 l1  

 l 2  

  

 x  x  x 

 y 

 
� Τους αριθµούς 

0
1 lim ( )

x x
f x

−→
=l  και 

0
2 lim ( )

x x
f x

+→
=l  τους λέµε 

πλευρικά όρια της  f  στο 0x  και συγκεκριµένα το 1l  
αριστερό όριο της  f  στο 0x , ενώ το 2l  δεξιό όριο της  f  στο 

0x . 
� Από τα παραπάνω σχήµατα φαίνεται ότι: 

0

lim ( )
x x

f x
→

= l⇔
0 0

lim ( ) lim ( )
x x x x

f x f x
− +→ →

= = l  

ΣΧΟΛΙΑ 

• Αποδεικνύεται ότι, αν µια συνάρτηση  f  έχει όριο στο 0x , 
τότε αυτό είναι µοναδικό και συµβολίζεται, όπως είδαµε, µε 

0

lim ( )
x x

f x
→

. 

• Στη συνέχεια, όταν γράφουµε 
0

lim ( )
x x

f x
→

= l , θα εννοούµε ότι 

υπάρχει το όριο της  f  στο 0x  και είναι ίσο µε l . 

• Συνέπεια του ορισµού είναι οι ακόλουθες ισοδυναµίες: 

(α)   
0

lim ( )
x x

f x
→

= l    ⇔    
0

lim( ( ) ) 0
x x

f x
→

− =l  

(β)   
0

lim ( )
x x

f x
→

= l    ⇔     00
lim ( )
h

f x h
→

+ = l  

 

• ΟΡΙΟ ΚΑΙ ΑΠΟ ∆ΕΞΙΑ ΚΑΙ ΑΠΟ ΑΡΙΣΤΕΡΑ ΣΤΟ x0∈∈∈∈ℜℜℜℜ 

Αν µια συνάρτηση f είναι ορισµένη σε ένα σύνολο της µορφής 

0 0( , ) ( , )x xα β∪ , τότε ισχύει η ισοδυναµία: 

0

lim ( )
x x

f x
→

= l    ⇔    
0 0

lim ( ) lim ( )
x x x x

f x f x
− +→ →

= = l  

• ΟΡΙΟ ΜΟΝΟ ΑΠΟ ∆ΕΞΙΑ ΣΤΟ x0∈∈∈∈ℜℜℜℜ 
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Αν µια συνάρτηση  f  είναι ορισµένη σε ένα διάστηµα της µορφής 

0( , )x β , αλλά δεν ορίζεται σε διάστηµα της µορφής 0( , )xα , τότε 
ορίζουµε:  

0 0

lim ( ) lim ( )
x x x x

f x f x
+→ →

= . 

• ΟΡΙΟ ΜΟΝΟ ΑΠΟ ΑΡΙΣΤΕΡΑ ΣΤΟ x0∈∈∈∈ℜℜℜℜ 

Αν µια συνάρτηση f είναι ορισµένη σε ένα διάστηµα της µορφής 

0( , )xα , αλλά δεν ορίζεται σε διάστηµα της µορφής 0( , )x β , τότε 
ορίζουµε:  

0 0

lim ( ) lim ( )
x x x x

f x f x
−→ →

= . 

ΣΧΟΛΙΟ 
Αποδεικνύεται ότι το 

0

lim ( )
x x

f x
→

 είναι ανεξάρτητο των άκρων ,α β  

των διαστηµάτων 0( , )xα  και 0( , )x β  στα οποία θεωρούµε ότι είναι 
ορισµένη η  f.  
 
ΣΥΜΒΑΣΗ 

Στη συνέχεια, όταν λέµε ότι µια συνάρτηση  f  έχει κοντά στο 0x  

µια ιδιότητα Ρ θα εννοούµε ότι ισχύει µια από τις παρακάτω τρεις 
συνθήκες: 

α)  Η  f  είναι ορισµένη σε ένα σύνολο της µορφής 0 0( , ) ( , )x xα β∪  

και στο σύνολο αυτό έχει την ιδιότητα Ρ. 

β) Η  f  είναι ορισµένη σε ένα σύνολο της µορφής 0( , )xα , έχει σ’ 

αυτό την ιδιότητα Ρ, αλλά δεν ορίζεται σε σύνολο της µορφής 

0( , )x β . 

γ) Η  f  είναι ορισµένη σε ένα σύνολο της µορφής 0( , )x β , έχει σ’ 

αυτό την ιδιότητα Ρ, αλλά δεν ορίζεται σε σύνολο της µορφής 

0( , )xα . 

Όριο ταυτοτικής - σταθερής συνάρτησης 

Με τη βοήθεια του ορισµού του ορίου αποδεικνύεται ότι: 

 

 

       

0

lim
x x

c c
→

=  
0

0lim
x x

x x
→

=  
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 f(x0)=x0 

 (a) 

 f(x) 

 f(x) 

x0  O 

  

 x  x  x 
 y=x 

 y 

                

 y=c 

 (β) 

x0  O 

  

 x  x  x 

 y 

 

Ι∆ΙΟΤΗΤΕΣ ΤΩΝ ΟΡΙΩΝ  
Όριο και διάταξη 

ΘΕΩΡΗΜΑ 1ο 

• Αν 
0

lim ( ) 0
x x

f x
→

> ,  τότε  ( ) 0f x >   κοντά στο 0x    (Σχ. α) 

• Αν 
0

lim ( ) 0
x x

f x
→

< ,  τότε ( ) 0f x <    κοντά στο 0x    (Σχ. β) 

 

 O 

 l  

  

 (a) 

 Cf 

 β  α  x0 
 x 

 y 

                     

 O 

 l  

  

 (β) 

 Cf 

 x0  x 

 y 

 β  α 

 
ΘΕΩΡΗΜΑ 2ο 

Αν οι συναρτήσεις ,f g  έχουν όριο στο 0x  και ισχύει ( ) ( )f x g x≤  
κοντά στο 0x , τότε 

0 0

lim ( ) lim ( )
x x x x

f x g x
→ →

≤  

 O 

  

 (a) 

 Cg 

 Cf 

 β  α  x0  x 

 y 

                   

 O 

  

 (β) 

 Cg 

 Cf 

 β  α  x0  x 

 y 
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Όρια και πράξεις 

ΘΕΩΡΗΜΑ 

Αν υπάρχουν τα όρια των συναρτήσεων  f  και g στο 0x , τότε: 

 1.  
0 0 0

lim( ( ) ( )) lim ( ) lim ( )
x x x x x x

f x g x f x g x
→ → →

+ = +  

 2.  
0 0

lim( ( )) lim ( )
x x x x

f x f xκ κ
→ →

= ,    για κάθε σταθερά κ∈ℜ  

 3.  
0 0 0

lim( ( ) ( )) lim ( ) lim ( )
x x x x x x

f x g x f x g x
→ → →

⋅ = ⋅  

 4.  0

0

0

lim ( )( )
lim

( ) lim ( )
x x

x x
x x

f xf x

g x g x
→

→
→

= ,        εφόσον 
0

lim ( ) 0
x x

g x
→

≠  

 5.  
0 0

lim | ( ) | lim ( )
x x x x

f x f x
→ →

=  

 6.  
0 0

lim ( ) lim ( )k k
x x x x

f x f x
→ →

= ,    εφόσον ( ) 0f x ≥  κοντά στο 0x . 

Οι ιδιότητες 1 και 3 του θεωρήµατος ισχύουν και για περισσότερες 
από δυο συναρτήσεις. Άµεση συνέπεια αυτού είναι: 

0 0

lim[ ( )] lim ( )
x x x x

f x f x
ν

ν

→ →

 =   
,   *ν∈  

Για παράδειγµα, 

0
0lim

x x
x xν ν

→
= . 

 
� Έστω τώρα το πολυώνυµο 

1
1 1 0( )P x x x xν ν

ν να α α α−
−= + + + +L    και   0x ∈ℜ . 

Σύµφωνα µε τις παραπάνω ιδιότητες έχουµε: 

0 0

1
1 0lim ( ) lim( )

x x x x
P x x xν ν

ν να α α−
−→ →

= + + +L

0 0 0

1
1 0lim( ) lim( ) lim

x x x x x x
x xν ν

ν να α α−
−→ → →

= + + +L  

 
0 0 0

1
1 0lim lim lim

x x x x x x
x xν ν

ν να α α−
−→ → →

= + + +L  

 1
0 1 0 0 0( )x x P xν ν

ν να α α−
−= + + + =L . 

Εποµένως, 
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0
0lim ( ) ( )

x x
P x P x

→
= . 

� Έστω η ρητή συνάρτηση 
( )

( )
( )

P x
f x

Q x
= , όπου ( )P x , ( )Q x  

πολυώνυµα του x και 0x ∈ℜ  µε 0( ) 0Q x ≠ . Τότε, 

0

0 0

0

0

0

lim ( )( ) ( )
lim ( ) lim

( ) lim ( ) ( )
x x

x x x x
x x

P xP x P x
f x

Q x Q x Q x
→

→ →
→

= = = . 

Εποµένως, 

0

0

0

( ) ( )
lim

( ) ( )x x

P x P x

Q x Q x→
= ,   εφόσον  0( ) 0Q x ≠  

ΣΧΟΛΙΟ 

Όταν 0( ) 0Q x = , τότε δεν εφαρµόζεται η ιδιότητα 4 του παραπάνω 
θεωρήµατος.     

Κριτήριο παρεµβολής 

Υποθέτουµε ότι “κοντά στο 0x ” µια 
συνάρτηση  f  “εγκλωβίζεται” 
ανάµεσα σε δύο συναρτήσεις h και 
g. Αν, καθώς το x τείνει στο 0x , οι g 
και h έχουν κοινό όριο l , τότε, όπως 
φαίνεται και στο σχήµα, η  f  θα έχει 
το ίδιο όριο l . Αυτό δίνει την ιδέα του παρακάτω θεωρήµατος που 
είναι γνωστό ως κριτήριο παρεµβολής 

ΘΕΩΡΗΜΑ  

Έστω οι συναρτήσεις , ,f g h. Αν 

       • ( ) ( ) ( )h x f x g x≤ ≤  κοντά στο 0x  και 

       • 
0 0

lim ( ) lim ( )
x x x x

h x g x
→ →

= = l , τότε          

0

lim ( )
x x

f x
→

= l . 

Tριγωνοµετρικά όρια 

| | | |x xηµ ≤ ,   για κάθε   x∈ℜ  

(η ισότητα ισχύει µόνο όταν 0x = )  

 O 

 l  

 

 Ch 

 Cf 

 Cg 

 β  α  x0  x 

 y 
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Όριο σύνθετης συνάρτησης 

Με τις ιδιότητες που αναφέρουµε µέχρι τώρα µπορούµε να 
προσδιορίσουµε τα όρια απλών συναρτήσεων. Αν, όµως, θέλουµε 
να υπολογίσουµε το 

0

lim ( ( ))
x x

f g x
→

, της σύνθετης συνάρτησης f go  

στο σηµείο 0x , τότε εργαζόµαστε ως εξής: 
1. Θέτουµε ( )u g x= . 
2. Υπολογίζουµε (αν υπάρχει) το 

0
0 lim ( )

x x
u g x

→
=  και 

3. Υπολογίζουµε (αν υπάρχει) το 
0

 lim ( )
u u

f u
→

=l . 

Αποδεικνύεται ότι, αν 0( )g x u≠  κοντά στο 0x , τότε το ζητούµενο 
όριο είναι ίσο µε l , δηλαδή ισχύει: 

0 0

lim ( ( )) lim ( )
x x u u

f g x f u
→ →

= . 

ΠΡΟΣΟΧΗ 

Στη συνέχεια και σε όλη την έκταση του βιβλίου τα όρια της 
µορφής 

0

lim ( ( ))
x x

f g x
→

 µε τα οποία θα ασχοληθούµε θα είναι τέτοια, 

ώστε να ικανοποιείται η συνθήκη: “ 0( )g x u≠  κοντά στο 0x ” και γι’ 
αυτό δεν θα ελέγχεται. 
 
2.ΜΗ ΠΕΠΕΡΑΣΜΕΝΟ (ΑΠΕΙΡΟ) ΟΡΙΟ ΣΤΟ 

x0∈∈∈∈ℜℜℜℜ 

� Στο διπλανό σχήµα  έχουµε τη γραφική 
παράσταση µιας συνάρτησης  f  κοντά στο 0x . 
Παρατηρούµε ότι, καθώς το x κινούµενο µε 
οποιονδήποτε τρόπο πάνω στον άξονα x x′  
πλησιάζει τον πραγµατικό αριθµό 0x , οι τιµές 

    • 
0

0lim
x x

x xηµ ηµ
→

=  

    • 
0

0lim
x x

x xσυν συν
→

=  

    • α)   
0

lim 1
x

x

x

ηµ
→

=  

    • β)  
0

1
lim 0
x

x

x

συν
→

−
=  

 O x0  x  x 

  

 M 

 f (x) 

 x 

 y 
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( )f x  αυξάνονται  απεριόριστα . Στην περίπτωση αυτή λέµε 
ότι η συνάρτηση  f  έχει στο 0x  όριο +∞  και γράφουµε   

0

lim ( )
x x

f x
→

= +∞ . 

� Στο διπλανό σχήµα  έχουµε τη γραφική 
παράσταση µιας συνάρτησης  f  κοντά στο 0x . 
Παρατηρούµε ότι, καθώς το x κινούµενο µε 
οποιονδήποτε τρόπο πάνω στον άξονα x x′  
πλησιάζει τον πραγµατικό αριθµό 0x , οι τιµές 

( )f x  ελαττώνονται απεριόριστα . Στην 
περίπτωση αυτή λέµε ότι η συνάρτηση  f  έχει 
στο 0x  όριο −∞  και γράφουµε 

0

lim ( )
x x

f x
→

= −∞ . 

� Ανάλογοι ορισµοί µπορούν να διατυπωθούν όταν 0x x−→  και 

0x x+→ . 

 (β) 

 O 

  

 x0  x 

 y 

 Cg 

 Cf 

                          

Όπως στην περίπτωση των πεπερασµένων ορίων έτσι και για τα 
άπειρα όρια συναρτήσεων, που ορίζονται σε ένα σύνολο της 
µορφής 0 0( , ) ( , )x xα β∪ , ισχύουν οι παρακάτω ισοδυναµίες: 

0 0 0

lim ( ) lim ( ) lim ( )
x x x x x x

f x f x f x
− +→ → →

= +∞ ⇔ = = +∞  

 
0 0 0

lim ( ) lim ( ) lim ( )
x x x x x x

f x f x f x
− +→ → →

= −∞ ⇔ = = −∞                          . 

Ι∆ΙΟΤΗΤΕΣ 

• Αν 
0

lim ( )
x x

f x
→

= +∞ , τότε ( ) 0f x >  κοντά στο 0x , ενώ  

    αν 
0

lim ( )
x x

f x
→

= −∞ , τότε ( ) 0f x <  κοντά στο 0x . 

• Αν 
0

lim ( )
x x

f x
→

= +∞ , τότε 
0

lim( ( ))
x x

f x
→

− = −∞  ,  ενώ  

    αν 
0

lim ( )
x x

f x
→

= −∞ , τότε 
0

lim( ( ))
x x

f x
→

− = +∞ . 

 O 
x0  x  x 

  

 -M  
 f (x) 

 x 

 y 

 

 (a) 

 O 

  

 Cg 

 Cf 

 x0  x 

 y 
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• Αν 
0

lim ( )
x x

f x
→

= +∞  ή −∞ , τότε 
0

1
lim 0

( )x x f x→
= . 

• Αν 
0

lim ( ) 0
x x

f x
→

=  και ( ) 0f x >  κοντά στο 0x , τότε 
0

1
lim

( )x x f x→
= +∞ , 

ενώ αν 
0

lim ( ) 0
x x

f x
→

= και ( ) 0f x <  κοντά στο 0x ,τότε 
0

1
lim

( )x x f x→
= −∞ . 

• Αν 
0

lim ( )
x x

f x
→

= +∞  ή −∞ , τότε 
0

lim | ( ) |
x x

f x
→

= +∞ . 

• Αν 
0

lim ( )
x x

f x
→

= +∞ , τότε 
0

lim ( )k

x x
f x

→
= +∞ . 

Σύµφωνα µε τις ιδιότητες αυτές έχουµε: 

20

1
lim
x x→

= +∞   και  γενικά  
20

1
lim
x x ν→

= +∞ ,    *Nν ∈      (Σχ.α) 

 

 
y

x
=

1
2  

 (α) 

 O  x 

 y 

             

 

 
y

x
=

1
 

 (β) 

 O  x 

 y 

 

0

1
lim
x x+→

= +∞   και  γενικά  
2 10

1
lim
x x ν+ +→

= +∞ , *Nν ∈  , ενώ 

0

1
lim
x x−→

= −∞    και γενικά  
2 10

1
lim
x x ν− +→

= −∞ ,  *Nν ∈      (Σχ.β). 

Εποµένως, δεν υπάρχει στο µηδέν το όριο της 
2 1

1
( )f x

x ν += , *Nν ∈ . 

Για τα όρια αθροίσµατος και γινοµένου δύο συναρτήσεων 
αποδεικνύονται τα παρακάτω θεωρήµατα 

ΘΕΩΡΗΜΑ 1ο (όριο αθροίσµατος) 

Αν στο x0∈ℜ       

το όριο της  f  είναι: α∈ℜ α∈ℜ +∞  -∞ +∞  -∞ 

και το όριο της g είναι: +∞  -∞ +∞  -∞ -∞ +∞  

τότε το όριο της f g+  είναι: +∞  -∞ +∞  -∞ ; ; 
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ΘΕΩΡΗΜΑ 2ο (όριο γινοµένου)  

Αν στο x0∈ℜ,           

το όριο της  f είναι: α>0 α<0 α>0 α<0 0 0 +∞ +∞ -∞ -∞ 

και το όριο της  g είναι: +∞ +∞ -∞ -∞ +∞ -∞ +∞ -∞ +∞ -∞ 

τότε το όριο της f�g  είναι: +∞ -∞ -∞ +∞ ; ; +∞ -∞ -∞ +∞ 

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 1                                                                                            
Στους πίνακες των παραπάνω θεωρηµάτων, όπου υπάρχει 
ερωτηµατικό, σηµαίνει ότι το όριο (αν υπάρχει) εξαρτάται κάθε 
φορά από τις συναρτήσεις που παίρνουµε. Στις περιπτώσεις αυτές 
λέµε ότι έχουµε απροσδιόριστη µορφή.                                                      
∆ηλαδή, απροσδιόριστες µορφές για τα όρια αθροίσµατος και 
γινοµένου συναρτήσεων είναι οι: 

• ( ) ( )+∞ + −∞     

• 0 ( )⋅ ±∞ .                                                                                     

Επειδή ( )f g f g− = + −  και 
1f

f
g g
= ⋅ , απροσδιόριστες 

µορφές για τα όρια της διαφοράς και του πηλίκου 
συναρτήσεων είναι οι: 

• ( ) ( )+∞ − +∞ ,    

• ( ) ( )−∞ − −∞        

• 
0

0
,  

•   
±∞
±∞

. 

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 2 

Για τα όρια πηλίκου που οδηγούν σε απροσδιόριστες µορφές 
0

0
, 
±∞
±∞

, 

ισχύουν τα επόµενα θεωρήµατα, που είναι γνωστά ως κανόνες de l’ 
Hospital. 

ΘΕΩΡΗΜΑ 1ο (µορφή 
0

0
) 
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Αν 
0

lim ( ) 0
x x

f x
→

= , 
0

lim ( ) 0
x x

g x
→

= , 0 { , }x ∈ℜ∪ −∞ + ∞  και υπάρχει το 

0

( )
lim

( )x x

f x

g x→

′
′

 (πεπερασµένο ή άπειρο), τότε:    
0 0

( ) ( )
lim lim

( ) ( )x x x x

f x f x

g x g x→ →

′
=

′
. 

ΘΕΩΡΗΜΑ 2ο (µορφή 
±∞
±∞

) 

Αν 
0

lim ( )
x x

f x
→

= ±∞ , 
0

lim ( )
x x

g x
→

= ±∞ , 0 { , }x ∈ℜ∪ −∞ + ∞  και υπάρχει το 

0

( )
lim

( )x x

f x

g x→

′
′

 (πεπερασµένο ή άπειρο), τότε:   
0 0

( ) ( )
lim lim

( ) ( )x x x x

f x f x

g x g x→ →

′
=

′
. 

(ΤΑ ∆ΥΟ ΠΑΡΑΠΑΝΩ ΘΕΩΡΗΜΑΤΑ  ΥΠΑΡΧΟΥΝ ΣΤΟ 
ΣΧΟΛΙΚΟ ΒΙΒΛΙΟ ΣΤΙΣ ΣΕΛΙ∆ΕΣ 282-283) 

3. ΟΡΙΟ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΣΤΟ ΑΠΕΙΡΟ  
Στα παρακάτω σχήµατα έχουµε τις γραφικές παραστάσεις τριών 
συναρτήσεων , ,f g h σε ένα διάστηµα της µορφής ( , )α +∞ . 

 Cf 

 f (x) 

 (a) 
 O 

 l  

  

 +∞  x 
 x 

 y 

      

 Cg 

 g(x) 

 (β) 

 O 

  

 +∞ 

 +∞ 

 x 
 x 

 y 

     

 Ch 

 h(x) 

 O 

 (γ) 

  

 +∞ 

 −∞ 

 x 

 x 

 y 

 

Παρατηρούµε ότι καθώς το x αυξάνεται απεριόριστα µε 
οποιονδήποτε τρόπο, 

� το ( )f x  προσεγγίζει όσο θέλουµε τον πραγµατικό αριθµό l . 
Στην περίπτωση αυτή λέµε ότι η  f  έχει στο +∞  όριο το l  και 
γράφουµε   lim ( )

x
f x

→+∞
= l  

� το ( )g x  αυξάνεται απεριόριστα. Στην περίπτωση αυτή λέµε 
ότι η g έχει στο +∞  όριο το +∞  και γράφουµε lim ( )

x
g x

→+∞
= +∞  

� το ( )h x  µειώνεται απεριόριστα. Στην περίπτωση αυτή λέµε 
ότι η h έχει στο +∞  όριο το −∞  και γράφουµε lim ( )

x
h x

→+∞
= −∞ . 

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 

Από τα παραπάνω προκύπτει ότι για να αναζητήσουµε το όριο µιας 
συνάρτησης  f  στο +∞ , πρέπει η  f  να είναι ορισµένη σε διάστηµα 
της µορφής ( , )α +∞ . 
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Ανάλογοι ορισµοί µπορούν να διατυπωθούν, όταν x→−∞  για µια 
συνάρτηση που είναι ορισµένη σε διάστηµα της µορφής ( , )β−∞ . 
΄Ετσι, για τις συναρτήσεις hgf ,,  των παρακάτω σχηµάτων έχουµε: 

 l  

 f (x) 

 (α) 
 O 

  

 −∞  x 
 x 

 y 

 Cf 

       

 Cg 

 O 

 g(x) 

 (β) 

  

 −∞ 

 +∞ 

 x  x 

 y 

    

 Ch 

 O 

 h(x) 

 (γ) 

  

 −∞ 

 −∞ 

 x 
 x 

 y 

 
 
lim ( )
x

f x
→−∞

= l           lim ( )
x

g x
→−∞

= +∞     και     lim ( )
x

h x
→−∞

= −∞ . 

� Για τον υπολογισµό του ορίου στο +∞  ή −∞  ενός µεγάλου 
αριθµού συναρτήσεων χρειαζόµαστε τα παρακάτω βασικά 
όρια:                             lim

x
xν

→+∞
= +∞                          και    

  
1

lim
x xν→+∞

= 0,      *Nν ∈
,

lim
- ,x

xν
αν ν ρτιος
αν ν περιττ ς→−∞

+∞
= 

∞

ά

ό
   και     

 
1

lim 0
x xν→−∞

= ,      *Nν ∈ . 

� Για τα όρια στο +∞ , −∞  ισχύουν οι γνωστές ιδιότητες των 
ορίων στο 0x  µε την προϋπόθεση ότι: 
� οι συναρτήσεις είναι ορισµένες σε κατάλληλα σύνολα και 
� δεν καταλήγουµε σε απροσδιόριστη µορφή. 

♦ Όριο πολυωνυµικής και ρητής συνάρτησης 

Για την πολυωνυµική συνάρτηση 1
1 0( )P x x xν ν

ν να α α−
−= + + +L , µε 

0να ≠  ισχύει:    lim ( ) lim ( )
x x

P x xννα→+∞ →+∞
=  και  lim ( ) lim ( )

x x
P x xννα→−∞ →−∞

=  

♦ Όριο ρητής συνάρτησης: 

Για τη ρητή συνάρτηση 
1

1 1 0
1

1 1 0

( )
x x x

f x
x x x

ν ν
ν ν

κ κ
κ κ

α α α α
β β β β

−
−

−
−

+ + + +
=

+ + + +
L

L
,  

0να ≠ , 0κβ ≠  ισχύει: 

lim ( ) lim
x x

x
f x

x

ν
ν

κ
κ

α
β→+∞ →+∞

 
=  

 
 και lim ( ) lim

x x

x
f x

x

ν
ν

κ
κ

α
β→−∞ →−∞

 
=  

 
 

 



Μαθηµατικά  Κατεύθυνσης  Γ΄ Λυκείου                    Γενικό Λύκειο Νεστορίου 
 

 
Καραφέρης Γεώργιος  ΠΕ03 Μαθηµατικός                                                 ☺☺☺☺☺☺☺☺☺☺☺☺☺☺☺☺  

41

♦Όρια εκθετικής - λογαριθµικής συνάρτησης 

Αποδεικνύεται ότι: 
 
• Αν 1α >  (Σχ. 60), τότε 

lim 0x

x
α

→−∞
= ,                 lim x

x
α

→+∞
= +∞  

0
limlog
x

xα→
= −∞ ,         lim log

x
xα→+∞
= +∞  

 

 

• Αν 0 1α< <  (Σχ. 61), τότε 

lim x

x
α

→−∞
= +∞ ,              lim 0x

x
α

→+∞
=  

0
limlog
x

xα→
= +∞ ,           lim log

x
xα→+∞
= −∞  

Πεπερασµένο όριο ακολουθίας 

Η έννοια της ακολουθίας είναι γνωστή από προηγούµενες τάξεις. 
Συγκεκριµένα: 

ΟΡΙΣΜΟΣ 

Ακολουθία ονοµάζεται κάθε πραγµατική συνάρτηση    *:Nα →ℜ . 

Η εικόνα ( )α ν  της ακολουθίας α συµβολίζεται συνήθως µε να , ενώ 
η ακολουθία α συµβολίζεται µε ( )να . Για παράδειγµα, η συνάρτηση 

1
να ν
= , *Nν ∈  είναι µια ακολουθία. 

Επειδή το πεδίο ορισµού κάθε ακολουθίας, είναι το 
* {1,2,3,4,...}N = , έχει νόηµα να µελετήσουµε τη συµπεριφορά της 

για πολύ µεγάλες τιµές του ν, δηλαδή όταν ν → +∞ . 
Ο ορισµός του ορίου ακολουθίας είναι ανάλογος του ορισµού του 
ορίου συνάρτησης στο +∞  και διατυπώνεται ως εξής: 

ΟΡΙΣΜΟΣ 

Θα λέµε ότι η ακολουθία ( )να  έχει όριο το ∈ℜl  και θα γράφουµε 

lim νν
α

→∞
= l , όταν για κάθε 0ε > , υπάρχει *

0 Nν ∈  τέτοιο, ώστε για 

κάθε 0ν ν>  να ισχύει  | |να ε− <l  

 

 y=ax 

 y 

 1 

 1 
 y=logax 

 O  x 

 

 

 y=ax 

 y=logax 

 1 

 1 

 O  x 

 y 
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Οι γνωστές ιδιότητες των ορίων συναρτήσεων όταν x→ +∞ , που 
µελετήσαµε στα προηγούµενα, ισχύουν και για τις ακολουθίες. Με 
τη βοήθεια των ιδιοτήτων αυτών µπορούµε να υπολογίζουµε όρια 
ακολουθιών. 
  

3. ΣΥΝΕΧΕΙΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ          
Ορισµός της συνέχειας 

Έστω οι συναρτήσεις , ,f g h των οποίων οι γραφικές παραστάσεις 
δίνονται στα παρακάτω σχήµατα. 

 (a) 

 Cf 

 O 

l= f x( )0  

  

 x0  x 

 y 

    

 Cg  g(x0) 

 O 
 (β) 

 l  

  

 x0  x 

 y 

    

 Ch 

 O 
 (γ) 

 l 1  

 l 2  

  

 x0  x 

 y 

 
Παρατηρούµε ότι: 

� Η συνάρτηση  f  είναι ορισµένη στο 0x  και 
ισχύει:

0
0lim ( ) ( )

x x
f x f x

→
=  

� Η συνάρτηση g είναι ορισµένη στο 0x  αλλά 

0
0lim ( ) ( )

x x
g x g x

→
≠ . 

� Η συνάρτηση h είναι ορισµένη στο 0x  αλλά δεν υπάρχει το 
όριό της. 

Από τις τρεις γραφικές παραστάσεις του σχήµατος µόνο η γραφική 
παράσταση της  f  δε διακόπτεται στο 0x . Είναι, εποµένως, φυσικό 
να ονοµάσουµε συνεχή στο 0x  µόνο τη συνάρτηση  f.  Γενικά, 
έχουµε τον ακόλουθο ορισµό. 

ΟΡΙΣΜΟΣ 

΄Εστω µια συνάρτηση  f  και 0x  ένα σηµείο 0x  του πεδίου ορισµού 
της. Θα λέµε ότι η  f  είναι συνεχής στο 0x , όταν 

0
0lim ( ) ( )

x x
f x f x

→
=  

Μία συνάρτηση  f  που είναι συνεχής σε όλα τα σηµεία του πεδίου 
ορισµού της, θα λέγεται, απλά, συνεχής συνάρτηση.  

Για παράδειγµα: 

� Κάθε πολυωνυµική συνάρτηση Ρ είναι συνεχής, αφού για 
κάθε 0x ∈ℜ  ισχύει 

0
0lim ( ) ( )

x x
P x P x

→
= . 
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�  Κάθε ρητή συνάρτηση 
P

Q
 είναι συνεχής, αφού για κάθε  0x  

του πεδίου ορισµού της ισχύει 
0

0

0

( ) ( )
lim

( ) ( )x x

P x P x

Q x Q x→
= . 

� Οι συναρτήσεις ( )f x xηµ=  και ( )g x xσυν=  είναι συνεχείς, 
αφού για κάθε 0x ∈ℜ  ισχύει                                                

0
0lim

x x
x xηµ ηµ

→
=   και  

0
0lim

x x
x xσυν συν

→
= . 

�  Οι συναρτήσεις ( )f x α= x    και   ( ) logg x xα= ,  
0 1α< ≠ είναι συνεχείς. 

Πράξεις µε συνεχείς συναρτήσεις 

Από τον ορισµό της συνέχειας στο 0x  και τις ιδιότητες των ορίων 
προκύπτει το παρακάτω θεώρηµα: 

ΘΕΩΡΗΜΑ 

Αν οι συναρτήσεις  f  και g είναι συνεχείς στο 0x , τότε είναι 
συνεχείς στο 0x  και οι συναρτήσεις: 

f g+ ,    c f⋅ ,   όπου    c∈ℜ ,     f g⋅ ,     
f

g
,       | |f    και   fν  

µε την προϋπόθεση ότι ορίζονται σε ένα διάστηµα που περιέχει το 

0x . 

ΘΕΩΡΗΜΑ 

Αν η συνάρτηση  f  είναι συνεχής στο 0x  και η συνάρτηση g είναι 
συνεχής στο 0( )f x , τότε η σύνθεσή τους gof  είναι συνεχής στο 0x  

Συνέχεια συνάρτησης σε διάστηµα και βασικά θεωρήµατα 

ΟΡΙΣΜΟΣ 

• Μια συνάρτηση  f  θα λέµε ότι είναι συνεχής σε ένα ανοικτό 
διάστηµα ( , )α β , όταν είναι συνεχής σε κάθε σηµείο του ( , )α β . 
(Σχ.α) 

• Μια συνάρτηση  f  θα λέµε ότι είναι συνεχής σε ένα κλειστό 
διάστηµα [ , ]α β , όταν είναι συνεχής σε κάθε σηµείο του ( , )α β  

και επιπλέον  lim ( ) ( )
x

f x f
α

α
+→

=  και lim ( ) ( )
x

f x f
β

β
−→

=   (Σχ.β) 
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  y 

 (  ) 
 O 

 (α) 
 β  a  x 

                   

  y 

 [  ] 
 O  β  a  x 

 (β)  
Ανάλογοι ορισµοί διατυπώνονται για διαστήµατα της µορφής 
( , ]α β , [ , )α β . 

Θεώρηµα του Bolzano  

Στο διπλανό σχήµα έχουµε τη γραφική 
παράσταση µιας συνεχούς συνάρτησης  f  στο 
[ , ]α β . Επειδή τα σηµεία A(α,f(α))  και 

( , ( ))B fβ β  βρίσκονται εκατέρωθεν του άξονα 
x x′ , η γραφική παράσταση της  f  τέµνει τον 
άξονα σε ένα τουλάχιστον σηµείο. 

ΘΕΩΡΗΜΑ  

Έστω µια συνάρτηση  f , ορισµένη σε ένα κλειστό διάστηµα [ , ]α β  
Αν: 

       • η f είναι συνεχής στο [ , ]α β  και, επιπλέον, ισχύει 

       • ( ) ( ) 0f fα β⋅ < , 

τότε υπάρχει ένα, τουλάχιστον, 0 ( , )x α β∈  τέτοιο, ώστε 0( ) 0f x = . 

∆ηλαδή, υπάρχει µια, τουλάχιστον, ρίζα της εξίσωσης ( ) 0f x =  
στο ανοικτό διάστηµα ( , )α β . 

ΣΧΟΛΙΟ 

Από το θεώρηµα του Bolzano προκύπτει ότι: 

� Αν µια συνάρτηση  f  είναι συνεχής σε ένα διάστηµα ∆ και δε 
µηδενίζεται σ’ αυτό, τότε αυτή ή είναι θετική για κάθε x∈∆  
ή είναι αρνητική για κάθε x∈∆ , δηλαδή διατηρεί πρόσηµο 
στο διάστηµα ∆.  

                 

 y

 f (x)>0

 O  β a  x

 (α)                    

  y 

 f (x)<0 

 O 
 β  a 

 x 

 (β)  

 

 ′′x0   ′x0  
 x0  

 y 

 B(β,f (β)) 

 Α(α,f (α))  f (a) 

 f (β) 

 O  β 
 a 

 x 
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� Μια συνεχής συνάρτηση  f  διατηρεί πρόσηµο σε καθένα από 
το διαστήµατα στα οποία οι διαδοχικές ρίζες της  f  χωρίζουν 
το πεδίο ορισµού της. 

                              

 

 x 

 y 

 ρ5 
 ρ4  ρ3 

 ρ2 

 ρ1 

 + 

 −  − 
 + 

 − 
 + 

 
Αυτό µας διευκολύνει στον προσδιορισµό του προσήµου της  f  για 
τις διάφορες τιµές του x. Συγκεκριµένα, ο προσδιορισµός αυτός 
γίνεται ως εξής: 

α) Βρίσκουµε τις ρίζες της  f. 

β) Σε καθένα από τα υποδιαστήµατα που ορίζουν οι διαδοχικές 
ρίζες, επιλέγουµε έναν αριθµό και βρίσκουµε το πρόσηµο της  f  
στον αριθµό αυτό. Το πρόσηµο αυτό είναι και το πρόσηµο της  f  
στο αντίστοιχο διάστηµα. 

Θεώρηµα ενδιάµεσων τιµών 

ΘΕΩΡΗΜΑ 

Έστω µια συνάρτηση  f, η οποία είναι ορισµένη σε ένα κλειστό 
διάστηµα [ , ]α β . Αν: 
       • η f είναι συνεχής στο [ , ]α β  και 
       • ( ) ( )f fα β≠  

τότε, για κάθε αριθµό η µεταξύ των ( )f α  και ( )f β  υπάρχει ένας, 
τουλάχιστον 0 ( , )x α β∈  τέτοιος, ώστε  0( )f x η=  

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 

Ας υποθέσουµε ότι ( ) ( )f fα β< . Τότε θα ισχύει ( ) ( )f fα η β< < . 
Αν θεωρήσουµε τη συνάρτηση ( ) ( )g x f x η= − , [ , ]x α β∈ , 
παρατηρούµε ότι: 
• η g είναι συνεχής στο [ , ]α β  και   
• ( ) ( ) 0g gα β < , 
αφού 

( ) ( ) 0g fα α η= − <    και 
( ) ( ) 0g fβ β η= − > . 

Εποµένως, σύµφωνα µε το θεώρηµα του 
Bolzano, υπάρχει 0 ( , )x α β∈  τέτοιο, ώστε 0 0( ) ( ) 0g x f x η= − = , 
οπότε 0( )f x η= .     

 

 ′x0   x0   ′′x0  

 y 

 B(β,f(β)) 

 f(a) 

 f (β) 

 O  β 

 y=η 
 η 

 a  x 

 Α(α ,f (α)) 
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ΣΧΟΛΙΟ 

Αν µια συνάρτηση  f  δεν είναι συνεχής 
στο διάστηµα ],[ βα , τότε, όπως φαίνεται 
και στο διπλανό σχήµα, δεν παίρνει 
υποχρεωτικά όλες τις ενδιάµεσες τιµές. 

 
• Με τη βοήθεια του θεωρήµατος 
ενδιαµέσων τιµών αποδεικνύεται ότι: 

Η εικόνα ( )f ∆  ενός διαστήµατος ∆ µέσω µιας συνεχούς και µη 
σταθερής συνάρτησης  f  είναι διάστηµα. 

 

  

 y 

 (  ) 
 O 

 (α) 
 β  a  x 

                  

 

  

 y 

 (  ) 
 O 

 (β) 
 β  a  x 

 
 
 

  

 y 

 [  ) 
 O 

 (γ) 
 β  a  x 

                  

 

 y

 [  ]
 O

 (δ)
 β a  x x1 x2

 Μ

 m
 m

 Μ

 
 
Στην ειδική περίπτωση που το ∆ είναι ένα κλειστό διάστηµα [ , ]α β , 
ισχύει το παρακάτω θεώρηµα. 
 

ΘΕΩΡΗΜΑ (Μέγιστης και ελάχιστης τιµής) 

Αν  f  είναι συνεχής συνάρτηση στο [ , ]α β , τότε η  f  παίρνει στο 
[ , ]α β  µια µέγιστη τιµή Μ και µια ελάχιστη τιµή m. (Σχ.δ) 

∆ηλαδή, υπάρχουν 1 2, [ , ]x x α β∈  τέτοια, ώστε, αν 1( )m f x=  και 

2( )M f x= , να ισχύει : ( )m f x M≤ ≤ ,    για κάθε   [ , ]x α β∈ .  

ΣΧΟΛΙΟ 

Από το παραπάνω θεώρηµα και το θεώρηµα ενδιάµεσων τιµών 
προκύπτει ότι το σύνολο τιµών µιας συνεχούς συνάρτησης  f  µε 

  y 

 f (a) 

 f (β) 

 O 

 y=η 
 η 

 x  β  a 
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πεδίο ορισµού το [ , ]α β  είναι το κλειστό διάστηµα [ , ]m M , όπου m 
η ελάχιστη τιµή και Μ η µέγιστη τιµή της. 

 
• Τέλος, αποδεικνύεται ότι: 

Aν µια συνάρτηση  f  είναι γνησίως αύξουσα και συνεχής σε ένα 
ανοικτό διάστηµα ( , )α β , τότε το σύνολο τιµών της στο διάστηµα 
αυτό είναι το διάστηµα ( , )Α Β  (Σχ.α), όπου 

lim ( )
x

f x
α +→

Α =    και   lim ( )
x

B f x
β −→

= . 

Αν, όµως, η  f  είναι γνησίως φθίνουσα και συνεχής στο ( , )α β , 
τότε το σύνολο τιµών της στο διάστηµα αυτό είναι το διάστηµα 
( , )B A  (Σχ.β). 

               

 

  

 y 

 (  ) 
 O 

 (α) 
 β 

 B 

 A 

 a  x 

                      

 

  

 y 

 (  ) 
 O 

 (β) 
 β 

 Α 

 Β 

 a  x 

 
 

Ανάλογα συµπεράσµατα έχουµε και όταν µια συνάρτηση  f  είναι 
συνεχής και γνησίως µονότονη σε διαστήµατα της µορφής [ , ]α β , 
[ , )α β  και ( , ]α β . 

∆ΙΑΦΟΡΙΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ 
Η ΕΝΝΟΙΑ ΤΗΣ ΠΑΡΑΓΩΓΟΥ 

ΟΡΙΣΜΟΣ 

Μια συνάρτηση f λέµε ότι είναι παραγωγίσιµη σ’ ένα σηµείο 0x  του 

πεδίου ορισµού της, αν υπάρχει το 
0

0

0

( ) ( )
lim
x x

f x f x

x x→

−
−

 και είναι 

πραγµατικός αριθµός. 
Το όριο αυτό ονοµάζεται παράγωγος της  f στο 0x  και συµβολίζεται µε 

0( )f x′ .  ∆ηλαδή: 
0

0
0

0

( ) ( )
( ) lim

x x

f x f x
f x

x x→

−
′ =

−
. 

 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ: 
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• Αν στην ισότητα 
0

0
0

0

( ) ( )
( ) lim

x x

f x f x
f x

x x→

−
′ =

−
 θέσουµε 0x x h= + , 

τότε έχουµε τον ισοδύναµο ορισµό 0 0
0 0

( ) ( )
( ) lim

h

f x h f x
f x

h→

+ −
′ = . 

• Πολλές φορές το 0h x x= −  συµβολίζεται µε x∆ , ενώ το 

0 0( ) ( )f x h f x+ − =  0 0( ) ( )f x x f x+ ∆ −  συµβολίζεται µε 0( )f x∆ , 

οπότε ο παραπάνω τύπος γράφεται: 0
0 0

( )
( ) lim

x

f x
f x

x∆ →

∆
′ =

∆
. 

• Η τελευταία ισότητα οδήγησε το Leibniz να συµβολίσει την 

παράγωγο στο 0x  µε 0( )df x

dx
 ή 

0

( )
x x

df x

dx = . Ο συµβολισµός 0( )f x′  

είναι µεταγενέστερος και οφείλεται στον Lagrange. 
• Είναι φανερό ότι, αν το 0x  είναι εσωτερικό σηµείο ενός 

διαστήµατος του πεδίου ορισµού της  f, τότε: 

Η  f  είναι παραγωγίσιµη στο 0x , αν και µόνο αν υπάρχουν στο ℜ τα 

όρια
0

0

0

( ) ( )
lim
x x

f x f x

x x−→

−
−

,    
0

0

0

( ) ( )
lim
x x

f x f x

x x+→

−
−

 και είναι ίσα. 

• Η στιγµιαία ταχύτητα ενός κινητού, τη χρονική στιγµή 0t , είναι η 
παράγωγος της συνάρτησης θέσης ( )x S t=  τη χρονική στιγµή 0t . 
∆ηλαδή, είναι: 0 0( ) ( )t S tυ ′= . 

ΟΡΙΣΜΟΣ 

Έστω  f  µια συνάρτηση και 0 0( , ( ))A x f x  ένα σηµείο της fC . Αν 

υπάρχει το 
0

0

0

( ) ( )
lim
x x

f x f x

x x→

−
−

 και είναι ένας πραγµατικός αριθµός λ, τότε 

ορίζουµε ως εφαπτοµένη της fC  στο σηµείο της Α, την ευθεία ε που 

διέρχεται από το Α και έχει συντελεστή διεύθυνσης λ. ∆ηλαδή την 
ευθεία µε εξίσωση : ( )0 0 0( ) ( )y f x f x x x′− = −    

ΣΧΟΛΙΑ 

• Την κλίση 0( )f x′  της εφαπτοµένης ε στο 0 0( , ( ))A x f x  θα τη λέµε 
και κλίση της fC  στο Α ή κλίση της  f  στο 0x . 

• Αν µια συνάρτηση  f  δεν είναι παραγωγίσιµη στο 0x  τότε δεν 
ορίζουµε εφαπτοµένη της fC  στο σηµείο 0 0( , ( ))A x f x . 
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Κατακόρυφη εφαπτοµένη (Είναι εκτός ύλης) 
 

ΘΕΩΡΗΜΑ 

Αν µια συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιµη σ’ ένα σηµείο 0x , τότε είναι 
και συνεχής στο σηµείο αυτό. 

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 

Για 0x x≠  έχουµε   0
0 0

0

( ) ( )
( ) ( ) ( )

f x f x
f x f x x x

x x

−
− = ⋅ −

−
, οπότε 

0 0

0
0 0

0

( ) ( )
lim[ ( ) ( )] lim ( )
x x x x

f x f x
f x f x x x

x x→ →

 −
− = ⋅ − − 

0 0

0
0

0

( ) ( )
lim lim( )
x x x x

f x f x
x x

x x→ →

−
= ⋅ −

−
 0( ) 0 0f x′= ⋅ = ,(αφού η  f  είναι 

παραγωγίσιµη στο 0x .)  
Εποµένως, 

0
0lim ( ) ( )

x x
f x f x

→
= , δηλαδή η  f  είναι συνεχής στο 0x .    

ΣΧΟΛΙΑ  
• Το αντίστροφο του παραπάνω θεωρήµατος δεν ισχύει δηλαδή µια 

συνάρτηση µπορεί να είναι συνεχής σε ένα σηµείο 0x  και να µην 
είναι παραγωγίσιµη 0x . 

• Ισχύει όµως η αντιθετοαντιστροφή του παραπάνω θεωρήµατος  
δηλαδή : αν µια συνάρτηση  f  δεν είναι συνεχής σ’ ένα σηµείο 0x , 
τότε  δεν µπορεί να είναι παραγωγίσιµη στο 0x . 

 

ΠΑΡΑΓΩΓΙΣΙΜΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ –ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ 
ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ 
 

• Έστω f µια συνάρτηση µε πεδίο ορισµού ένα σύνολο Α. Θα λέµε ότι: 

— H f είναι παραγωγίσιµη στο Α ή, απλά, παραγωγίσιµη, όταν είναι 
παραγωγίσιµη σε κάθε σηµείο 0x A∈ . 

— Η f είναι παραγωγίσιµη σε ένα ανοικτό διάστηµα ( , )α β  του πεδίου 
ορισµού της, όταν είναι παραγωγίσιµη σε κάθε σηµείο 0 ( , )x α β∈ . 

— Η f είναι παραγωγίσιµη σε ένα κλειστό διάστηµα [ , ]α β  του πεδίου 
ορισµού της, όταν είναι παραγωγίσιµη στο ( , )α β  και επιπλέον ισχύει 

( ) ( )
lim
x

f x f

xα

α
α+→

−
∈ℜ

−
     και     

( ) ( )
lim
x

f x f

xβ

β
β−→

−
∈ℜ

−
. 
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• Έστω f µια συνάρτηση µε πεδίο ορισµού Α και 1A  τo σύνολο των 
σηµείων του Α στα οποία αυτή  είναι παραγωγίσιµη. Αντιστοιχίζοντας 
κάθε 1x A∈  στο ( )f x′ , ορίζουµε τη συνάρτηση  

1:

( ),

f A R

x f x

′ →

′→
  η οποία ονοµάζεται πρώτη παράγωγος της  f  ή απλά 

παράγωγος της  f.  H πρώτη παράγωγος της  f  συµβολίζεται και µε 
df

dx
 

που διαβάζεται “ντε εφ προς ντε χι”. Για πρακτικούς λόγους την 
παράγωγο συνάρτηση ( )y f x′=  θα τη συµβολίζουµε και µε ( ( ))y f x ′= . 
Αν υποθέσουµε ότι το 1Α  είναι διάστηµα ή ένωση διαστηµάτων, τότε η 
παράγωγος της f ′ , αν υπάρχει, λέγεται δεύτερη παράγωγος της  f  και 
συµβολίζεται µε f ′′ . 
Επαγωγικά ορίζεται η νιοστή παράγωγος της  f,  µε 3ν ≥ , και 
συµβολίζεται µε ( )f ν . ∆ηλαδή   ( ) ( 1)[ ]f fν ν − ′= ,   3ν ≥ . 

Παράγωγος µερικών βασικών συναρτήσεων 

• ΄Εστω η σταθερή συνάρτηση ( )f x c= , c∈ℜ . Η συνάρτηση  f  είναι 

παραγωγίσιµη στο ℜ και ισχύει ( ) 0f x′ = , δηλαδή     ( ) 0c ′ =  

Απόδειξη: Πράγµατι, αν 0x  είναι ένα σηµείο του ℜ, τότε για 0x x≠  

ισχύει:  0

0 0

( ) ( )
0

f x f x c c

x x x x

− −
= =

− −
.  Εποµένως 

0

0

0

( ) ( )
lim 0
x x

f x f x

x x→

−
=

−
,  

δηλαδή ( ) 0c ′ = .   

• Έστω η συνάρτηση ( )f x x= . Η συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιµη στο 

ℜ  και ισχύει ( ) 1f x′ = , δηλαδή ( ) 1x ′ =  

Απόδειξη: Πράγµατι, αν 0x  είναι ένα σηµείο του ℜ, τότε για 0x x≠  

ισχύει: 0 0

0 0

( ) ( )
1

f x f x x x

x x x x

− −
= =

− −
. Εποµένως 

0 0

0

0

( ) ( )
lim lim1 1
x x x x

f x f x

x x→ →

−
= =

−
, 

δηλαδή ( ) 1x ′ = .      

• Έστω η συνάρτηση ( )f x xν= , {0,1}ν ∈ −ℕ . Η συνάρτηση  f  είναι 

παραγωγίσιµη στο ℜ και ισχύει 1( )f x xνν −′ = , δηλαδή ( ) 1v vx vx −′ =  

Απόδειξη: Πράγµατι, αν 0x  είναι ένα σηµείο του ℜ , τότε για 0x x≠  
ισχύει: 
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1 2 1
1 2 10 0 0 0 0

0 0
0 0 0

( ) ( ) ( )( )f x f x x x x x x x x x
x x x x

x x x x x x

ν ν ν ν ν
ν ν ν

− − −
− − −− − − + + +

= = = + + +
− − −

⋯
⋯

, οπότε 

0 0

1 2 1 1 1 1 10
0 0 0 0 0 0

0

( ) ( )
lim lim( )
x x x x

f x f x
x x x x x x x x

x x
ν ν ν ν ν ν νν− − − − − − −

→ →

−
= + + + = + + + =

−
⋯ ⋯

, δηλαδή 1( )x xν νν −′ = .    

• Έστω η συνάρτηση ( )f x x= . Η συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιµη 

στο (0, )+∞  και ισχύει 
1

( )
2

f x
x

′ = , δηλαδή   ( ) 1

2
x

x

′
=  

Απόδειξη:  Πράγµατι, αν 0x  είναι ένα σηµείο του (0, )+∞ , τότε για 

0x x≠  ισχύει: 

( )( )
( ) ( )
0 000 0

0 0 0 0 0 0

( ) ( )

( ) ( )

x x x xx xf x f x x x

x x x x x x x x x x x x

− +−− −
= = =

− − − + − +
 

0

1

x x
=

+
,  οπότε 

0 0

0

0 0 0

( ) ( ) 1 1
lim lim

2x x x x

f x f x

x x x x x→ →

−
= =

− +
,  δηλαδή ( ) 1

2
x

x

′
= . 

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ:  η ( )f x x=  δεν είναι παραγωγίσιµη  στο 0.      

• Έστω συνάρτηση ( )f x xηµ= . Η συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιµη στο 

ℜ και ισχύει ( )f x xσυν′ = , δηλαδή   ( )x xηµ συν′ =   (Χωρίς απόδειξη) 

• Έστω η συνάρτηση ( )f x xσυν= . Η συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιµη 

στο ℜ  και ισχύει ( )f x xηµ′ = − , δηλαδή ( )x xσυν ηµ′ = −    (Χωρίς 
απόδειξη) 

ΣΧΟΛΙΟ 

Τα όρια   
0

lim 1
x

x

x

ηµ
→

= ,    
0

1
lim 0
x

x

x

συν
→

−
= , 

τα οποία χρησιµοποιήσαµε για να υπολογίσουµε την παράγωγο των 
συναρτήσεων ( )f x xηµ= , ( )g x xσυν=  είναι η παράγωγος στο 0 0x =  
των συναρτήσεων ,f g  αντιστοίχως, αφού 

0 0

0
lim lim (0)

0x x

x x
f

x x

ηµ ηµ ηµ
→ →

−
′= =

−
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0 0

1 0
lim lim (0)

0x x

x x
g

x x

συν συν συν
→ →

− −
′= =

−
. 

• Έστω η συνάρτηση ( ) xf x e= . Αποδεικνύεται ότι η  f  είναι 

παραγωγίσιµη στο ℜ  και ισχύει ( ) xf x e′ = , δηλαδή    ( )x xe e′ =  (Χωρίς 
απόδειξη) 

• Έστω η συνάρτηση ( ) lnf x x= . Αποδεικνύεται ότι η  f  είναι 

παραγωγίσιµη στο (0, )+∞  και ισχύει 
1

( )f x
x

′ = , δηλαδή  
1

(ln )x
x

′ =  

ΚΑΝΟΝΕΣ  ΠΑΡΑΓΩΓΙΣΗΣ 

ΘΕΩΡΗΜΑ 1 

Αν οι συναρτήσεις ,f g  είναι παραγωγίσιµες στο 0x , τότε η συνάρτηση 
f g+ είναι παραγωγίσιµη στο 0x  και ισχύει: 0 0 0( ) ( ) ( ) ( )f g x f x g x′ ′ ′+ = +  

Απόδειξη:  Για 0x x≠ , ισχύει: 

0 0 0 0

0 0 0

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f g x f g x f x g x f x g x f x f x

x x x x x x

+ − + + − − −
= = +

− − −

0

0

( ) ( )g x g x

x x

−
−

. 

Επειδή οι συναρτήσεις ,f g  είναι παραγωγίσιµες στο 0x , έχουµε: 

0 0 0

0 0 0

0 0 0

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
lim lim lim
x x x x x x

f g x f g x f x f x g x g x

x x x x x x→ → →

+ − + − −
= +

− − −

0 0( ) ( ),f x g x′ ′= +  δηλαδή 0 0 0( ) ( ) ( ) ( )f g x f x g x′ ′ ′+ = + .     

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ: 

• Αν οι συναρτήσεις ,f g  είναι παραγωγίσιµες σ’ ένα διάστηµα ∆, 
τότε για κάθε x∈∆  ισχύει: ( ) ( ) ( ) ( )f g x f x g x′ ′ ′+ = + . 

• Το παραπάνω θεώρηµα ισχύει και για περισσότερες από δύο 
συναρτήσεις. ∆ηλαδή, αν 1 2, ,..., kf f f , είναι παραγωγίσιµες στο ∆, 
τότε   1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )k kf f f x f x f x f x′ ′ ′ ′+ + + = + + +⋯ ⋯ . 

ΘΕΩΡΗΜΑ 2 

Αν οι συναρτήσεις ,f g  είναι παραγωγίσιµες στο 0x , τότε και η 
συνάρτηση f g⋅  είναι παραγωγίσιµη στο 0x  και ισχύει: 

0 0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f g x f x g x f x g x′ ′ ′⋅ = +  
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Απόδειξη: (Εκτός ύλης) 
 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ: 

• Αν οι συναρτήσεις ,f g  είναι παραγωγίσιµες σ’ ένα διάστηµα ∆, 
τότε για κάθε x∈∆  ισχύει: ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f g x f x g x f x g x′ ′ ′⋅ = + . 

• Το παραπάνω θεώρηµα επεκτείνεται και για περισσότερες από δύο 
συναρτήσεις. Έτσι, για τρεις παραγωγίσιµες συναρτήσεις 
ισχύει:
( ( ) ( ) ( )) [( ( ) ( )) ( )] ( ( ) ( )) ( ) ( ( ) ( )) ( )f x g x h x f x g x h x f x g x h x f x g x h x′ ′ ′ ′= ⋅ = ⋅ + ⋅

[ ( ) ( ) ( ) ( )] ( ) ( ) ( ) ( )f x g x f x g x h x f x g x h x′ ′ ′= + +  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x g x h x f x g x h x f x g x h x′ ′ ′= + + . 

• Αν  f  είναι παραγωγίσιµη συνάρτηση σ’ ένα διάστηµα ∆ και 
c∈ℜ , επειδή ( ) 0c ′ = , σύµφωνα µε το θεώρηµα (2) έχουµε: 

( ( )) ( )cf x cf x′ ′=  

ΘΕΩΡΗΜΑ 3 

Αν οι συναρτήσεις ,f g  είναι παραγωγίσιµες στο 0x  και 0( ) 0g x ≠ , τότε 

και η συνάρτηση 
f

g
 είναι παραγωγίσιµη στο 0x  και ισχύει: 

0 0 0 0
0 2

0

( ) ( ) ( ) ( )
( )

[ ( )]

f f x g x f x g x
x

g g x

′
′ ′  −

= 
 

 

Η απόδειξη παραλείπεται. (Εκτός ύλης) 

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ:                                                                                                          

Αν οι συναρτήσεις ,f g  είναι παραγωγίσιµες σ’ ένα διάστηµα ∆ και για 
κάθε x∈∆  ισχύει ( ) 0g x ≠ , τότε για κάθε x∈∆  

έχουµε:
2

( ) ( ) ( ) ( )
( )

[ ( )]

f f x g x f x g x
x

g g x

′
′ ′  −

= 
 

. 

Χρησιµοποιώντας τις προηγούµενες προτάσεις µπορούµε τώρα να 
βρούµε τις παραγώγους µερικών ακόµη βασικών συναρτήσεων. 

• Έστω η συνάρτηση ( )f x x ν−= , *ν ∈ℕ . Η συνάρτηση  f  είναι 

παραγωγίσιµη στο *ℜ  και ισχύει 1( )f x x νν − −′ = − , δηλαδή 
1( )x xν νν− − −′ = −  

Απόδειξη: Πράγµατι, για κάθε *x∈ℜ  

έχουµε:
1

1
2 2

1 (1) 1( )
( )

( )

x x x
x x

x x x

ν ν ν
ν ν

ν ν ν

ν
ν

−
− − −

′ ′ ′− − ′ = = = = − 
 

.     
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ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ: 

Είδαµε, όµως, πιο πριν ότι 1( )x xν νν −′ = , για κάθε φυσικό 1ν > . 

Εποµένως, αν {0,1}κ ∈ −ℤ , τότε    1( )x xκ κκ −′ = . 

• Έστω η συνάρτήση ( )f x xεφ= . Η συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιµη 

στο 1 { |συν 0}x xℜ =ℜ − =  και ισχύει 
2

1
( )f x

xσυν
′ = , δηλαδή 

2

1
( )x

x
εφ

συν
′ =  

Απόδειξη:  Πράγµατι, για κάθε 1x∈ℜ  έχουµε: 

2 2

( ) ( )
( )

x x x x x x x x x
x

x x x

ηµ ηµ συν ηµ συν συν συν ηµ ηµ
εφ

συν συν συν

′ ′ ′− + ′ = = = 
 

  

2 2

2 2

1x x

x x

συν ηµ
συν συν

+
= = .    

• Έστω η συνάρτηση ( )f x xσφ= . Η συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιµη 

στο 2 { |ηµ 0}x xℜ =ℜ − =  και ισχύει 2

1
( )f x

xηµ
′ = − , δηλαδή 

2

1
( )x

x
σφ

ηµ
′ = −  

ΘΕΩΡΗΜΑ 4  

Αν η συνάρτηση  g είναι παραγωγίσιµη στο 0x  και η  f  είναι 
παραγωγίσιµη στο 0( )g x , τότε η συνάρτηση f g�  είναι παραγωγίσιµη 
στο 0x  και ισχύει       0 0 0( ) ( ) ( ( )) ( )f g x f g x g x′ ′ ′= ⋅�  

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ: 

• Γενικά, αν µια συνάρτηση g είναι παραγωγίσιµη σε ένα διάστηµα 
∆ και η  f  είναι παραγωγίσιµη στο ( )g ∆ , τότε η συνάρτηση f g�  
είναι παραγωγίσιµη στο ∆ και ισχύει  ( ( ( ))) ( ( )) ( )f g x f g x g x′ ′ ′= ⋅ . 
∆ηλαδή, αν ( )u g x= , τότε ( ( )) ( )f u f u u′ ′ ′= ⋅ . 

• Με το συµβολισµό του Leibniz, αν ( )y f u=  και ( )u g x= , έχουµε 

τον τύπο 
dy dy du

dx du dx
= ⋅  που είναι γνωστός ως κανόνας της 

αλυσίδας.   
ΠΡΟΣΟΧΗ!!!! 
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Το σύµβολο 
dy

dx
 δεν είναι πηλίκο. Στον κανόνα της αλυσίδας απλά 

συµπεριφέρεται ως πηλίκο, πράγµα που ευκολύνει την 
αποµνηµόνευση του κανόνα. 

Άµεση συνέπεια του παραπάνω θεωρήµατος είναι τα εξής: 

• Η συνάρτηση ( )f x xα= , α ∈ℜ−ℤ  είναι παραγωγίσιµη στο (0, )+∞  

και ισχύει 1( )f x xαα −′ = , δηλαδή 1( )x xα αα −′ =  

Απόδειξη:  Πράγµατι, αν ln xy x eα α= =  και θέσουµε lnu xα= , τότε  

έχουµε uy e= . Εποµένως, ln 11
( )u u xy e e u e x x

x x
α α αα

α α −′ ′ ′= = ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ = . 

• Η συνάρτηση ( ) xf x α= , 0α >  είναι παραγωγίσιµη στο ℜ και ισχύει 

( ) lnxf x α α′ = , δηλαδή  ( ) lnx xα α α′ =  

Απόδειξη: Πράγµατι, αν lnx xy e αα= =  και θέσουµε lnu x α= , τότε 

έχουµε uy e= . Εποµένως, ln( ) ln lnu u x xy e e u e α α α α′ ′ ′= = ⋅ = ⋅ = . 

• Η συνάρτηση ( ) ln | |f x x= , *x∈ℜ  είναι παραγωγίσιµη στο *ℜ  και 

ισχύει 
1

(ln | |)x
x

′ =  

Απόδειξη: Πράγµατι.  

— αν  0x > ,  τότε 
1

(ln | |) (ln )x x
x

′ ′= = ,    ενώ  

— αν  0x< ,  τότε ln | | ln( )x x= − , οπότε, αν θέσουµε  ln( )y x= −  και 

u x= − , έχουµε lny u= . Εποµένως, 
1 1 1

(ln )  ( 1)y u u
u x x

′ ′ ′= = ⋅ = − =
−

 

και άρα 
1

(ln | |)x
x

′ = . 

Ανακεφαλαιώνοντας, αν η συνάρτηση ( )u f x=  είναι παραγωγίσιµη, τότε 
έχουµε: 

1( )u u uα αα −′ ′= ⋅  
2

1
( )u u

u
εφ

συν
′ ′= ⋅  

1
( )

2
u u

u
′ ′= ⋅  2

1
( )u u

u
σφ

ηµ
′ ′= − ⋅  

( )u u uηµ συν′ ′= ⋅  
 

( )u ue e u′ ′= ⋅  

( )u u uσυν ηµ′ ′= − ⋅  ( ) lnu u uα α α′ ′= ⋅  
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1

(ln | |)u u
u

′ ′= ⋅  

 
ΡΥΘΜΟΣ ΜΕΤΑΒΟΛΗΣ  
ΟΡΙΣΜΟΣ 

Αν δύο µεταβλητά µεγέθη yx,  συνδέονται µε τη σχέση ( )y f x= , όταν  f  
είναι µια συνάρτηση παραγωγίσιµη στο 0x , τότε ονοµάζουµε ρυθµό  
µεταβολής του y ως προς το x στο σηµείο 0x  την παράγωγο 0( )f x′ . 

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ: 
• Η στιγµιαία ταχύτητα ενός κινητού, τη χρονική στιγµή 0t , είναι ο 

ρυθµός µεταβολής της συνάρτησης θέσης ( )x S t=  τη χρονική 
στιγµή 0t . ∆ηλαδή, είναι: 0 0( ) ( )t S tυ ′= . 

• Ο ρυθµός µεταβολής της ταχύτητας υ ως προς το χρόνο t τη 
χρονική στιγµή 0t είναι η παράγωγος 0( )tυ′ , της ταχύτητας υ ως 
προς το χρόνο t τη χρονική στιγµή 0t . Η παράγωγος 0( )tυ′  λέγεται 
επιτάχυνση του κινητού τη χρονική στιγµή 0t  και συµβολίζεται µε 

0( )tα . Είναι δηλαδή      0 0 0( ) ( ) ( )t t S tα υ′ ′′= = . 

• Στην οικονοµία, το κόστος παραγωγής Κ, η είσπραξη Ε και το 
κέρδος Ρ εκφράζονται συναρτήσει της ποσότητας x του 
παραγόµενου προϊόντος. Έτσι, η παράγωγος 0( )x′Κ  παριστάνει το 
ρυθµό µεταβολής του κόστους Κ ως προς την ποσότητα x, όταν 

0x x=  και λέγεται οριακό κόστος στο 0x . Ανάλογα, ορίζονται και 
οι έννοιες οριακή είσπραξη στο 0x  και οριακό κέρδος στο 0x . 

ΘΕΩΡΗΜΑ (Rolle) 

Αν µια συνάρτηση  f  είναι: 

        • συνεχής στο κλειστό διάστηµα [ , ]α β  
        • παραγωγίσιµη στο ανοικτό διάστηµα ( , )α β  και 

        • ( ) ( )f fα β=  

τότε υπάρχει ένα, τουλάχιστον, ( , )ξ α β∈  τέτοιο, ώστε: ( ) 0f ξ′ =  

Γεωµετρικά, αυτό σηµαίνει ότι υπάρχει ένα, 
τουλάχιστον, ( , )ξ α β∈  τέτοιο, ώστε η εφαπτοµένη 
της fC  στο ( , ( ))M fξ ξ  να είναι παράλληλη στον 

άξονα των x.  

 
 

  y 

 O  x  β  ξ΄  ξ  α 

 Μ(ξ,f (ξ)) 

 Β(β,f (β)) 
 Α(α,f (α)) 
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ΘΕΩΡΗΜΑ (Μέσης Τιµής ∆ιαφορικού Λογισµού Θ.Μ.Τ.) 

Αν µια συνάρτηση  f  είναι: 

         • συνεχής στο κλειστό διάστηµα [ , ]α β  και 
 • παραγωγίσιµη στο ανοικτό διάστηµα ( , )α β  

τότε υπάρχει ένα, τουλάχιστον, ( , )ξ α β∈  τέτοιο, ώστε: 

( ) ( )
( )

f f
f

β α
ξ

β α
−′ =
−

 

 

 

Γεωµετρικά, αυτό σηµαίνει ότι υπάρχει ένα, 
τουλάχιστον, ( , )ξ α β∈  τέτοιο, ώστε η εφαπτοµένη 
της γραφικής παράστασης της  f  στο σηµείο 

( , ( ))M fξ ξ  να είναι παράλληλη της ευθείας ΑΒ.  

Συνέπειες του Θεωρήµατος της Μέσης τιµής 

ΘΕΩΡΗΜΑ (Σταθερής Συνάρτησης) 

Έστω µια συνάρτηση f ορισµένη σε ένα διάστηµα ∆. Αν 

     • η f είναι συνεχής στο ∆ και 
     • ( ) 0f x′ =  για κάθε ε σ ω τ ε ρ ι κ ό  σηµείο x του ∆, 

τότε η  f  είναι σταθερή σε όλο το διάστηµα ∆. 

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 

Αρκεί να αποδείξουµε ότι για οποιαδήποτε 1 2,x x ∈∆  ισχύει 

1 2( ) ( )f x f x= . Πράγµατι 

• Αν 1 2x x= , τότε προφανώς 1 2( ) ( )f x f x= . 

• Αν 1 2x x< , τότε στο διάστηµα 1 2[ , ]x x  η  f  ικανοποιεί τις υποθέσεις του 
θεωρήµατος µέσης τιµής. Εποµένως, υπάρχει 1 2( , )x xξ ∈  τέτοιο, ώστε 

        2 1

2 1

( ) ( )
( )

f x f x
f

x x
ξ

−
′ =

−
.           (1) 

Επειδή το ξ είναι εσωτερικό σηµείο του ∆, ισχύει ( ) 0f ξ′ = ,οπότε, λόγω 
της (1), είναι 1 2( ) ( )f x f x= . Αν 2 1x x< , τότε οµοίως αποδεικνύεται ότι 

1 2( ) ( )f x f x= . Σε όλες, λοιπόν,  τις περιπτώσεις είναι 1 2( ) ( )f x f x= .     

 

 Β(β,f (β)) 

 β  ξ΄  ξ  a  x 

 y 

 Ο 

 M(ξ,f (ξ)) 

 A(a,f(a)) 
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ΠΟΡΙΣΜΑ 

Έστω δυο συναρτήσεις ,f g  ορισµένες σε ένα διάστηµα ∆. Αν 

    • οι ,f g  είναι συνεχείς στο ∆ και 

    • ( ) ( )f x g x′ ′=  για κάθε  ε σ ω τ ε ρ ι κ ό  σηµείο x του ∆,  

τότε υπάρχει σταθερά c τέτοια, ώστε για κάθε ∆x∈  να ισχύει: 

( ) ( )f x g x c= +  

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 

Η συνάρτηση f g−  είναι συνεχής στο ∆ και για 
κάθε εσωτερικό σηµείο x∈∆  ισχύει 

( ) ( ) ( ) ( ) 0f g x f x g x′ ′ ′− = − = . 

Εποµένως, σύµφωνα µε το παραπάνω θεώρηµα, η 
συνάρτηση f g−  είναι σταθερή στο ∆. Άρα, 
υπάρχει σταθερά C τέτοια, ώστε για κάθε x∈∆  να ισχύει 

( ) ( )f x g x c− = , οπότε       ( ) ( )f x g x c= + .                                                              
ΣΧΟΛΙΟ 

Το παραπάνω θεώρηµα καθώς και το πόρισµά του ισχύουν σε διάστηµα 
και όχι σε ένωση διαστηµάτων. 

Μονοτονία συνάρτησης 

ΘΕΩΡΗΜΑ 

Έστω µια συνάρτηση  f, η οποία είναι  σ υ ν ε χ ή ς  σε ένα διάστηµα ∆. 

• Αν ( ) 0f x′ >  σε κάθε  ε σ ω τ ε ρ ι κ ό  σηµείο x του ∆, τότε η  f  είναι 
γνησίως αύξουσα σε όλο το ∆. 

• Αν ( ) 0f x′ <  σε κάθε  ε σ ω τ ε ρ ι κ ό  σηµείο x του ∆, τότε η  f  είναι 
γνησίως φθίνουσα σε όλο το ∆. 

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 

•••• Αποδεικνύουµε το θεώρηµα στην περίπτωση που είναι ( ) 0f x′ > . 

Έστω 1 2,x x ∈∆  µε 1 2x x< . Θα δείξουµε ότι 1 2( ) ( )f x f x< . Πράγµατι, 
στο διάστηµα 1 2[ , ]x x  η  f  ικανοποιεί τις προϋποθέσεις του Θ.Μ.Τ. 

Εποµένως, υπάρχει 1 2( , )x xξ ∈  τέτοιο, ώστε 2 1

2 1

( ) ( )
( )

f x f x
f

x x
ξ

−
′ =

−
, 

οπότε έχουµε: 2 1 2 1( ) ( ) ( )( )f x f x f x xξ′− = −  

Επειδή  ( ) 0f ξ′ > και 2 1 0x x− > , έχουµε 2 1( ) ( ) 0f x f x− > , οπότε 

1 2( ) ( )f x f x< . 

 y

 O  x

 y=g(x)+c

 y=g(x)

22
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• Στην περίπτωση που είναι ( ) 0f x′ <  εργαζόµαστε αναλόγως.     

ΣΧΟΛΙΟ 

Το αντίστροφο του παραπάνω θεωρήµατος δεν ισχύει. ∆ηλαδή, αν η f 
είναι γνησίως αύξουσα (αντιστοίχως γνησίως φθίνουσα) στο ∆, η 
παράγωγός της δεν είναι υποχρεωτικά θετική (αντιστοίχως αρνητική) 
στο εσωτερικό του ∆. 

Ολοκληρωτικός Λογισµός 
Αρχική συνάρτηση 

ΟΡΙΣΜΟΣ 

Έστω f µια συνάρτηση ορισµένη σε ένα διάστηµα  ∆. Αρχική 
συνάρτηση ή παράγουσα της  f  στο ∆(1)  ονοµάζεται κάθε συνάρτηση 
F που είναι παραγωγίσιµη στο ∆ και ισχύει ( ) ( )F x f x′ = ,  για κάθε  
x∈∆ . 

ΘΕΩΡΗΜΑ 

Έστω  f  µια συνάρτηση ορισµένη σε ένα διάστηµα ∆. Αν F είναι µια 
παράγουσα της  f  στο ∆, τότε 

   • όλες οι συναρτήσεις της µορφής : ( ) ( )G x F x c= + , c∈ℜ, είναι 
παράγουσες της f στο ∆ και 

   • κάθε άλλη παράγουσα G  της  f  στο ∆ παίρνει τη µορφή 

( ) ( )G x F x c= + ,    c∈ℜ . 

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 

• Κάθε συνάρτηση της µορφής ( ) ( )G x F x c= + , όπου ∈c ℜ, είναι µια 
παράγουσα της  f στο ∆, αφού ( ) ( ( ) ) ( ) ( )G x F x c F x f x′ ′ ′= + = = ,  για 
κάθε  x∈∆ . 

• Έστω G είναι µια άλλη παράγουσα της  f  στο ∆. Τότε για κάθε x∈∆  
ισχύουν ( ) ( )F x f x′ =  και ( ) ( )G x f x′ = , οπότε 

( ) ( )G x F x′ ′= ,  για κάθε  x∈∆ . Άρα, σύµφωνα µε το πόρισµα του 
Θεωρήµατος Σταθερής Συνάρτησης, υπάρχει σταθερά c τέτοια, ώστε 

( ) ( )G x F x c= + ,  για κάθε  x∈∆ .   
ΠΙΝΑΚΑΣ ΠΑΡΑΓΟΥΣΩΝ ΒΑΣΙΚΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ  

Α/Α Συνάρτηση Παράγουσες 

1 ( ) 0f x =  ( ) ,G x c c= ∈R , 

                                                 
(1)
Αποδεικνύεται ότι κάθε συνεχής συνάρτηση σε διάστηµα ∆ έχει παράγουσα στο διάστηµα αυτό. 
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2 ( ) 1f x =  ( ) ,G x x c c= + ∈R  

3 
1

( )f x
x

=
 

( ) ln ,G x x c c= + ∈R  

4 ( ) αf x x=  ( )
1

,
1

x
G x c c

α

α

+

= + ∈ℜ
+

 

5 ( )f x συνx=  ( ) ,G x x c cηµ= + ∈ℜ  

6 ( )f x ηµx=  ( ) ,G x x c cσυν= − + ∈ℜ  

7 2

1
( )f x

συν x
=

 
( ) ,G x εφx c c= + ∈R  

8 2

1
( )f x

ηµ x
=

 
( ) ,G x σφx c c= − + ∈R  

9 ( ) xf x e=  ( ) ,xG x e c c= + ∈R  

10 ( ) xf x α=  ( ) ,
ln

x

G x c c
α
α

= + ∈ℜ  

Σηµείωση: 
Οι τύποι του πίνακα αυτού ισχύουν σε κάθε διάστηµα στο οποίο οι 
παραστάσεις του x που εµφανίζονται έχουν νόηµα. 
 
Ι∆ΙΟΤΗΤΕΣ  ΓΡΑΜΜΙΚΟΤΗΤΑΣ ΠΑΡΑΓΟΥΣΩΝ   
Αν οι συναρτήσεις F  και G  είναι παράγουσες των f  και g  αντιστοίχως 
και ο λ  είναι ένας πραγµατικός αριθµός, τότε:  
i) Η συνάρτηση F G+  είναι µια παράγουσα της συνάρτησης f g+  και 

ii)  Η συνάρτηση λF  είναι µια παράγουσα της συνάρτησης λf .     

Εµβαδόν παραβολικού χώρου                                         
Ορισµός εµβαδού 

Έστω  f  µια συνεχής συνάρτηση σε ένα διάστηµα 
[ , ]α β , µε ( ) 0f x ≥  για κάθε [ , ]x α β∈  και Ω το 
χωρίο που ορίζεται από τη γραφική παράσταση της  
f, τον άξονα των x και τις ευθείες x α= , x β= .Για 
να ορίσουµε το εµβαδόν του χωρίου Ω (∆ιπλανό 
σχήµα)  

• Χωρίζουµε το διάστηµα [ , ]α β  σε ν ισοµήκη υποδιαστήµατα, 

µήκους x
β α
ν
−

∆ = , µε τα σηµεία 0 1 2 ...x x x xνα β= < < < < = . 

 

 
∆x

β a
v=
−

 

 xν-1  x2 ...  x1  xν=β  α=x0  ξν  ξk 

 Ω 

 ξ2  ξ1  O 
 x 

 y=f (x) 
 y 

 f(ξ1)  f(ξ2) 
 f(ξk) 

 f(ξν) 

 xk ...  xk-1 
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• Σε κάθε υποδιάστηµα 1[ , ]x xκ κ−  επιλέγουµε αυθαίρετα ένα σηµείο 

κξ  και σχηµατίζουµε τα ορθογώνια που έχουν βάση x∆  και ύψη τα 
( )f κξ . Το άθροισµα των εµβαδών των ορθογωνίων αυτών είναι 

1 2 1( ) ( ) ( ) [ ( ) ( )]S f x f x f x f f xν ν νξ ξ ξ ξ ξ= ∆ + ∆ + + ∆ = + + ∆⋯ ⋯ . 

• Υπολογίζουµε το lim Sνν→+∞
. 

Αποδεικνύεται ότι το lim Sνν→∞
 υπάρχει στο ℜ και είναι ανεξάρτητο 

από την επιλογή των σηµείων κξ . Το όριο αυτό ονοµάζεται 
εµβαδόν του επιπέδου χωρίου Ω και συµβολίζεται µε ( )Ε Ω . Είναι 
φανερό ότι ( ) 0Ε Ω ≥ .  

Η έννοια του ορισµένου ολοκληρώµατος 

Έστω µια συνάρτηση  f  σ υ ν ε χ ή ς  
στο [ , ]α β . Με τα σηµεία 

0 1 2 ...x x x xνα β= < < < < =  χωρίζουµε 
το διάστηµα [ , ]α β  σε ν ισοµήκη 

υποδιαστήµατα µήκους x
β α
ν
−

∆ = . 

Στη συνέχεια επιλέγουµε αυθαίρετα 
ένα 1[ , ]x xκ κ κξ −∈ , για κάθε {1,2,..., }κ ν∈ , και σχηµατίζουµε το 
άθροισµα 1 2( ) ( ) ( ) ( )S f x f x f x f xν κ νξ ξ ξ ξ= ∆ + ∆ + + ∆ + + ∆⋯ ⋯  

το οποίο συµβολίζεται, σύντοµα, ως εξής: 
1

( )S f x
ν

ν κ
κ

ξ
=

= ∆∑ (1) . 

Αποδεικνύεται  ότι, “Το όριο του αθροίσµατος Sν , δηλαδή το 

1

lim ( )f x
ν

κν
κ

ξ
→∞

=

 
∆ 

 
∑   (1) υπάρχει στο ℜ και είναι ανεξάρτητο από την 

επιλογή των ενδιάµεσων σηµείων κξ ”.  
Το παραπάνω όριο (1) ονοµάζεται ορισµένο ολοκλήρωµα της 

συνεχούς συνάρτησης  f  από το α στο β, συµβολίζεται µε ( )f x dx
β

α∫  

και διαβάζεται “ολοκλήρωµα της  f  από το α στο β”. ∆ηλαδή, 

1

( ) lim ( )f x dx f x
να

κβ ν
κ

ξ
→∞

=

 
= ∆ 

 
∑∫

 

 

 
                                                 
(1) Το άθροισµα αυτό ονοµάζεται ένα άθροισµα RIEMANN. 

 

 xv-1  ξv 

 y=f (x) 

 ξk 
 ξ2  ξ1 

 x 
 x2  x1  xv=β  a=x0  O 

 y 
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ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ 
• Το σύµβολο ∫ οφείλεται στον Leibniz και ονοµάζεται 

σύµβολο ολοκλήρωσης. Αυτό είναι επιµήκυνση του αρχικού 
γράµµατος S της λέξης Summa (άθροισµα).  

• Οι αριθµοί α και β ονοµάζονται όρια της ολοκλήρωσης. Η 
έννοια “όρια” εδώ δεν έχει την ίδια έννοια του ορίου του 2ου 
κεφαλαίου.  

• Στην έκφραση ( )f x dx
β

α∫  το γράµµα x είναι µια µεταβλητή και 

µπορεί να αντικατασταθεί µε οποιοδήποτε άλλο γράµµα. 

Έτσι, για παράδειγµα, οι εκφράσεις ( )f x dx
β

α∫ , ( )f t dt
β

α∫  

συµβολίζουν το ίδιο ορισµένο ολοκλήρωµα και είναι 
πραγµατικός αριθµός. 

Είναι, όµως, χρήσιµο να επεκτείνουµε 
τον παραπάνω ορισµό και για τις 
περιπτώσεις που είναι α β>  ή α β= , ως 
εξής: 

Από τους ορισµούς του εµβαδού και του ορισµένου 
ολοκληρώµατος προκύπτει ότι:  

Αν ( ) 0f x ≥  για κάθε [ , ]x α β∈ , τότε το ολοκλήρωµα 

( )f x dx
β

α∫  δίνει το εµβαδόν ( )E Ω  του χωρίου Ω που 

περικλείεται από τη γραφική παράσταση της  f  τον 
άξονα x x′  και τις ευθείες x α=  και x β= (διπλανό 

σχήµα ). ∆ηλαδή, ( ) ( )f x dx E
β

α
= Ω∫ .   Εποµένως:  Αν ( ) 0f x ≥ ,  

τότε ( ) 0f x dx
β

α
≥∫ .  

Ιδιότητες του ορισµένου ολοκληρώµατος 

ΘΕΩΡΗΜΑ 1ο  (γραµµικότητα) 

Έστω ,f g   σ υ ν ε χ ε ί ς  συναρτήσεις στο [ , ]α β  και ,λ µ∈ℜ . 
Τότε ισχύουν :                                                                                                         

•   ( ) ( )f x dx f x dx
β β

α α
λ λ=∫ ∫                                                                                   

•   [ ( ) ( )] ( ) ( )f x g x dx f x dx g x dx
β β β

α α α
+ = +∫ ∫ ∫  

και γενικά 

 •   [ ( ) ( )] ( ) ( )f x g x dx f x dx g x dx
β β β

α α α
λ µ λ µ+ = +∫ ∫ ∫  

• ( ) ( )f x dx f x dx
β α

α β
= −∫ ∫  

• ( ) 0f x dx
α

α
=∫  

 

 β  α 

 Ω 

 O  x 

 y=f (x) 

 y 
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ΘΕΩΡΗΜΑ 2ο 

Αν η  f  είναι  σ υ ν ε χ ή ς  σε διάστηµα ∆ και , ,α β γ ∈∆ , τότε 

ισχύει:  ( ) ( ) ( )f x dx f x dx f x dx
β γ β

α α γ
= +∫ ∫ ∫  

ΣΗΜΕΙΩΣΗ 

Αν ( ) 0f x ≥  και α γ β< <  (διπλανό σχήµα)), η παραπάνω 
ιδιότητα δηλώνει ότι: 1 2( ) ( ) ( )Ε Ω = Ε Ω + Ε Ω  

Αφού 1( ) ( )f x dx
γ

α
Ε Ω = ∫ , 2( ) ( )f x dx

β

γ
Ε Ω = ∫  και 

( ) ( )f x dx
β

α
Ε Ω = ∫ . 

ΘΕΩΡΗΜΑ 3ο 

Έστω f µια  σ υ ν ε χ ή ς  συνάρτηση σε ένα διάστηµα [ , ]α β . Αν 
( ) 0f x ≥  για κάθε [ , ]x α β∈  και η συνάρτηση  f  δεν είναι παντού 

µηδέν στο διάστηµα αυτό, τότε ( ) 0f x dx
β

α
>∫ . 

 

Η ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ( ) ( )
x

F x f t dt
α

= ∫   

ΘΕΩΡΗΜΑ 

Αν  f  είναι µια συνεχής συνάρτηση σε ένα διάστηµα ∆ και α είναι 

ένα σηµείο του ∆, τότε η συνάρτηση  ( ) ( )
x

F x f t dt
α

= ∫ , x∈∆ ,  

είναι µια παράγουσα της f στο ∆. ∆ηλαδή ισχύει: 

( )( ) ( )
x

a
f t dt f x

′
=∫ ,    για κάθε    x∈∆ . 

ΣΧΟΛΙA 

•  Εποπτικά το συµπέρασµα του παραπάνω 
θεωρήµατος προκύπτει (διπλανό σχήµα) ως εξής: 

( ) ( ) ( )
x h

x
F x h F x f t dt

+
+ − = ∫  =Εµβαδόν του χωρίου Ω.  

( )f x h≈ ⋅ ,  για µικρά  0h> . Άρα, για µικρά 0>h  

είναι 
( ) ( )

( )
F x h F x

f x
h

+ −
≈ , οπότε 

0

( ) ( )
( ) lim ( )

h

F x h F x
F x f x

h→

+ −
′ = =  

 

 β  γ  α 

 Ω2  Ω1 

 O  x 

 y=f (x) 

 y 

 

 β  x  α  O 
 x 

 F(x)  f (x) 

 y=f (x) 
 y 
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• Από το παραπάνω θεώρηµα και το θεώρηµα παραγώγισης 

σύνθετης συνάρτησης προκύπτει ότι: ( )( )
( ) ( ( )) ( )

g x
f t dt f g x g x

α

′
′= ⋅∫ , 

µε την προϋπόθεση ότι τα χρησιµοποιούµενα σύµβολα έχουν 
νόηµα. 

ΘΕΩΡΗΜΑ (Θεµελιώδες θεώρηµα του ολοκληρωτικού λογισµού) 

Έστω  f  µια συνεχής συνάρτηση σ’ ένα διάστηµα [ , ]α β . Αν G 

είναι µια παράγουσα της f στο [ , ]α β , τότε ( ) ( ) ( )f t dt G G
β

α
β α= −∫  

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 

Σύµφωνα µε το προηγούµενο θεώρηµα, η συνάρτηση 

( ) ( )
x

F x f t dt
α

= ∫  είναι µια παράγουσα της  f  στο [ , ]α β . Επειδή και 

η G είναι µια παράγουσα της  f  στο [ , ]α β , θα υπάρχει c∈ℜ  
τέτοιο, ώστε ( ) ( )G x F x c= + .(1) 

Από την (1), για x α= , έχουµε ( ) ( ) ( )G F c f t dt c c
α

α
α α= + = + =∫ , 

οπότε ( )c G α= . 

Εποµένως,  ( ) ( ) ( )G x F x Gα= + , οπότε, για x β= , έχουµε 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )G F G f t dt G
β

α
β β α α= + = +∫  και άρα 

( ) ( ) ( )f t dt G G
β

α
β α= −∫ .        

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ                                                                                               
Πολλές φορές, για να απλοποιήσουµε τις εκφράσεις µας, 
συµβολίζουµε τη διαφορά ( ) ( )G Gβ α−  µε [ ( )]G x β

α , οπότε η ισότητα 

του παραπάνω θεωρήµατος γράφεται ( ) [ ( )]f x dx G x
β β

αα
=∫ . 

Μέθοδοι ολοκλήρωσης                                                                                       

• Κατά παράγοντες  

( ) ( ) [ ( ) ( )] ( ) ( )f x g x dx f x g x f x g x dx
β ββ

αα α
′ ′= −∫ ∫ , 

όπου ,f g′ ′  είναι συνεχείς συναρτήσεις στο 
[ , ]α β . 
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• Αλλαγή µεταβλητής ( ή Αντικατάσταση) 

2

1

( ( )) ( ) ( )
u

u
f g x g x dx f u du

β

α
′ =∫ ∫ , όπου ,f g′  είναι 

συνεχείς συναρτήσεις, ( )u g x= , ( )du g x dx′=  και  

1 ( )u g α= , 2 ( )u g β= . 

 
 

ΕΜΒΑ∆ΟΝ ΕΠΙΠΕ∆ΟΥ ΧΩΡΙΟΥ 

• Στον ορισµό του ορισµένου ολοκληρώµατος είδαµε 
ότι, αν µια συνάρτηση  f  είναι συνεχής σε ένα 
διάστηµα [ , ]α β  και ( ) 0f x ≥  για κάθε [ , ]x α β∈ , τότε 
το εµβαδόν του χωρίου Ω που ορίζεται από τη γραφική 
παράσταση της  f , τις ευθείες x α= , x β=  και τον 

άξονα x x′  είναι: ( ) ( )E f x dx
β

α
Ω = ∫  

• Έστω, τώρα, δυο συναρτήσεις  f  και g, συνεχείς στο διάστηµα [ , ]α β  
µε ( ) ( ) 0f x g x≥ ≥  για κάθε [ , ]x α β∈  και Ω το χωρίο που περικλείεται 
από τις γραφικές παραστάσεις των ,f g  και τις ευθείες x α=  και x β=   
 

 Ω 

 (α) 
 O  x 

 y=g(x) 

 y=f (x) 
 y 

   

 Ω1

 (β)
 O  x

 y=f (x)
 y

   

 

 Ω2 

 (γ) 
 O  x 

 y=g(x) 

 y 

 
Παρατηρούµε ότι 

1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ) ( ))f x dx g x dx f x g x dx
β β β

α α α
Ε Ω = Ε Ω −Ε Ω = − = −∫ ∫ ∫ . 

Εποµένως, ( ) ( ( ) ( ))E f x g x dx
β

α
Ω = −∫  (1) 

• Ο τύπος (1) βρέθηκε µε την προϋπόθεση ότι: 

     (i)  ( ) ( )f x g x≥   για κάθε [ , ]x α β∈    και    

    (ii)   οι ,f g  είναι µη αρνητικές στο [ , ]α β . 

Θα αποδείξουµε, τώρα, ότι ο τύπος (1) ισχύει και χωρίς την υπόθεση (ii). 
Πράγµατι, επειδή οι συναρτήσεις ,f g  είναι συνεχείς στο [ , ]α β , θα 
υπάρχει αριθµός c∈ℜ  τέτοιος ώστε ( ) ( ) 0f x c g x c+ ≥ + ≥ , για κάθε 

[ , ]x α β∈ . Είναι φανερό ότι το χωρίο Ω (Σχ. α) έχει το ίδιο εµβαδόν µε 
το χωρίο ′Ω  (Σχ. β).  

 

 β 

 Ω 

 α  O 
 x 

 y=f (x) 

 y 
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 β α

 (α)

 Ω

 O  x

 y

 y=g(x)

 y=f (x)

                       

 

 β  α 

 (β) 

 Ω΄ 

 O  x 

 y 

 y=f (x)+c 

 y=g(x)+c 

 
Εποµένως, σύµφωνα µε τον τύπο (1), έχουµε: 

( ) ( ) [( ( ) ) ( ( ) )] ( ( ) ( ))f x c g x c dx f x g x dx
β β

α α
′Ε Ω = Ε Ω = + − + = −∫ ∫ . 

Άρα, ( ) ( ( ) ( ))E f x g x dx
β

α
Ω = −∫  

• Με τη βοήθεια του προηγούµενου τύπου µπορούµε να 
υπολογίσουµε το εµβαδόν του χωρίου Ω που 
περικλείεται από τον άξονα x x′ , τη γραφική 
παράσταση µιας συνάρτησης g, µε ( ) 0g x ≤  για κάθε 

[ , ]x α β∈  και τις ευθείες x α=  και x β=  . Πράγµατι, 
επειδή ο άξονας x x′  είναι η γραφική παράσταση της 
συνάρτησης ( ) 0f x = , έχουµε 

( ) ( ( ) ( ))E f x g x dx
β

α
Ω = −∫  [ ( )] ( )g x dx g x dx

β β

α α
= − = −∫ ∫ . 

Εποµένως, αν για µια συνάρτηση g ισχύει ( ) 0g x ≤  για κάθε [ , ]x α β∈ ,   

τότε ( ) ( )E g x dx
β

α
Ω = −∫  

• Όταν η διαφορά ( ) ( )f x g x−  δεν διατηρεί 
σταθερό πρόσηµο στο [ , ]α β , τότε το εµβαδόν 
του χωρίου Ω που περικλείεται από τις γραφικές 
παραστάσεις των ,f g  και τις ευθείες x α=  
και x β=  είναι ίσο µε το άθροισµα των 
εµβαδών των χωρίων 1 2,Ω Ω  και 3Ω . ∆ηλαδή,  

1 2 3( ) ( ) ( ) ( )Ε Ω = Ε Ω + Ε Ω + Ε Ω  

( ( ) ( ))f x g x dx
γ

α
= −∫ ( ( ) ( )) ( ( ) ( ))g x f x dx f x g x dx

δ β

γ δ
+ − + −∫ ∫  

| ( ) ( ) | | ( ) ( ) | | ( ) ( ) |f x g x dx f x g x dx f x g x dx
γ δ β

α γ δ
= − + − + −∫ ∫ ∫  

| ( ) ( ) |f x g x dx
β

α
= −∫  

 

 β 

 Ω 

 α 
 O 

 x 

 y=g(x) 

 y 

 

 y=g(x)  y=f (x) 

 Ω3 

 O 

 Ω2 

 Ω1 

 y 

 x  δ  β  α  γ 



Μαθηµατικά  Κατεύθυνσης  Γ΄ Λυκείου                    Γενικό Λύκειο Νεστορίου 
 

 
Καραφέρης Γεώργιος  ΠΕ03 Μαθηµατικός                                                 ☺☺☺☺☺☺☺☺☺☺☺☺☺☺☺☺  

67

Εποµένως, ( ) | ( ) ( ) |E f x g x dx
β

α
Ω = −∫  

ΣΧΟΛΙΟ 

Σύµφωνα µε τα παραπάνω το ( )f x dx
β

α∫  είναι ίσο µε το 

άθροισµα των εµβαδών των χωρίων που βρίσκονται 
πάνω από τον άξονα x x′  µείον το άθροισµα των εµβαδών 
των χωρίων που βρίσκονται κάτω από τον άξονα x x′   
 

 
  

 

 x  − 
 + 

 − 

 +  β 
 a 

 y 

 Ο 


