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ΜΕΡΟΣ Α: ΘΕΩΡΙΑ 
Αρχική συνάρτηση 

ΟΡΙΣΜΟΣ 

Έστω f µια συνάρτηση ορισµένη σε ένα διάστηµα  ∆. Αρχική 
συνάρτηση ή παράγουσα της  f  στο ∆(1)  ονοµάζεται κάθε συνάρτηση 
F που είναι παραγωγίσιµη στο ∆ και ισχύει ( ) ( )F x f x′ = ,  για κάθε  
x∈∆ . 

ΘΕΩΡΗΜΑ 

Έστω  f  µια συνάρτηση ορισµένη σε ένα διάστηµα ∆. Αν F είναι µια 
παράγουσα της  f  στο ∆, τότε 

   • όλες οι συναρτήσεις της µορφής : ( ) ( )G x F x c= + , c∈ℜ, είναι 
παράγουσες της f στο ∆ και 

   • κάθε άλλη παράγουσα G  της  f  στο ∆ παίρνει τη µορφή 

( ) ( )G x F x c= + ,    c∈ℜ . 

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 

• Κάθε συνάρτηση της µορφής ( ) ( )G x F x c= + , όπου ∈c ℜ, είναι µια 
παράγουσα της  f στο ∆, αφού ( ) ( ( ) ) ( ) ( )G x F x c F x f x′ ′ ′= + = = ,  για 
κάθε  x∈∆ . 

• Έστω G είναι µια άλλη παράγουσα της  f  στο ∆. Τότε για κάθε x∈∆  
ισχύουν ( ) ( )F x f x′ =  και ( ) ( )G x f x′ = , οπότε 

( ) ( )G x F x′ ′= ,  για κάθε  x∈∆ . Άρα, σύµφωνα µε το πόρισµα του 
Θεωρήµατος Σταθερής Συνάρτησης, υπάρχει σταθερά c τέτοια, ώστε 

( ) ( )G x F x c= + ,  για κάθε  x∈∆ .   
ΠΙΝΑΚΑΣ ΠΑΡΑΓΟΥΣΩΝ ΒΑΣΙΚΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ  

Α/Α Συνάρτηση Παράγουσες 

1 ( ) 0f x =  ( ) ,G x c c= ∈R , 

2 ( ) 1f x =  ( ) ,G x x c c= + ∈R  

3 
1

( )f x
x

=
 

( ) ln ,G x x c c= + ∈R  

                                                 
(1)
Αποδεικνύεται ότι κάθε συνεχής συνάρτηση σε διάστηµα ∆ έχει παράγουσα στο διάστηµα αυτό. 
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4 ( ) αf x x=  ( )
1

,
1

x
G x c c

α

α

+

= + ∈ℜ
+

 

5 ( )f x συνx=  ( ) ,G x x c cηµ= + ∈ℜ  

6 ( )f x ηµx=  ( ) ,G x x c cσυν= − + ∈ℜ  

7 2

1
( )f x

συν x
=

 
( ) ,G x εφx c c= + ∈R  

8 2

1
( )f x

ηµ x
=

 
( ) ,G x σφx c c= − + ∈R  

9 ( ) xf x e=  ( ) ,xG x e c c= + ∈R  

10 ( ) xf x α=  ( ) ,
ln

x

G x c c
α
α

= + ∈ℜ  

Σηµείωση: 
Οι τύποι του πίνακα αυτού ισχύουν σε κάθε διάστηµα στο οποίο οι 
παραστάσεις του x που εµφανίζονται έχουν νόηµα. 
 
Ι∆ΙΟΤΗΤΕΣ  ΓΡΑΜΜΙΚΟΤΗΤΑΣ ΠΑΡΑΓΟΥΣΩΝ   
Αν οι συναρτήσεις F  και G  είναι παράγουσες των f  και g  αντιστοίχως 
και ο λ  είναι ένας πραγµατικός αριθµός, τότε:  
i) Η συνάρτηση F G+  είναι µια παράγουσα της συνάρτησης f g+  και 

ii)  Η συνάρτηση λF  είναι µια παράγουσα της συνάρτησης λf .     

Εµβαδόν παραβολικού χώρου                                         
Ορισµός εµβαδού 

Έστω  f  µια συνεχής συνάρτηση σε ένα διάστηµα 
[ , ]α β , µε ( ) 0f x ≥  για κάθε [ , ]x α β∈  και Ω το 
χωρίο που ορίζεται από τη γραφική παράσταση της  
f, τον άξονα των x και τις ευθείες x α= , x β= .Για 
να ορίσουµε το εµβαδόν του χωρίου Ω (∆ιπλανό 
σχήµα)  

• Χωρίζουµε το διάστηµα [ , ]α β  σε ν ισοµήκη υποδιαστήµατα, 

µήκους x
β α
ν
−

∆ = , µε τα σηµεία 0 1 2 ...x x x xνα β= < < < < = . 

 

 
∆x

β a
v= −

 

 xν-1  x2 ...  x1  xν=β  α=x0  ξν  ξk 

 Ω 

 ξ2  ξ1  O 
 x 

 y=f (x) 
 y 

 f(ξ1)  f(ξ2) 
 f(ξk) 

 f(ξν) 

 xk ...  xk-1 
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• Σε κάθε υποδιάστηµα 1[ , ]x xκ κ−  επιλέγουµε αυθαίρετα ένα σηµείο 

κξ  και σχηµατίζουµε τα ορθογώνια που έχουν βάση x∆  και ύψη τα 
( )f κξ . Το άθροισµα των εµβαδών των ορθογωνίων αυτών είναι 

1 2 1( ) ( ) ( ) [ ( ) ( )]S f x f x f x f f xν ν νξ ξ ξ ξ ξ= ∆ + ∆ + + ∆ = + + ∆⋯ ⋯ . 

• Υπολογίζουµε το lim Sνν→+∞
. 

Αποδεικνύεται ότι το lim Sνν→∞
 υπάρχει στο ℜ και είναι ανεξάρτητο 

από την επιλογή των σηµείων κξ . Το όριο αυτό ονοµάζεται 
εµβαδόν του επιπέδου χωρίου Ω και συµβολίζεται µε ( )Ε Ω . Είναι 
φανερό ότι ( ) 0Ε Ω ≥ .  

Η έννοια του ορισµένου ολοκληρώµατος 

Έστω µια συνάρτηση  f  σ υ ν ε χ ή ς  
στο [ , ]α β . Με τα σηµεία 

0 1 2 ...x x x xνα β= < < < < =  χωρίζουµε 
το διάστηµα [ , ]α β  σε ν ισοµήκη 

υποδιαστήµατα µήκους x
β α
ν
−

∆ = . 

Στη συνέχεια επιλέγουµε αυθαίρετα 
ένα 1[ , ]x xκ κ κξ −∈ , για κάθε {1,2,..., }κ ν∈ , και σχηµατίζουµε το 
άθροισµα 1 2( ) ( ) ( ) ( )S f x f x f x f xν κ νξ ξ ξ ξ= ∆ + ∆ + + ∆ + + ∆⋯ ⋯  

το οποίο συµβολίζεται, σύντοµα, ως εξής: 
1

( )S f x
ν

ν κ
κ

ξ
=

= ∆∑ (1) . 

Αποδεικνύεται  ότι, “Το όριο του αθροίσµατος Sν , δηλαδή το 

1

lim ( )f x
ν

κν
κ

ξ
→∞

=

 
∆ 

 
∑   (1) υπάρχει στο ℜ και είναι ανεξάρτητο από την 

επιλογή των ενδιάµεσων σηµείων κξ ”.  
Το παραπάνω όριο (1) ονοµάζεται ορισµένο ολοκλήρωµα της 

συνεχούς συνάρτησης  f  από το α στο β, συµβολίζεται µε ( )f x dx
β

α∫  

και διαβάζεται “ολοκλήρωµα της  f  από το α στο β”. ∆ηλαδή, 

1

( ) lim ( )f x dx f x
να

κβ ν
κ

ξ
→∞

=

 
= ∆ 

 
∑∫

 

 
                                                 
(1) Το άθροισµα αυτό ονοµάζεται ένα άθροισµα RIEMANN. 

 

 xv-1  ξv 

 y=f(x) 

 ξk 
 ξ2  ξ1 

 x 
 x2  x1  xv=β  a=x0  O 

 y 
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ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ 
• Το σύµβολο ∫ οφείλεται στον Leibniz και ονοµάζεται 

σύµβολο ολοκλήρωσης. Αυτό είναι επιµήκυνση του αρχικού 
γράµµατος S της λέξης Summa (άθροισµα).  

• Οι αριθµοί α και β ονοµάζονται όρια της ολοκλήρωσης. Η 
έννοια “όρια” εδώ δεν έχει την ίδια έννοια του ορίου του 2ου 
κεφαλαίου.  

• Στην έκφραση ( )f x dx
β

α∫  το γράµµα x είναι µια µεταβλητή και 

µπορεί να αντικατασταθεί µε οποιοδήποτε άλλο γράµµα. 

Έτσι, για παράδειγµα, οι εκφράσεις ( )f x dx
β

α∫ , ( )f t dt
β

α∫  

συµβολίζουν το ίδιο ορισµένο ολοκλήρωµα και είναι 
πραγµατικός αριθµός. 

Είναι, όµως, χρήσιµο να επεκτείνουµε 
τον παραπάνω ορισµό και για τις 
περιπτώσεις που είναι α β>  ή α β= , ως 
εξής: 

Από τους ορισµούς του εµβαδού και του ορισµένου 
ολοκληρώµατος προκύπτει ότι:  

Αν ( ) 0f x ≥  για κάθε [ , ]x α β∈ , τότε το ολοκλήρωµα 

( )f x dx
β

α∫  δίνει το εµβαδόν ( )E Ω  του χωρίου Ω που 

περικλείεται από τη γραφική παράσταση της  f  τον 
άξονα x x′  και τις ευθείες x α=  και x β= (διπλανό 

σχήµα ). ∆ηλαδή, ( ) ( )f x dx E
β

α
= Ω∫ .   Εποµένως:  Αν ( ) 0f x ≥ ,  

τότε ( ) 0f x dx
β

α
≥∫ .  

Ιδιότητες του ορισµένου ολοκληρώµατος 
ΘΕΩΡΗΜΑ 1ο  (γραµµικότητα) 

Έστω ,f g   σ υ ν ε χ ε ί ς  συναρτήσεις στο [ , ]α β  και ,λ µ∈ℜ . 
Τότε ισχύουν :                                                                                                         

•   ( ) ( )f x dx f x dx
β β

α α
λ λ=∫ ∫                                                                                   

•   [ ( ) ( )] ( ) ( )f x g x dx f x dx g x dx
β β β

α α α
+ = +∫ ∫ ∫  

και γενικά 

 •   [ ( ) ( )] ( ) ( )f x g x dx f x dx g x dx
β β β

α α α
λ µ λ µ+ = +∫ ∫ ∫  

• ( ) ( )f x dx f x dx
β α

α β
= −∫ ∫  

• ( ) 0f x dx
α

α
=∫  

 

 β  α 

 Ω 

 O  x 

 y=f (x) 

 y 
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ΘΕΩΡΗΜΑ 2ο 

Αν η  f  είναι  σ υ ν ε χ ή ς  σε διάστηµα ∆ και , ,α β γ ∈∆ , τότε 

ισχύει:  ( ) ( ) ( )f x dx f x dx f x dx
β γ β

α α γ
= +∫ ∫ ∫  

ΣΗΜΕΙΩΣΗ 

Αν ( ) 0f x ≥  και α γ β< <  (διπλανό σχήµα)), η παραπάνω 
ιδιότητα δηλώνει ότι: 1 2( ) ( ) ( )Ε Ω = Ε Ω + Ε Ω  

Αφού 1( ) ( )f x dx
γ

α
Ε Ω = ∫ , 2( ) ( )f x dx

β

γ
Ε Ω = ∫  και 

( ) ( )f x dx
β

α
Ε Ω = ∫ . 

ΘΕΩΡΗΜΑ 3ο 

Έστω f µια  σ υ ν ε χ ή ς  συνάρτηση σε ένα διάστηµα [ , ]α β . Αν 
( ) 0f x ≥  για κάθε [ , ]x α β∈  και η συνάρτηση  f  δεν είναι παντού 

µηδέν στο διάστηµα αυτό, τότε ( ) 0f x dx
β

α
>∫ . 

 

Η ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ( ) ( )
x

F x f t dt
α

= ∫   

ΘΕΩΡΗΜΑ 

Αν  f  είναι µια συνεχής συνάρτηση σε ένα διάστηµα ∆ και α είναι 

ένα σηµείο του ∆, τότε η συνάρτηση  ( ) ( )
x

F x f t dt
α

= ∫ , x∈∆ ,  

είναι µια παράγουσα της f στο ∆. ∆ηλαδή ισχύει: 

( )( ) ( )
x

a
f t dt f x

′
=∫ ,    για κάθε    x∈∆ . 

ΣΧΟΛΙA 

•  Εποπτικά το συµπέρασµα του παραπάνω 
θεωρήµατος προκύπτει (διπλανό σχήµα) ως εξής: 

( ) ( ) ( )
x h

x
F x h F x f t dt

+
+ − = ∫  =Εµβαδόν του χωρίου Ω.  

( )f x h≈ ⋅ ,  για µικρά  0h > . Άρα, για µικρά 0>h  

είναι 
( ) ( )

( )
F x h F x

f x
h

+ −
≈ , οπότε 

0

( ) ( )
( ) lim ( )

h

F x h F x
F x f x

h→

+ −
′ = =  

 

 β  γ  α 

 Ω2  Ω1 

 O  x 

 y=f (x) 

 y 

 

 β  x  α  O 
 x 

 F(x)  f (x) 

 y=f (x) 
 y 
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• Από το παραπάνω θεώρηµα και το θεώρηµα παραγώγισης 

σύνθετης συνάρτησης προκύπτει ότι: ( )( )
( ) ( ( )) ( )

g x
f t dt f g x g x

α

′
′= ⋅∫ , 

µε την προϋπόθεση ότι τα χρησιµοποιούµενα σύµβολα έχουν 
νόηµα. 

ΘΕΩΡΗΜΑ (Θεµελιώδες θεώρηµα του ολοκληρωτικού λογισµού) 

Έστω  f  µια συνεχής συνάρτηση σ’ ένα διάστηµα [ , ]α β . Αν G 

είναι µια παράγουσα της f στο [ , ]α β , τότε ( ) ( ) ( )f t dt G G
β

α
β α= −∫  

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 

Σύµφωνα µε το προηγούµενο θεώρηµα, η συνάρτηση 

( ) ( )
x

F x f t dt
α

= ∫  είναι µια παράγουσα της  f  στο [ , ]α β . Επειδή και 

η G είναι µια παράγουσα της  f  στο [ , ]α β , θα υπάρχει c∈ℜ  
τέτοιο, ώστε ( ) ( )G x F x c= + .(1) 

Από την (1), για x α= , έχουµε ( ) ( ) ( )G F c f t dt c c
α

α
α α= + = + =∫ , 

οπότε ( )c G α= . 

Εποµένως,  ( ) ( ) ( )G x F x G α= + , οπότε, για x β= , έχουµε 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )G F G f t dt G
β

α
β β α α= + = +∫  και άρα 

( ) ( ) ( )f t dt G G
β

α
β α= −∫ .        

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ                                                                                               
Πολλές φορές, για να απλοποιήσουµε τις εκφράσεις µας, 
συµβολίζουµε τη διαφορά ( ) ( )G Gβ α−  µε [ ( )]G x β

α , οπότε η ισότητα 

του παραπάνω θεωρήµατος γράφεται ( ) [ ( )]f x dx G x
β β

αα
=∫ . 

Μέθοδοι ολοκλήρωσης                                                                                       

• Κατά παράγοντες  

( ) ( ) [ ( ) ( )] ( ) ( )f x g x dx f x g x f x g x dx
β ββ

αα α
′ ′= −∫ ∫ , 

όπου ,f g′ ′  είναι συνεχείς συναρτήσεις στο 
[ , ]α β . 
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• Αλλαγή µεταβλητής ( ή Αντικατάσταση) 

2

1

( ( )) ( ) ( )
u

u
f g x g x dx f u du

β

α
′ =∫ ∫ , όπου ,f g′  είναι 

συνεχείς συναρτήσεις, ( )u g x= , ( )du g x dx′=  και  

1 ( )u g α= , 2 ( )u g β= . 

 
 

ΕΜΒΑ∆ΟΝ ΕΠΙΠΕ∆ΟΥ ΧΩΡΙΟΥ 

• Στον ορισµό του ορισµένου ολοκληρώµατος είδαµε 
ότι, αν µια συνάρτηση  f  είναι συνεχής σε ένα 
διάστηµα [ , ]α β  και ( ) 0f x ≥  για κάθε [ , ]x α β∈ , τότε 
το εµβαδόν του χωρίου Ω που ορίζεται από τη γραφική 
παράσταση της  f , τις ευθείες x α= , x β=  και τον 

άξονα x x′  είναι: ( ) ( )E f x dx
β

α
Ω = ∫  

• Έστω, τώρα, δυο συναρτήσεις  f  και g, συνεχείς στο διάστηµα [ , ]α β  
µε ( ) ( ) 0f x g x≥ ≥  για κάθε [ , ]x α β∈  και Ω το χωρίο που περικλείεται 
από τις γραφικές παραστάσεις των ,f g  και τις ευθείες x α=  και x β=   
 

 Ω 

 (α) 
 O  x 

 y=g(x) 

 y=f (x) 
 y 

   

 Ω1

 (β)
 O  x

 y=f (x)
 y

   

 

 Ω2 

 (γ) 
 O  x 

 y=g(x) 

 y 

 
Παρατηρούµε ότι 

1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ) ( ))f x dx g x dx f x g x dx
β β β

α α α
Ε Ω = Ε Ω −Ε Ω = − = −∫ ∫ ∫ . 

Εποµένως, ( ) ( ( ) ( ))E f x g x dx
β

α
Ω = −∫  (1) 

• Ο τύπος (1) βρέθηκε µε την προϋπόθεση ότι: 

     (i)  ( ) ( )f x g x≥   για κάθε [ , ]x α β∈    και    

    (ii)   οι ,f g  είναι µη αρνητικές στο [ , ]α β . 

Θα αποδείξουµε, τώρα, ότι ο τύπος (1) ισχύει και χωρίς την υπόθεση (ii). 
Πράγµατι, επειδή οι συναρτήσεις ,f g  είναι συνεχείς στο [ , ]α β , θα 
υπάρχει αριθµός c∈ℜ  τέτοιος ώστε ( ) ( ) 0f x c g x c+ ≥ + ≥ , για κάθε 

[ , ]x α β∈ . Είναι φανερό ότι το χωρίο Ω (Σχ. α) έχει το ίδιο εµβαδόν µε 
το χωρίο ′Ω  (Σχ. β).  

 

 β 

 Ω 

 α  O 
 x 

 y=f (x) 

 y 
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 β α

 (α)

 Ω

 O  x

 y

 y=g (x)

 y=f (x)

                       

 

 β  α 

 (β) 

 Ω΄ 

 O  x 

 y 

 y=f (x)+c 

 y=g (x)+c 

 
Εποµένως, σύµφωνα µε τον τύπο (1), έχουµε: 

( ) ( ) [( ( ) ) ( ( ) )] ( ( ) ( ))f x c g x c dx f x g x dx
β β

α α
′Ε Ω = Ε Ω = + − + = −∫ ∫ . 

Άρα, ( ) ( ( ) ( ))E f x g x dx
β

α
Ω = −∫  

• Με τη βοήθεια του προηγούµενου τύπου µπορούµε να 
υπολογίσουµε το εµβαδόν του χωρίου Ω που 
περικλείεται από τον άξονα x x′ , τη γραφική 
παράσταση µιας συνάρτησης g, µε ( ) 0g x ≤  για κάθε 

[ , ]x α β∈  και τις ευθείες x α=  και x β=  . Πράγµατι, 
επειδή ο άξονας x x′  είναι η γραφική παράσταση της 
συνάρτησης ( ) 0f x = , έχουµε 

( ) ( ( ) ( ))E f x g x dx
β

α
Ω = −∫  [ ( )] ( )g x dx g x dx

β β

α α
= − = −∫ ∫ . 

Εποµένως, αν για µια συνάρτηση g ισχύει ( ) 0g x ≤  για κάθε [ , ]x α β∈ , 

τότε ( ) ( )E g x dx
β

α
Ω = −∫  

• Όταν η διαφορά ( ) ( )f x g x−  δεν διατηρεί 
σταθερό πρόσηµο στο [ , ]α β , τότε το εµβαδόν 
του χωρίου Ω που περικλείεται από τις γραφικές 
παραστάσεις των ,f g  και τις ευθείες x α=  
και x β=  είναι ίσο µε το άθροισµα των 
εµβαδών των χωρίων 1 2,Ω Ω  και 3Ω . ∆ηλαδή,  

1 2 3( ) ( ) ( ) ( )Ε Ω = Ε Ω + Ε Ω + Ε Ω  

( ( ) ( ))f x g x dx
γ

α
= −∫ ( ( ) ( )) ( ( ) ( ))g x f x dx f x g x dx

δ β

γ δ
+ − + −∫ ∫  

| ( ) ( ) | | ( ) ( ) | | ( ) ( ) |f x g x dx f x g x dx f x g x dx
γ δ β

α γ δ
= − + − + −∫ ∫ ∫  

 

 β 

 Ω 

 α 
 O 

 x 

 y=g (x) 

 y 

 

 y=g (x)  y=f (x) 

 Ω3 

 O 

 Ω2 

 Ω1 

 y 

 x  δ  β  α  γ 
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| ( ) ( ) |f x g x dx
β

α
= −∫  

Εποµένως, ( ) | ( ) ( ) |E f x g x dx
β

α
Ω = −∫  

ΣΧΟΛΙΟ 

Σύµφωνα µε τα παραπάνω το ( )f x dx
β

α∫  είναι ίσο µε το 

άθροισµα των εµβαδών των χωρίων που βρίσκονται 
πάνω από τον άξονα x x′  µείον το άθροισµα των εµβαδών 
των χωρίων που βρίσκονται κάτω από τον άξονα x x′   
 

ΜΕΡΟΣ Β: ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
Παράγουσα ή Αρχική  Συνάρτηση: 
1) �  Να βρεθεί η αρχική συνάρτηση F της ( ) 24f x x= . 

2) � Να βρεθεί η αρχική συνάρτηση F της ( ) 3 ηµ συνf x x x x= + + . 

3) � Να βρεθεί η αρχική συνάρτηση F της ( )
2 1x x

f x
x

+ +
= . 

4) � Να βρεθεί η αρχική συνάρτηση F της ( ) 3f x x x= . 

5) � Να βρεθεί η αρχική συνάρτηση F της ( )
3 8

2

x
f x

x

+
=

+
. 

6) � Να βρεθεί η αρχική συνάρτηση F της ( ) 3
συν2xf x e x

x
= − + . 

7) �  Να βρεθεί η αρχική συνάρτηση F της ( ) 2 2

1 1

συν ηµ
f x

x x
= − . 

8) �  Να βρεθεί η αρχική συνάρτηση F της ( ) 24f x x= . 

9) �  Nα βρεθεί συνάρτηση  f  τέτοια, ώστε η γραφική της παράσταση 
να διέρχεται από το σηµείο (2,3)A  και να ισχύει ( ) 2 1f x x′ = − , για 
κάθε x∈ℜ .   

10) �Να βρείτε τη συνάρτηση  f,  µε πεδίο ορισµού το διάστηµα 

(0, )+ ∞ , για την οποία ισχύει :
1

( )f x
x

′ =  και (9) 1f = .  

11) � Να βρείτε τη συνάρτηση  f, για την οποία ισχύει ( ) 3f x′′ = , 
(1) 6f ′ =  και (0) 4f = .  

12) � Να βρείτε τη συνάρτηση f , για την οποία ισχύει 212)( 2 +=′′ xxf  και 
η γραφική της παράσταση στο σηµείο της )1,1(A  έχει κλίση 3. 

13) �Η είσπραξη ( )E x , από την πώληση x µονάδων ενός προϊόντος 
(0 100)x≤ ≤  µιας βιοµηχανίας, µεταβάλλεται µε ρυθµό 

 

 x  − 
 + 

 − 

 +  β 
 a 

 y 

 Ο 
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( ) 100E x x′ = −  (σε χιλιάδες δραχµές ανά µονάδα προϊόντος), ενώ ο 
ρυθµός µεταβολής του κόστους παραγωγής είναι σταθερός και 
ισούται µε 2 (σε χιλιάδες δραχµές ανά µονάδα προϊόντος). Να βρεθεί 
το κέρδος της βιοµηχανίας από την παραγωγή 100 µονάδων 
προϊόντος, υποθέτοντας ότι το κέρδος είναι µηδέν όταν η βιοµηχανία 
δεν παράγει προϊόντα. 

14) � Ο πληθυσµός ( )N t , σε εκατοµµύρια, µιας κοινωνίας βακτηριδίων, 

αυξάνεται µε ρυθµό / 201
( )

20
tN t e′ =  ανά λεπτό. Να βρείτε την 

αύξηση του πληθυσµού στα πρώτα 60 λεπτά. 
15) � Μια βιοµηχανία έχει διαπιστώσει ότι για εβδοµαδιαία παραγωγή x 

εξαρτηµάτων έχει οριακό κόστος 2 5x x+  (χιλιάδες δραχµές ανά 
µονάδα προϊόντος). Να βρείτε τη συνάρτηση κόστους της 
εβδοµαδιαίας παραγωγής, αν είναι γνωστό ότι τα σταθερά 
εβδοµαδιαία έξοδα της βιοµηχανίας, όταν δεν παράγει κανένα 
εξάρτηµα, είναι 100 (χιλιάδες δραχµές). 

16) � Μια νέα γεώτρηση εξώρυξης πετρελαίου έχει ρυθµό άντλησης 

που δίνεται από τον τύπο 23
( ) 20 10

4
R t t t′ = + − , όπου ( )R t  είναι ο 

αριθµός, σε χιλιάδες, των βαρελιών που αντλήθηκαν στους t 
πρώτους µήνες λειτουργίας της. Να βρείτε πόσα βαρέλια θα έχουν 
αντληθεί τους 8 πρώτους µήνες λειτουργίας της. 

17) Η θερµοκρασία Τ ενός σώµατος, που περιβάλλεται από ένα ψυκτικό 
υγρό, ελαττώνεται µε ρυθµό kteκα −− , όπου α, κ είναι θετικές 
σταθερές και t ο χρόνος. Η αρχική θερµοκρασία (0)T  του σώµατος 
είναι 0T α+ , όπου 0Τ  η θερµοκρασία του υγρού η οποία µε 
κατάλληλο µηχάνηµα διατηρείται σταθερή. Να βρείτε τη 
θερµοκρασία του σώµατος τη χρονική στιγµή t. 

18) Ένας βιοµήχανος, ο οποίος επενδύει x χιλιάδες δραχµές στη 
βελτίωση της παραγωγής του εργοστασίου του, αναµένει να έχει 
κέρδος ( )P x  

χιλιάδες δραχµές από αυτή την επένδυση. Μια ανάλυση 
της παραγωγής έδειξε ότι ο ρυθµός µεταβολής του κέρδους ( )P x , 
που οφείλεται στην επένδυση αυτή, δίνεται από τον τύπο 

/ 2000( ) 5,8 xP x e−′ = . Να βρείτε το συνολικό κέρδος που οφείλεται σε 
αύξηση της επένδυσης από 4000000 σε 6000000 δραχµές. 

19) Από την πώληση ενός νέου προϊόντος µιας εταιρείας διαπιστώθηκε 
ότι ο ρυθµός µεταβολής του κόστους ( )K t  δίνεται από τον τύπο 

( ) 800 0,6K t t′ = −  (σε χιλιάδες δραχµές την ηµέρα), ενώ ο ρυθµός 
µεταβολής της είσπραξης ( )E t  στο τέλος των t ηµερών δίνεται από 
τον τύπο ( ) 1000 0,3E t t′ = +  (σε χιλιάδες δραχµές την ηµέρα). Να 
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βρείτε το συνολικό κέρδος της εταιρείας από την τρίτη έως και την 
έκτη ηµέρα παραγωγής. 

20) Έστω ,f g  δύο συναρτήσεις µε (0) (0)f g= , (1) (1) 1f g= +  και 
( ) ( )f x g x′′ ′′=  για κάθε x∈ℜ  . Να αποδείξετε ότι:                                               

i) ( ) ( )f x g x x= + , για κάθε x∈ℜ .                                                                       
ii) A ν η συνάρτηση g έχει δύο ρίζες ,α β  µε 0α β< < , τότε η 
συνάρτηση  f  έχει µια τουλάχιστον, ρίζα στο ( , )α β . 

21) � Να βρείτε τη συνάρτηση f µε πεδίο ορισµού το ℜ αν 
( ) 6 20f x x′′ = +  για κάθε x∈ℜ, η γραφική παράσταση της f 

διέρχεται απ’ το σηµείο Α(0, 2) και η εφαπτοµένη της fC  στο Α έχει 

κλίση 4. 
22) �Έστω συνάρτηση f ορισµένη στο ℜ και δύο φορές παραγωγίσιµη 

µε ( ) 6 4f x x′′ = −  για κάθε x∈ℜ, και η f παρουσιάζει στο 0 1x =  

τοπικό ακρότατο το 4, να βρεθεί ο τύπος της f.  
23) � Να βρείτε τη συνάρτηση f για την οποία ισχύει 

( ) 224 6 1f x x x′′ = + + , για κάθε x∈ℜ, και η fC  στο σηµείο της  Α(-

1, 1) έχει κλίση 2. 
24) � Να βρείτε συνάρτηση f ορισµένη στο ℜ, για την οποία ισχύουν 

f(x)>0, για κάθε x∈ℜ, f(0)=e, και ( ) ( )2f x xf x′ =  για κάθε x∈ℜ. 

25) � Να βρείτε συνάρτηση f ορισµένη στο ℜ, για την οποία ισχύουν  
( ) ( ) 2xf x f x e x′ = +  για κάθε x∈ℜ, και  f(0)=2. 

26) � Να βρείτε συνάρτηση f µε πεδίο ορισµού το διάστηµα (0, +∞) φια 

την οποία ισχύει  ( ) ( ) 1
1f xf x e

x
′ = +  για κάθε χ>0 και η fC  έχει 

κλίση 2 στο σηµείο της Α(1,f(1)). 
27) � Έστω f παραγωγίσιµη και θετική συνάρτηση µε f(0)=1 και 

( )
( )

32 2x x
f x

f x

+′ =  για κάθε x∈ℜ,να βρεθεί ο τύπος της f. 

28) � Έστω συνάρτηση f παραγωγίσιµη µε ( ) ( ) ( )22 1 xxf x x f x e′+ + = , 

για κάθε  x∈ℜ, µε f(0)=1, να αποδείξετε ότι ( ) 2 1

xe
f x

x
=

+
, x∈ℜ. 

29) � Έστω συνάρτηση f παραγωγίσιµη µε ( ) ( )23 f xf x x e−′ = , για κάθε  

x∈ℜ, µε f(0)=0, να βρεθεί ο τύπος της f.  
30) � Να βρείτε συνάρτηση f ορισµένη στο(0, +∞) , για την οποία 

ισχύουν f(x)>0, για κάθε x>0, και ( ) ( )2 0f x xf x′ + =  , για x>0, και 

η γραφική παράσταση της f διέρχεται απ’ το σηµείο Α(1, 1). 
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31) � Να βρεθεί συνάρτηση f ορισµένη στο ℜ µε συνεχή δεύτερη 
παράγωγο, που ικανοποιεί τις σχέσεις 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
2

f x f x f x f x f x′′ ′ ′+ = ,για κάθε x∈ℜ, και 

f(0)=2f΄(0)=1. 
32) � Να βρεθεί συνάρτηση f: (0, +∞)→ℜ µε f(1)=0 και 

( ) ( )2xf x f x x′ − =  για κάθε χ>0. 

ΟΡΙΣΜΕΝΟ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑ: 
33) � Για µια συνεχή συνάρτηση f ορισµένη στο ℜ ισχύουν:               

7

6
( ) 5f x dx =∫ , 

7

0
( ) 20f x dx =∫ , 

2

4
( ) 3f x dx = −∫ , 

4

0
( ) 8f x dx =∫ .                              

Να υπολογίσετε τα ολοκληρώµατα : 
6

4
( )f x dx∫ ,

2

0
( )f x dx∫ , 

6

2
( )f x dx∫ .      

34)  � Aν 
4

1
( ) 9f x dx =∫ ,

4

3
( ) 11f x dx =∫  και 

8

1
( ) 13f x dx =∫ , να 

βρείτε τα ολοκληρώµατα:                                                                  

i) 
3

4
( )f x dx∫   ii) 

8

4
( )f x dx∫         iii) 

3

1
( )f x dx∫       iv) 

8

3
( )f x dx∫ . 

35) � Για µια συνεχή συνάρτηση f ορισµένη στο ℜ ισχύουν:           
4

7
( ) 2f x dx = −∫ , 

9

0
( ) 6f x dx =∫ , 

10

0
( ) 8f x dx =∫ , 

10

4
( ) 5f x dx =∫ . Να 

υπολογίσετε τα ολοκληρώµατα : 
4

0
( )f x dx∫ ,

10

9
( )f x dx∫ , 

9

7
( )f x dx∫ .    

36) � Να αποδείξετε ότι 
1

1

1
ln ln

e

e
tdt dt

t
=∫ ∫ . 

37) �Να υπολογίσετε το κ ώστε
2 1

2 21

4 5
3

1 1

x
dx dx

x x

κ

κ

−
− =

+ +∫ ∫ . 

38) �Αν 
3

1
( ) 5f x dx =∫  και 

3

1
( ) 2g x dx = −∫  να υπολογίσετε τα 

ολοκληρώµατα: i)
3

1
(2 ( ) 6 ( ))f x g x dx−∫  ii) 

1

3
(2 ( ) ( ))f x g x dx−∫ . 

39) � Να αποδείξετε ότι  
24 4

2 21 1

3 10 4
9

2 2

x
dx

x x

+
− =

+ +∫ ∫ . 

40) � Να αποδείξετε ότι  
3 23 3

2 20 0

2 1 2
6

1 1

x x x
dx

x x

− −
+ =

+ +∫ ∫ . 

ΑΜΕΣΩΣ ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΙΜΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 

41) � Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα : ( )2 2

1
3 6 7x x dx+ −∫ . 

42) � Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα : 
3 22

1

2 1x x x
dx

x

+ − +
∫ .  
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43) � Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα : ( )1

0
2 xx x e dxσυνπ− +∫ .  

44) � Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα : 
2

0

3

1

x
dx

x

+
+∫ .  

45) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :     
2

31

2
6x dx

x
 − + 
 ∫ . 

46) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :     
3 2

2
2

4

2 5x x
dx

x

π

π
ηµ ηµ

ηµ
+ +

∫ . 

47) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :     ( )22

0
3x x x dx

π

ηµ συν− +∫ . 

48) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :     
3 22

21

1x x x
dx

x

− + +
∫ . 

49) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :     
1

0

2

1
xe x dx

x
συν − + + ∫ . 

50) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :     ( )1

0
15 1x x dx+∫ . 

51) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :     
1

0

5

1

x
dx

x

+
+∫ . 

52) � Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα :      
0

1

4

2

x
dx

x−

+
+∫  

53) � Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα :      
0

2 3

x
dx

x− +∫  

54) � Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα :      
0

1

2 5

2 3

x
dx

x−

+
+∫  

55) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :     
1

1 3
2

2
6x dx

x
 − + 
 ∫ . 

56) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :     ( )( )1

0
2 1 1x x dx+ −∫ . 

57) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :     ( )22

0
2 3 3 4xe x dx

π

ηµ− +∫ . 

58) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :   

3

0
2 2 3 3

3 6
x x dx

π π π
ηµ συν

    + − +    
    

∫ . 

59) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :     ( )2 2 5

0
4xe dx− + +∫ . 

60) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :     
1

4 5 32

0
4

x
e x dx

− + 
+ 

 
∫ . 
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61) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :     
0

1

2 3
x dx

π π
ηµ  + 

 ∫ . 

62) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :     
0 1 1 5

3 3 3
x dx

π

π
συν

−

 − + 
 ∫ . 

63) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :     ( )21

0
x x dx+∫ . 

64) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :     
2 3

4
20

2x x
dx

x

π συν συν
συν
− +

∫ . 

65) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :     
3 2

2
2

4

2 5x x
dx

x

π

π
ηµ ηµ

ηµ
+ +

∫ . 

66) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :     
4 4

4
2 2

6

x x
dx

x x

π

π
ηµ συν
ηµ συν

+
∫ . 

67) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :     ( )2

0
x x x dx

π

ηµ συν+∫ . 

68) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :     ( )24

0
2 1x x dx

π

εφ+ +∫ . 

69) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :     22

4

1
1

2
x dx

x

π

π σφ 
+ + 

 
∫ . 

70) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :  4
2 2

6

1
dx

x x

π

π ηµ συν
 
 
 

∫ . 

ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ     ΜΕ: « ΚΑΤΑ ΠΑΡΑΓΟΝΤΕΣ». 

Α. Κατηγορία: Πολυωνυµική επί εκθετική ( )( )xP x e dx
β γ δ

α

+⋅∫  

71) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :     
1 2

0

xx e dx∫ . 

72) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :     
1 2

0

xx e dx−∫ . 

73) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :     
1 2 3

0

xx e dx∫ . 

74) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :     ( )0 2 2

1
3 2 xx x e dx

−
−∫ . 

75) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :     
0 2 1
1

2

2 xxe dx+

−∫ . 

76) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :     ( )
1

2
2

0
2 5

x
x e dx+∫ . 

77) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :     ( )1 2 2

0
3 2 xx x e dx−∫ . 

78) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :     
1 2 1

0
2 xxe dx+∫ . 
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79) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :     
2 2

0

xx e dx∫ . 

Β. Κατηγορία: Πολυωνυµική επί τριγωνοµετρική:    

   ( ) ( ) ( ) ( )( )    P x x dx ή P x x dx
β β

α α
ηµ γ δ συν γ δ⋅ + ⋅ +∫ ∫  

80) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :     4

0
2x xdx

π

ηµ∫ . 

81) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :     4

0
2 2x xdx

π

συν∫ . 

82) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :     22

0
2 2x xdx

π

ηµ∫ . 

83) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :     23

0
9 3x xdx

π

συν∫ . 

84) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :     ( )2

0
2 1x xdx

π

ηµ+∫ . 

85) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :     ( )22

0
2 3 1x x xdx

π

συν+ +∫ . 

86) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :     ( )
0

2 1
2

x
x dx

π
ηµ+∫ . 

87) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :     ( )
0

2
2

x
x dx

π
συν+∫ . 

88) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :     2

0
2x xdx

π

ηµ∫ . 

89) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :     ( )2

0
2 3x xdx

π

συν+∫ . 

90) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :     
0

2x xdx
π

συν∫  

Γ. Κατηγορία: Πολυωνυµική επί Λογαριθµική: 

( ) ( )( )lnP x x dx
β

α
γ δ⋅ +∫  

91) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :     
1

ln
e

xdx∫ . 

92) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα : 2 2

1
ln

e
x x dx∫ . 

93) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :     ( )2 3

1
4 1 lnx xdx+∫ . 

94) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :     ( )2 2

1
3 4 2 lnx x xdx+ +∫ . 

95) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :     
2

1
ln xdx∫ . 

96) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :     
2 2

1
lnx xdx∫ . 
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97) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :     
2 3

1
lnx xdx∫ . 

98) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :     
2

21

ln x
dx

x∫ . 

99) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :     
2

1

ln

2

x
dx

x∫ . 

100) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :    ( )
22

1
ln x dx∫ . 

∆. Κατηγορία: Εκθετική επί τριγωνοµετρική:  

         ( ) ( )( )β

α
  x xe x dx ή e x dx

β γ δ γ δ

α
ηµ ε ζ συν ε ζ+ +⋅ + ⋅ +∫ ∫  

101) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :     2

0

xe xdx
π

ηµ∫ . 

102) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :     2

0

xe xdx
π

συν∫ . 

103) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :     4

0
2xe xdx

π

ηµ∫ . 

104) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :     4

0
2xe xdx

π

συν∫ . 

105) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :     6

0
3xe xdx

π

ηµ−∫ . 

106) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :     22

0

xe xdx
π

συν∫ . 

107) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :     34

0
2xe xdx

π

ηµ∫ . 

108) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :     26

0
3xe xdx

π

συν∫ . 

109) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :     22

0

xe xdx
π

ηµ−∫ . 

110) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :     2 2

0

x

e xdx
π

συν⋅∫ . 

 
ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ  ΜΕ: « ΑΝΤΙΚΑΤΑΣΤΑΣΗ». 

111) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :     

( ) ( )
3 32

2
4 16 7 2x x x dx− + −∫ . 

112) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :     
( )

1

42 2

3

6

x
dx

x x

−

−

+

+
∫ . 

113) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :     
20

31 2

x
dx

x− +
∫ . 
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114) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :     
2

1
1x x dx+∫ . 

115) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :     
ln

3

ln
6

x xe e dx
π

π ηµ∫ . 

116) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :     
1

0 1

x

x

e
dx

e +∫ . 

117) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :     
2 1

ln

e

e
dx

x x∫ . 

118) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα : 
2

3ln

e

e

dx

x x∫ .  

119) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα 
1

lne x
dx

x∫ . 

120) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :     
( ) ( )

ln3

ln 2 1 ln 1

x

x x

e
dx

e e+ +∫ . 

121) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :     
3

2 2

1
xdx

x
π

π

ηµ
∫ . 

122) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :     2

0

xx e dx
π

ηµσυν ⋅∫ . 

123) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :     
32

3 41

1 1x
dx

x x

+
⋅∫ . 

124) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :     
1

20 1

x
dx

x +
∫ . 

125) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :     ( )1 2

0
ln 1x x dx⋅ +∫ . 

126) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :     ( )
1

193

0
3 1x dx−∫ . 

127) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :     
1 5 3

0
3 2x x dx+∫ . 

128) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :     
( )

ln 2

20

2

1

x

x

e
dx

e +
∫ . 

129) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :     
21

0
3 xxe dx∫ . 

130) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :     
1

4
20

xe
dx

x

π εφ

συν

+

∫ . 

131) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :     
ln 2

0
2x xe e dx+∫  
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132) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :     
( )

3

2 ln ln ln

e

e

dx

x x x⋅ ⋅∫  (x>e). 

133) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :     
2 2ln ln

ln

e

e

x x
dx

x x

−
⋅∫  (x>1). 

134) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :     
( )

2

2

1

ln

e

e
dx

x x⋅∫ . 

135) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :     ( )1 2

0
2 ln 1x x dx+∫  . 

136) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :     ( )3 22

0
x x dx

π

συν∫ . 

137) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :     ( )32

0
lnx x dx

π

συν ηµ⋅∫ . 

138) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :     
1

0

xx ee e dx⋅∫ . 

139) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :     ( )1

0
1x xe e dxσυν⋅ +∫ . 

140) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :     3

0
εφ ln(συν )x x dx

π

⋅∫  .             

ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ ΡΗΤΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ:  

         2
2

, : 4 0
x

dx
x x

κ λ
µε β αγ

α β γ
 +

⋅ − > + + 
∫  

141) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :     
1

20

2 1

5 6

x
dx

x x

+
− +∫ . 

142) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :     
21

20

3 7

5 6

x x
dx

x x

− +
− +∫ . 

143) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :     
3

20

2 3

3 2

x
dx

x x

−
− +∫ . 

144) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :     
0

21

3 2

3 2

x
dx

x x−

+
− +∫ . 

145) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :     
31

20

2

3 2

x x
dx

x x

−
+ +∫ . 

146) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :    
2

20

2

1
dx

x −∫ . 

147) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα:    
1

20

1

4
dx

x −∫ . 

148) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :   
2

21

1
dx

x x− −∫ . 
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149) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :   
33

20 2

x
dx

x x+ −∫ . 

150) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :   
3 22

21

3 15

3

x x x
dx

x x

− − −
−∫ . 

151) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :   
ln 4

2ln3 3 2

x

x x

e
dx

e e− +∫ . 

152) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :   3
20 5 6

x
dx

x x

π ηµ
συν συν+ +∫ . 

153) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :  6
20 2 3

x
dx

x x

π συν
ηµ ηµ+ −∫ . 

154) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :  6
20 1

x
dx

x x

π συν
συν ηµ− −∫ ∫ . 

 ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ:  

2 1 2

2

συν α
ηµ α

−
=  

2 1 2

2

συν α
συν α

+
=  

2ηµα συνβ=ηµ(α-β)+ηµ(α+β) 

2 συνα συνβ=συν(α-β)+συν(α+β) 

2ηµα ηµβ=συν(α-β)-συν(α+β) 

155) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα : 3

6

xdx
π

π εφ∫ . 

156) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα : 3

6

xdx
π

π σφ∫ . 

157) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα : 4
20

x
dx

x

π

συν∫ . 

158) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα : 2
2

4

x
dx

x

π

π ηµ∫ . 

159) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα : 3
20

x
dx

x

π ηµ
συν∫ ∫   και 

3
20

1 x
dx

x

π ηµ
συν
+

∫ . 
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160) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα : 2
2

6

x
dx

x

π

π
συν
ηµ∫  και 

2
2

6

1 x
dx

x

π

π
συν

ηµ
+

∫ . 

161) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα : 24

0
xdx

π

ηµ∫ . 

162) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα : 26

0
xdx

π

συν∫ . 

163) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα : 32

0
xdx

π

ηµ∫ . 

164) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα : 32

0
xdx

π

συν∫ . 

165) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα : 42

0
xdx

π

ηµ∫ . 

166) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα : 42

0
xdx

π

συν∫ . 

167) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα : 2 22

0
x xdx

π

ηµ συν⋅∫ . 

168) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα : 
3

4

0

x
dx

x

π ηµ
συν∫ . 

169) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα : 
3

2

4

x
dx

x

π

π
συν
ηµ∫ . 

170) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα : 42

0
x xdx

π

ηµ συν⋅∫ . 

171) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα : 32

0
x xdx

π

ηµ συν⋅∫ . 

172) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα : 2 32

0
15 x xdx

π

ηµ συν⋅∫ . 

173) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα : 24

6

xdx
π

π εφ∫ . 

174) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα : 24

6

xdx
π

π σφ∫ . 

175) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα : 34

6

xdx
π

π εφ∫ . 

176) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα : 34

6

xdx
π

π σφ∫ . 
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177) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα : 
4

4
20

4 x
dx

x

π ηµ
συν∫ . 

178) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα : 6

0
2x xdx

π

ηµ συν⋅∫ . 

179) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα : 2

0
3 5x xdx

π

ηµ συν⋅∫ . 

180) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα : 2

0
3 5x xdx

π

συν συν⋅∫ . 

181) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα : 2

0
2 4x xdx

π

συν συν⋅∫ . 

182) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα : 2

0
2 4x xdx

π

ηµ ηµ⋅∫ . 

183) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα : 2

0
3 5x xdx

π

ηµ ηµ⋅∫ . 

184) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα : 2

0
8 2 8x xdx

π

ηµ συν⋅∫ . 

185) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα : 2

0
4 7x xdx

π

συν συν⋅∫ . 

186) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα : 2

0
3x xdx

π

ηµ ηµ⋅∫ . 

 
ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ ΚΛΑ∆ΙΚΩΝ  ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ:  

187) � Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα  ( )
2

1
f x dx

−∫ όπου :  

( )
34 1, 1

6 , 1

x x
f x

x x

 + ≤
= 

− >
. 

188) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα :  
2

0
( )f x dx∫ ,                             

όπου :  ( )
3, 1

2 , 1

x x
f x

x x

 ≤
= 

− >
. 

189) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα : 
2

0
( )f x dx∫ ,                             

όπου :  ( ) , 1

ln , 1

xe ex x
f x

x x x

 − ≤
= 

>
. 

190) �Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα 
2 2

2
1x dx

−
−∫ . 

191) �Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα 
3 3 2

1
2x x dx

−
−∫ . 

192) �Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα 
2 2

2
2x x dx

−
− −∫ . 

ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ: 
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193) � Να αποδείξετε ότι : ( )( ) ( )2 21
1

2

x t
t du dx

β

α α
β α

+
+ = −∫ ∫ . 

194) � Να παραγωγίσετε τη συνάρτηση: F(x)= ( )
2

1
2 1

x
t dt

+
+∫ . 

195) � Να παραγωγίσετε τη συνάρτηση: F(x)=
0

x
tdt

ηµ
συν∫ . 

196) � Να παραγωγίσετε τη συνάρτηση: F(x)= 21
x

x
t dt

συν

ηµ
−∫ . 

197) � Να παραγωγίσετε τη συνάρτηση: F(x)= ( )
0

x
xf t dt∫ . 

198) � Να παραγωγίσετε τη συνάρτηση: F(x)= ( ) ( )2

0
1

x
x f t dt+∫ . 

199) � Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο διάστηµα (0,+∞) και για 

κάθε x>0 ισχύει : 
2

1
( ) ln

x
xf t dt x x= +∫ , να υπολογιστεί το f(1). 

200) � Αν ( ) 4 6

0

x
tg t dt x x= +∫ , για κάθε x∈ℜ, να βρείτε το g(1). 

201) � Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 

( )
2 211 2 2

0 1

x t t t

x
F x e dt e dt+ − +

+
= +∫ ∫  είναι σταθερή στο ℜ και έπειτα να 

βρείτε τον τύπο της. 

202) � Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση ( )
1

2 21 1

1 1

1 1

x
xF x dt dt

t t
= +

+ +∫ ∫  

είναι σταθερή στο ℜ και έπειτα να βρείτε τον τύπο της. 
203) � Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο διάστηµα [-1,1] και άρτια, 

να αποδείξετε ότι η συνάρτηση ( ) ( )
1x

x
g x f t dtηµπ

+
= ∫  είναι σταθερή 

στο ℜ. 
204) � Αν η συνάρτηση f:ℜ→ℜ είναι συνεχής και 

( ) ( )2

1 0

x
f x f t xdx dt

π

συν
 

=  
 

∫ ∫  για κάθε x∈ℜ, να αποδείξετε ότι η f 

είναι σταθερή. 

205) � Να βρείτε τo :  

2 2

2

0

5
lim

x

x

t dt

x

+

→

+∫ . 

206) � Έστω f µια συνάρτηση παραγωγίσιµη στο ℜ για την οποία 
ισχύουν f(0)=0, f́ (0)=2000.                                                                    

Να βρείτε τα : 
( )

0
lim
x

f x

x→
 και 

( )
0

0
lim

x

x

f t dt

x xηµ→ −
∫ . 
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207) � Έστω η συνάρτηση f΄ είναι συνεχής  στο ℜ για την οποία 

ισχύουν f(0)=0, f́ (0)=2. Να βρείτε το : 
( )2

0
20

lim
2 2

x

x

x f t dt

x xσυν→ + −
∫ . 

208) � Αν ( ) ( )
0

x
G x f t dt= ∫ , x∈ℜ και ( ) 2

2
1

t

t
f t u du= +∫ , t∈ℜ να 

βρείτε τα : α) G΄΄(0) και β) 
( ) 21

lim
1x

G x x

x→+∞

′′ − +

+
. 

209) � Έστω µια συνάρτηση f συνεχής στο ℜ και η συνάρτηση g για 

την οποία ισχύει:   ( ) ( ) ( )
0

x
g x x t f t dt= −∫ , x∈ℜ.                                       

Να αποδείξετε ότι : α) ( ) ( )
0

x
g x f t dt′ = ∫  για κάθε x∈ℜ.                                

β) ( ) ( )g x f x′′ = x∈ℜ.                                                                                                                             

210) � Έστω η συνάρτηση ( )
2

2

5

2

x
f x

x

+
=

+
 ορισµένη στο [0,2].               

Α) Να µελετήσετε τη συνάρτηση f ως προς τη µονοτονία και τα 
ακρότατα.                                                                                                               

Β) Να αποδείξετε : 
22

20

5
3 5

2

x
dx

x

+
< <

+∫ . 

211) � Να αποδείξετε ότι ( )1 2

0
1 1 1x x dx− ≤ + − ≤∫ . 

212) � Έστω µια συνάρτηση f:ℜ→ℜ η οποία είναι συνεχής. Αν για 

κάθε x∈ℜ ισχύει ( ) 0
x

x
f t dt

−
=∫ , να αποδείξετε ότι η f είναι περιττή 

συνάρτηση και αντίστροφα. 
213)  � Έστω µια συνάρτηση f συνεχής στο [0,+∞) για την οποία 

ισχύει ( ) ( ) ( )
0

1
x

x f t dt x f x+ = +∫ για κάθε x ≥0.                                           

α) Να αποδείξετε ότι η f είναι παραγωγίσιµη στο [0,+∞)                              
β) Να βρείτε τον τύπο της f.  

214) � Να βρεθεί η συνεχής συνάρτηση f: ℜ→ℜ για την οποία ισχύει 

( ) ( )
0

x t f tf x e dt−= ∫  για κάθε x∈ℜ.  

215) � Έστω συνεχής συνάρτηση f:ℜ→ℜ µε ( ) 2

2
4

x
f t dt x≥ −∫  για 

κάθε x∈ℜ. Να βρεθεί η τιµή f(2). 

216) � Έστω συνεχής συνάρτηση f:ℜ→ℜ µε ( )
1 41
x

f t dt x≤ −∫  για 

κάθε x∈ℜ. Να βρεθεί η τιµή f(1). 
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217) � Η συνάρτηση f είναι συνεχής στο διάστηµα [0,1], ( )
1

0
1f t dt <∫   

και 0<f(x)<1 για κάθε x∈[0,1]. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 

( )
1

0
1 2f t dt x+ =∫  έχει µοναδική ρίζα στο διάστηµα (0,1). 

218) � Αν η  συνάρτηση f έχει συνεχή δεύτερη παράγωγο στο 

διάστηµα 0,
2

π 
  

 µε 3
2

f
π  = 

 
 και ( ) ( )( )2

0
2f x f x xdx

π

συν′′+ =∫  να 

υπολογίσετε το f΄(0). 
219) � Αν η  συνάρτηση f έχει συνεχή παράγωγο στο διάστηµα [0,1] 

και ( ) ( )
1 12

0 0
2000 2x f x dx xf x dx′ = −∫ ∫  να υπολογίσετε το f(1). 

 
220) � Αν οι συναρτήσεις f και g είναι συνεχείς στο διάστηµα [α,β] και 

ισχύει ( ) ( )f x dx g x dx
β β

α α
=∫ ∫ , να αποδείξετε ότι υπάρχει ξ∈(α,β) 

τέτοιο ώστε f(ξ)=g(ξ). 

221) � Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [0,π] µε ( )
0

2f x dx
π

=∫ , να 

αποδείξετε ότι υπάρχει ξ∈(0,π) τέτοιο ώστε f(ξ)=ηµξ. 
222) � Αν η συνάρτηση f:ℜ→ℜ είναι συνεχής καιν άρτια , να 

αποδείξετε ότι: α) η συνάρτηση ( ) ( )
a

g x f x t dt
β

= −∫ , είναι 

παραγωγίσιµη στο ℜ,                                                                            
β) υπάρχει ξ∈(α,β) τέτοιο ώστε f(ξ-α)=f(ξ-β). 

223) � ∆ίνεται η συνάρτηση ( )
2

1

1

1

x
f x dt

t
=

+∫ , x≥0. Να αποδείξετε 

ότι: ( ) ( )4 4
7 5

15 11
f f< − < . 

224) � ∆ίνεται η συνάρτηση ( ) 20 1

x dt
f x

t
=

+∫ , x≥0. Να αποδείξετε ότι: 

( ) ( )1 10 3 10 2 2f f< − < . 

225) �Έστω µια συνάρτηση η οποία είναι συνεχής στο διάστηµα 

[2002,2004] για την οποία ισχύουν οι σχέσεις: 
2003

2002
( ) 2004f t dt =∫  και 

2004

2003
( ) 2002f t dt = −∫ .                                                                                                    

Να αποδείξετε ότι:  α)F(2004)-F(2002)=2, όπου F µια αρχική της f 
στο διάστηµα [2002,2004].                                                                                          
β) Υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ∈(2002,2004) τέτοιο ώστε f(ξ)=1.                                   
γ) Υπάρχει ένα τουλάχιστον 0 (2002,2004)x ∈  τέτοιο ώστε 

0

0 2002
( ) 2004

x
x f t dt+ =∫ . 
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226) �  Έστω f µια συνάρτηση συνεχής στο [2001,2004] µε 
2004

2001
( ) 2005f t dt =∫ . Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 

2001
( )

x
f t dt x=∫ έχει µία, 

τουλάχιστον, ρίζα στο διάστηµα (2001,2004).  
227) �Έστω µια συνάρτηση f συνεχής στο διάστηµα ∆=[0,4] µε f(x)>0 

για κάθε x>0.                                                                                                        

α) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση ( )
0

( ) ,
x

g x f t dt x= ∈∆∫ είναι γνησίως 

αύξουσα.                                                                                                                    
β) Να αποδείξετε ότι υπάρχει 0 (0,4)x ∈ τέτοιο ώστε  να ισχύει 

( ) ( ) ( ) ( )0 1 2 3

0 0 0 0
3

x
f t dt f t dt f t dt f t dt⋅ = + +∫ ∫ ∫ ∫  

 
ΕΜΒΑ∆ΟΝ ΕΠΙΠΕ∆ΟΥ ΧΩΡΙΟΥ 

228) � Να βρεθεί το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη 
γραφική παράσταση της ( )f x x= , τον άξονα x x′  και τις ευθείες 

0x = , 1x = . 

229) � Να βρεθεί το εµβαδόν του χωρίου Ω που περικλείεται από τις 
γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων ( ) 2f x x= − +  και 

2( )g x x=  .  

230) � Να βρεθεί το εµβαδόν του χωρίου Ω που περικλείεται από τη 
γραφική παράσταση της 2( ) 1g x x= −  και τον άξονα x x′ .  

231) � Να βρεθεί το εµβαδόν του χωρίου Ω που περικλείεται από τις 
γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων 3( )f x x= , ( )g x x=  και 
τις ευθείες 2x = − , 1x = .  

232) � Nα βρεθεί το εµβαδόν του χωρίου Ω που περικλείεται από τις 
γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων ( )f x xηµ= , ( )g x xσυν=  
και τις ευθείες 0x =  και 2x π= . 

233) �  Να βρεθεί το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη 
γραφική παράσταση της ( ) lnf x x= , τον άξονα των x και την 
εφαπτοµένη της fC  στο σηµείο ( ,1)A e . 

234) � Nα υπολογίσετε το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από 
τη γραφική παράσταση της συνάρτησης 2( ) 2 3f x x x= − + , τις 
ευθείες 0x = , 2x =  και του άξονα των x. 

235) � Nα υπολογίσετε το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από 
τη γραφική παράσταση της συνάρτησης  f, τον άξονα των x και τις 
ευθείες που δίνονται κάθε φορά:                                                                          

i) 3( )f x x= , 0x = , 27x =  ii) 
2

1
( )f x

xσυν
= , 0x = , 

3
x

π
= . 
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236) �Nα υπολογίσετε το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από 
τη γραφική παράσταση της συνάρτησης 2( ) 3f x x x= −  και τον 
άξονα των x. 

237) � Nα υπολογίσετε το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από 
τις γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων 3( )f x x=  και 

2( ) 2g x x x= − . 
238) � Να υπολογίσετε το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από 

τη γραφική παράσταση της συνάρτησης 2( ) 4f x x= −  και την 
ευθεία 2 0x y− − = . 

239) � Έστω η συνάρτηση 2( ) 3f x x=                                                                           
 i) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτοµένης της fC  στο σηµείο της 

(1,3)A .                                                                                                                     
ii) Να υπολογίσετε το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από 
τη γραφική παράσταση της  f, την εφαπτοµένη της στο Α και τον 
άξονα των x. 

240) �Nα υπολογίσετε το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από 

τη γραφική παράσταση της 
2 3 , 1

( )
2 , 1

x x
f x

x x

− + <
= 

≥
, τις ευθείες 

1x = − , 2x =  και τον άξονα των x. 

241) �Nα βρείτε το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη 
γραφική παράσταση της συνάρτησης 

2 4 3 , 2
( )

2 5 , 2

x x x
f x

x x

− + − <
= 

− + ≥
 και τον άξονα των x. 

242) �Να υπολογίσετε το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από 
τις γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων ( ) 1f x x= −   και  

1
( )

3

x
g x

+
= . 

243) �  i) Nα υπολογίσετε το εµβαδόν, ( )E λ , του χωρίου που 
περικλείεται από τις γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων 

( )
e

f x
x

= , ( ) lng x x= , τον άξονα των x και την ευθεία x λ= , 

eλ > .                                                                                                                  
ii) Nα βρείτε το όριο lim ( )

λ
λ

→+∞
Ε . 
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244) � Nα υπολογίσετε το εµβαδόν του 
γραµµοσκιασµένου χωρίου του διπλανού 
σχήµατος.  

 

 

 
245) � Να υπολογίσετε το εµβαδόν του 

γραµµοσκιασµένου χωρίου του διπλανού σχήµατος.  

 

 

 

 

246) �∆ίνεται η συνάρτηση ( )f x xηµ=                                                      
i) Να βρείτε τις εξισώσεις των εφαπτοµένων της 

fC  στα σηµεία (0,0)O  και ( ,0)A π .                                                          

ii) Να βρείτε το εµβαδόν του χωρίου που 
περικλείεται από τη γραφική παράσταση της  f  και 
τις εφαπτόµενες στα σηµεία Ο και Α. 

247) � i) Να υπολογίσετε το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται 
από τη γραφική πράσταση της συνάρτησης ( )f x x= , την 
εφαπτόµενή της στο σηµείο (1,1) και τον άξονα των x.                                   
ii) Να βρείτε την ευθεία x α= , η οποία χωρίζει το χωρίο αυτό σε 
δύο ισεµβαδικά χωρία. 

248) � Να υπολογίσετε το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από 
τις γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων ( ) lnf x x= , 

1
( ) lng x

x
=  και την ευθεία ln 2y = . 

249) � i) Nα βρείτε συνάρτηση  f  της οποίας η γραφική παράσταση 
διέρχεται από το σηµείο (0,2)A  και η κλίση της στο σηµείο 

( , ( ))M x f x  είναι 2 3x − .                                                                               
ii) Ποιο είναι το εµβαδόν του χωρίου που ορίζουν η fC  και ο 

άξονας των x. 

 

 3  1  Ο  x 

 y=x  y=3x 

 y=3 

 y 

 

 A 

 3  Ο  x 

 y=x2−1 

 y 

 y=x2−2x+2 

 

 x 

 y 

 A(π,0)  O(0,0) 
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250) �  Έστω η συνάρτηση ( ) ( 1)( 3)f x x x= − − .                                                       
i) Να βρείτε τις εξισώσεις των εφαπτοµένων της γραφικής 
παράστασης της  f στα σηµεία ,Α Β  που η fC  τέµνει τον άξονα 

των x.                                                                                                                   
ii) Αν Γ είναι το σηµείο τοµής των εφαπτοµένων, να αποδείξετε 
ότι η fC  χωρίζει το τρίγωνο ΑΒΓ σε δύο χωρία που ο λόγος των 

εµβαδών τους είναι 
2

1
. 

ΓΕΝΙΚΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

251) � i) Να χρησιµοποιήσετε την αντικατάσταση u xπ= −  για να 

αποδείξετε ότι 
0

( )xf x dx
π

ηµ =∫ 0
( )

2
f x dx

ππ
ηµ∫                                                    

ii) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα 
20 3

x x
dx

x

π ηµ
ηµ+∫ . 

252) �  i) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα 
1/ 2

20

1

1
dx

x −∫                                         

ii) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα 
/ 2

/ 3

1
dx

x

π

π ηµ∫ . 

253) �Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα 
1

0

1

( 1)( 2)
du

u u+ +∫  και στη 

συνέχεια το ολοκλήρωµα 2

0

συν

(ηµ 1)(ηµ 2)

x
dx

x x

π

+ +∫                                                                         

254) � Αν 
2 11

201

t
I dt

t

ν

ν

+

=
+∫ ,   ν ∈ℕ ,                                                                            

i) Να υπολογίσετε το άθροισµα 1Iν ν ++ Ι , ν ∈ℕ                                                 
ii) Να υπολογίσετε τα ολοκληρώµατα 0I , 1I , 2I . 

255) � Αν η συνάρτηση  f  είναι συνεχής στο ℜ, να αποδείξετε ότι 

( )0 0 0
( )( ) ( )

x x u
f u x u du f t dt du− =∫ ∫ ∫ . 

256) � ∆ίνεται η συνάρτηση 
1

( ) ( )
x

F x f t dt= ∫ , 

όπου
2

1
( ) 1

t
f t u du= −∫ .                                                                                     

i) Να βρείτε το πεδίο ορισµού των συναρτήσεων f και F.                           
ii) Να αποδείξετε ότι η F είναι γνησίως αύξουσα και κυρτή. 
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257) � ∆ίνονται τα ολοκληρώµατα 2

0
( )

x tF x e tdtσυν= ∫    και   

2

0
( )

x tG x e tdtηµ= ∫ ,    x∈ℜ .                                                                                         

i) Να υπολογίσετε τα ολοκληρώµατα ( ) ( )F x G x+ και 
( ) ( )F x G x−  και στη συνέχεια τα ολοκληρώµατα ( )F x  και ( )G x .   

ii) Να υπολογίσετε τα ολοκληρώµατα 
2 2tI e tdt
π

π
συν= ∫  και   

2 2tJ e tdt
π

π
ηµ= ∫ . 

258) � Το χωρίο που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της 
συνάρτησης 2( ) 1f x x= +  και την ευθεία 5y =  χωρίζεται από την 

ευθεία 2 1y α= + , 0α > , σε δύο ισεµβαδικά χωρία. Να βρείτε την 
τιµή του α. 

259) � i) Να βρεθεί το εµβαδόν ( )λΕ  του χωρίου που περικλείεται 

από τη γραφική παράσταση της συνάρτησης 
2

1
( )f x

x
= , τον άξονα 

των x και τις ευθείες 1x = , x λ= , 0λ > .                                                              

ii) Να βρεθούν οι τιµές του λ έτσι, ώστε 
1

( )
2

λΕ = .                                           

iii) Nα βρεθούν τα 
0

lim ( )E
λ

λ
→

 και lim ( )E
λ

λ
→+∞

. 

260) � Έστω ,f g  δύο συναρτήσεις συνεχείς στο [ , ]α β .                              
Να αποδείξετε ότι:                                                                                             
i) Αν ( ) ( )f x g x≥  για κάθε [ , ]x α β∈ , τότε 

( ) ( )f x dx g x dx
β β

α α
≥∫ ∫ .                                                                                      

ii) Αν m η ελάχιστη και Μ η µέγιστη τιµή της  f  στο [ , ]α β , τότε 

( ) ( ) ( )m f x dx M
β

α
β α β α− ≤ ≤ −∫                                                                    

iii) Με τη βοήθεια της ανισότητας  x xεφ >  για κάθε 0,
2

x
π ∈ 

 
, 

να αποδείξετε ότι η συνάρτηση ( )
x

f x
x

ηµ
= , 0,

2
x

π ∈ 
 

 είναι 

γνησίως φθίνουσα και στη συνέχεια να αποδείξετε ότι:                                   

α) 
3 3 3

2

x

x

ηµ
π π

≤ ≤  για κάθε ,
6 3

x
π π ∈  

 και                                              

β) 
/ 3

/ 6

3 1

4 2

x
dx

x

π

π

ηµ
≤ ≤∫ .                                                                                       



Γ΄ Λυκείου- Μαθηµατικά Κατεύθυνσης – Ολοκληρωτικός Λογισµός  
 

 
Γενικό Λύκειο Νεστορίου - Γιώργος Καραφέρης  ΠΕ03 Μαθηµατικός   ☺☺☺☺☺☺ 
☺☺                

30

 iv) Nα αποδείξετε ότι η συνάρτηση 
2

( ) xf x e−=  είναι γνησίως 
φθίνουσα στο [0, )+ ∞  και στη συνέχεια, µε τη βοήθεια της 

ανισότητας 1xe x≥ +  για κάθε x∈ℜ , να αποδείξετε ότι:                                

α) 
221 1xx e−− ≤ ≤  για κάθε [0,1]x∈  και β) 

1

0

2
1

3
xe dx−≤ ≤∫ . 

 Θέµατα εξετάσεων (∆έσµες) 

261) � Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα 
3 22

1

5 1x x
dx

x

− +
∫ .                          

(∆΄ ∆έσµη 1988) 

262) � ∆ίνεται η συνάρτηση f µε ( ) 1
1

1
f x x

x
= + +

+
.                                 

α) Να βρείτε τα διαστήµατα µονοτονίας και τα ακρότατα της 
συνάρτησης.                                                                                                   
β) Να υπολογίσετε το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη 
γραφική παράσταση της συνάρτησης f, τον άξονα Οχ και τις ευθείες 
χ=2, χ=5.                                                   (Α΄ ∆έσµη 1988)  

263) � Να αποδείξετε ότι:                                                                                
α) η συνάρτηση f µε ( )f x x=  είναι γνησίως αύξουσα.                              

β) για κ≥1 : 
1

xdx
κ

κ
κ

+
≤ ∫  και 

1
xdx

κ

κ
κ

−
≤∫ . (∆΄ ∆έσµη 1989) 

264) � ∆ίνεται η συνάρτηση f µε ( ) 2
2

f x x
π

ηµ  = + 
 

 και πεδίο 

ορισµού το διάστηµα ,
4 4

π π −  
.                                                                   

α) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτοµένης της γραφικής 

παράστασης της f στο σηµείο 0 8
x

π
= .                                                                                                   

β) Να υπολογίσετε το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την 
παραπάνω εφαπτοµένη, από τη γραφική παράσταση της συνάρτησης 
f, και τους άξονες  Οχ και Οy. (Α΄ ∆έσµη 1989)   

265) � Να υπολογίσετε το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται 
µεταξύ της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f µε ( ) 2 xf x x e=  

του άξονα χ΄χ και των ευθειών µε εξισώσεις χ=1 και χ=3.                                                                   
(∆΄ ∆έσµη 1990)   

266) � ∆ίνεται η συνάρτηση f µε ( ) 2

1
3

2
f x x

x
= + .                                 

α) Να βρείτε τις ασύµπτωτες της γραφικής παράστασης της f.                                                                                               
β) Να υπολογίσετε το εµβαδόν Ε(α) του χωρίου που περικλείεται 
από τη γραφική παράσταση της συνάρτησης f, την ευθεία y=3χ,  και 
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τις ευθείες χ=1, χ=α µε α>1.                                                                         
γ)  Να υπολογίσετε το όριο του εµβαδού Ε(α) του ανωτέρω χωρίου 
όταν το α τείνει στο άπειρο.                  (Α΄ ∆έσµη 1990)  

267) � ∆ίνεται η συνάρτηση f µε ( )
, 1

ln
, 1

xe e x
f x x

x
x

 − <


= 
≥

.                                   

Να αποδείξετε ότι η f είναι συνεχής και να υπολογίσετε το εµβαδόν 
του χωρίου το οποίο περικλείεται από τη γραφική παράσταση της f, 
τον άξονα χ΄χ και τις ευθείες χ=0  και χ=e.                (∆΄ ∆έσµη 1991)  

268) � ∆ίνεται η συνάρτηση f µε ( ) ln
, 0.

2

x
f x x x

x
= − >                               

α) Να βρείτε τα διαστήµατα µονοτονίας της f.                                                    
β) Να υπολογίσετε το εµβαδόν του χωρίου το οποίο περικλείεται από 
τη γραφική παράσταση της f, τον άξονα Οχ και τις ευθείες µε 
εξισώσεις χ=1 και χ=4.                                       (Α΄ ∆έσµη 1991) 

269) � Η συνάρτηση g έχει συνεχή παράγωγο στο [0,π] και g(π)=e π− . 

Αν ( ) ( )( )
0

2xg x g x e dx
π

′+ =∫  να βρεθεί το g(0).  (∆΄ ∆έσµη 1992) 

270) � Αν γ συνάρτηση g(x) έχει συνεχή παράγωγο στο [0,1] και 

ικανοποιεί τη σχέση ( ) ( )
1 1

0 0
1993xg x dx g x dx′ = −∫ ∫  να βρείτε το g(1).                                                                  

(∆΄ ∆έσµη 1993) 
271) � ∆ίνεται η συνάρτηση ( ) xf x xe ν−= , χ∈ℜ, ν∈Ν µε ν≠0.                      

α) Να µελετήσετε τη µονοτονία της f, να βρείτε τα ακρότατα και τα 
σηµεία καµπής της.                                                                              

β) Να αποδείξετε ότι 

1

2 2

2

2
v

vx

v

e xe dx eν −≤ ⋅ ≤∫ .      (∆΄ ∆έσµη 1993) 

272) � ∆ίνεται η συνάρτηση f µε ( ) ( )4 xf x x e−= +  .                                                                           

Να υπολογίσετε το εµβαδόν του χωρίου το οποίο περικλείεται από 
τη γραφική παράσταση της f, τον άξονα Οχ και τις ευθείες µε 
εξισώσεις χ=-1 και χ=1.                                       (Α΄ ∆έσµη 1992) 

273) � Να βρεθεί η συνάρτηση f: ℜ→ℜ για την οποία ισχύει  

( ) ( )
x t x a xe f t dt e e e f x

α

− − − −= − −∫ , χ, α∈ℜ.(Α΄ ∆έσµη 1993)  

274) � Έστω µια συνάρτηση f ορισµένη στο ℜ η οποία έχει συνεχή f΄΄ 
στο ℜ, παρουσιάζει τοπικό ακρότατο στο σηµείο 0 2x =  και η 
γραφική παράσταση διέρχεται από το σηµείο Α(0,1). Αν ισχύει 
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( ) ( )( )
2

0

8
3

3
xf x f x dx′′ ′+ = −∫ να υπολογίσετε το f(2).                                

(∆΄ ∆έσµη 1994) 

275) � Αν ( ) ( )
1

x
G x f t dt= ∫  όπου ( )

3

1

ut e
f t du

u
= ∫  και χ>0, t>0 να 

βρείτε : α) την  ( )1G′′        β) το 
( )

0

3
lim

1 1x

x G x

x+→

′′⋅ −

+ −
.                                 

(∆΄ ∆έσµη 1995) 
276) � Θεωρούµε τους πραγµατικούς αριθµούς α, β µε 0<α<β, τη 

συνεχή συνάρτηση ( ) ( )1
2 , (0, )

x

a
g x f t dt x

x
= + ⋅ ∈ +∞∫ .                      

Να αποδείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον  0 ( , )x α β∈ τέτοιο ώστε 
να ισχύουν:                                                                                                      
α) Η εφαπτοµένη της γραφικής παράστασης της συνάρτησης g στο 
σηµείο ( )( )0 0,x g x  να είναι παράλληλη στον άξονα χ΄χ.                                        

β) ( ) ( )0 02g x f x= + .                                       (Α΄ ∆έσµη 1995) 

277) � Να βρείτε τη συνάρτηση : ,
2 2

f
π π − →ℜ 

 
 µε συνεχή δεύτερη 

παράγωγο για την οποία ισχύουν f(0)=1995, f́(0)=1 και 

( ) ( )2

0 0
1

x x
f t tdt t f t tdtσυν συν ηµ′′ ′+ = +∫ ∫ .       (Α΄ ∆έσµη 1995) 

278) � ∆ίνεται η συνάρτηση g συνεχής στο ℜ και 

( ) ( ) ( )
0

x
f x x t g t dt= −∫ . Να αποδείξετε ότι η f είναι δύο φορές 

παραγωγίσιµη και να µελετήσετε την f ως προς τα κοίλα όταν g(x)≠0 
για κάθε χ∈ℜ.                                      (∆΄ ∆έσµη 1996) 

279) � Να υπολογίσετε το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται απ΄ 
τις γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων ( )g x x=  και 

( ) 2 1f x x= − , και την ευθεία χ=0.                    (∆΄ ∆έσµη 1996) 

280) � Θεωρούµε τη συνάρτηση ( ) 21f x x xλ= + + , λ∈ℜ.                          

α) Να υπολογίσετε το λ αν είναι γνωστό ότι 
( )

lim 1
x

f x

x→+∞
= .                       

β) Για την τιµή του λ που βρήκατε παραπάνω υπολογίστε το 

ολοκλήρωµα Ι=
( )

1

20

x
dx

f x∫ .                                (∆΄ ∆έσµη 1996) 

281) � Να βρεθεί η συνεχής συνάρτηση f για την οποία ισχύει η σχέση 
1 1

0
( ) ( )x xe f x dx f x e− = +∫ , για κάθε χ∈ℜ. (Α΄ ∆έσµη 1996) 
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282) � Έστω f πραγµατική συνάρτηση συνεχής στο ℜ τέτοια ώστε 
f(x)≥2 για κάθε χ∈ℜ. Θεωρούµε τη συνάρτηση 

( ) ( )
2 52

0
5 1

x x
g x x x f t dt

−
= − + − ∫ , χ∈ℜ.                                                              

α) Να αποδείξετε ότι g(-3) g(0)<0  .                                                         
β) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση g(x)=0 έχει µια µόνο ρίζα στο 
διάστηµα (-3, 0).                                                    (∆΄ ∆έσµη 1997) 

283) � ∆ίνεται η συνάρτηση ( ) 3 26 9 1f x x x x= − + + , χ∈ℜ.                          

α) Να µελετήσετε τη συνάρτηση f ως προς τη µονοτονία και τα 
ακρότατα.                                                                                                                   
β) Να βρείτε το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται απ’ τη 
γραφική παράσταση της f  τον άξονα χ΄χ και τις ευθείες χ=1 και χ=3.                                                                  
(∆΄ ∆έσµη 1999)              

284) � Έστω h: [1,+∞)→ℜ συνεχής συνάρτηση που ικανοποιεί τη 

σχέση ( ) ( ) ( )
1

1999 1
x h t

h x x dt
t

= − + ∫  για κάθε χ≥1. Να αποδείξετε 

ότι  : α) ( ) 1999 ln , 1h x x x x= ≥                                                                              

β) Η h είναι γνησίως αύξουσα για χ≥1.             (Α΄ ∆έσµη 1999) 
285) � Θεωρούµε συνάρτηση f συνεχή στο ℜ.                                           

Α) Να αποδείξετε ότι ( ) ( )
3 7

0 1

1
2 1

2
f x dx f x dx+ =∫ ∫ .                                                 

Β) Έστω ότι : ( ) ( )
3 7

0 1

1
4 2 1 2004

2
f x dx f x dx+ = +∫ ∫ . Να αποδείξετε 

ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ∈(1, 7) τέτοιο ώστε f(ξ)=334.                                                                
(∆΄ ∆έσµη 2000) 

286) � Θεωρούµε συνεχή συνάρτηση f:ℜ→ℜπου ικανοποιεί την 

ισότητα : ( ) ( ) ( )12 2 2

0 0
1 6

x
t f t dt x x t t dt+ = + +∫ ∫ , χ∈ℜ.                                        

α) Να αποδείξετε ότι ( ) 2

2 5

1

x
f x

x

+
=

+
.                                                   

β) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτοµένης της γραφικής 
παράστασης της f στο σηµείο της Α(0,f(0)).      (∆΄ ∆έσµη 2000) 

287) � ∆ίνεται η συνάρτηση f: ℜ→ℜµε συνεχή παράγωγο και να 

ισχύει ( ) ( ) 0f x

a
f x e dx

β
′ =∫ , α,β∈ℜ µε α<β.                                                              

Να αποδείξετε ότι: α) f(α)=f(β)      β) Η εξίσωση f΄(χ)=0 έχει µια 
τουλάχιστον  ρίζα στο διάστηµα (α, β).           (∆΄ ∆έσµη 2001) 

288) � Έστω συνάρτηση f παραγωγίσιµη στο ℜ µε f΄(0)=1 και τέτοια 

ώστε να ισχύει : ( )
0

x xf t dt xe−≥∫ , για κάθε χ∈ℜ.                                             
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Να βρείτε την εξίσωση εφαπτοµένης της γραφικής παράστασης της f 
στο σηµείο Α(0,f(0)).                                 (Α΄ ∆έσµη 2001) 

     
 
 
 
 


