
 
 

 
 

 
 
 

 
 

 
 

 
 
 
 
 
 
 

 

 



 

 

  
ΕΕΠΠΑΑΝΝΑΑΛΛΗΗΠΠΤΤΙΙΚΚΕΕΣΣ  ΑΑΠΠΟΟΛΛΥΥΤΤΗΗΡΡΙΙΕΕΣΣ  ΕΕΞΞΕΕΤΤΑΑΣΣΕΕΙΙΣΣ  ΔΔ΄́  ΤΤΑΑΞΞΗΗΣΣ  

ΕΕΣΣΠΠΕΕΡΡΙΙΝΝΟΟΥΥ  ΕΕΝΝΙΙΑΑΙΙΟΟΥΥ  ΛΛΥΥΚΚΕΕΙΙΟΟΥΥ  
ΠΠΑΑΡΡΑΑΣΣΚΚΕΕΥΥΗΗ    66    ΙΙΟΟΥΥΛΛΙΙΟΟΥΥ    22000011  

ΑΑΠΠΑΑΝΝΤΤΗΗΣΣΕΕΙΙΣΣ  ΣΣΤΤΑΑ  ΜΜΑΑΘΘΗΗΜΜΑΑΤΤΙΙΚΚΑΑ    
ΘΘΕΕΤΤΙΙΚΚΗΗΣΣ  ΚΚΑΑΙΙ  ΤΤΕΕΧΧΝΝΟΟΛΛΟΟΓΓΙΙΚΚΗΗΣΣ  ΚΚΑΑΤΤΕΕΥΥΘΘΥΥΝΝΣΣΗΗΣΣ  

 
ΘΕΜΑ 1ο  
A.α. Σχολικό βιβλίο σελίδα 91 

β. Α - 2,  Β - 3,     Γ - 6,      Δ - 5. 
 

1 2

z = x + yi
2 2

2 2

z  = 5z     k + 15i = 5(5 - λi)    k + 15i = 25 - 5λi   
       k = 25  και  15 = -5λ     και   

   zz - (z - z) = 5 + 2i   x  + y  - 2yi = 5 + 2i  

      x  + y  = 5
 

  



 

B.α. 
k = 25 λ = - 3

 β.
2 2 2 x = 2x  + y  = 5 x  = 4          

 y = -1           -2y = 2         y = -1  y = -1
     άρα    ή  .

   
     

  
z = 2 - i z = - 2 - i

 

 
ΘΕΜΑ 2ο  
α. Α (1 , 0)  Cf    f (1) = 0    1 - k + 1 = 0    k = 2 
 
β. Για  k = 17  είναι  f (x) = x2 - 17x + 1  και  f΄(x) = 2x - 17 

f (0) = 1  και  f΄(0) = -17 
(ε) : y - f (0) = f΄(0) . (x - 0)    (ε) : y - 1 = -17x     
 (ε) : y = -17x + 1 

 
ΘΕΜΑ 3ο  

2 2(1 - i) 2(1 - i) z =  =  =  = 
1 + i (1 + i)(1 - i) 2

α. 1 - i  



 

 

  ρ = z  = 1 - i   = 2

α 1 2    συνφ =  =  = 
ρ 2 7π2  άρα  φ =   

4β -1 2     ημφ =  =  = -
ρ 22

7π 7π     z = 2 συν  + iημ
4 4

 z - 2  = 1 - i - 2   = -1 - i   = 2
    άρα 








 
 
 

β.

γ.
η εικόνα του  z  ανήκει στον κύκλο

.

 
    με κέντρο  Κ (2 , 0)  και ακτίνα  2

 

 
ΘΕΜΑ 4ο 

 
2

2 2 2 2 2

2 2

1 -(x  + 1)΄ -2x f΄(x) =  =  =  
x  + 1 (x  + 1) (x  + 1)

-2xf΄(x) = 0     = 0    -2x = 0    x = 0
(x  + 1)

 
 
 

  

α.

β. 
  

 
 
 
 
 

 
Η  f  είναι γνησίως αύξουσα στο  (- , 0]  ενώ είναι γνησίως 
φθίνουσα στο  [0 , +).  
Η  f  παρουσιάζει τοπικό μέγιστο το  f (0) = 1 

    x -                                 0                                + 
f΄΄(x) + - 

f΄(x) 
  



 

 

2 2x - x - x -

2 2x x x

1 1 f (x) =  =  = 0
x  + 1 x

        άρα 
        

1 1    f (x) =  =  = 0
x  + 1 x

        άρ

im im im

im im im

     

  







f

γ. 

η ευθεία  y = 0  (x΄x)  είναι 
η οριζόντια ασύμπτωτη της  C   στο - .

  

  

α 
        f

η ευθεία  y = 0  (x΄x)  είναι 
η οριζόντια ασύμπτωτη της  C   στο + .

 

 
 

 



 

 

ΕΕΠΠΑΑΝΝΑΑΛΛΗΗΠΠΤΤΙΙΚΚΕΕΣΣ  ΑΑΠΠΟΟΛΛΥΥΤΤΗΗΡΡΙΙΕΕΣΣ  ΕΕΞΞΕΕΤΤΑΑΣΣΕΕΙΙΣΣ  ΔΔ΄́  ΤΤΑΑΞΞΗΗΣΣ  
ΕΕΣΣΠΠΕΕΡΡΙΙΝΝΟΟΥΥ  ΕΕΝΝΙΙΑΑΙΙΟΟΥΥ  ΛΛΥΥΚΚΕΕΙΙΟΟΥΥ  

ΤΤΕΕΤΤΑΑΡΡΤΤΗΗ  77  ΙΙΟΟΥΥΛΛΙΙΟΟΥΥ  22000044  
ΑΑΠΠΑΑΝΝΤΤΗΗΣΣΕΕΙΙΣΣ  ΣΣΤΤΑΑ  ΜΜΑΑΘΘΗΗΜΜΑΑΤΤΙΙΚΚΑΑ    

ΘΘΕΕΤΤΙΙΚΚΗΗΣΣ  ΚΚΑΑΙΙ  ΤΤΕΕΧΧΝΝΟΟΛΛΟΟΓΓΙΙΚΚΗΗΣΣ  ΚΚΑΑΤΤΕΕΥΥΘΘΥΥΝΝΣΣΗΗΣΣ  
 
ΘΕΜΑ 1ο  
A. Σχολικό βιβλίο σελίδα 91 
B. Σ,  Γ. Λ,     Δ. Σ,      Ε. Σ,      ΣΤ. Λ. 
 
ΘΕΜΑ 2ο  

 

0
2 0 2

x 0 x 0 DL'H x 0

2

2

x -

4x  + 2
f (x) - 1 4x  + 1 + 2x - 1 4x  + 1  =  =   =  

x x 1
4x    f΄(x) = 4x  + 1 + 2x ΄ =  + 2 

4x  + 1
       f΄(0) = 2  και  f (0) = 1,  άρα  

f (x

im im im

im

 
 
 

  

 

α.i. 2

ii.

f΄(0) = 2f (0)

β. 

  

  
   

2

x -

2 2

2x -

2

x -

) = 4x  + 1 + 2x  

4x  + 1 + 2x 4x  + 1 - 2x
                  =  

4x  + 1 - 2x

4x                  = 

im

im

im

 

 

 






2 + 1 - 4x

x -

2 2

x - x -

2

1 1  =  = ,
x1 1-x 4 +  - 2x - 4 +  - 2

x x
1 1 1   διότι   = 0  και   = -
x 41- 4 +  - 2

x

im

im im

 

   

 
 
 
 
 
 

0

  



 

  



 

 

ΘΕΜΑ 3ο  

α. Α (1 , -4)  Cf    f (1) = -4    
α + β + 3  = -4

-1     α + β + 3 = 4     

α = 1 - β (1) 

f (3) + 3f (1) = 0     
(1)9α + 3β + 3  + 3(-4) = 0  

1
    

9(1 - β) + 3β + 3 - 12 = 0    9 - 9β + 3β - 9 = 0   β = 0 
Από την  (1)  για  β = 0,  έχουμε  α = 1 

 

β. Για  α = 1  και  β = 0  είναι  f (x) = 
2x  + 3
x - 2  

2 2 2

2 2
x  + 3 2x(x - 2) - (x  + 3) x  - 4x - 3f΄(x) =  =  = 
x - 2 (x - 2) (x - 2)

 
 
 

 

f΄(1) = -6 
(ε) : y - f (1) = f΄(1) . (x - 1)    (ε) : y + 4 = -6(x - 1)     
(ε) : y + 4 = -6x + 6    (ε) : y = -6x + 2 

 

 

2

2 2

2 2x x x x

2

x x x x

x  + 3
f (x) x  + 3 xx - 2 =  =  =  = 1 = λ

x x x  - 2x x
x  + 3 2x + 3 2x    f  (x) - λx  =  - x  =  =  = 3 = β
x - 2 x - 2 x

   άρα 

im im im im

im im im im

   

   

 
 
 

γ. 

η ευθεία  y = x 

   

   

+ .f+ 2  είναι η πλάγια ασύμπτωτη της  C   στο 
 

 
ΘΕΜΑ 4ο 

3Re(z) + 4Im(z) = 3    
    3(3 - k) + 4(2k + 1) = 3    
    9 - 3k + 8k + 4 = 3    
    5k = -10     







α. 

k = - 2

 



 

 

2 2

2 2 2 2

2

 z - 1  = 5     (3 - k) + 4(2k + 1)i - 1  = 5    

     (2 - k) + (2k + 1)i  = 5    (2 - k)  + (2k + 1)  = 5    

     (2 - k)  + (2k + 1)  = 5  4 - 4k + k  + 4k  + 4k + 1 = 5  
      5k  = 0  k = 0

    

 

 

 



β. 

Για  k = 0  είναι  z = 3 + i  και  

x = 3 - k k = 3 - x
        y = 2(3 - x) + 1    y = -2x + 7

y = 2k + 1 y = 2k + 1
    άρα 

 
   

 

z  = 10

γ. 

οι εικόνες του  z  ανήκουν στην ευθεία (ε) :  y = - 2x + 7
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ΘΘΕΕΤΤΙΙΚΚΗΗΣΣ  ΚΚΑΑΙΙ  ΤΤΕΕΧΧΝΝΟΟΛΛΟΟΓΓΙΙΚΚΗΗΣΣ  ΚΚΑΑΤΤΕΕΥΥΘΘΥΥΝΝΣΣΗΗΣΣ  
 
ΘΕΜΑ 1ο  
A1. Σχολικό βιβλίο σελίδα 251 
Α2. Σχολικό βιβλίο σελίδα 133 
Β.1. Σ,     2. Λ,  3. Λ,  4. Σ,  5. Σ. 
 

ΘΕΜΑ 2ο  
x + 3i (x + 3i)(2 + i) 2x + xi + 6i - 3 2x - 3 x + 6 z =  =  =  =  + i
2 - i (2 - i)(2 + i) 5 5 5

2x - 3     z I    Re(z) = 0    = 0    2x - 3 = 0    
5

-6 + 3i -3(2 - i) Για  x = -6 : z =  = 
2 - i

    

α. 

3x = 
2

β.  = 
2 - i
4 + 3i4 + 3i 5 Για  x = 4 : z  =  =  =  = 

2 - i 2 - i 5

- 3 ΙR 

γ. 5

 

        
ΘΕΜΑ 3ο  
α. Η  f  είναι συνεχής στα  (- , 1)  και  (1 , +) ως πολυωνυμική. 

 
 

- -

+ +

3

x 1 x 1

4
0x 1 x 1

 f (x) = -x  + 1   = 0, 

 f (x) = x  - 1   = 0  η  f  συνεχής στο  x  = 1

 f (1) = 0

im im

im im
 

 



 


 

 

 
 

Άρα η  f  είναι συνεχής στο  IR. 
 
β.  x < 1 : f΄(x) = (-x3 + 1)΄ = -3x2 

 x > 1 : f΄(x) = (x4 - 1)΄ = 4x3 



 

 

- - -

+ + -

0
3 20

DL'Hx 1 x 1 x 1

0
4 30

DL'Hx 1 x 1 x 1

f (x) - f (1) -x  + 1 -3x  =  =   = -3 
x - 1 x - 1 1

f (x) - f (1) x  - 1 4x  =  =   = 4
x - 1 x - 1 1

 η  f  δεν είναι παραγωγίσιμη 

im im im

im im im

 
 
 

  

 
 
 

  


  




  

  

0

2

3

στο  x  = 1

-3x , x < 1
Άρα  f΄(x) = 

4x , x > 1





 

 
 
 
 
 
 

H  f  είναι γνησίως φθίνουσα στo (- , 1],  ενώ είναι γνησίως 
αύξουσα στο [1 , +).  

 
γ. Η  f  δεν είναι παραγωγίσιμη στο  x0 = 1,  άρα δεν ικανοποιεί τις 

υποθέσεις του Θ. Rolle στο διάστημα  [-1 , 2]. 
 
ΘΕΜΑ 4ο  

2
2

2

κx - x κ 1 κ 1f΄(x) =  = (x)΄ - (x )΄ =  - x
4 4 4 4 2

κ   f΄(0) = 1    = 1    
4

4x - x 1Για  κ = 4  είναι   f (x) =   και  f΄(x) = 1 - x
4 2

1   f΄(x) = 0    1 - x = 0    x = 2
2

 
 
 

 

 

α. 

κ = 4

β. 
 

    x -                                 1                                + 
f΄(x) - + 

f (x) 
 
 



 

 

 
 
 
 
 
 
 

H  f  παρουσιάζει ολικό μέγιστο για  x = 2  την τιμή 

 
8 - 4f (2) =  = 

4
1 

 
γ. Είναι  Α (2 , 1)  και  Β (4 , 0) 

ΑΒ

2

0 - 1 1λ  =  = -
4 - 2 2

1 1 1f΄(ξ) = -     1 - ξ = -    2 - ξ = -1    
2 2 2



   ξ = 3
 

 

    x -                                  2                                + 
f΄(x) + - 

f (x) 
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ΕΕΣΣΠΠΕΕΡΡΙΙΝΝΟΟΥΥ ΓΕΝΙΚΟΥ ΛΥΚΕΙΟΥ 

  

ΤΕΤΑΡΤΗ  4  ΙΟΥΛΙΟΥ 2007  
 

ΑΑΠΠΑΑΝΝΤΤΗΗΣΣΕΕΙΙΣΣ  ΣΣΤΤΑΑ  ΜΜΑΑΘΘΗΗΜΜΑΑΤΤΙΙΚΚΑΑ    
ΘΘΕΕΤΤΙΙΚΚΗΗΣΣ  ΚΚΑΑΙΙ  ΤΤΕΕΧΧΝΝΟΟΛΛΟΟΓΓΙΙΚΚΗΗΣΣ  ΚΚΑΑΤΤΕΕΥΥΘΘΥΥΝΝΣΣΗΗΣΣ  

 
ΘΕΜΑ 1ο 
Α. 1.  Σχολικό βιβλίο σελίδα 224 
    2.  Σχολικό βιβλίο σελίδα 149 
Β. 1. ΛΑΘΟΣ   

2. ΣΩΣΤΟ    
3. ΣΩΣΤΟ   
4. ΛΑΘΟΣ 

 
ΘΕΜΑ 2ο 

 z - 1 + i  = iz        z - (1 - i)  = z
        άρα ο γ.τ. των εικόνων του  z  είναι 
         
        Αν  z = x + yi,  τότε  x + yi - 1 + i  = 

⇔ ⇔α.i. 

η μεσοκάθετος του  ΑΟ,  με  Α (1 , - 1) και  Ο (0 , 0).

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

x + yi   

        (x - 1) + (y + 1)i  = x + yi     (x - 1)  + (y + 1)  = x  + y   

        (x - 1)  + (y + 1)  =  x  + y  x - 2x + 1 + y + 2y + 1 =  x + y
        -2x + 2y + 2 = 0    -x + y + 1 = 0  

⇔

⇔ ⇔

⇔ ⇔
⇔

2 2

2 2 2 2 2

     (1)

   Από τη σχέση  (1)  έχουμε ότι  z = x + (x - 1)i,  άρα  Μ (x , x - 1).

      (MO) = 5    z  = 5     x  + (x - 1)  = 5     

      x  + (x - 1)  = 5  x  + x - 2x + 1 - 5 = 0  2x - 

⇔

⇔ ⇔ ⇔

⇔ ⇔

y = x - 1

ii.

2

2x - 4 = 0 
      x  - x - 2 = 0   x = -1  ή  x = 2  
       για  x = -1    
       για  x = 2     

Re(z) = 0   x = 0    y = -1  άρα  .

⇔

⇔
• →
• →

⇔ ⇔
(1)

M (-1 , - 2)
M (2 , 1)

β. z = - i  
 



 

 

ΘΕΜΑ 3ο 

- -

+ +

-

2

x  2 x  2

2

x  2 x  2

2

x  2

1 1f (x) = - x +  = 0
8 2

x  - 5x + 6   f (x) =  = 0   άρα .
2(x - 1)

2  - 5 2 + 6    f (2) =  = 0
2 (2 - 1)

f   

im im

im im

im

→ →

→ →

→

⎫⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎪
⎝ ⎠ ⎪

⎪⎪
⎬
⎪
⎪⋅
⎪

⋅ ⎪⎭

0

α. 

η  f  είναι συνεχής στο  x  = 2

 

l l

l l

l
- -

-

+ +

2

x  2 x  2

x  2

2

x  2 x  2

1 1 1- x + - (x - 2)(x + 2) (x) - f (2) 8 2 8 =  = 
x - 2 x - 2 x - 2

1 1                             = - (x + 2)  = -
8 2

x  - 5x + 6
f (x) - f (2) 2(x -     =

x - 2

im im

im

im im

→ →

→

→ →

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

  

l l

l

l l
+

+

x  2

x  2

2

άρα  .

(x - 2)(x - 3)1)  =  
x - 2 2(x - 1)(x - 2)

x - 3 1                              =  = -
2(x - 1) 2

1 1 1  Για  x < 2  είναι  f΄(x) = - x +  = - x.
8 2 4

    

im

im

→

→

⎫
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎬
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎭

′⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1f΄(2) = -
2

 

 

β.

l

l

2

2

x  + x  + x  +

1f (0) =   και  f΄(0) = 0, άρα η ζητούμενη εφαπτομένη είναι
2

1    (ε) : y - f (0) = f΄(0) (x - 0)    (ε) : y -  = 0    .
2

x  - 5x + 6
f (x) x -2(x - 1)  =  = 

x x
im im im
→ ∞ → ∞ → ∞

⋅ ⇔ ⇔
1(ε) : y = 
2

γ.  l l l

[ ]

2

2 2x  +

2

x  + x  + x  + x  +

 5x + 6 x 1 =  =  = λ
22x  - 2x 2x

x - 5x + 6 1 -4x + 6 -4x     f (x)-λx  = - x  =  =  = -2 = β
2(x - 1) 2 2x - 2 2x

     Άρα 

im

im im im im

→ ∞

→ ∞ → ∞ → ∞ → ∞

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

∞f

  

   

η  C   έχει πλάγια ασύμπτωτη στο  +  

l

l l l l

.1 την ευθεία  y = x - 2
2

 

 



 

 

ΘΕΜΑ 4ο 

3 3 2

2 2

2 2

2

 Παραγωγίζουμε κατά μέλη και έχουμε :

    f (x) + f (x)  = (8x  - 12x  + 8x - 2)΄  

    3f (x) f΄(x) + f΄(x) = 24x  - 24x + 8 
    [3f (x) + 1] f΄(x) = 8(3x  - 3x + 1) 

8(3x  - 3x + 1    f΄(x) = 

′⎡ ⎤ ⇔⎣ ⎦
⋅ ⇔

⋅ ⇔

α.

2

2 2

)  > 0,  
3f (x) + 1

    διότι  3f (x) + 1 > 0  και  3x  - 3x + 1 > 0  αφού  Δ = -3 < 0.
    Άρα η  f  είναι γν. αύξουσα στο  IR, άρα .

 H  f  είναι γν. αύξουσα στο  (0 , 1), άρα 
   

η  f  είναι   "1 - 1"

β.
 η  f (x) = 0  έχει μια το πολύ ρίζα στο  (0 , 1).  

     η  f  είναι συνεχής στο [0 , 1] 
        ως παραγωγίσιμη
     f (0) f (1) < 0

     Επομένως από Θ. Bolzano, 
     η  f (x) = 0  έχει μια τουλά

•

• ⋅

(1)

f "1-1"
2 2

2

χιστον ρίζα στο  (0 , 1). 
    Από  (1) και  (2), .

 f (g (x) - 3x) = f (x  + 2)    g (x) - 3x = x  + 2  
    g (x) = x  + 3x + 2 

    Είναι  g΄(

⇔ ⇔

(2)
η  f (x) = 0  έχει μια μόνο ρίζα στο  (0 , 1)

γ.

3x) = 2x + 3   και   g΄(x) = 0    x = - 
2

⇔

 

x -∞                           -3/2                              +∞
g΄(x) = 2x + 3 - + 

g (x)   

     Η  g  παρουσιάζει ελάχιστο στο  x0 = 3- 
2

. 

3

2
2

3

2
2

  Για  x = 0  :  f (0) + f (0) = -2    
-2  f (0) f (0) + 1  = -2    f (0) =  < 0

f (0) + 1
  Για  x = 1  :  f (1) + f (1) = 2    

2   f (1) f (1) + 1  = 2    f (1) =  > 0
f (1) + 1

• ⇔

⎡ ⎤⋅ ⇔⎣ ⎦

• ⇔

⎡ ⎤⋅ ⇔⎣ ⎦
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ΘΘΕΕΤΤΙΙΚΚΗΗΣΣ  ΚΚΑΑΙΙ  ΤΤΕΕΧΧΝΝΟΟΛΛΟΟΓΓΙΙΚΚΗΗΣΣ  ΚΚΑΑΤΤΕΕΥΥΘΘΥΥΝΝΣΣΗΗΣΣ  
 

ΘΕΜΑ Α 
Α1.  Σχολικό βιβλίο σελίδα 194 
 
Α2.  Σχολικό βιβλίο σελίδα 149 
 
Α3. α. Σωστό, β. Σωστό,     γ. Σωστό,  δ. Λάθος,    ε. Λάθος.  

           
ΘΕΜΑ Β 
Β1.  η  f  είναι συνεχής στο  [α , β] 

  f (α) = 5β > 0  και  f (β) = 5α < 0 
από  Θ. Bolzano υπάρχει μια τουλάχιστον ρίζα της εξίσωσης             
f (x) = 0  στο διάστημα  (α , β). 

 

Β2. Είναι  λε = 
1
5 , άρα για να είναι η εφαπτομένη της  Cf  στο σημείο               

Μ (ξ , f (ξ)) κάθετη στην ευθεία  (ε), αρκεί να δείξουμε ότι υπάρχει 
ένα τουλάχιστον  ξ(α , β),  τέτοιο ώστε  f΄(ξ) = -5. 
 
1η λύση 
 η  f  είναι συνεχής στο  [α , β] 
 η  f  είναι παραγωγίσιμη στο  (α , β) 
από  Θ.Μ.Τ. υπάρχει ένα τουλάχιστον  ξ(α , β),  τέτοιο ώστε  

 
f (β) - f (α) 5α - 5β -5(β - α)f΄(ξ) =  =  =  = -5

β - α β - α β - α  

 
2η λύση 
Θεωρούμε τη συνάρτηση  h,  με  h (x) = f (x) + 5x. 
 η  h  είναι συνεχής στο  [α , β], ως άθροισμα συνεχών 
 η  h  είναι παραγωγίσιμη στο  (α , β),  με  h΄(x) = f΄(x) + 5 
 h (α) = f (α) + 5α = 5α + 5β 
   h (β) = f (β) + 5β = 5α + 5β 
από  Θ. Rolle υπάρχει ένα τουλάχιστον  ξ(α , β),  τέτοιο ώστε  
 h΄(ξ) = 0    f΄(ξ) + 5 = 0    f΄(ξ) = -5. 

 

george
Πληκτρολογημένο κείμενο



 

 

Β3. 1η λύση  
 η  f  είναι συνεχής στο  [α , β] 

 f (β) = 5α < 
5
2 (α + β) < 5β = f (α), διότι  

α + βα <  < β
2  

από  Θ. ενδιαμέσων τιμών υπάρχει ένα τουλάχιστον  ξ(α , β),   

τέτοιο ώστε  f (ξ) = 
5
2  (α + β). 

2η λύση  

Θεωρούμε τη συνάρτηση  g,  με  g (x) = f (x) - 
5
2  (α + β) 

 η  g  είναι συνεχής στο  [α , β] 

 g (α) = f (α) - 
5
2  (α + β) = 5β - 

5
2  (α + β) =  

5
2  (β - α)> 0 

   g (β) = f (β) - 
5
2  (α + β) = 5α - 

5
2  (α + β) =  

5
2  (α - β)> 0 

από  Θ. Bolzano υπάρχει ένα τουλάχιστον  ξ(α , β),  τέτοιο ώστε   

g (ξ) = 0    f (ξ) - 
5
2  (α + β) = 0    f (ξ) = 

5
2  (α + β). 

 
ΘΕΜΑ Γ 
Γ1. Είναι  z2 = 1z . 

 
2 2

1 2 1 2 1 1 1
γz z  =  = γ   και   z z  = z z  = z  = 5  = 25
1 , άρα  γ = 25. 

Γ2.  Η εξίσωση γίνεται :  z2 - 6z + 25 = 0 

Δ = -64  και  1,2
6 i 64z  =  = 3 4i

2


  

και επειδή  Im(z1) > 0  θα είναι  z1 = 3 + 4i  και  z2 = 3 - 4i. 
w = x + yi

1 2

2 2 2 2

2

  w - z   =  w - z   x + yi - 3 - 4i  =  x + yi - 3 + 4i  

       (x - 3)  + (y - 4)  = (x - 3)  + (y + 4)     

      (x - 3)

 



Γ3. 

2 2 + (y - 4)  = (x - 3) 2

2 2

 + (y + 4)  

       y  - 8y + 16 = y  + 8y + 16  -16y = 0  y = 0   



   w  IR
8 8 8 8

1 2
8 8

 (z  - 2 - 3i)  + (z  - 4 + 5i)  = (3 + 4i - 2 - 3i)  + (3 - 4i - 4 + 5i)  
                                                   = (1 + i)  + (-1 + i)   

                                              

Γ4. 

4 42 2

4 4

     = (1 + i)  + (-1 + i)

                                                   = (2i)  + (-2i)   = 16 + 16 = 

      
32

 



 

 

ΘΕΜΑ Δ 

2 2Πρέπει και αρκεί  9 - x 0    x 9     x 3    -3 x 3
     Άρα  

       

f

Δ1. 
D  = [-3 , 3]

 

 
Δ2. α. Για  x (-3 , 3)  είναι : 

 2 2

2
2 2

2 2

2

2 2

f΄(x) = (x + 3)΄ 9 - x  + (x + 3) 9 - x

(9 - x )΄ - x       = 9 - x  + (x + 3)  = 9 - x  + (x + 3)
2 9 - x 9 - x

9 - x - x(x + 3)       =  +  = 
9 - x 9 - x


 

2

2

-2x  - 3x + 9
9 - x

 

β. 
2

2

x  -3 x  -3 x  -3

f (x) - f (-3) (x + 3) 9 - x= = 9 - x  = 
x - (-3) x + 3  

0  im im im  

άρα  f΄(-3) = 0. 
 

Δ3. f΄(x) = 0    -2x2 - 3x + 9 = 0    x = -3  ή  x = 
3
2  

x - -3                 
3
2                  3  + 

f ΄(x)  + -  

f (x) 
  

  

                                τ. ελάχιστο               τ. μέγιστο               τ. ελάχιστο                               

H  f  είναι γνησίως αύξουσα στο 
 
  

3-3 , 
2 , ενώ είναι γνησίως 

φθίνουσα στο  
 
  
3 , 3
2  

 
Δ4.  τοπικό ελάχιστο : f (-3) = 0 

       τοπικό μέγιστο :  
     
     
     

23 3 3 27 3f  =  + 3 9 -  = 
2 2 2 4  

       τοπικό ελάχιστο : f (3) = 0 



 

 

ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΕΣ ΠΑΝΕΛΛΗΝΙΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ  
Δ΄ ΤΑΞΗΣ ΕΣΠΕΡΙΝΟΥ ΕΝΙΑΙΟΥ ΛΥΚΕΙΟΥ 

ΔΕΥΤΕΡΑ 6 ΙΟΥΝΙΟΥ 2011 
ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ ΣΤΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ  

ΘΕΤΙΚΗΣ ΚΑΙ ΤΕΧΝΟΛΟΓΙΚΗΣ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ 
 
ΘΕΜΑ Α 
A1. Σχολικό βιβλίο σελίδα 225 
Α2. Σχολικό βιβλίο σελίδα 97 
Α3. α. Λάθος,  β. Σωστό,    γ. Σωστό,     δ. Σωστό,    ε. Λάθος. 
 
ΘΕΜΑ Β 

z = x + yi

y > -1
2 2 2 2 2

2 2

 z - i   = 1 + Im(z)    x + yi - i   = 1 + y  

      x  + (y - 1)   = 1 + y    x  + (y - 1)   = (y + 1)   

      x  + y

 

 

B1. 

 - 2y + 1 2  = y  + 2y + 1 2

z = x + yi2 2 2

2 2 2 2

    x  = 4y    

 w(w + 3i) = i(3w + i)    ww + 3wi = 3wi - 1  

      w  + 3(w - w)i + 1 = 0    x  + y  + 3 2yi i  + 1 = 0 

      x  + y  - 6y  + 9 = 8     x  + (y - 3)  = 8 

 

 

    



21y = x
4

B2. 

       άρα ο γ.τ. των εικόνων του  z  είναι 

        κύκλος με κέντρο  Κ (0 , 3)  και ακτίνα  ρ = 8 = 2 2
Β3. Αναζητούμε τα κοινά σημεία των δύο γεωμετρικών τόπων 

2

2 2

2 2

2

x  = 4y  (1)
x  + y  - 6y + 1 = 0  (2)

(2)  4y + y  - 6y + 1 = 0    y  - 2y + 1 = 0    y = 1

(1)  x  = 4    x = 2
Άρα    και  .





  

  

(1)

y=1

Α (2 , 1) Β (-2 , 1)

 

 Είναι  Λ (0 , -1) και

       (ΚΑ) = (ΚΒ) = (ΛΑ) = (ΛΒ) = 2 2  ΚΑΛΒ ρόμβος
       (ΑΒ) = (ΚΛ) = 4  ΚΑΛΒ ορθογώνιο
       Άρα .




B4. 

το  ΚΑΛΒ  είναι τετράγωνο

 



 

 

ΘΕΜΑ Γ 
 x΄(t) = 16   x΄(t) = (16t)΄ , t 0

     Aπό συνέπειες  Θ.Μ.Τ.  x (t) = 16t + c, t 0
     Για  x = 0  είναι  x (0) = 0    c = 0,  άρα   

 

 


 

Γ1.

x (t) = 16t
Παρατήρηση : Έπρεπε να εξηγηθεί γιατ

, t 0
Γ2. ί ο πα

f 

1Έστω  f (x) = x, x 0,  με  f΄(x) = ,x > 0
2 x

      (ε) 

    

: η εφαπτομένη της  C  που διέρχεται από το  Π (0 , 1).

 

ρατηρητής 
                               χάνει την οπτική επαφή με το κινητό στο  Α. 

0 0 0 0 0
0

f 0 0 0 0 0
0

2
0 0 0 0 0

1      (ε) : y - f (x ) = f΄(x ) (x - x )    (ε) : y - x  = (x - x )
2 x

1      Π C     1 - x  = (-x )    2 x  - 2x  = -x    
2 x

       2 x  = x     4x  = x     x  = 0

  

    

  0

0 0

0 0 0 0

  ή  x  = 4

      Για   x  = 4    y  = 2    
1      x (t ) = 4    16t  = 4    t  = min   ή    t  = 15sec
4

     Επομένως 

 y (t) = x (t),  άρα  y΄(t) 

 

 

A (4 , 2)

η οπτική επαφή διαρκεί  15 δευτερόλεπτα

Γ3.  

0 0 0
0

x΄(t) 16 2= x (t)  =  =  = 
2 x (t) 2 16t t

2 1 1    y΄(t ) = 4    = 4    t  =    t  =  
2 4t

    Άρα 

.

 Μ (x

΄

  

0 0

ο ρυθμός μεταβολής της τεταγμένης είναι  4 m/min
1   τη χρονική στιγμή  t  = min   ή    t  = 15sec
4

Γ4.

 

2 2 2

2

2

 , y)    M (x , x )    M (16t , 4 t )

      d (t) = (ΠΜ) = (16t - 0)  + (4 t  - 1)  = 256t  + 16t - 8 t  + 1
2256t + 8 - 
t      d΄(t) = 256t  + 16t - 8 t  + 1  = 

256t  + 16t - 8 t  + 1

 


 



 

 

2    Θεωρούμε συνάρτηση  g,  με  g (t) = 256t + 8 - ,t > 0
t

1    g΄(t) = 256 +  > 0,   άρα η  g  είναι γν.αύξουσα στο (0 , + )
t t


 

1ος τρόπος 

 H  g  είναι συνεχής στο  1 1 , 
64 4
 
  

  ως πράξεις συνεχών 

 1g  = 4 + 8 - 16 = -4 < 0
64

 
 
 

 

 1g  = 64 + 8 - 4 = 68 > 0
4

 
 
 

 

Από  Θ. Bolzano η  g  έχει μια τουλάχιστον ρίζα   t0  στο 
1 1 1 , 0 , 

64 4 4
      
   

 και επειδή  g  γνησίως αύξουσα η ρίζα αυτή 

είναι μοναδική. 
2ος τρόπος 

 H  g  είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο  Δ = 10 , 
4

 
  

 

 
+ +t 0 t 0

2g (t) = 256t + 8 -  = -
t

im im
 

   
 

   

 1g  = 64 + 8 - 4 = 68
4

 
 
 

 

Άρα  g (Δ) =   -  , 68 . 

Είναι  0  -  , 68 , άρα η  g  έχει μια τουλάχιστον ρίζα   t0
10 , 
4

 
 
 

 

και επειδή  g  γνησίως αύξουσα η ρίζα αυτή είναι μοναδική. 

 
g

0 0d΄(x) > 0   g (x) > 0   g (x) > g (t )    x > t


    

 

Η  d  είναι γν.φθίνουσα στο (0 , t0]  και γν.αύξουσα στο  [t0 , +).  

Η απόσταση  d  γίνεται ελάχιστη τη χρονική στιγμή  t0
10 , 
4

 
 
 

 

    x 0                                  t0                                             + 
d΄(x) - + 

d (x) 
  



 

 

ΘΕΜΑ Δ 

2 3 2

f

2

α 1 2α 1f΄(x) =  -  = -  + 
x x - β x (x - β)
5 5 α 1 5       Α -2 , C     f (-2) =      +  = 

12 12 4 β + 2 12
5 α 1 5       f΄(-2) =      +  =  

18 4 (β + 2) 18
       Από  (1)  και  (2)  με αφ

 
 
 

    
 



Δ1. 

 (1)

 (2)

2

2

1 2

1

αίρεση κατά μέλη έχουμε : 
1 1 5        -  = -

(β + 2) β + 2 36
1 5      Θέτουμε όπου   = ω    ω  - ω +  = 0

β + 2 36
4 5 1      Δ =   και ρίζες  ω  =   και  ω  = 
9 6 6

     
5 1 5 6     ω  =    =    β + 2 = 
6 β + 2 6



  

 

2

β = 4 12

2

3 2

4   β = - Ζ
5 5

1 1 1     ω  =    =    β + 2 = 6   Ζ
6 β + 2 6
α 1 5    (1)   +  =   3α + 2 = 5  3α = 3 
4 6 12
1 1f (x) =  - , x IR - 0 , 4
x x - 4

2 1      f΄(x) =  -  + , x I
x (x - 4)



 

    

   





β = 4

 α = 1

Δ2. 

 

3 2
3 2

3 2

3 2

3 2

2

R - 0 , 4

      Για  x 0  και  x 4 :
2 1      f΄(x) = 0     =    x  = 2(x - 4)    
x (x - 4)

      x  = 2(x  - 4x + 16)    
      x  = 2x  - 8x + 32  
      x  - 2x  + 16x - 32 = 0    
      (x - 2)(x

 

  







 + 16) = 0    
      x = 2



 



 

 

x -           0                 2               4             + 
f΄(x) +  - +  + 

f 
      

 
H  f  είναι γνησίως αύξουσα στα  (- , 0), [2 , 4)  και               
(4 , +), ενώ είναι γνησίως φθίνουσα στο  (0 , 2]. 
Η  f  παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο την τιμή  f (2) = 3

4
. 

 
Δ3.  Δ1 = (- , 0) 

Η  f  είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο  Δ1 

- -

2x  - x  -

1

2x  0 x  0

1 1 f (x) =  -  = 0
x x - 4

  f (Δ ) = (0 , + )
1 1 f (x) =  -  = +
x x - 4

im im

im im

   

 

 
      
      

 

 
 

 Δ2 = (0 , 2] 
Η  f  είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα στο  Δ2 

- - 2x  0 x  0

2

1 1 f (x) =  -  = +
3x x - 4   f (Δ ) =  , +
43f (2) = 

4

im im
 

           


 
  

 Δ3 = (2 , 4) 
Η  f  είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο  Δ3 

+

- -

f συνεχής

x 2

3

2x 4 x 4

3 f (x) =  f (2) = 
4 3  f (Δ ) =  , +

1 1 4 f (x) =  -  = +
x x - 4

im

im im



 


            



 
  

 Δ4 = (4 , +) 
Η  f  είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο  Δ4 

+ + 2x 4 x 4

4

2x + x +

1 1 f (x) =  -  = -
x x - 4

  f (Δ ) = (-  , 0)
1 1 f (x) =  -  = 0 
x x - 4

im im

im im

 

   

        
  
    

 

 
 

Επομένως το σύνολο τιμών της  f  είναι : 
f (Δ) = f (Δ1) f (Δ2) f (Δ3) f (Δ4) = (- , 0)(0 , +)  ή  IR*. 



 

 

 
Δ4. Εξίσωση : κx3 + (1 - 4κ)x2 - x + 4 = 0  (1). 

 H  (1)  για  x = 0  δίνει  4 = 0  άτοπο 
 H  (1)  για  x = 4  δίνει  16 = 0  άτοπο 
 
Άρα για  x  0  και  x  4  η  (1)  γίνεται   

3 2

3 2 2

3 2 2

2 2

2 2

2 2 2

2

κx  + (1 - 4κ)x  - x + 4 = 0    
κx  + x  - 4κx  - x + 4 = 0  
κx  - 4κx  = x - 4 - x     
κx (x - 4) = x - 4 - x   
κx (x - 4) x - 4 x =  -    
x (x - 4) x (x - 4) x (x - 4)

1 1κ =  -    
x x - 4

f (x) = κ













 

 
Διακρίνουμε περιπτώσεις 

κ < 0 κf (Δ1) κf (Δ2) κf (Δ3) κf (Δ4) 1 ρίζα 
κ = 0 κf (Δ1) κf (Δ2) κf (Δ3) κf (Δ4) 0 ρίζες 

0 < κ < 3
4

 κf (Δ1) κf (Δ2) κf (Δ3) κf (Δ4) 1 ρίζα 

κ = 3
4

 κf (Δ1) κf (Δ2) κf (Δ3) κf (Δ4) 2 ρίζες 

κ > 3
4

 κf (Δ1) κf (Δ2) κf (Δ3) κf (Δ4) 3 ρίζες 

 
Επομένως το πλήθος των ριζών της εξίσωσης  (1)  είναι 

3
4

3
4

3
4




        




      

0 , αν  κ = 0

1,  αν  κ (-  , 0) 0 , 

L = 
2 , αν  κ = 

3,  αν  κ   , +

 



 

 

ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΕΣ ΠΑΝΕΛΛΗΝΙΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ  
∆΄ ΤΑΞΗΣ ΕΣΠΕΡΙΝΟΥ ΕΝΙΑΙΟΥ ΛΥΚΕΙΟΥ 

ΠΕΜΠΤΗ 14 ΙΟΥΝΙΟΥ 2012 
ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ ΣΤΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ 

 
ΘΕΜΑ Α 
A1. Σχολικό βιβλίο σελίδα 98 
 
Α2. Σχολικό βιβλίο σελίδα 141 
 
Α3. Σχολικό βιβλίο σελίδα 246 
 
Α4. α. Σωστό ,  β. Σωστό,  γ. Λάθος,  δ. Σωστό,  ε. Λάθος. 
 
ΘΕΜΑ Β 

z - 1 z - 1 z - 1 1 - zw I    w = - w    = -    =   
z + 1 z + 1 z + 1 z + 1

     (z - 1)(z + 1) = (1 - z)(z + 1)  zz + z

B1.     

 - z  - 1 = z - 1 - zz - z

     

   

2

2

4 (1) 44 4 4 4

4 4

 

     2zz  = 2    zz  = 1   z  = 1   z  = 1

1 z  = 1  zz = 1   z =   (1)
z

1       z -  =  z - z  = 2Im z i  = 2 Im z i  
z

                       = 16 Im z 1 = 16Im z IR

 Ισχύουν :

B2. 

B3. 



  

 

         
  

    

 

1 2
1 2

(2) 2
1 2 1 2 1 2 1 2(3)

1 2

1 2 1 2 1 2

2
1 2 1 2

1 2

1 1 z  =   (2)  και  z  =   (3)
z z

1 1        + z  + z = z  + z z  + z  = z  + z
z z

       Eίναι  z  + z z  + z     z  + z 2

1 1       επομένως  z  + z 4     + z  + z 4
z z

 
 
 

  

 
   

 

 



 

 

ΘΕΜΑ Γ 
- -

+ +
0

2

3

x 1 x 1
f  συνεχής

2 2 2

στο  x =1x 1 x 1
2

(1 - β) 0

 f (x) = (x  + α) = 1 + α

     f (x) = (x - β)  = (1 - β)   (1 - β)  = 1 + α  (1)

     f (1) = (1 - β)

     (1)  1 + α 0    
    

 

 




 



   

Γ1.

α -1

 

 

im im

im im

2

0

 (1)    1 - 2β + β  = 1 + α      

  f  συνεχής στο  [-1 , 1)  ως πολυωνυμική
 f  συνεχής στο  [-1 , 1]

       f  συνεχής στο  x  = 1  από υπόθεση

       f (-1) = α - 1 0
       f 

 

 
 

 



2β - 2β = α (2)

Γ2.

2
   f (-1) f (1) 0

(1) = (1 - β) 0
       ∆ιακρίνουμε περιπτώσεις :
       Αν  f (-1) f (1) < 0,  τότε από Θ. Bolzano η εξίσωση  f (x) = 0
           έχει μια τουλάχιστον ρίζα στο  (-1 , 1)
       Αν


  

 





- -

3 2 (1)

x 1 x 1

  f (-1) f (1) = 0,  τότε  f (-1) = 0  ή  f (1) = 0
       Επομένως η εξίσωση  f (x) = 0   έχει μια τουλάχιστον ρίζα στο  [-1 , 1]

f (x) - f (1) (x  + α) - (1 - β)  =  =  
x - 1 x - 1 



Γ3.   im im i
-

3

x 1

x  + α

m  - 1 - α

- -

+ + +

3 2

DL'Hx 1 x 1

2 2

x 1 x 1 x 1

x - 1
x  - 1 3x                               =  =   = 3
x - 1 1

(x - 1)f (x) - f (1) (x - β)  - (1 - β)      =   = 
x - 1 x - 1

 

  

 

  

im im

im im im
(x - β + 1 - β)

x - 1

0

+

f  παρ/μη

στο  x =1

x 1

2

 

                             = (x - 2β + 1) = 2 - 2β

      3 = 2 - 2β    2β = -1    

1 1 1     (2)  - - 2 -  = α     + 1 = α    
2 2 4
















 

        
   

1
β = -

2

1
β = -

2

5
α = 

4

im
 



 

 

3
2

2

5 1 Για  α =   και  β = -  έχουμε :
4 2

5x  + ,      x < 1
4 3x ,     x < 1      f (x) =    και  f΄(x) = 
1 2x + 1,  x 1x + ,   x 1
2

9      (ε) :  y - f (1) = f΄(1) (x - 1)   (ε) :  y -  = 3
4

Γ4.


 
 

     

  (x - 1)    

9      (ε) :  y -  = 3x - 3    (ε) :  
4

3y  = 3x - 
4

 



 

 

ΘΕΜΑ ∆ 

2

x = 0

2

f g

1 g (x) = f (x),  για κάθε  x (-1 , 1)  
1 - x

1       (1)   g (0) = f (0) = f (0) = -3
1 - 0

          άρα οι  C ,  C   έχουν κοινό σημείο το  Α (0 , -3)

       Aπό την  (1)  προκύπτει ό

∆1. (1) 

  



2

2 2 2

τι η  g  είναι παραγωγίσιμη 
          ως γινόμενο παραγωγίσιμων, άρα παραγωγίζοντας την  (1)

f (x) f΄(x) (1 - x ) - 2x f (x)          έχουμε  g΄(x) =   = 
1 - x (1 - x )

          και για  x = 0  

   
  

προκύπτει  g΄(0) = f΄(0) 
          άρα f gοι  C ,  C   έχουν κοινή εφαπτομένη 
          στο κοινό τους σημείο  Α (0 , - 3)

 

 

0

 Θεωρούμε συνάρτηση  φ,  με  φ (x) = g (x) - βx + 3, x (-1 , 1)
       Eίναι  g (x) βx - 3    φ (x) 0 = φ (0). 
       Η  φ  παρουσιάζει μέγιστο στο  x  = 0
       H  φ  είναι παραγωγίσιμη στο  (-1

∆2. 
  





0

 , 1) με  φ΄(x) = g΄(x) - β
       To  x  = 0  είναι εσωτερικό σημείο του  (-1 , 1)
      Από  Θ. Fermat  ισχύει ότι  φ΄(0) = 0   g΄(0) = β





 



 

 

      Η κοινή εφαπτομένη στο κοινό τους σημείο  Α (0 , -3)  είναι :
      (ε) :  y - g (0) = g΄(0) (x - 0)  
      (ε) :  y - (-3) = βx   
      

 Η  f΄  είναι γνησίως αύξουσα, 
     

(ε) :  y  = βx - 3

∆3.

 


  άρα η εξίσωση  f΄(x) = β  έχει μια το πολύ ρίζα στο  (-1 , 1)
       Όμως  f΄(0) = g΄(0) = β,   
       άρα 

 Η  f΄  είναι γνησίως αύξου

η εξίσωση  f΄(x) = β  έχει μοναδική ρίζα στο  (-1 , 1)  το  0.

∆4.

f

σα, 
       άρα η  f  είναι κυρτή στο  (-1 , 1)
       Η  C   βρίσκεται πάνω από την εφαπτομένη της  (ε)  
       με εξαίρεση το σημείο επαφής  Α (0 , -3)
       άρα  f (x) βx - 3,  για κάθε  x (-1 , 1). 
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2

2

2
2

Η εξίσωση γίνεται  :  2x  - w - 4 - 3i x + 2 z  = 0    

        Πρέπει  Δ = 0    - w - 4 - 3i  - 4 2 2 z  = 0  

w - 4 - 3i
          w - 4 - 3i  = 16 z     z  =  

16

     Το  1  είναι διπλή 



    



 ος
1  τρόπος

B1. 

(1)

w - 4 - 3i-βρίζα άρα   =  = 1
2α 4

                     w - 4 - 3i  = 4             
     Το  1  είναι ρίζα της εξίσωσης άρα  

          2 - w - 4 - 3i  + 2 z  = 0  2 - w - 4 - 3i  + 2







ος
2  τρό

( )

πος

1

 

2

2

2

w - 4 - 3i
 = 0

16

           16 - 8 w - 4 - 3i  + w - 4 - 3i  = 0    

          w - 4 - 3i  - 4 = 0 w - 4 - 3i  - 4 = 0  w - 4 - 3i  = 4 

          Επομένως ο  γ.τ. των εικόνων του  w  είναι 
        



 

 

8

(2)

2

  
4         z  =     z  = 1                 
16

          Επομένως ο  γ.τ. των εικόνων του  z  είναι 
          

  

2

(2)

2

1

ο κύκλος  C   με κέντρο  Κ (4 , 3)  και ακτίν

ο κύκλο

α  ρ  = 

ς  C   με κ

4

( )

έντρ 1ο  O (0 , 0)  και ακτίνα  ρ  = 1

 

(2)

1



 

 

 
2 2

1 2

(ΟΚ) = (4 - 0)  + (3 - 0)  

               = 16 + 9 = 25 = 5
      Είναι  (ΟΚ) = ρ  + ρ ,
      άρα οι κύκλοι εφάπτονται εξωτερικά 
      σε ένα σημείο  Α  (σχήμα)

B2. 

 

Επομένως υπάρχει μοναδικός  
μιγαδικός αριθμός, η εικόνα  
του οποίου ανήκει και στους  
δύο παραπάνω  
γεωμετρικούς τόπους. 
 
 

2max

max

 w  = (OB) = (OK) + ρ  = 5 + 4 = 9 

      z - w z  + -w   

      z - w 1 + w   

      z - w 1 + w   

      
                        

      z - w 1 + 9  

      z + w z  + w   

     

     

 

 

 

 

 



B3.

z - w 1

 

max

 z + w 1 + w   

      z + w 1 + w   

      z + w 1 + 9  



 





 

      z + w 10  
  

y

x
4

A

3 K

O
1

B

y

x
4

A

3 K

O
1

0



 

 

ΘΕΜΑ Γ  
Γ1. Για κάθε  xΙR  είναι :  2xf (x) + x2[f΄(x) - 3] = -f΄(x)   

 2 2 2 2 3

2 3

x f (x) + x f΄(x) - 3x  + f΄(x) = 0   x f (x) - x  + f (x)  = 0  

από συνέπειες  Θ.Μ.Τ. είναι  x f (x) - x  + f (x) =  c
Για  x = 1  έχω :  f (1) - 1 + f (1) = c    c = 0
Επομένως για κάθε  x ΙR  

    




2 3 2 3

2 3

3 2 2 3

2 2 2

4 2

                     

είναι :
x f (x) - x  + f (x) =  0  x f (x) + f (x) = x   

(x  + 1)f (x) = x   

x 3x (x  + 1) - (x ) 2xf΄(x) =  =  
x  + 1 (x  + 1)

3x  + 3x       =

 

 

 



   
 
 

4 4 2 2 2

2 2 2 2 2 2
 - 2x x  + 3x x (x + 3) =   = 0

(x  + 1) (x  + 1) (x  + 1)
και το  "="  ισχύει μόνο για  x = 0                         
άρα 




ΚΕΛΑΦ
η  f  είναι γνησίως αύξουσα στ

ΑΣ
ο  ΙR   

 

Γ2. Η  f  είναι συνεχής στο  IR,  άρα δεν έχει κατακόρυφες ασύμπτωτες 

 

3

3 32

3 3x - x - x - x -

3

2 2 2x - x - x - x -

x
f (x) x xx  + 1 =  =  =   = 1 = λ

x x x  + x x
x -x -xf (x) - λx  =  - x  =  =  = 0 = β

x  + 1 x  + 1 x
άρα 

im im im im

im im im im

       

       

 
 
 

fη  C   έχει πλάγια ασύμπτωτη στο  -   την

   

   

 

3

3 32

3 3x + x + x + x +

3

2 2 2x + x + x + x +

x
f (x) x xx  + 1 =  =  =   = 1 = λ

x x x  + x x
x -x -xf (x) - λx  =  - x  =  =  = 0 = β

x  + 1 x  + 1 x
άρα 

im im im im

im im im im

       

       

 
 
 

f

  y =

η  C   έχει πλάγια ασύμπτ

 x

το  

   

   

 

3

x  + 1
xf (x) = 2

ωτη σ +  την  y = x



 

 

 
 

   
f 

2 3 2 2

2 3 2 2

2 3 2 2

2 3 2 2

2 3

2 2

 f 5(x  + 1)  - 8 f 8(x  + 1)     

      5(x  + 1)  - 8 8(x  + 1)                      
      5(x  + 1)  8(x  + 1)  + 8   

      5(x  + 1)  8 (x  + 1)  + 1   

(x  + 1)     
(x  + 1)  



 

 

 

   

   
f 

2

2 2

8                                  
+ 1 5

      f x  + 1 f 2    

      x
                    

 + 1 2     x 1  
      x 1                





 

   

 

 
4 2 4 2

2 4 2x - x - x -2

4 2

4 4 2

4 2x - x -

2 44 4 4

x -

x  + 3x x  + 3x f΄(x) =  =  
x  + 2x + 1x  + 1

x 3x 3 + 1 + 
x x x                       =   = 2 1x 2x 1 1 + +  + + x xx x x

31 + 
x                       = 

im im im

im im

im

     

   

 

Γ4.   

 



 

2

2 4x - x -

x - x -

1 + 0 =  = 12 1 1 + 0 + 01 + + 
x x

                                                        

      Είναι  f΄(x) - κ  = 5   f΄(x) - κ = 5    

      1 - κ = 5   

im im

im im

   

   
 

 κ

 

 
 

  

- 1 x

 

 = - 4

   

   1

Γ3.



 

 

ΘΕΜΑ Δ  

 
 

2

2

2 2

συνέπειες ΘΜΤ
2

2

x f (x) x  + 1 f΄(x) +  - 1 = 0                 
x  + 1

       x  + 1 f΄(x) + x  + 1 f (x)  = 1     

       f (x) x  + 1   = (x)΄    

        f (x) x  + 1  = x + c          


 


  


 



2

       Για  x = 0  είναι  f (0) = c = 0

       Άρα  f (x) x  + 1  

                                                             

= x  

  

   
2x  +

 

 

 

 

2
2

2
2

2
2

2

2
2

2 2

2

2
2

x1 x  + 1 - x
x  + 1 f΄(x) =                        

x  + 1

xx  + 1 - 
x  + 1               =                  

x  + 1

x  + 1 - x
x  + 1               =          
x  + 1

        

Δ2. 

 32

1       =  > 0                            

 

Δ1. 

                                                             1
      

 

xf (x) =   , x ΙR

x  + 1

       άρα η  f  είναι γνησίως αύξουσα στο  IR.  



 

 

f 
4 3 2

f "1-1"
4 3 2

4 3 2

f (x  + 1) = f (3x  + 2x  + 3x)                               

       x  + 1 = 3x  + 2x  + 3x    
     x  - 3x  - 2x  - 3x + 1 = 0                                            







Δ3. 

4 3 2     Θεωρούμε συνάρτηση  φ,  με  φ (x) = x  - 3x  - 2x  - 3x + 1
     η  φ  είναι συνεχής στα  [0 , 1]  και  [1 , 4]  ως πολυωνυμική
     φ (0) = 1 > 0,  φ (1) = -6 < 0  και  φ (4) = 21 > 0
    Από  




Θ. Bolzano υπάρχουν :                                        



1 1

2 2

    ένα τουλάχιστον  x (0 , 1), τέτοιο ώστε  φ (x ) = 0 
    ένα τουλάχιστον  x (1 , 4), τέτοιο ώστε  φ (x ) = 0

 

 
 

 4 3 2 3 2

1 2

1 2

φ΄(x) = x  - 3x  - 2x  - 3x + 1  = 4x  - 9x  - 4x - 3    

       η  φ  είναι παραγωγίσιμη στο  [x  , x ]
       φ (x ) = φ (x ) = 0  από  

 

       

Δ3
       από  Θ. Rolle  υπάρχ

  

ε  

 

ι

 







Δ4.

1 2

3 2

3 2

                                               
 ξ (x  , x ) (0 , 4),

      τέτοιο ώστε  φ΄(ξ) = 0,
      άρα  4ξ  - 9ξ  - 4ξ - 3 = 0   
      4ξ  - 9ξ  = 4ξ + 3 

  

                             

 

  

 

      Επομένως 
         

                  

 

        

3 2η εξίσωση  4x  - 9x  = 4x + 3  
      έχει μια τουλάχιστον ρίζα στο  (0 , 

 

 



4).
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