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ΘΕΜΑ 1ο 
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Β.1. Τ1  3,  Τ2  2. 

 

1 2

1 2 2 1

1 0 0 -1
 Α  =   και  Α  = 

0 -1 1 0
1 0 0 -1 0 -1 1 0

          Α = Α Α  - Α Α  =  -  
0 -1 1 0 1 0 0 -1

0 -1 0 1 0 -2
            =  -  = 

-1 0 1 0 -2 0
0 -2

         Α  = 
-2 0

   
   
   

       
          

       
     
     
     

Β.2.α. 

(1)

(2)

 = -4 0,  

         άρα ο μετασχηματισμός  Τ  είναι κανονικός
1y = - x΄  (1)x΄ = -2y 2            

y΄ = -2x 1x = - y΄  (2)
2

1 1        (ε) : 2x - y + 5 = 0   2 - y΄  - - x΄  + 5 =
2 2




  

 


       
   

β. 

 0   

1        -y΄ + x΄ + 5 = 0    x΄ - 2y΄ + 10 = 0
2

       Άρα η ευθεία (ε΄) : x - 2y + 10 = 0  είναι η εικόνα της  (ε) 
       ως προς το μετασχηματισμό  Τ




 

 
ΘΕΜΑ 2ο  

Α. α. 5 + i (5 + i)(2 - 3i) 10 - 15i + 2i + 3 13 - 13iz =  =  =  =   = 1 - i.
2 + 3i (2 + 3i)(2 - 3i) 4 + 9 13

 

 



 

 

2 2 ρ = z  = 1 - i  = 1  + (-1)  = 2 

α 1 2   συνφ =  =  = 
ρ 2 π2   φ = -

4β -1 2   ημφ =  =  = -
ρ 22

π π  z = 2 συν -  + iημ -
4 4



 



    
        

β.

 

 
γ. Σωστό το  β  Σχολικό βιβλίο (τεχνολογικής) σελίδα  104 
 
δ. z4 = (1 - i)4 = ((1 - i)2)2 = (-2i)2 = - 4     Δ 

 

Β. 
z - 1z - 1  = 1   = 1  z - 1  = z - i

z - i z - i
  . 

    Άρα τα ζητούμενα σημεία είναι τα σημεία της μεσοκαθέτου του 
ευθυγράμμου τμήματος  ΑΒ, με  Α (1 , 0)  και  Β (0 , 1), η διχοτόμος της 
γωνίας  xOy, με εξίσωση  y = x. 

 
ΘΕΜΑ 3ο  

- -

+ +

2

x 5 x 5

2 2 5 - x

x 5 x 5

2 2

f (x) =  (x  - 8x + 16) = 1 

    f (x) = (α +β ) (x - 5 + e) + 2(α + 1)e  

                  = α + β + 2α + 2 

im im

im im n
 

 
  

A.  

    

 
Β. Για να είναι η συνάρτηση  f  συνεχής στο  x0 = 5, πρέπει  

- +x 5 x 5
 f (x) =  f (x) = f (5)im im

 
   δηλαδή  α2 + β2 + 2α + 2 = 1   

α2 + β2 + 2α + 1 = 0    (α + 1)2 + β2 = 0    α + 1 = 0  και  β = 0 
Άρα  α = -1  και  β = 0. 
 

2

x + x +

x + x +

x  - 8x + 16, 0 < x < 5Για  α = -1  και  β = 0,  είναι  f (x) = 
(x - 5 + e), x  5

    f (x) =  (x - 5 + e) = + , διότι 

   (x - 5 + e) = +   και  x = + .

n
im im n

im im n
   

   







 

Γ. 


  

  

 



 

 

 
ΘΕΜΑ 4ο  

 8 1 f΄(t) =  - 2 = 8  - 2 = 8 (t + 1) - 2t ΄
t + 1 t + 1

   άρα  f (t) = 8 (t + 1) - 2t + c
   Είναι  f (0) = 0  άρα  c = 0.
   Επομένως  f (t) = 8 (t + 1) - 2t, t  0.

8 6 - 2t f΄(t) =  - 2 = 
t + 1 t + 

n

n

n 

α.

β.







, t  0.
1



 

t 0                         3                     + 
f΄(t) + - 

f (t)   

 
H συγκέντρωσή του στον οργανισμό γίνεται μέγιστη όταν  t = 3. 
 

2f (8) = 8 (8 + 1) - 2 8 = 8 9 - 16 = 8 3  - 16 
           = 16 3 - 16 = 16( 3 - 1) > 0, διότι  3 > 1.
    f (10) = 8 (10 + 1) - 2 10 = 8 11 - 20 
              8 2,4 - 20 = 19,2 - 20 < 0.

n n n
n n n
n n




 

γ.   
  
 

 

Άρα τη χρονική στιγμή  t = 8,  υπάρχει ακόμα επίδραση του φαρμάκου 
στον οργανισμό, ενώ πριν τη χρονική στιγμή  t = 10,  η επίδρασή του 
στον οργανισμό έχει μηδενιστεί.  
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Α1. y – f(x0) = f΄(x0) (x – x0)

Α2. Αφού η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο σηµείο x0,θα ισχύει:

f΄(x )
x - x

f(x) - f(x )
lim

0

0

0

x x
0

=

→

Θέμα 1ο:

Τότε για x ≠ x0 θα έχουµε:

(x - x )
x - x

f(x) - f(x )
f(x) - f(x )

0

0

0

0
= ⋅

οπότε:

[ ] =







= ⋅

→ →

(x - x )
x - x

f(x) - f(x )
lim f(x) - f(x ) lim

0

0

0

x x
0

x x
0 0

lim (x - x ) f΄(x ) 0 0
x - x

f(x) - f(x )
lim

0 0
x x

0

0

x x
0 0

= ⋅ = ⋅ =

→ →

Άρα:

lim [ ]f(x) - f(x ) 0 lim f(x) f(x
0
)

x x
0

x x
0 0

= ⇔ =
→ →

δηλαδή η f είναι συνεχής στο x0.

Β1.
α) Η πρόταση είναι λανθασµένη, αφού η συνάρτηση:







=

+ ≠
=







=

⋅ ≠
=

0, x 0

, x 0
x

1
ηµ

x

1
2xσxσ

έχει f΄΄(x

0, x 0

, x 0
x

1
x συν

f(x)
2

ενώ δεν είναι συνεχής στο 0.

β) Γνωρίζουµε ότι, αν η f είναι παραγωγίσιµη σε σηµείο x0, θα είναι συνεχής σε
αυτό, άρα, αν η f δεν είναι συνεχής στο x0, δεν είναι παραγωγίσιµη στο x0 και
η πρόταση είναι λάθος.

γ) Επειδή υπάρχει η δεύτερη παράγωγος της f στο x0, υπάρχει και η
παράγωγος της f΄ στο x0, άρα η f΄ είναι συνεχής στο x0 και η πρόταση είναι
σωστή.
Εποµένως έχουµε: α – Λ, β – Λ, γ – Σ.



Β.2.
α) f΄(x) = 9x2, άρα f΄(1) = 9 και f(1) = 3.

Εποµένως εξίσωση της εφαπτοµένης είναι η:

y – 3 = 9(x – 1) ⇔ y = 9x – 6.

β) f΄(x) = 2συν2x, άρα f΄(π/2) = 2συνπ = -2 και f(π/2) = 0.
Εποµένως η εξίσωση της εφαπτοµένης είναι η:

y – 0 = -2(x-(π/2)) ⇔ y = -2x + π.

γ) Η συνάρτηση f(x) = 3|x| δεν είναι παραγωγίσιµη στο x0 = 0, άρα δεν
υπάρχει εφαπτοµένη.

άρα f  ' (4) 1/4 και f(4) 2
2 x

1
δ)   f  ' (x) = = =

Εποµένως εξίσωση εφαπτοµένης είναι η:

x 1
4

1
(x - 4) y

4

1
y - 2 = ⇔ = +

Συνεπώς έχουµε:
α ↔ 3
β ↔ 1
γ ↔ 5

 δ ↔ 2.



α) Είναι:

=

+

−
=

+

+−
=

+

+
==

3i9

i918

3i9

ii1018

2i-5i9

i5i)-2(9
5i)-f(9W
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2

3
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i1515

19

3-i9-i618
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i36
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=
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=
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=
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=
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ρ

β
ηµφ −=

−

=
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Επειδή είναι:

,
2

2
ηµφκαι

2

2
συνφ −==

προκύπτει ότι  φ = 7π/4.

Άρα:









+=

4

7π
iηµ

4

7π
συν2

2

3
W

1

Θέμα 2ο:



Επίσης:
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+








⋅⋅=








=

20042004

2

4

π
-iηµ

4

π
-συν2

2

3

3

2
5i)-f(9

3

2
W

=







+








=

4

2004π
-iηµ

4

2004π
-συν

= συν(-501π) + iηµ(-501π) =

= συν(-2 • 250π - π) + iηµ(-2 • 250π - π) =

= συν(-π) + iηµ(-π) ⇔ W2 = συνπ + iηµπ.

β) Έχουµε ότι:

,1Wκαι2
2

3
W
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άρα:
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2
M

1

1

Από τη θεωρία γνωρίζουµε ότι ο πίνακας Μ είναι πίνακας του γραµµικού
µετασχηµατισµού: «συµµετρία ως προς τον άξονα xx΄”, άρα σωστό είναι το Β.
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Όµως:









=

1-0

01
M 1-

οπότε:








 −
=⇔







 −
⋅








=⇔=⇔=

01-

10
X

01

10

1-0

01
XKMXKMX

1-



α) Επειδή η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο [0, 1], άρα θα είναι και
συνεχής στο [0, 1]. Επίσης, επειδή είναι f΄(x) > 0 για κάθε x ∈ (0, 1), θα είναι
η f γνησίως αύξουσα στο (0, 1), άρα το σύνολο τιµών της θα είναι το

[f(0), f(1)] = [2, 4]

Όµως, 3 ∈ [2, 4] και, αφού    f , τότε η f τέµνεται από την ευθεία y = 3 σε
ένα ακριβώς σηµείο µε τετµηµένη x0 ∈ (0, 1).

β) H f είναι γνησίως αύξουσα στο [0,1], άρα:

f(0) < f(1/5) < f(1)

f(0) < f(2/5) < f(1)

f(0) < f(3/5) < f(1)

f(0) < f(4/5) < f(1)

Προσθέτοντας κατά µέλη έχουµε:

⇔<







+








+








+








< f(1)4

5

4
f

5

3
f

5

2
f

5

1
f4f(0)

f(1)
4

5

4
f

5

3
f

5

2
f

5

1
f

f(0) <









+








+








+









<⇔

Θέμα 3ο:

Όµως,η f είναι συνεχής στο [0, 1], οπότε υπάρχει x1 ∈ (0, 1), τέτοιο ώστε:

4

5

4
f

5

3
f

5

2
f

5

1
f

f(x
1
)









 +







 +







 +








<

γ) Επειδή η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [0, 1] και παραγωγίσιµη στο (0, 1),
προκύπτει από το θεώρηµα µέσης τιµής του διαφορικού λογισµού ότι υπάρχει
ένα τουλάχιστον x2 ∈ (0, 1) τέτοιο ώστε:

f΄(x ) 2
1 0

f(1) f(0)
f΄(x

2
)

2
⇔ =

−

−
=

Εποµένως η εφαπτοµένη της Cf στο Μ είναι παράλληλη στην ευθεία
ε: y = 2x + 2000, αφού λε = f΄(x2) = 2.

Η f είναι παραγωγίσιµη στο [0, +∞) ως πηλίκο παραγωγίσιµων συναρτήσεων,
µε:

,  t 0

β

t
1

β

t
α 1

β

t
1

β

1

β

t
- α t 2

β

t
α 1

f' (t)
2

2

2

2
2

2

≥
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Θέμα 4ο:



α) Αφού σε t = 6 ώρες επιτυγχάνεται η µέγιστη τιµή f(t) = 15 µονάδες, θα
έχουµε:
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1
β

36
-

β

540
15α6

0
β

6
-1α

15
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1

α6

0 f΄(6)

15f(6)

2

2

2

2

2
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=
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±=

=
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±=

+=
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6β

5α

6β

30α6

6β
36

540
15α6

Αφού β > 0, η τιµή β = -6 απορρίπτεται, άρα β = 6.

Εποµένως:

0   t,
t36

t180

36

t
1

t5
f(t)

22
≥

+

=

+

=

β) Αφού το φάρµακο έχει αποτελεσµατική δράση όταν η τιµή της
συγκέντρωσης είναι τουλάχιστον ίση µε 12 µονάδες, ψάχνουµε τις τιµές του t,
έτσι ώστε: f(t) ≥ 12, µε t ≥ 0. Τότε:

⇔+≥⇔≥

+

2

2
12t432180t12

t36

t180

⇔ 12t2 – 180t + 432 ≤ 0 ⇔ t2 = - 15t + 36 ≤ 0 ⇔ 3 ≤ t ≤ 12

Άρα το φάρµακο δρα αποτελεσµατικά από 3 ώρες έως 12 ώρες.



Απάντηση:

Α1.Θεωρία παράγραφος 2.3 σχολικού βιβλίου.

Α2.α. Σωστό
β. Λάθος
γ. Λάθος
δ. Σωστό
ε. Σωστό

Β1.1. ζ
2. γ
3. α
4. δ
5. β

Β2.|z| = 1   άρα |z|2 = 1

Ζήτηµα 2ο

Απάντηση:

α. Αφού f συνεχής είναι: 9αf(3)f(x)limf(x)lim
33

===
+−

→→ xx
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Ζήτηµα 1ο

β.  Για x > 3 µε f παραγωγίσιµη ως πηλίκο παραγωγίσιµων συναρτήσεων

( )
=

− − − −
=

− −
=







 −
=

−

2

x-3 3

2

x-3 x-3 x-3

(x - 3)

e (x 3) (1 )

(x - 3)

1 e (x - 3) - (1- e )( 3)

x - 3

1 e
f΄(x)

x΄΄

x ΄ e

2

x-3

2

x-3 x-3

2

x-3 x-3 3

(x - 3)

(4 x) e -1

(x - 3)

xe 4e -1

(x - 3)

- xe 3e 1 e −
=

− +
=

+ − +
=

x−

Έτσι:

1
(4 3)

1
f΄(4)

2
= −

−

−

=

και αφού:

1 e
1

1 e

4 3

1 e
f(4)

4-3

= −

−

=

−

−

=

η εξίσωση της εφ/νης είναι:

y − (1− e) = -1(x - 4) ⇔ y = -x - e + 5

γ. Επειδή για  x ∈ [1,2]  είναι:

x 0
9

1
(x) 2f = − <



Παρατήρηση

Επειδή στην εκφώνηση του θέµατος δεν διευκρινίζεται αν στο ερώτηµα γ η τιµή του α
πρέπει να ληφθεί ως -1/9, παρατηρούµε ότι:

(i) αν το α ληφθεί ως -1/9 τότε η τιµή του εµβαδού είναι:

τ.µονάδες.
27

7
=E

=







 = − −







= ∫ −

2

1

32

1

2

3

x

9

1
x x

9

1
E - d

=







= −








= +

3

1

3

8

9

1

3

x

9

1
2

1

3

τ.µονάδες.
27

7

3

7

9

1
= ⋅ =

Έχουµε:

(ii) αν όµως δεν υπονοείται κάτι τέτοιο τότε η λύση θα έχει ως εξής:

• αν α ≥ 0 τότε  f(x) ≥ 0 οπότε :

τ.µονάδες.
3

7
2

1

2
= ∫ =

a
E ax dx

• αν α < 0 τότε  f(x) < 0, οπότε:

τ.µονάδες.
3

7
2

1

2
= −∫ = −

a
E ax dx

Ζήτηµα 3ο

Απάντηση:

α) Αφού f παραγωγίσιµη στο ℜ, παραγωγίζουµε την δοσµένη σχέση και έχουµε:

3 f 2 (x) f ' (x)+ 2β f (x) f ' (x)+ γ f ' (x) = 3x 2
− 4x + 6, x∈ℜ

∆ηλαδή:

f ' (x) ⋅[3 f 2 (x)+ 2β f (x)+ γ] = 3x 2
− 4x + 6, x∈ℜ (1)

Όµως:

3 f 2 (x)+ 2β f (x)+ γ > 0 για κάθε x∈ℜ

αφού:  α = 3 > 0   και   ∆ = 4β2 - 12γ = 4(β2 - 3γ) < 0

και   3x2 - 4x + 6 > 0      για κάθε x ∈ℜ

αφού:   ∆ = 16 - 12⋅6 < 0    και    α = 3 > 0

Οπότε από την σχέση (1) παίρνουµε:     f'(x) > 0      για κάθε x ∈ ℜ

Εποµένως δεν υπάρχουν ακρότατα.



β) Επειδή είναι   f'(x) > 0   για κάθε x ∈ ℜ, προκύπτει ότι η  f  είναι γνησίως αύξουσα

στο ℜ.

γ) Είναι:

ℜ∈−+−=++ x1,x6x2x)x(γ)x( β)x( 2323 fff

Θεωρούµε τη συνάρτηση:

]1,0[x1,x6x2x)x( 23
∈−+−=g

Η  g  είναι συνεχής στο  [0,1]  και
g(0) = -1 < 0
g(1) = 4 > 0

Άρα, από Θ.Bolzano, υπάρχει ένα τουλάχιστον  x0∈(0,1):   g(x0) = 0      (2)

Για  x = x0  η δοσµένη σχέση γράφεται:

)x()x(γ)x( β)x(
000

2

0

3 gfff =++

οπότε από την σχέση (2) είναι:

)3(0γ])x(β)x( [)x(
00

2

0
=++⋅ fff

Όµως:

0γ)x(β)x(
00

2
>++ ff

Γιατί:

0γγ)3(βγ4β∆ 22
<−−=−=

Αυτό συµβαίνει γιατί:
β2 < 3γ   οπότε   γ > 0,   άρα   -γ < 0

Άρα:
(β2 - 3γ) - γ < 0

Εποµένως, από την σχέση (3) προκύπτει ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον x0∈(0,1):

f(x0) = 0

κι επειδή η  f  είναι γνησίως αύξουσα στο (0,1), προκύπτει ότι η λύση x0 είναι
µοναδική στο (0,1).

Ζήτηµα 4ο

Απάντηση:

α) Θέτουµε x t = u και διαφορίζουµε ως προς t.
Έτσι έχουµε d(x t) = du ή x dt = du

Ακόµα για
• t = 0 έχουµε u = 0 και
• t = 1 έχουµε u = x.

Άρα:

= − ∫ = − ∫ = − ∫
x

f x x tf xt dt x tf xt dt uf u du
0

2

1

0

2 2

1

0

2 2( ) 1 2 ( ) 1 2 ( ) 1 2 ( )



είναι παραγωγίσιµη στο ℜ. Άρα: f' (x) = -2x f2(x)

β) Η συνάρτηση g είναι παραγωγίσιµη στο ℜ µε:

)(

2

2 2
)(

)(

)(

1
)(

a
΄

x
xf

xf΄
x

xf
xg΄ =−

−
=








−=

0222
)(

)(2
2

2

=−+=−
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για κάθε x ∈ ℜ. Εποµένως η g(x) σταθερή.

γ) (α' τρόπος)

Επειδή η συνάρτηση g είναι σταθερή δηλαδή g(x) = c για κάθε x ∈ ℜ, θα είναι για
x = 0: g(0) = c.

Ακόµα:
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1
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Επειδή η f είναι συνεχής στο ℜ, προκύπτει ότι η συνάρτηση ∫
x
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οπότε:

c
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Από την (ii) για x = 0 έχουµε f(0) = 1.

Εποµένως: c = 1.

Άρα: g(x) = 1 και λόγω της:
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γ) (β' τρόπος)

Από f΄(x) = -2x f(x) και επειδή f(x) ≠ 0 για κάθε x ∈ ℜ είναι:
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Σύµφωνα λοιπόν µε το κριτήριο παρεµβολής προκύπτει ότι:
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ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ

ΘΕΜΑ 1ο

Α. Θεωρία. (απόδειξη σελ. 335 σχολ. βιβλίου).
Β.1. Θεωρία (σελίδες 224 - 225) σχολ. βιβλίου)
Β.2. α Λ

β Λ
γ Σ
δ Σ
ε Σ

ΘΕΜΑ 2ο

α. f(3) + f(8) + f(13) + f(18) =
= i3 • z + i8 • z + i13 • z + i18 • z =
= i2 • i • z + (i2)4 • z + (i2)6 • i • z + (i2)9 • z =
= (-1) • i • z + z + (-1)6 • i • z + (-1)9 • z =
= - i • z + z + i • z - z = 0

β. |z| = ρ,  Arg(z) = θ.
Για  ν = 13 έχουµε:
f(13) = i13 • z = (i2)6 • i • z = (-1)6 • i • z = i • z

Επειδή ο µιγαδικός z έχει µέτρο ρ και πρωτεύον όρισµα θ, θα έχει την ακόλουθη
τριγωνοµετρική µορφή:

z = |z| (συνθ + i ηµθ) = ρ (συνθ + iηµθ) (1)
Η τριγωνοµετρική µορφή του µιγαδικού αριθµού i είναι:









+⋅

2

π
ηµ i

2

π
συν1 (2)

Εποµένως ο µιγαδικός αριθµός  f(13) = i • z    γράφεται:
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γ. Σύµφωνα µε το προηγούµενο ερώτηµα και για ρ=2 , θ=
3

π
 έχουµε: z =

2(συν
3

π
 + iηµ

3

π
) , f(13) =iz.Έτσι αν Α η εικόνα του z στο µιγαδικό επίπεδο,

η εικόνα Β του f(13) = iz προκύπτει από στροφή της διανυσµατικής ακτίνας

Α του z κατά  
2

π
 .

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ
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Επειδή το τρίγωνο ΑΟΒ είναι ορθογώνιο στο Ο µε µήκη κάθετων πλευρών 2, θα

έχει εµβαδόν 2
2

2
2

=  τετραγωνικές µονάδες.

ΘΕΜΑ 3ο

α.

Επειδή η f είναι συνάρτηση έχουµε ότι για κάθε R,x
21
∈x  µε )g(x)g(x

21
=  έπεται

( ) ( ))g(xf)g(xf
21

=  ή

( )( ) ( )( )
21

xgfxgf oo =  (1)

Επειδή όµως η gf o  είναι 1-1 στο ℜ  προκύπτει από την (1) ότι 
21

x x= .

Έτσι δείξαµε ότι:

Rx, x
21
∈∀  µε ( ) ( )

2121
xxπροκύπτειxgxg ==

Άρα η g είναι 1-1.

β.
Έχουµε:

( ) ( )12xf(x)gxxf(x)g 3
−+=−+

Επειδή η g είναι 1-1 στο R, προκύπτει ότι:

ή12xf(x)xxf(x) 3
−+=−+

ή12xxx
3

−+=−

01x3x
3

=+−

Θεωρούµε την συνάρτηση:

h(x) = x3 - 3x+1 , Rx ∈

H h είναι παραγωγίσιµη ως πολυωνυµική µε:
h'(x) = 3x2 - 3 = 3(x2 - 1) = 3(x - 1)(x+1)

H µονοτονία της h(x) φαίνεται στον παρακάτω πίνακα:



� Η h στο διάστηµα [-2, -1] ικανοποιεί τις προϋποθέσεις του Θ. Bolzano, αφού:
• Η h συνεχής στο [-2, -1] ως πολυωνυµική και
• h(-2)⋅h(-1) = (-1)⋅(+3) = -3 < 0

Άρα υπάρχει ένα τουλάχιστον )1,2(x
1

−−∈  τέτοιο ώστε h(x1) = 0.

Eπειδή η h στο (-∝, -1] είναι γνησίως αύξουσα η παραπάνω ρίζα x1 είναι
µοναδική στο (-∝, -1].

� Έχουµε h(0) = 1 και h(1) = -1.
Επειδή η h είναι συνεχής στο [0, 1] και

h(0)⋅h(1) = 1⋅(-1) = -1 < 0
προκύπτει ότι στο διάστηµα (0, 1) η h(x) = 0 έχει µια τουλάχιστον ρίζα x2.
Επειδή ακόµα η h είναι γνησίως φθίνουσα στο [-1, 1], προκύπτει ότι η ρίζα
αυτή είναι µοναδική στο [-1, 1].

� Έχουµε h(1) = -1 και h(2) = 3
Επειδή η h είναι συνεχής στο [1, 2] και

h(1)⋅h(2) = (-1)⋅3 = -3 < 0
προκύπτει ότι στο διάστηµα (1, 2) η h(x) = 0 έχει µια τουλάχιστον ρίζα x3.
Επειδή ακόµα η h είναι γνησίως φθίνουσα στο [1, +∝), προκύπτει ότι η ρίζα
αυτή είναι µοναδική στο
[1, +∝).

Επειδή:
• x1∈(-2, -1) είναι x1<0
• x2∈(0, 1) είναι x2>0
• x3∈(1, 2) είναι x3>0

Έτσι η h(x) = 0 έχει ακριβώς δύο θετικές και µία αρνητική ρίζα στο R.



ΘΕΜΑ 4ο

α. Θεωρούµε τη συνάρτηση
φ(x) = h(x) - g(x)  x∈  [α, β]

Η φ(x) είναι συνεχής στο [α, β] ως διαφορά συνεχών συναρτήσεων.

Επειδή είναι h(x) > g(x) για κάθε x ∈ [α,β]  προκύπτει ότι

Φ(x) > 0 για κάθε x ∈ [α,β].

Σύµφωνα τώρα µε το θεώρηµα 3 σελίδα 332 σχολ. βιβλίου έχουµε:

∫ >

β

a
0 xd φ(x)    ή   ( )∫ >

β

a
0 xdg(x)- h(x)     ή   ∫∫ >−

β

a

β

a
0g(x)dxf(x)dx

Άρα  ∫∫ >

β

a

β

a
 xd g(x)  xd h(x) .

β.i.
Αφού η f είναι παραγωγίσιµη στο R έχουµε:

f΄(x) - e-f(x) (-f(x)΄ = 1   ή

f΄(x) + f΄(x) e-f(x) = 1   ή

f΄(x) [1 + e-f(x)] = 1   ή

f(x)e1

1
(x)f'

−

+

= ,  αφού  1 + e-f(x) ≠ 0 για κάθε x ∈ R

Άρα 
1e

e

e

1
1

1
(x)f'

f(x)

f(x)

f(x)

+

=

+

=   µε x ∈ R.

β.ii.
Επειδή είναι f(0) = 0 η ζητούµενη ανίσωση

2

x

 < f(x) < x f΄(x) για x > 0  γράφεται:

2

x

 < f(x) -f(0) < x f΄(x)   ή (x)f'
0x

f(0)f(x)

2

1
<

−

−

< .

Η f στο [0,x] ικανοποιεί τις προϋποθέσεις του Θ.Μ.Τ. άρα υπάρχει ένα τουλάχιστον

ξ ∈ (0,x): 
0x

f(0)f(x)
)('

−

−

=ξf .

Τότε όµως αρκεί να δειχθεί

)()(
2

1
xf΄f΄ << ξ  ή

)()(
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xf΄f΄
e

e
f

f

<<
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ξ  ή



f΄(0) < f΄(ξ) < f΄(x),  µε 0 < ξ < x.

Έτσι αρκεί να δειχθεί ότι η f ΄είναι γνησίως αύξουσα στο [0, x].

Υπολογίζοντας την f΄΄(x) έχουµε:
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Άρα f΄γνησίως αύξουσα στο R άρα και στο [0,x].

β.iii.

Από β.ii. είναι f(x) > 
2

x
 > 0 και επειδή η f είναι συνεχής ως παραγωγίσιµη

στο R άρα και στο [0,1], θα είναι  ∫=

1

0

 xd f(x)E .

Οι συναρτήσεις 
2

x
, f(x), xf΄(x) είναι συνεχείς στο R, οπότε µε βάση το ερώτηµα α)

από 
2

x
 < f(x) < xf΄(x) είναι:

[ ] ⇔−<<







⇔<< ∫∫∫∫
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1

0

1
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2
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1
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1

0

f(x)dxxf(x)E
4

x
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x

.)1(
4

1
EfE −<<⇔

Έτσι 
4

1
 < E και 2Ε < f(1) ⇔ E < 

2

1
f(1).

Οπότε τελικά 
4

1
 < E < 

2

1
 f(1).



ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ

ΘΕΜΑ 1o

α. Θεωρία: Θεώρηµα σελ. 217 σχολικού βιβλίου

β. Θεωρία: Η απάντηση βρίσκεται στη σελ. 247 του σχολικού βιβλίου

γ.

α-Σ

β-Σ

γ-Σ

δ-Λ

ε-Λ

ΘΕΜΑ 2o

α. Είναι:

i)3()43(4ii334)i(i)i(34ziz3w α−β++β−α=+β−α−β+α=+β−α−β+α=+−=

Έτσι  Re(w) = 3α - β + 4  και  Im(w) = 3β - 4.

β. Οι εικόνες του  w  στο µιγαδικό επίπεδο είναι τα σηµεία  Μ(3α-β+4, 3β-α), όπου α, β ∈ ℜ.

Αφού ανήκουν σε ευθεία µε εξίσωση  y = x - 12 είναι:

3β - α = 3α - β + 4 - 12 ⇔ 4β - 4α = -8 ⇔ β - α = -2 ⇔ β = α - 2.

Από την τελευταία συνάγεται ότι τα σηµεία Ν(α,β) που είναι οι εικόνες του  z  στο µιγαδικό

επίπεδο ανήκουν στην ευθεία µε εξίσωση  y = x - 2.

γ. Από τις εικόνες των µιγαδικών αριθµών, των οποίων οι εικόνες κινούνται στην ευθεία

(ε): y = x - 2, ελάχιστο µέτρο έχει εκείνος του οποίου η εικόνα  Κ  είναι τέτοια ώστε  ΟΚ

κάθετη στην (ε). Έτσι:

λΟΚ = -1  και  ΟΚ: y = -x

Λύνοντας το σύστηµα:

y = x - 2, y = -x

προκύπτει  x = 1, y = -1. ∆ηλαδή το σηµείο Κ έχει συντεταγµένες (1,-1). Άρα ο µιγαδικός

µε το ελάχιστο µέτρο από αυτούς που κινούνται στην ευθεία µε εξίσωση  y = x - 2  είναι ο  z

= 1 - i.

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ Γ΄ ΤΑΞΗΣ

ΘΕΤΙΚΗΣ ΚΑΙ ΤΕΧΝΟΛΟΓΙΚΗΣ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ

ΕΝΙΑΙΟΥ ΛΥΚΕΙΟΥ 2003



ΘΕΜΑ 3ο

α. Η συνάρτηση f(x)=x5+x3+x είναι ορισµένη και παραγωγίσιµη 2 φορές σε όλο το ℜ µε:

f΄(x) = (x5+x3+x)΄ =  5x4+3x2+1 και

f”(x) = (5x4+3x2+1)΄= 20x3+6x

• Επειδή είναι f΄(x) = 5x4+3x2+1 > 0 για κάθε x ∈ ℜ, προκύπτει ότι η f είναι γνησίως

αύξουσα σε όλο το ℜ.

• f”(x)=0 ⇔ 20x3+6x=0 ⇔ 2x(10x2+3)=0 ⇔ x=0 εφόσον 10x2+3>0 για κάθε x ∈ ℜ.

Εποµένως η f είναι:

• κοίλη στο διάστηµα (-∞ , 0] και

• κυρτή στο διάστηµα [0, +∞ ).

• Επειδή η συνάρτηση f είναι γνησίως µονότονη στο ℜ θα είναι 1-1 σε αυτό και συνεπώς η

f είναι αντιστρέψιµη στο ℜ.

β. Η συνάρτηση f είναι γνησίως αύξουσα στο ℜ (ερώτηµα α). Προκειµένου να δείξουµε ότι

f(ex) ≥ f(1+x) για κάθε x ∈ ℜ, αρκεί να δείξουµε ότι:

ex ≥1+x για κάθε x ∈ ℜ.

Πράγµατι, θεωρούµε τη συνάρτηση g(x)=ex-1-x στο ℜ, η οποία είναι παραγωγίσιµη σ΄ αυτό

µε g΄(x)=ex-1. Από την εξίσωση g΄(x)=0 έχουµε ex-1=0 ⇔ ex=1 ⇔ x=0.

Έχουµε:

ελάχ. g(0) = 0

Εποµένως g(x) ≥ g(0)=0 για κάθε x ∈ ℜ ή ex-1-x ≥ 0 για κάθε x ∈ ℜ και άρα:

ex ≥ 1+x για κάθε x ∈ ℜ

γ. Η εφαπτοµένη της Cf στο σηµείο (0,0) έχει εξίσωση
y-f(0) = f΄(0) (x-0) ή y-0 = 1(x-0) ή y=x
που είναι η διχοτόµος της πρώτης και τρίτης γωνίας των αξόνων. Επειδή τώρα η f είναι
αντιστρέψιµη (ερώτηµα α) προκύπτει ότι υπάρχει η f-1 ή οποία (λόγω πρότασης σελ. 155
σχολ. βιβλ.) έχει C

f
-1 συµµετρική την Cf ως προς άξονα συµµετρίας την ευθεία y=x

δ. Για κάθε x∈[0,3] είναι: x ≥ 0 και επειδή η f-1 είναι γνησίως αύξουσα στο διάστηµα αυτό (*),

θα είναι f-1(x) ≥ f-1(0) ⇔ f-1(x) ≥ 0. (αφού f-1(0) = 0 **)

Έτσι το εµβαδόν του ζητουµένου χωρίου ισούται µε: ∫
−

=

3

0

1 dy)y(fE .

Θέτουµε f-1(y)=x ⇔ y=f(x). (1)

∆ιαφορίζοντας την (1) λαµβάνουµε: dy=d[f(x)]=f΄(x)dx και
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Αιτιολογήσεις για το ερώτηµα δ του 3ου θέµατος:

(*) H f-1 είναι συνεχής και γνησίως µονότονη στο ℜ, σύµφωνα µε την πρόταση

που λέει ότι αν η f είναι συνεχής και γνησίως µονότονη σε διάστηµα ∆ τότε

υπάρχει η αντίστροφή της η οποία είναι επίσης συνεχής στο f(∆) και διατηρεί

το ίδιο είδος µονοτονίας µε την f. (Η πρόταση αυτή, όµως, δεν υπάρχει στο

σχολικό βιβλίο και αναφέρεται για λόγους µαθηµατικής πληρότητας. Έτσι, η

µη αναφορά σε αυτήν από κάποιο µαθητή δεν έχει βαθµολογικές απώλειες).

(**)Ισχύει ότι: f-1(0)=0. Πράγµατι για x=0 έχουµε: f-1(0)=y ⇔ f(f-1(0))=f(y) ⇔

0=f(y) ⇔ 0=y5+y3+y ⇔ y(y4+y2+1)=0 ⇔ y=0.

(***)

• Η εξίσωση  x5+x3+x=3 έχει µοναδική λύση την x=1 γιατί η f(x) είναι 1-1

στο ℜ και εποµένως κάθε οριζόντια ευθεία, οπότε και η y=3, τέµνει την Cf

σε µοναδικό σηµείο.

• Η εξίσωση x5+x3+x=0 έχει µοναδική λύση την x=0, γιατί

x(x4+x2+1)=0 ⇔ x=0, αφού x4+x2+1>0 για κάθε x ∈ ℜ.

ΘΕΜΑ 4ο

α. Αφού η f είναι συνεχής στο κλειστό διάστηµα µε άκρα γ, δ και f(γ).f(δ) < 0, εφαρµόζεται το

θεώρηµα Bolzano από το οποίο συνάγεται ότι υπάρχει µία τουλάχιστον ρίζα x0 που ανήκει

στο ανοιχτό διάστηµα µε άκρα γ, δ ώστε f(x0) = 0.

β. Χωρίς βλάβη της γενικότητας υποθέτουµε ότι γ < δ και f(γ) > 0, f(δ) < 0, οπότε

α < γ < x0 < δ <β.

i) Στο διάστηµα [α, γ] είναι:

f(α) = 0, f(γ) > 0, άρα f(α) < f(γ) και επειδή

είναι α < γ συνάγεται ότι:

0
γα

)γ(f)α(f
>

−

−

(1)

Όµως από το θεώρηµα µέσης τιµής (ΘΜΤ) για την f στο διάστηµα [α,γ], υπάρχει κ1 ∈ (α,γ)

ώστε 
γα

)γ(f)α(f
)f΄(κ1)

−

−

=   και λόγω της  (1)  f΄(κ1) > 0.

ii) Εργαζόµενοι οµοίως, στο διάστηµα [γ,x0] έχουµε:

f(γ) > 0, f(x0) = 0 άρα f(γ) > f(x0) και επειδή είναι γ < x0 συνάγεται:

0
xγ

)x(f)γ(f

0

0
<

−

−

(2)



Από το ΘΜΤ για την f στο διάστηµα [γ,x0] έχουµε ότι υπάρχει κ2 ∈ (γ,x0) ώστε

0

0

2

xγ

)x(f)γ(f
)f΄(κ

−

−

=

και λόγω της (2) είναι f΄(κ2) < 0.

iii) Για το διάστηµα [x0, δ] όµοια έχουµε ότι υπάρχει κ3 ∈ (x0,δ) ώστε

0)f΄(κ
xδ

)x(f)δ(f
3

0

0
<=

−

−

iv) Για το διάστηµα [δ,β] όµοια έχουµε ότι υπάρχει κ4 ∈ (δ,β) ώστε

0)f΄(κ
δβ

)δ(f)β(f
4

>=

−

−

v) Είναι f΄(κ1) > 0, f΄(κ2) < 0 άρα f΄(κ1) > f΄(κ2) και επειδή κ1 < κ2, είναι:

0
κκ

)κ΄(f)κ΄(f

21

21
<

−

−

Όµως για την f΄ εφαρµόζεται το ΘΜΤ στο διάστηµα [κ1,κ2], οπότε υπάρχει ξ1 ∈ (κ1,κ2) ώστε

0
κκ

)κ΄(f)κ΄(f
)f΄΄(ξ

21

21

1
<

−

−

=

vi) Είναι f΄(κ3) < 0, f΄(κ4) > 0, άρα f΄(κ3) < f΄(κ4) και επειδή κ3 < κ4 είναι

0
κκ

)κ΄(f)κ΄(f

43

43
>

−

−

Όµως για την f΄ εφαρµόζεται το ΘΜΤ στο διάστηµα [κ3,κ4], οπότε υπάρχει ξ2 ∈ (κ3,κ4) ώστε

0
κκ

)κ΄(f)κ΄(f
)(f΄΄

43

43

2
>

−

−
=ξ

∆είξαµε έτσι ότι υπάρχουν ξ1, ξ2 ∈ (α,β) ώστε f”(ξ1) < 0 και f”(ξ2) > 0.

γ. Από το β ερώτηµα µε βάση το θεώρηµα Bolzano για την f” στο κλειστό διάστηµα µε άκρα ξ1,

ξ2 προκύπτει ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον σηµείο ξ0 που ανήκει στο ανοικτό διάστηµα µε

άκρα ξ1, ξ2 ώστε f”(ξ0) = 0.

Το σηµείο ξ0 θα ήταν σηµείο καµπής της συνάρτησης εφόσον η f” άλλαζε πρόσηµο

εκατέρωθεν αυτού. Όµως κάτι τέτοιο δεν εξασφαλίζεται από τα δεδοµένα του θέµατος.

β΄ τρόπος λύσης για το θέµα 4β:

Από το θεώρηµα µέγιστης-ελάχιστης τιµής για την f που είναι συνεχής στο [α,β]

εξασφαλίζεται ότι υπάρχουν δύο σηµεία x1, x2 ∈ [α,β] µε x1 < x2 ώστε f(x1) ≤ f(x) ≤ f(x2) για

κάθε x ∈ [α,β].

Εφόσον η f παίρνει µία τουλάχιστον αρνητική τιµή και µία τουλάχιστον θετική (πράγµα που

συνεπάγεται από την δοσµένη σχέση f(γ).f(δ) < 0), η ελάχιστη τιµή f(x1) θα είναι αρνητική,

ενώ η µέγιστη τιµή f(x2) θα είναι θετική.

Η f είναι παραγωγίσιµη στο (α,β) άρα και στα εσωτερικά σηµεία x1,x2, που επειδή είναι

θέσεις ακρότατων από το θ. Fermat συνάγεται ότι f΄(x1) = f΄(x2) = 0.

Στο διάστηµα [x1,x2] η f΄ δεν µπορεί να είναι η σταθερή µηδενική διότι τότε η f θα ήταν

σταθερή και άρα f(x1) = f(x2) ή fmax = fmin – άτοπο διότι υπάρχουν τα δοσµένα γ,δ για τα

οποία ισχύει από υπόθεση f(γ).f(δ) < 0.

Συνεπώς υπάρχει σηµείο x3 ∈ (x1,x2) ώστε f΄(x3) > 0 ή f΄(x3) < 0. Έστω πχ f΄(x3) > 0.

Τότε



• από ΘΜΤ για την f΄ στο [x1,x3], υπάρχει ξ1 ∈ (x1, x3) ώστε:

0
xx

)x΄(f

xx

)x΄(f)x΄(f
)f΄΄(ξ

13

3

13

13

1
>

−

=

−

−

=

• από ΘΜΤ για την f΄ στο [x3, x2], υπάρχει ξ2 ∈ (x3, x2) ώστε:

0
xx

)x΄(f

xx

)x΄(f)x΄(f
)f΄΄(ξ

32

3

32

32

2
<

−

−

=

−

−

=

Αν υποθέταµε f(x3) < 0 θα προέκυπτε f”(ξ1) < 0, f”(ξ2) > 0.



ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ

Α. Θεώρηµα (Fermat) σελ. 260 σχολ. βιβλίου.

Β. Ορισµός σελ. 213 σχολ. βιβλίου.

Γ.

α β γ δ ε

Σ * Λ Λ Σ

(*) Η απάντηση στο ερώτηµα 1 Γ β µπορεί να χαρακτηρισθεί Σωστό µόνο εφ’
όσον η συνάρτηση f είναι ορισµένη σε σύνολο της µορφής

),(),(
00
βxxa ∪ . Όπως είναι διατυπωµένη, σωστό είναι µόνο το

αντίστροφο. ∆ηλαδή αν lxflxfxf
xxxxxx

=⇒==
→→→

+−

)(lim)(lim)(lim
000

, αφού

για την περίπτωση του ευθέως µπορεί να θεωρηθούν ως σύνολα ορισµού

της f και τα µεµονωµένα σύνολα ),(
0
xa  ή ),(

0
βx . Εποµένως από

αυστηρή µαθηµατική άποψη, η απάντηση είναι Λάθος.

ΘΕΜΑ1ο

α. Πρέπει x>0. Άρα ( )+∞= ,0fA .

H f είναι παραγωγίσιµη στο διάστηµα ( )+∞,0  ως γινόµενο παραγωγίσιµων

συναρτήσεων σ’ αυτό µε

( ) =+⋅=⋅= ' lnln' )(' )ln()(' 222 xxxxxxxf

)1ln2(ln2
1

ln2 2
+⋅=+⋅=⋅+⋅= xxxxx

x

xxx

Έχουµε:

⇔= 0(x)' f  0)1ln2( =+⋅ xx . Οπότε:

x=0 απορρίπτεται αφού ( )+∞= ,0fA

ή 2

1

2

1
ln01ln2

−

=⇔−=⇔=+ exxx .

Εποµένως η συνάρτηση f είναι:

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ Γ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ

ΘΕΤΙΚΗΣ ΚΑΙ ΤΕΧΝΟΛΟΓΙΚΗΣ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ 2004

ΘΕΜΑ1ο



• Γνησίως φθίνουσα στο ],0( 2

1
−

e , αφού είναι συνεχής στο ],0( 2

1
−

e  και ισχύει

ότι f ’(x) <0 στο ),0( 2

1
−

e .

• Γνησίως αύξουσα στο ),[ 2

1

+∞

−

e  , αφού είναι συνεχής στο ),[ 2

1

+∞

−

e  και

ισχύει ότι f ‘ (x) >0 στο ),( 2

1

+∞

−

e .

Άρα παρουσιάζει ολικό ελάχιστο για 2

1
−

= ex  το

e
eeeef

2

1

2

1
ln)()(

12

1

22

1

2

1

−=⋅−=⋅=
−

−−−

β. Η f είναι και 2η φορά παραγωγίσιµη στο ),0( +∞  ως γινόµενο δις

παραγωγίσιµων συναρτήσεων σε αυτό µέ

=+⋅= ' )ln2()('' xxxxf 3ln212ln2 +=++ xx .

Έχουµε:

⇔= 0(x)'' f 2

3

2

3
ln03ln2

−

=⇔−=⇔=+ exxx
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2
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3
)ln()()(

e
eeeef −=−=⋅=
−

−−−

.

Εποµένως η συνάρτηση f είναι:

• κοίλη στο ],0( 2

3
−

e

• κυρτή στο ),[ 2

3

+∞

−

e .

Άρα παρουσιάζει σηµείο καµπής το Μ )
2

3
,(

3

2

3

e

e −

−

.

γ. Είναι:

• 

)' (

2

2

1
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limlnlim)(lim
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oxoxox
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x
xxxf ===
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= 0
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• ( ) +∞=⋅=
+∞→+∞→

xxxf
xx

lnlim)(lim 2
.

Επειδή η f είναι γνησίως φθίνουσα και συνεχής στο διάστηµα ],0( 2

1
−

e , είναι

)0,
2

1
[],0( 2

1

e
ef −=









 −

.

Επειδή η f είναι γνησίως αύξουσα και συνεχής στο διάστηµα ),[ 2

1

+∞

−

e  είναι

),
2

1
[),[ 2

1

+∞−=









+∞

−

e
ef .

Άρα το σύνολο τιµών της f είναι ( ) ),
2

1
[),

2

1
[)0,

2

1
[),0( +∞−=+∞−∪−=+∞

eee
f .

Έτσι, το τοπικό ακρότατο απο το ερώτηµα α, µπορεί να χαρακτηριστει και ως
ολικό ελάχιστο.

ΘΕΜΑ 3ο

α. Αφού f παραγωγίσιµη στο R, τότε και η g είναι παραγωγίσιµη στο R ως
γινόµενο παραγωγίσιµων συναρτήσεων σε αυτό. Άρα η g είναι και συνεχής
στο R.

Έτσι η g είναι συνεχής στο R
2

3
,0 ⊆





 και παραγωγίσιµη στο R

2

3
,0 ⊆








 µε

(x)' fef(x)e(x)g' xx

+= .

Επίσης είναι 
0

2

3
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0f(0)eg(0)
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 άρα 







=

2

3
gg(0) .

Οπότε από θεώρηµα Rolle υπάρχει ένα τουλάχιστον 







∈

2

3
0,ξ  ώστε

( ) ��������������������������	���� ���
=+⇔=+⇔= .

Όµως eξ ≠ 0  άρα προκύπτει ότι υπάρχει τουλάχιστον ένα 







∈

2

3
0,ξ  ώστε

f΄(ξ) = -f(ξ).

β. Αφού f(x) = 2x2 - 3x είναι

Ι(α)= ( ) ( ) ( ) =−=−= ∫∫∫
0

α

2x
0

α

2x
0

α

dx3x2x ́edx3x2xeg(x)dx

( )[ ] ∫ =−−−=

0

α

2x
0

α

2x dx ' 3x)(2xe3x2xe

( )[ ] ( )[ ] ( )∫∫ =−−−=−−−=

0

α

x
0

α

2x
0

α

x
0

α

2x 3)dx(4x ́e3x2xe3)dx(4xe3x2xe

( )[ ] ( )[ ] ∫ =−+−−−=

0

α

x
0

α

x
0

α

2x dx ' 3)(4xe34xe3x2xe



( )[ ] ( )[ ] ∫ =⋅+−−−=

0

α

x
0

α

x
0

α

2x
4dxe34xe3x2xe

( )[ ] ( )[ ] [ ] =+−−−=

00
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x
0
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2x
434xe3x2xe

α

x

e

( ) =−+−+−−−−=
α0α02α 4e4e3)(4αe3)(e3α2αe

( ) =−+−++−−=
αα2α 4e43)(4αe33α2αe ( )=−++ 43α2α-3-4αe7

2α

( )77α2α-e7 2α
−++=  .

Άρα ( ) Rα,77α2α-e7Ι(α) 2α
∈−++= .

γ. Είναι για α < 0 , 
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2

2α

a

7

a

7
2ae7Ι(α) .

Έχουµε ( ) 0
e

2α
lim

e

2α
lim

e

1

α
limαelim

α
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α
α

α
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α

2α

α

==

−

==⋅
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−∞→

∞−
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−
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α

7

α

7
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2
α
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−∞→

Άρα 7)2(07Ι(α)lim
α

=−+=

−∞→

.

ΘΕΜΑ4ο

α. Η συνάρτηση g(x) γράφεται:

)1(
1

3)()(

3

1

−⋅+⋅−⋅= ∫ x
z

zdttfzxg

x

.

Επειδή η f είναι συνεχής στο R, η συνάρτηση φ(x)= ∫
x

dttf
1

)(  είναι

παραγωγίσιµη σ’ αυτό.

Ακόµα, η συνάρτηση 
3)( xxh =  είναι παραγωγίσιµη στο R ως πολυωνυµική.

Έτσι η συνάρτηση ( )( )xhdttfxF
x

φ== ∫
3

1

)()(  είναι παραγωγίσιµη στο R ως

σύνθεση των παραγωγίσιµων συναρτήσεων h και φ στο R, µε

)(33)()(' 3223 xfxxxfxF ⋅=⋅= .

Ακόµα η συνάρτηση  )1(
1

3)( −⋅+⋅= x
z

zxl  είναι παραγωγίσιµη στο R µε

z
zxl

1
3)(' +⋅= .

Εποµένως η συνάρτηση g είναι παραγωγίσιµη στο R ως διαφορά
παραγωγίσιµων συναρτήσεων µε

z
zxfzxxg

1
3)(3)('

32
+⋅−⋅⋅= .



β. Αφού 0)( ≥xg  για κάθε Rx∈  και g(1)=0, η δοσµένη ανισότητα γράφεται:

)1()( gxg ≥  για κάθε Rx∈ .

Έτσι όµως η g στο x0=1 παρουσιάζει ελάχιστο και επειδή είναι παραγωγίσιµη
σε αυτό συνεπάγεται απο θ. Fermat ότι g’(1)=0.

Όµως g’(1)=
z

zfz
1

3)1(3 +⋅−⋅⋅  και επειδή f(1)=1 βρίσκουµε ότι

g’(1)=
z

zz

1
33 +⋅−⋅ .

Αφού g’(1)=0, έπεται 
z

zz

1
+= .

γ. Επειδή είναι 
z

zz

1
+= , προκύπτει ότι ⇔+=

2

2 1

z

zz )
1

()
1

(
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z
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zzz +⋅+=⋅

zzz
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zzzz

⋅

+++⋅=⋅⇔
1

⇔−=+⇔++=⇔ 110
2222
zzzz

2

1
)Re(1)Re(21
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_

22
−=⇔−=⇔−=+⇔ zzzz .

δ. Είναι

iiaz ⋅+−=⋅+= αββαβ 2)( 2222
 οπότε 

222 )Re( β−= az  και λόγω του

ερωτήµατος γ έχουµε:

.
2

1
)()(  

2

122
−=+⋅−−=− βαβαβ ήa

Επειδή α>β προκύπτει ότι

0<+ βα , οπότε 0<−< αβ .

Έτσι για την συνάρτηση f η οποία είναι συνεχής στο R άρα και στο [2,3] είναι:

f(2)=α>0 και f(3)=β<0, οπότε f(2)·f(3) <0.

Συνεπώς, εφαρµόζοντας το θεώρηµα Bolzano για την f στο διάστηµα [2,3],

συµπεραίνουµε ότι υπάρχει ),(
0

βax ∈  τέτοιο ώστε 0)(
0
=xf .



ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ

ΘΕΜΑ 1

Α.1. Θεώρηµα ενδιάµεσων τιµών.

Έστω µια συνάρτηση  f, η οποία είναι ορισµένη σε ένα κλειστό διάστηµα
[α, β]. Αν:

• η  f  είναι συνεχής στο [α, β] και

• f(α) ≠ f(β)

τότε, για κάθε αριθµό  η  µεταξύ των  f(α)  και  f(β)  υπάρχει ένας, τουλάχιστον  x0 ∈
(α, β) τέτοιος ώστε  f(x0) = η

Α.2. Η ευθεία  y = λx + β  λέγεται ασύµπτωτη της γραφικής παράστασης της  f

στο  +∞,  αν [ ] 0)()(lim =+−
∞+→

βλxxf
x

.

Β.

α → Λ,

β → Λ

γ → Σ

δ → Σ

ε → Λ

στ → Σ

ΘΕΜΑ 2

α. Από τη σχέση  3
321
=== zzz  έχουµε:
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9
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zzzzz =⇔=⇔=⇔= .

β. Αρκεί (*) να δειχθεί ότι:
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*  Ισχύει ότι IR∈⇔= zzz

γιατί αν z = α + βi  τότε iz βα −=  άρα )1(2 izz β=− .

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΘΕΤΙΚΗΣ & ΤΕΧΝΟΛΟΓΙΚΗΣ
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Έτσι IR0
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γ. α' τρόπος
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β' τρόπος
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Η τελευταία ισχύει προφανώς, άρα και η αρχική.

ΘΕΜΑ 3

α. H  f  είναι παραγωγίσιµη στο � ως σύνθεση παραγωγισίµων συναρτήσεων σ' αυτό,

µε  f ΄(x) = (e 

λx)΄ = e 

λx ⋅ (λx)΄ = λe 

λx, x ∈ �.

Είναι  λ > 0, e 

λx > 0  για κάθε  x ∈ �, οπότε  f ΄(x) > 0  για κάθε  x ∈ �. Άρα  f

γνησίως αύξουσα στο �.

β. Έστω (x0, f (x0)) οι συντεταγµένες του σηµείου Μ. Τότε η εξίσωση της
εφαπτοµένης στο Μ είναι

(ε): )x(xλeey)xx)(x(f)f(xy 0

λxλx

000
00

−=−⇔−=− ΄ .

Για να διέρχεται η (ε) από την αρχή των αξόνων πρέπει και αρκεί:



λ

1
x)xλ(1)x(0λee0 000

λxλx 00
=⇔−=−⇔−=− .

Έτσι η (ε) γίνεται:

λexy)
λ

1
λe(xey =⇔−=− .

Οι συντεταγµένες του Μ είναι: e),
λ

1
M( .

γ.

M( e)   ,

B(0,1)

A(   ,0)Ox' x

y'

y

e

1

λ

1
λ

(ε)

Το ζητούµενο εµβαδόν όπως φαίνεται από το σχήµα ισούται µε:

.
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2e
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e22e
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e
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δ. Είναι 
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Για κάθε  λ > 0  είναι:

1ηµλ1 ≤≤−  ⇔ 3ηµλ21 ≤+≤  ⇔ .
λ

3

λ

ηµλ2

λ

1
0 ≤

+
≤<

Όµως 0
3

lim
1

lim =







=








+∞→+∞→ λλ λλ

, οπότε µε βάση το κριτήριο παρεµβολής είναι

0
λ

ηµλ2
lim
λ

=
+

+∞→

, ενώ 0
λ

ηµλ2
>

+
.

Έτσι +∞=

++∞→

λ

ηµλ2

1
lim
λ

 και αφού 0
2

2
>

−e

 προκύπτει τελικά ότι

+∞=

+

⋅

+∞→ ηµλ2

)E(λλ
lim

2

λ

.

Παρατήρηση:

Για την εύρεση του εµβαδού του χωρίου Ε (λ) είναι δυνατόν να µη
χρησιµοποιηθεί το σχήµα ως εξής:

Για την  f (x) = eλx  είναι  f ΄(x) = λeλx  και  f ΄΄(x) = λ2eλx > 0  για κάθε x ∈ �.



Έτσι η  f  είναι κυρτή στο � οπότε η εφαπτοµένη της γραφικής παράστασης της  f

σε κάθε σηµείο της, βρίσκεται κάτω από τη γραφική παράσταση µε εξαίρεση το

σηµείο επαφής. (Σχόλιο σελ. 274 σχολικού βιβλίου).

Έτσι  f (x) ≥ λex ⇔ f (x) − λex ≥ 0  για κάθε x ∈ �. Η συνάρτηση

g (x) = f (x) − λex είναι συνεχής ως διαφορά συνεχών συναρτήσεων στο 






λ

1
0,

οπότε το ζητούµενο εµβαδόν ισούται µε:

2λ

2e

2

λex
e
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1
λex)dx(eλex)dx(f(x)Ε(λ)

λ

1

0

2

λx

λ

1

0

λx

λ

1

0

−
==








−=−=−= ∫∫ K .

ΘΕΜΑ 4

α. Από τη δοσµένη σχέση )()(2 xfxexf΄ −

=  για κάθε x ∈ �  έχουµε:

ή
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x
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xf΄ =

ή)(2 )( xxf eexf΄ =
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)( )( xxf eexf΄ =
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)( , C ∈ �.

Για  x = 0  έχουµε: C
e

e
f
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2

0
)0(

η οποία λόγω του ότι  f(0) = 0  γράφεται:
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1
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.

Οπότε: 
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Άρα: 
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1
ln)(
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xf .

β. Θέτουµε x − t = u.
∆ιαφορίζουµε την τελευταία και βρίσκουµε  du = −dt.

Επιπλέον για  t = 0  είναι  u = x,  ενώ για  t = x  είναι  u = 0.
Έτσι:

∫ ∫∫ =−=−

x x

x

duufduufdttxf
0 0

0

)()()(

Εποµένως:
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duuf
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dttxf
x
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x

x ηµ
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lim 0
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0
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∫∫
→→
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Η  f  είναι συνεχής στο  �, οπότε η  ∫
x

duuf
0

)(  είναι παραγωγίσιµη στο  �  µε

)()(
0

xfduuf

΄
x
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∫ .

Επειδή η  ∫
x

duuf
0

)(   είναι παραγωγίσιµη στο  �  θα είναι και συνεχής σ' αυτό.

Εποµένως: 0)0(
συν0

)0(

συν

)(
lim

)(ηµ
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lim
0

0

0

0

0

0

0

====











=
→→→

∫∫
f

f

x

xf

΄x

duuf

x

duuf

x

΄
x

x

x

x

.

(Η  f  είναι παραγωγίσιµη στο  �, άρα είναι και συνεχής σ' αυτό.)

γ. Είναι

∫∫∫∫∫
−

−−

−=+==
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0
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0
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x

0

2005

0

x

2005

x

x

2005 f(t)dttf(t)dttf(t)dttf(t)dttf(t)dtth(x) .

Αν θεωρήσουµε τη συνάρτηση  φ (t) = t2005 ⋅ f (t)  η  h (x)  γράφεται:

∫∫
−

−=

x

0

x

0

φ(t)dtφ(t)dth(x) .

Η  φ (t) = t2005 ⋅ f (t)  είναι συνεχής στο �, άρα η συνάρτηση ∫=

x

0

φ(t)dtκ(x)  είναι

παραγωγίσιµη στο � µε  κ΄ (x) = φ (x) = x2005 ⋅ f (x), όπως επίσης είναι

παραγωγίσιµη και η συνάρτηση ∫
−

=−

x

0

φ(t)dtx)κ(  ως σύνθεση των

παραγωγισίµων  − x, κ (x), µε (κ (−x))΄ = φ (− x)(− x)΄= − φ (−x).
Εποµένως

h΄ (x) = (κ (x) − κ (−x))΄= φ (x) + φ (−x) = x2005f (x) + (−x)2005f (− x) =

=
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2005 xxxlnex
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Ακόµα η 
2007

2007
x

xg =)(  είναι παραγωγίσιµη στο � µε 2006

2006

2007
2007 x

x
xg΄ =⋅=)( .

Επειδή  h ΄(x) = g ΄(x)  για κάθε  x ∈ �  είναι  h (x) = g (x) + c, c ∈ �.

Όµως για  x = 0  είναι  h (0) = g (0) = 0, άρα  c = 0.

Εποµένως  h (x) = g (x)  για κάθε  x ∈ �.



δ. Η εξίσωση 
2008

1
)(2005

=∫
−

x

x

dttft  λόγω του ερωτήµατος  γ  γράφεται ισοδύναµα

2008

1

2007

2007

=

x

 ⇔ 2008x
2007

 − 2007 = 0

Θεωρούµε τη συνάρτηση

P (x) = 2008x
2007

 − 2007, x ∈ [0, 1].

Η  P  είναι συνεχής στο �, άρα και στο [0, 1] ως πολυωνυµική.

P (0) = − 2007 < 0  κ' P (1) = 1 > 0

Εποµένως, σύµφωνα µε το θεώρηµα Bolzano υπάρχει ένα τουλάχιστον x0 ∈ (0, 1)
τέτοιο ώστε  P (x0) = 0.

Επιπλέον η  P (x)  είναι παραγωγίσιµη στο  �  ως πολυωνυµική, άρα και στο [0, 1]

µε  P ΄(x) = 2008 ⋅ 2007x
2006

.

Είναι  P ΄(x) > 0 για κάθε  x ∈ (0, 1)  οπότε η  P  είναι γνησίως αύξουσα στο (0, 1).
Άρα η  P (x) = 0 έχει ακριβώς µία ρίζα στο (0, 1).



ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ

ΘΕΜΑ 1ο

Α.1 Θεωρία. Σχολ. βιβλίο σελ. 253
Α.2 Ορισµός. Σχολ. βιβλίο σελ. 273
Β. α → Λ

β → Σ
γ → Σ
δ → Λ
ε → Σ

ΘΕΜΑ 2ο

α. 222 2 ≥−+= xxxf ,)()(

Η f είναι παραγωγίσιµη στο ),2[ +∞+∞+∞+∞  µε 0)2(2)(' >>>>−−−−==== xxf  για κάθε ),2( +∞+∞+∞+∞∈∈∈∈x .
Άρα f γνησίως αύξουσα στο ),2[ +∞+∞+∞+∞  και εποµένως είναι και
1-1.

β. Αφού η f είναι 1-1 υπάρχει η f-1 αντίστροφη συνάρτηση της f µε
f-1 : f(A) → R.

Αφού η f είναι γνησίως αύξουσα και συνεχής στο Α = ),2[ +∞+∞+∞+∞  έπεται ότι
[ ) [ )+∞==

+∞→
,2)(lim),2()( xffAf

x

Τώρα αν y = f(x) ⇔ y = 2 + (x - 2)2 ⇔ y - 2 = (x - 2)2.

Επειδή x - 2 ≥ 0, y - 2 ≥ 0, έχουµε ),2[),,2[,22 +∞∈+∞∈−=− yxyx

ή ),2[),,2[,22 +∞+∞+∞+∞∈∈∈∈+∞+∞+∞+∞∈∈∈∈−−−−++++==== yxyx

ή ),2[,22)(1 +∞+∞+∞+∞∈∈∈∈−−−−++++====−−−− yyyf .

Τελικά ),2[,22)(1 +∞∈−+=− xxxf .

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ
Γ' ΛΥΚΕΙΟΥ ΘΕΤΙΚΗΣ ΚΑΙ ΤΕΧΝΟΛΟΓΙΚΗΣ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ

2006



γ. i) Έχουµε
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Τα κοινά σηµεία των γραφικών παραστάσεων f και f-1 µε την y = x είναι τα
Α(2,2), Β(3,3).

ii)
Οι συναρτήσεις f και f-1 είναι συνεχείς άρα και η διαφορά τους είναι
συνεχής.







 −−⋅−=−−−=−+−−+=− − 122222222

3221 xxxxxxxfxf )(][])([)()( Πρ

οκύπτει ( ) 3ή212ή020)()(
31 ==⇔=−=−⇔=− − xxxxxfxf .

∆ηλαδή τα κοινά τους σηµεία είναι τα Α(2,2), Β(3,3).

Επειδή 2 ≤ x ≤ 3 ⇔ 0 ≤ x - 2 ≤ 1 ⇔
( ) 0121212

33
≤−−⇔≤−⇔≤− xxx .

Επίσης είναι 02 ≥−x  για x ∈ [2,3].

Άρα f(x) - f-1 (x) ≤ 0 για x ∈ [2,3].

Οπότε το εµβαδόν του ζητούµενου χωρίου είναι

( ) ( ) τ.µ.)()()(
3
122

3

2

2
3

2

1 =−−−=−= ∫∫ − dxxxdxxfxfE



ΘΕΜΑ 3ο

α.i Από τη σχέση 0321 ====++++++++ zzz  έχουµε ισοδύναµα 321 zzz −−−−−−−−====  (1).
Θα δείξουµε ότι 1321 zzzz −−−−====−−−−  (2).
Πράγµατι η (2) λόγω της (1) γράφεται ισοδύναµα:

.

))(())((

))(())((

32

2
3

2
2

3322

3322

2232233333233222

23233232

23233232

2
23

2
32

2332

323232

33
224224

2222
2222

22

22

zz

zz

zzzz

zzzz
zzzzzzzzzzzzzzzz

zzzzzzzz

zzzzzzzz

zzzz

zzzz

zzzzzz

=

⇔=

⇔=

⇔=

⇔+++=+++

⇔++=++

⇔++=++

⇔+=+

⇔+=+

⇔++=−−−

Η τελευταία σχέση είναι αληθής λόγω της υπόθεσης, άρα και η (2).
Με ανάλογο τρόπο δείχνουµε ότι 3213 zzzz −−−−====−−−−  (3).
Από τις (2) και (3) προκύπτει ότι 3221 zzzz −−−−====−−−− .

Άρα 321321 zzzzzz −−−−====−−−−====−−−− .

α.ii Είναι:
211)( 21212121 ====++++++++====++++====−−−−++++≤≤≤≤−−−−++++====−−−− zzzzzzzz

Άρα 221 ≤≤≤≤−−−− zz .

Οπότε 42
21 ≤≤≤≤−−−− zz .

Τότε:

.)Re(
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β. Επειδή 1321 ============ zzz  προκύπτει ότι οι εικόνες των µιγαδικών
)(Γ),(B),(A 321 zzz  βρίσκονται σε κύκλο µε κέντρο Ο (0, 0) και ακτίνα



ρ = 1. Άρα ο ζητούµενος γεωµετρικός τόπος είναι ο παραπάνω κύκλος.
Λόγω τώρα της σχέσης 321321 zzzzzz −−−−====−−−−====−−−−  προκύπτει ότι οι κορυφές

)(Γ),(B),(A 321 zzz  αποτελούν κορυφές ισόπλευρου τριγώνου εγγεγραµµένου
στον παραπάνω γεωµετρικό τόπο.

ΘΕΜΑ 4ο

α. Πρέπει x > 0 και 1≠≠≠≠x . Άρα ),1()1,0( +∞+∞+∞+∞∪∪∪∪====fA .
Η f είναι παραγωγίσιµη στο Αf ως διαφορά παραγωγίσιµων συναρτήσεων, µε

01
)1(

2)(' 2 <<<<







++++

−−−−
−−−−====

xx
xf  για κάθε fAx∈∈∈∈ .

Άρα η f είναι γνησίως φθίνουσα σε κάθε ένα από τα διαστήµατα
(0, 1) και (1, +∞).
Επειδή τώρα +∞=

+→
)(lim xf

x 0
, −∞=

−→
)(lim xf

x 1
 και η f συνεχής και γνησίως φθίνουσα

στο (0, 1) είναι ℜℜℜℜ====))1,0((f .
Επίσης επειδή +∞+∞+∞+∞====

++++→→→→1
)(lim

x
xf , −∞=

+∞→
)(lim xf

x
 και η f συνεχής και γνησίως

φθίνουσα στο (1, +∞), είναι ℜℜℜℜ====+∞+∞+∞+∞)),1((f .
Έτσι συνολικά το σύνολο τιµών της f είναι ℜℜℜℜ====+∞+∞+∞+∞∪∪∪∪ )),1()1,0((f .

β. Επειδή ℜ=)),(( 10f  έπεται )),(( 10fO ∈  δηλαδή υπάρχει ),( 101 ∈x  ωστε 01 =)(xf .
Η ρίζα αυτή είναι µοναδική στο (0,1), αφού η f είναι γνησίως φθίνουσα και άρα 1-
1.
Οµοίως επειδή ℜ=+∞)),((1f  έπεται ))(( ∞+∈ 1fO  δηλαδή υπάρχει ),( +∞∈ 12x

ώστε 02 =)(xf .
Η ρίζα αυτή είναι επίσης µοναδική στο (1,+ ∞), αφού η f είναι γνησίως φθίνουσα
και άρα 1-1.
Έτσι η f έχει ακριβώς 2 ρίζες.

γ. Η εξίσωση της εφαπτοµένης της γραφικής παράστασης της xxg ln)( ====  στο
σηµείο )ln,( ααA , α>0 είναι:

axy ln11
++++−−−−====

α
 (ε1)

Η εξίσωση της εφαπτοµένης της γραφικής παράστασης της xexf ====)(  στο σηµείο
),( ββ eB , ℜℜℜℜ∈∈∈∈β  είναι:

βββ βeexey −−−−++++====  (ε2).
Οι (ε1), (ε2) ταυτίζονται αν και µόνο αν

αβ
α

β ln1
−−−−====⇔⇔⇔⇔==== e  (1) και ββ βα ee ⋅⋅⋅⋅−−−−====−−−−1ln  (2)

Τότε η (2) γράφεται:
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111

0)(0ln
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⇔⇔⇔⇔====
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++++

αα
α
α

α
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α

f
.

δ.

Από το 4γ προκύπτει ότι οι γραφικές παραστάσεις των g(x), h(x) έχουν κοινή
εφαπτόµενη στα σηµεία τους Α(α, lnα) και Β(β, eβ) αντίστοιχα αν και µόνον αν:









=
−=

0f(α)
αlnβ

Επειδή η f(x) = 0 έχει δύο διακεκριµένες ρίζες α1 ∈ (0,1) και α2 ∈ (1,+∞)
προκύπτουν δύο εφαπτόµενες οι

( ) 1
1

1 αln1
α
1: +−= xyε

( ) 2
2

2 αln1
α
1: +−= xyε .

Οι εφαπτόµενες αυτές είναι ακριβώς δύο (διακεκριµένες) αφού έχουν δύο

διακεκριµένους συντελεστές διεύθυνσης 
21 α

1,
α
1  αντίστοιχα.









∈+∞∈ )1,0(

α
1),,1(

α
1

21

.



ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ

ΘΕΜΑ 1ο

Α.1 Θεωρία, σελίδα 98 σχολ. βιβλίου.
Α.2 Θεωρία - Ορισµός, σελίδα 141 σχολ. βιβλίου.
Α.3 Θεωρία - Ορισµός, σελίδα 280 σχολ. βιβλίου.

Β. α. → Λ β. → Λ γ. → Λ δ. → Σ ε.→ Σ

ΘΕΜΑ 2ο

α.

i2α

iα2
z

+

+
= ,  α ∈ �. Άρα 1

4α

α4

i2α

iα2

i2α
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Άρα η εικόνα του µιγαδικού  z  ανήκει στον κύκλο µε κέντρο Ο(0,0) και ακτίνα
ρ = 1.

β.
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Για  α = 2  έχουµε: i011
i22

i22
z
2

+==

+

+
= .

i. Αν Α, Β οι εικόνες των z1, z2 αντίστοιχα, τότε η απόστασή τους είναι

d (A, B) = ( ) ( ) 2i1i1i01i0zz
21

=+=−−=+−−=− .

ii. Είναι: ( ) ( ) ( )
ν2ν ν2 2 ν ν

1 1 2
z = (z ) =((-i) ) =(-1) = -z .

ΘΕΜΑ 3ο

α. H f είναι παραγωγίσιµη στο � ως πολυωνυµική, µε

f΄(x) = 3x2 − 3 = 3(x − 1)(x + 1).

Οπότε f΄(x) = 0 ⇔ x = 1  ή  x = − 1.

f

f ΄

-1 1

-+ +

+-

Από τον πίνακα µεταβολών της f προκύπτει ότι η f έχει τοπικό µέγιστο στο

x1 = −1, το  f(−1) = 2συν2θ > 0  και έχει τοπικό ελάχιστο στο

x2 = 1, το  f(1) = −2(1 + ηµ2θ).
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Επίσης είναι: f΄΄(x) = 6x.

Οπότε f΄΄(x) = 0 ⇔ 6x = 0 ⇔ x = 0.

f

f ΄΄ +-

+- 0

Προκύπτει ότι η f έχει σηµείο καµπής στο  x3 = 0, το  f(x3) = −2ηµ2θ.

β.

i. Επειδή 0θ2συν1)(f,(x)f 2

lim >=−−∞=

∞−→x

 και f γνησίως αύξουσα και

συνεχής στο (−∞, −1], προκύπτει: f ((−∞, −1]) = (−∞, 2συν2θ]

Επειδή 0 ∈ f ((−∞, − 1]), υπάρχει ρ1 ∈ (−∞, − 1) ώστε f(ρ1) = 0. Η ρίζα ρ1 είναι

και µοναδική στο (−∞, −1], αφού η f είναι γνησίως αύξουσα στο διάστηµα
αυτό.

ii. Επειδή f (−1) = 2συν2θ > 0,  f (1) = −2(1 + ηµ2θ) < 0 και f γνησίως φθίνουσα

και συνεχής στο [−1, 1] προκύπτει: f ([−1, 1]) = [−2(1 + ηµ2θ), 2συν2θ] .

Επειδή 0 ∈ f ([−1, 1]), υπάρχει ρ2 ∈ (−1, 1) ώστε f (ρ2) = 0. Η ρίζα ρ2 είναι και

µοναδική στο [−1, 1], αφού η f είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστηµα αυτό.

iii. Επειδή f (1) = −2(1 + ηµ2θ) < 0, +∞=

∞+→

f(x)lim
x

 και η f είναι γνησίως

αύξουσα και συνεχής στο [1, +∞) προκύπτει: f ([1, +∞)) = [−2(1 + ηµ2θ), + ∞).

Επειδή 0 ∈ f ([1, +∞)), υπάρχει ρ3 ∈ (1, +∞) ώστε f (ρ3) = 0. Η ρίζα ρ3 είναι και

αυτή µοναδική στο [1, +∞), αφού η f είναι γνησίως αύξουσα.

Άρα η εξίσωση f (x) = 0 έχει ακριβώς 3 ρίζες στο �.

γ. Έχουµε

Α (−1, 2συν2θ)),  Β (1, −2(1 + ηµ2θ)),  Γ (0, −2ηµ2θ)

Α ∈ (ε)  αφού:

2συν2θ = −2(−1) − 2ηµ2θ ⇔ 2(1 – ηµ2θ) = 2 − 2ηµ2θ ⇔

⇔ 2 − 2ηµ2θ = 2 − 2ηµ2θ.

Β ∈ (ε) αφού:

 −2(1 + ηµ2θ) = (−2) ⋅ 1 − 2ηµ2θ  ή  −2 − 2ηµ2θ = −2 − 2ηµ2θ.



Γ ∈ (ε) αφού:

−2ηµ2θ = 2 ⋅ 0 − 2ηµ2θ  ή  −2ηµ2θ = −2ηµ2θ.

δ. Βρίσκουµε τα κοινά σηµεία των Cf, ε:

f (x) = y ⇔ x3 – 3x – 2ηµ2θ = –2x – 2ηµ2θ ⇔ x3 – x = 0 ⇔ x (x2 – 1) = 0 ⇔

x(x – 1) (x + 1) = 0 ⇔ x = 0 ή x = 1 ή x = –1.

Εποµένως το ζητούµενο εµβαδόν Ε του χωρίου είναι:
(*)1 1

3

-1 -1
E= f(x) y dx x x dx =− = −∫ ∫

0 1
3 3

-1 0

1
= (x -x)dx (x -x)dx = τ.µ.

2
−∫ ∫

(*)x3 – x = x (x – 1)(x + 1).

x3 – x > 0  για x  ∈ (–1, 0).

x3 – x < 0  για x  ∈ (0, 1).

ΘΕΜΑ 4ο

α. Αφού  f, g  συνεχείς στο [0, 1] η F είναι παραγωγίσιµη στο [0, 1] µε
F΄(x) = f (x) g (x).
Όµως  g (x) > 0  στο [0, 1] από υπόθεση, ενώ αφού f γνησίως αύξουσα
στο [0, 1]  έχουµε: x ≥ 0 ⇒ f (x) ≥ f(0) > 0, άρα f (x) > 0 στο [0, 1].

Συνεπώς  f (x) ⋅ g(x) > 0 στο [0, 1] και εποµένως F΄(x) > 0 στο [0, 1].
Οπότε  F  γνησίως αύξουσα στο [0, 1].

Έτσι για  x ∈ (0, 1] είναι  x > 0 ⇒ F(x) > F(0) ⇒ 
0

0

F(x)> f(t)g(t)dt∫  ⇒ F(x) > 0.

β. Είναι: 0 ≤ t ≤ x  µε  x ∈ (0, 1].
Αφού  f γνησίως αύξουσα στο [0, 1] έχουµε t ≤ x ⇒ f (t) ≤ f (x)

οπότε  f (x) – f (t) ≥ 0  για κάθε x  ∈ (0, 1].
Ακόµη g (t) > 0 στο (0, 1].

άρα και  g (t) ⋅ [f (x) – f (t)] ≥ 0  για κάθε  x  ∈ (0, 1]  και για κάθε t ∈ [0, x].
Η ισότητα ισχύει µόνο όταν  t = x

Ακόµη η  g (t) ⋅ [f (x) – f (t)]  συνεχής στο [0, x] µε  x ∈ (0, 1].

Άρα 
0

x

g(t)[f(x)-f(t)]dt >0∫  µε  x ∈ (0, 1].

Εποµένως για κάθε x ∈ (0, 1] έχουµε:

0 0

x x

g(t)f(x)dt f(t)g(t)dt >0−∫ ∫

0 0

x x

f(x) g(t)dt f(t)g(t)dt⇔ >∫ ∫
f(x)G(x)> F(x)⇔ .

γ. Είναι για κάθε x ∈ (0, 1] και για κάθε t ∈ [0, x]: g (t) > 0.

Επίσης g  συνεχής στο [0, x] άρα η 
0

x

G(x)= g(t)dt∫  είναι παραγωγίσιµη και

θετική για κάθε x ∈ (0, 1].



Έτσι µπορούµε να θεωρήσουµε τη συνάρτηση 
( )

( )
( )

F x
H x

G x
=  που ορίζεται

και παραγωγίζεται στο (0, 1] µε

2 2

F'(x)G(x)-F(x)G'(x) f(x)g(x)G(x)-F(x)g(x)
H'(x)= =

G (x) G (x)
=

        
( )

2

g(x) f(x)G(x) F(x)
= 0

G (x)

−

>  στο (0, 1]. (∆ιότι από το ερώτηµα  β  είναι

f(x)G(x) F(x)>0− ).

Άρα η συνάρτηση Η είναι γνησίως αύξουσα στο (0, 1] και εποµένως για

x ∈ (0, 1]  έχουµε: x ≤ 1 ⇒ Η (x) ≤ H(1)  δηλαδή 
( ) (1)

( ) (1)

F x F

G x G
≤ .

δ. Θεωρούµε τη συνάρτηση 

2

2

0 0

5

0

x x

x

f(t)g(t)dt ηµ(t )dt
K(x)=

xg(t)dt
⋅

∫ ∫

∫
 για κάθε x ∈ (0, 1].

• Αφού οι  F, G  παραγωγίσιµες στο [0, 1] είναι και συνεχείς σε αυτό
άρα:

0

lim ( ) (0) 0
x

F x F
+

→

= =

0

lim ( ) (0) 0
x

G x G
+

→

= =

Συνεπώς:
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f συνεχής

στο [0,1]
f(0)= .  (1)

• Η φ(t) = ηµ(t2) είναι συνεχής στο � και η x2 είναι παραγωγίσιµη στο

� άρα η 
2

2

0

x

ηµt dt∫  είναι παραγωγίσιµη στο � και άρα είναι συνεχής

στο �.
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ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 

 

ΘΕΜΑ 1ο 

Α.1 Θεωρία (Σελ. 235 σχολ. βιβλίου). 

Α.2 Θεωρία (Σελ. 191 σχολ. βιβλίου). 

 

Β    

α. Σωστό 

β. Σωστό 

γ. Λάθος 

δ. Λάθος 

ε. Σωστό 

 

 

ΘΕΜΑ 2ο 

α. Η ισότητα 6)22( =+ zi , γράφεται ισοδύναµα: 

263618622 =⇔=⇔=⋅+⇔=⋅+ zzzzi . 

 Άρα ο γεωµετρικός τόπος των εικόνων των µιγαδικών αριθµών z είναι ο κύκλος µε 

κέντρο την αρχή των αξόνων Ο, ακτίνα 2=ρ  και εξίσωση (c): 222
2=+ yx . 

 

β. Η δοσµένη σχέση για τους µιγαδικούς αριθµούς w περιγράφει τη µεσοκάθετο του 

τµήµατος Γ∆, όπου Γ(1, −1) και ∆(3, −3). Πιο αναλυτικά αν yixw +=  οι 

µιγαδικοί αριθµοί που ικανοποιούν τη δοσµένη σχέση, έχουµε: 

⇔+−+=+−+⇔−−=−− iyixiyixiwiw 331)33()1(  

⇔++−=++−⇔++−=++−
222222

)3()3()1()1()3()3()1()1( yxyxiyxiyx  

⇔++++−=++++− 96961212
2222

yyxxyyxx  

0401644 =−−⇔=−− yxyx . 

 Εποµένως ο γεωµετρικός τόπος των εικόνων Μ(w) είναι τα σηµεία της ευθείας (ε) 

µε εξίσωση: 04 =−− yx . 

γ. Η ελάχιστη τιµή του w  είναι η απόσταση του σηµείου Ο από την ευθεία  

(ε): 04 =−− yx , δηλαδή: 

22
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24
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4
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=εOd . 
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δ. Σύµφωνα µε το παρακάτω σχήµα, όπου αναπαριστώνται γεωµετρικά οι 

γεωµετρικοί τόποι των εικόνων (c), (ε) αντίστοιχα των µιγαδικών αριθµών z και w 

βρίσκουµε ότι, η ελάχιστη τιµή του wz −  είναι το µήκος του τµήµατος ΑΒ: 

)12(222 −=−=−= ρOAOBAB . 
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ΘΕΜΑ 3ο  
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Επίσης  f (0) = 0.  Συνεπώς  f  συνεχής στο 0. 

 

 

β) Η  f  είναι συνεχής στο (0, +∞) ως γινόµενο συνεχών και συνεχής στο 0 λόγω του α. 

 

Άρα η  f  είναι συνεχής στο  [0, +∞). 

 

Για  x > 0: f ΄(x) = (x ln x)΄= (x)΄ ln x + x ⋅ (ln x)΄ 1ln
1

ln +=+= x

x

xx . 

 



e
xxxx΄f

1
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Έχουµε τον παρακάτω πίνακα µεταβολών: 
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• Στο 
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1
,0  η  f  είναι γνησίως φθίνουσα άρα: 
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• Στο 
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e

 η  f  είναι γνησίως αύξουσα άρα: 
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Εποµένως:  [ )( ) 
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γ.  

Επειδή 0>x

a

e , για κάθε 0≠x , για την εξίσωση =x
x

a

e  προκύπτει ο περιορισµός 

),0( +∞∈x . Με τον περιορισµό αυτό η εξίσωση x

a

ex =  γράφεται ισοδύναµα: 

axfaxx
x

a
xex x

a

=⇔=⇔=⇔= )(lnlnlnln ,  0>x     (1). 

Επειδή το σύνολο των τιµών της f  βρέθηκε 






+∞− ,

1

e

 προκύπτουν οι περιπτώσεις: 

i) Αν )
1

,(
e

a −−∞∈  η (1) είναι αδύνατη. 



ii) Αν 
e

a

1
−= , η τιµή 

e

1
−  είναι η ελάχιστη τιµή της f την οποία παίρνει µόνον για 

e
x

1
= .  

Έτσι η (1) έχει την ρίζα 
e

x
1

= . 

iii) Αν )0,
1

(
e

a −∈ , επειδή 
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e
f
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1
,00,

1
 και η f  είναι γνησίως φθίνουσα στο 










e

1

,0

 προκύπτει ότι, η (1) έχει ακριβώς µία ρίζα στο 








e

1

,0

 που είναι θετική. 

Επίσης επειδή 
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,
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f

e

 και η f είναι γνησίως αύξουσα στο 








+∞,

1

e

 

προκύπτει ότι η (1) έχει ακριβώς άλλη µία ρίζα στο 








+∞,

1

e

 που είναι επίσης θετική. 

iv) Αν 0=a  η (1) γίνεται 00ln =⇔= xxx  (απορρίπτεται) ή 10ln =⇔= xx . (Μία 

ρίζα θετική). 

 

v) Αν ( )+∞∈ ,0a  επειδή ( )




















∞+=









∞+−⊆+∞ ,

1
,

1
,0

e
f

e
 και η f  γνησίως 

αύξουσα στο 








+∞,
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e

, προκύπτει ότι η (1) έχει ακριβώς µία ρίζα στο 






∞+,

1

e
, που 

είναι θετική. 

 

 

δ. Είναι 0
1

)( >=
x

x΄΄f  για κάθε  x > 0. 

 

Άρα  f ΄ γνησίως αύξουσα στο (0, +∞). 

 

Η  f  ικανοποιεί τις προϋποθέσεις του Θ.Μ.Τ. στο [x, x + 1], για κάθε  x > 0. 

Άρα υπάρχει  ξ ∈ (x,  x + 1): )2())()1()(
1

)()1(
ξξ ΄fxfxf΄f

xx

xfxf
=−+⇔=

−+

−+
. 

Όµως )1()()1()1()(1

)2(αύξουσα γν.

+<−++<+< ⇒⇒ x΄fxfxfx΄f΄fx

΄f

ξξ . 



–h=u 

h → 0 

u → 0 

ΘΕΜΑ 4ο  

α) Το ∫
2

0

)( dttf  είναι πραγµατικός αριθµός.  

 Έτσι µπορούµε να θέσουµε Rkdttf ∈=∫
2

0

)( .  (1) 

 Τότε 45)310()( 3
−+= kxxxf  και άρα : 

( )[ ] =−+= ∫∫ dtkttdttf
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(2) 

 Από τις (1), (2)  προκύπτει ότι: k = 46 k - 90 ⇔ k = 2 

 Οπότε τελικά: 45620452)310()(
33

−+=−+= xxxxxf . 

 

β) Έστω  x ∈ � . Έχουµε: 
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αφού ή  g  από υπόθεση είναι δύο φορές παραγωγίσιµη. 

 

γ) (i) Έχουµε: 
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Οπότε xxxxxfxg 62045)45620(45)()( 33
+=+−+=+=′′ . 

H xxxg 620)(
3
+=′′  γράφεται: 
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Για 0=x  έχουµε: 1)0(
1
==′ cg . Οπότε  135)( 24

++= xxxg΄ . 

Η 135)( 24

++= xxxg΄  τώρα γράφεται: 
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++=  

Για  x = 0  έχουµε:  g (0) = c2 = 1 

Άρα 1)(
35

+++= xxxxg . 

 

 (ii) H  g(x) = x
5

 + x
3

 + x + 1  ως πολυωνυµική, είναι παραγωγίσιµη στο  �   µε  

g ΄(x) = 5x
4

 + 3x
2

 + 1. 

Όµως  g ΄(x) = 5x
4

 + 3x
2

 + 1 > 0 για κάθε  x ∈ � , οπότε η  g  είναι γνησίως 

αύξουσα στο  � , άρα και  '1–1'. 

 

 



ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 
 

ΘΕΜΑ 1ο 
Α. Θεωρία - Θεώρηµα σελίδα 251 σχολ. βιβλίου. 

Β. Θεωρία - Ορισµός σελίδα 213 σχολ. βιβλίου. 

 

Γ.  

α. Σωστό 

β. Σωστό 

γ. Λάθος 

δ. Λάθος 

ε. Λάθος 

 

 

ΘΕΜΑ 2ο 

Α. 

α. Έστω yixz +=  και Μ (x, y) η εικόνα του. Τότε iyix )12()12( −++=+ λλ . 

Άρα 12 += λx  και 12 −= λy . Έτσι όµως 22 −=⇔−=− xyxy . 

∆ηλαδή οι εικόνες των µιγαδικών  z  βρίσκονται στην ευθεία  2:)( −= xyε . 

β. Ο µιγαδικός  z0  µε το µικρότερο µέτρο έχει εικόνα το σηµείο  Μ  για το οποίο είναι 

ΟΜ ┴ (ε).  

O

M

-2

2

( ):ε y=x-2     

y

y΄

xx΄

 

 

Αφού ΟΜ ┴ (ε) 1111 −=⇒−=⋅⇒−=⋅⇒
Μ OΜOOM

λ λλλ
ε

. 

Άρα η εξίσωση της  ΟΜ  είναι: y = −x. 

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ 

ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ ΕΠΑ.Λ. (ΟΜΑ∆Α Β΄) 

2009 



Οι συντεταγµένες του  Μ  (σηµείου τοµής των  ΟΜ, ε)  προκύπτουν από τη λύση του 

συστήµατος των εξισώσεων  y = −x,  y = x − 2. 

Εποµένως  .
1

1

22
:









=
−=⇔









−=−
−=⇔









−=
−=

x
y

xx
xy

xy
xy

M  Άρα Μ(1, −1) και  z0 = 1 − i.  

 

Β.  Έστω  w = x + y i, µε  x, y ∈ R. Η εξίσωση 
0

2

12 zww =−+  γράφεται  

x
2 + y2 + x − y i

  − 12 = 1 − i ⇔ x2 + y2 + x − 12 − y i
 = 1 − i ⇔ x2 + y2 + x − 12 = 1  

και  y = 1 ⇔ x2 + x − 12 = 0  και  y = 1 ⇔ (x = −4  ή  x = 3)  και  y = 1. 

Άρα  w = −4 + i  ή  w = 3 + i. 

 

ΘΕΜΑ 3ο
 

 

Α. Ισχύει ότι  f (x) ≥ 1  για κάθε  x > −1. ∆ηλαδή  αx − ln(x + 1) ≥ 1  για κάθε  x > −1. 

Όµως  f (0) = 1, οπότε  f (x) ≥ f (0)  για κάθε  x > −1. 

Εποµένως η  f  παρουσιάζει στη θέση  x = 0  (ολικό, άρα και τοπικό) ελάχιστο το  f (0) = 1. 

Ακόµη η  f  είναι παραγωγίσιµη στο διάστηµα  (−1, +∞) ως διαφορά παραγωγίσιµων συνα-

ρτήσεων. 

Άρα σύµφωνα µε το θεώρηµα Fermat είναι  f ΄(0) = 0. 

Όµως 
1

1
ln)(

+

−=

x
aax΄f x , οπότε  f ΄(0) = 0 ⇔ lnα = 1 ⇔ α = e. 

B. 

α. Για  α = e  είναι  f (x) = ex – ln(x + 1). 

Η  f  είναι δύο φορές παραγωγίσιµη στο διάστηµα  (−1, +∞)  µε 
1

1
)(

+

−=

x
ex΄f x  και 

0
)1(

1

1

1
)(

2
>

+
+=









+
−=

x
e

΄

x
ex΄΄f xx  για κάθε  x ∈ (−1, +∞).  

Άρα η  f  είναι κυρτή. 

β. Αφού η  f  είναι κυρτή στο (−1, ∞) προκύπτει ότι η  f ΄ είναι γνησίως αύξουσα στο (−1, ∞), 

µε προφανή ρίζα  x = 0  που είναι και µοναδική αφού η   f ΄ είναι γνησίως αύξουσα. 

Έτσι αν  −1 < x < 0 ⇒ f ΄( x) < f ΄(0) = 0, ενώ αν  x > 0 ⇒ f ΄( x) > f ΄(0) = 0. 

∆ηλαδή η  f  είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστηµα (−1, 0] και γνησίως αύξουσα στο 

διάστηµα [0, +∞). 

γ. Η δοσµένη εξίσωση ισοδύναµα γράφεται: 
( ) ( )

0
)2()1(

)1(1)()2(1)(
=

−−

−−+−−

xx

xfxf γβ
. 



Θεωρούµε τη συνάρτηση  g (x)  = (f (β) − 1) (x − 2) + (f (γ) − 1) (x − 1), µε  x ∈ [1, 2]. 

H  g  είναι συνεχής στο R ως πολυωνυµική άρα και στο [1, 2] . 

• g (1) = − (f (β) − 1) = 1 − f (β) = f (0) − f (β) < 0, διότι  f (0) ολικό ελάχιστο της  f  και 

β ≠ 0, 

• g (2) = f (γ) − 1 = f (γ) − f (0) > 0, επίσης διότι  f (0) ολικό ελάχιστο της  f  και  γ ≠ 0 . 

*(Πιο αναλυτικά είναι  f (0) − f (β) <  0 διότι:  

Αν  β ∈ (−1, 0)  επειδή η  f  είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστηµα αυτό ισχύει:  

−1 < β < 0 ⇒ f (β) > f (0) ⇒ f (0) − f (β) < 0 

Αν  β ∈ (0, +∞), επειδή η  f  είναι γνησίως αύξουσα στο διάστηµα αυτό ισχύει:  

0 < β ⇔ f (0) > f (β). 

Οµοίως προκύπτει  f (γ) − f (0) > 0). 

 

Άρα  g (1) ⋅ g (2) < 0, οπότε λόγω του θεωρήµατος Bolzano υπάρχει  x0 ∈ (1, 2) ώστε 

g (x0) = 0 ⇔  (f (β) − 1) (x0 − 2) + (f (γ) − 1) (x0 − 1) = 0 ⇔  

( ) ( )
0

)2()1(

)1(1)0()2(1)(

00

00
=

−−

−−+−−
⇔

xx

xfxf β
. 

Άρα η δοσµένη εξίσωση έχει µια τουλάχιστον ρίζα στο (1, 2). 

 

*Παρατήρηση: Θέτοντας χάριν συντοµίας  f (β) − 1 = κ > 0  και  f (γ) − 1 = λ > 0 θα 

µπορούσαν να δοθούν και οι παρακάτω λύσεις: 

α) Η συνάρτηση 
21

)(
−

+

−

=

xx
xh

λκ
 µε πεδίο ορισµού το (1, 2) έχει όρια +∝ και −∝ 

αντίστοιχα όταν  x → 1+   και  x → 2−  ενώ αποδεικνύεται πολύ εύκολα ότι είναι και γνησίως 

φθίνουσα στο (1, 2), διότι  0
)2()1(

)(
22

<








−
+

−
−=

xx
xh

λκ
 για κάθε  x ∈ (1, 2), άρα έχει 

σύνολο τιµών το ),()(),( limlim
12

∞+−∞=

+
→

−
→

xhxh

xx

 και άρα το µηδέν περιέχεται στο σύνολο 

τιµών της δηλαδή η  h  έχει τουλάχιστον µια ρίζα στο (1, 2).  

Επίσης εναλλακτικά από το ότι η  h  έχει όρια +∝  και −∝  αντίστοιχα όταν  x→1+  και  

x→2−, προκύπτει ότι υπάρχουν αριθµοί  γ, δ  ώστε  1 < γ < δ < 2  µε  f (γ) > 0  και  f (δ) < 0 

οπότε λόγω του θεωρήµατος Bolzano στο διάστηµα (γ, δ) υπάρχει ρίζα της εξίσωσης h (x) = 0. 

 



β) Αλγεβρική λύση: 

Θέτοντας  ,0
21
=

−

+

− xx

λκ
  x ∈ (1, 2)  προκύπτει  0)

)2)(1(

)1()2(
=

−−

−+−

xx

xx λκ
 ⇔  

⇔ κ (x − 2) + λ (x − 1) = 0 ⇔ (κ + λ)  x = 2κ + λ ⇔ 
λκ

λκ

+

+
=
2

x .  

Η τιµή αυτή είναι αποδεκτή ως ρίζα της εξίσωσης αφού  

2
222

1 =

+

+
<

+

+
<

+

+
=

λκ

λκ

λκ

λκ

λκ

λκ
 (και είναι µάλιστα µοναδική ρίζα). 

 

ΘΕΜΑ 4
ο

 

 
α) Η  f  συνεχής στο [0, 2] άρα και η  t f (t) είναι συνεχής στο [0, 2].  

Εποµένως η συνάρτηση H (x) είναι παραγωγίσιµη στο [0, 2], άρα είναι και συνεχής. 

Η συνάρτηση ttf
x

d)(
0∫  είναι παραγωγίσιµη στο [0, 2] αφού η f είναι συνεχής στο [0, 2]. 

Άρα η G είναι συνεχής στο (0, 2] ως διαφορά συνεχών συναρτήσεων. 

 

Εξετάζουµε τη συνέχεια της συνάρτησης  G  στη θέση  x0 = 0. 

Είναι  33003d)(
)(

0

0

lim =+−=







+− ∫

+
→

ttf
x

xH x

x

, διότι: 

=







==
∫∫

+→










+→
+→ )'(

'
d)(d)()( 0

0

0

0

DLH

0

00

limlimlim x

ttft

x

ttft

x

xH

x

x

x

x
x

0)0(0
1

)(
lim

0

=⋅=

+
→

f
xfx

x

. 

(είναι )0()(lim
0

fxf
x

=

+
→

, αφού η  f  είναι συνεχής στο [0, 2], και 

∫ ∫ ==

+
→

x

x

ttftttft
0

0

00

0d)(d)(lim  διότι η συνάρτηση  t f (t)  είναι συνεχής, άρα η ttft
x

d)(
0∫  

παραγωγίσιµη άρα και συνεχής. 

 

Επίσης 
( )( )

( )
=

−+

−+−−
=

−−
=

→→
22

22

0
2

2

0 11

1111
lim6

11
lim6)0(

tt

tt

t

t
G

tt

 

( ) ( )
3

2

1
6

11
lim6

11

11
lim6

22

2

022

2

0

=⋅=

−+

=

−+

+−
=

→→ tt

t

tt

t

tt

. 

Οπότε 3)0()(lim
0

==

+
→

GxG
x

. 



Άρα η συνάρτηση  G  είναι συνεχής και στο  x0 = 0. 

Εποµένως η  G  είναι συνεχής στο [0, 2]. 

 
β. Στο διάστηµα (0, 2) είναι: 
 
• η συνάρτηση  Η  παραγωγίσιµη αφού η  f  είναι συνεχής, µε  Η ΄(x) = x f (x). 
• η συνάρτηση  x  παραγωγίσιµη ως πολυωνυµική µε  (x)΄ = 1. 
 

Άρα και η συνάρτηση 
x

xH )(
 είναι παραγωγίσιµη ως πηλίκο παραγωγισίµων συναρτήσεων 

µε:  

=
−⋅

=
′









2

))(()()(

x

΄xxHxxH΄

x

xH
=

⋅−⋅⋅ ∫
2

0

d)()(

x

ttftxxfx
x

2

0

d)(
)(

x

ttft
xf

x

∫ ⋅

− . 

 
Επίσης στο ίδιο διάστηµα, αφού η  f  είναι συνεχής συνάρτηση θα είναι παραγωγίσιµη και η 

συνάρτηση ∫
x

ttf
0

d)(  µε )(d)(
0

xfttf
x

=
′





 ∫ . 

Άρα η συνάρτηση  G  είναι παραγωγίσιµη ως διαφορά παραγωγίσιµων συναρτήσεων µε:  

22

0 )(
)(

d)(
)()(

x

xH
xf

x

ttft
xfxG΄

x

−=−−=

∫
,  0 < x < 2. 

 

γ. Η συνάρτηση  G  είναι συνεχής στο [0, 2] και παραγωγίσιµη στο (0, 2), µε  G(0) = 3 (από 

το β ερώτηµα). 

Βρίσκουµε την τιµή της G στη θέση ∫ +−==

2

0

3d)(
2

)2(
)2(:2 ttf

H
Gx    (1). 

Όµως  

⇒=−∫ 0d)()2(

2

0

ttft ∫∫∫∫∫ =⇒=⇒=−

2

0

2

0

2

0

2

0

2

0

d)(2)2(d)(2d)(0d)(2d)( ttfHttfttftttfttft . 

Έτσι λόγω της (1) είναι  

)0(33d)(
2

d)(2

)2(
2

0

2

0 Gttf

ttf

G ==+−= ∫
∫

.  

Ισχύουν εποµένως για τη συνάρτηση  G  οι προϋποθέσεις του θεωρήµατος Rolle στο 

διάστηµα [0, 2], άρα υπάρχει ένα τουλάχιστον  α ∈ (0, 2) τέτοιο ώστε  G ΄(α) = 0. 

Όµως από β ερώτηµα  
2

)(
)(

α

α

α

H
G΄ −= . 

Άρα είναι  Η (α) = 0. 



 

δ. Η συνάρτηση G είναι συνεχής στο [0, α] και παραγωγίσιµη στο (0, α). Άρα ισχύουν οι 

προϋποθέσεις του θεωρήµατος µέσης τιµής. 

Εποµένως υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ ∈ (0, α):  

⇔
∫ =

−+−

=−⇔

−

−
=

0)(
0

2

33d)(
)(

)(

0

)0()(
)(

aHttf
H

H

a

GaG
G΄

α

α

α

ξ

ξ
ξ

α

 

 

⇔−=−

∫∫
αξ

α

0

2

ξ

0
d)(d)( ttfttft

∫∫ =

αξ

ξα
0

2

0

d)(d)( ttfttft .  
 

*β’ τρόπος: 

Αρκεί να δειχθεί ότι υπάρχει ρίζα στο (0, α), µε  α ∈ (0, 2) για την εξίσωση: 

⇔−=−⇔=⇔⋅= ∫∫∫∫
ααα

α

αα

0

2

0

2

0

2

0

d)(
1)(

d)()(d)(d)( ttf
x

xH
ttfxxHttfxtttf

x

 

0d)(
1

)(
0

=+⇔ ∫
α

ttf
a

xG΄  ⇔ 0d)()(
0

=













+ ∫

΄

ttf
x

xG

α

α

      (1). 

Θεωρούµε τη συνάρτηση ∫+=

a

ttf
x

xGxP
0

d)()()(
α

 (αρχική της ∫+

α

α
0

d)()( ttf
x

xG΄ ), για 

την οποία έχουµε : 

α) είναι συνεχής στο [0, α) ως άθροισµα της συνεχούς  G  (από το α’ ερώτηµα) και της 

πολυωνυµικής xttf













∫
α

α
0

d)(
1

. 

β) είναι παραγωγίσιµη στο (0, α) ως άθροισµα της παραγωγίσιµης  G  (από το β’ ερώτηµα) 

και της πολυωνυµικής, xttf













∫
α

α
0

d)(
1

 µε ∫+=

α

α
0

d)(
1

)()( ttfxG΄xP΄ . 

γ) Ρ (0) = Ρ (α) = 3 διότι 

Ρ (0) = G (0) + 0 = 3 και 

33
0

3
)(

d)(3d)(
)(

d)()()(
000

=+=+=++−=+= ∫∫∫
ααα

α

αα

ααα

aH
ttfttf

H
ttfGP . 



Έτσι ισχύουν οι προϋποθέσεις του θεωρήµατος Rolle και άρα υπάρχει ξ ∈ (0, α) ώστε 

⇔=′ 0)(ξP 0d)(
1

)(0)(
0

=+⇔= ∫
α

α
ξξ ttfG΄P΄ , δηλαδή αποδείχθηκε ότι η εξίσωση (1) 

έχει ρίζα  ξ ∈ (0, α). 

 



ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ 
ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ Γ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ & ΕΠΑ.Λ. Β΄ 

19 ΜΑΪΟΥ 2010 
ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 

ΘΕΜΑ Α 
Α1. Θεωρία, θεώρηµα, σελίδα 304 σχολικού βιβλίου. 
Α2. Θεωρία, ορισµός, σελίδα 279 σχολικού βιβλίου. 
Α3. Θεωρία, ορισµός, σελίδα 273 σχολικού βιβλίου. 
Α4. 

α β γ δ ε 
Σ Σ Λ Λ Σ 

 
ΘΕΜΑ Β 

Β1. Είναι: 22 2 2 2 0z z z
z

+ = ⇔ − + = . 

Άρα 1 2
2 2 2 21 , 12 2

i iz i z i− +
= = − = = + . 

 
Β2. Είναι: 2010 2010 2010 2010

1 2 (1 ) (1 )z z i i+ = − + + =
1005 10052 2(1 ) (1 )i i   − + + =     

 
1005 1005(1 2 1) (1 2 1)i i= − − + + − = 1005 1005( 2 ) (2 )i i− + = 1005 1005 1005 1005( 2) 2i i− ⋅ + ⋅ =  

 
1005 2 502 1005 2 502( 2) ( ) 2 ( )i i i i= − ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ = 1005 1005 1005 1005( 2 ) (2 ) 2 2 0i i i i− ⋅ + ⋅ = − ⋅ + ⋅ =  

 
2η λύση: 
 
Είναι:   
 

2010 2010(1 ) (1 )i i− + + =  [ ]20102010(1 ) (1 )i i i− + − =  
 

2010 2010 2010(1 ) (1 )i i i= − + ⋅ − = 2010 2010(1 ) (1 )i i− ⋅ + = 2010(1 ) (1 1) 0i− ⋅ − =  
 
Β3. Είναι  

 
| w – 4 + 3i | = |z1 – z2| = |1 – i – 1 – i | = |– 2i | = 2 
 
Έστω  w = x + ψ i, τότε 
 
| x + ψi – 4 + 3i | = 2   ⇔   | (x – 4) + (ψ + 3)i | = 2   ⇔   (x – 4)2 + (ψ + 3)2 = 4 
 



Εποµένως ο γεωµετρικός τόπος των εικόνων του w είναι ο κύκλος µε κέντρο το 
σηµείο Κ (4, –3) και ακτίνα ρ = 2.  
 

 
Β4. Το |w| είναι η απόσταση της εικόνας Μ(w) από την αρχή Ο(0, 0), δηλαδή το µήκος 

(ΟΜ). Από τη Γεωµετρία όµως, γνωρίζουµε ότι αν η ευθεία ΟΚ τέµνει τον κύκλο στα 
σηµεία Α και Β τότε 

(ΟΑ) ≤ (ΟΜ) ≤ (ΟΒ)  (1) 
 
που σηµαίνει ότι η µέγιστη τιµή του |w| είναι το µήκος (ΟΒ) και η ελάχιστη το µήκος 
(ΟΑ). 
 
Όµως 
• (ΟΑ) = (ΟΚ) – ρ = 5 – 2 = 3    (2)    και 
• (ΟΒ) = (ΟΚ) + ρ = 5 + 2 = 7    (3) 
 

O
A

K(4,-3)

B
M(w)

  
Εποµένως, λόγω των (1),(2) και (3) έχουµε   3 ≤ |w| ≤ 7. 

 
2η λύση: 
 
Γράφουµε : 

( 4 3 ) ( 4 3 )w w i i= + − + − − +  
Οπότε σύµφωνα µε την τριγωνική ανισότητα έχουµε: 

( 4 3 ) 4 3 ( 4 3 ) ( 4 3 ) ( 4 3 ) 4 3w i i w i i w i i+ − + − − + ≤ + − + − − + ≤ + − + + − +  ή 

1 2 1 24 3 4 3z z i w z z i− − − + ≤ ≤ − + − +      ή     2 5 2 5w− ≤ ≤ + . 

Άρα 3 7w≤ ≤ . 
 
 



ΘΕΜΑ Γ 

Γ1. Η f είναι συνεχής και παραγωγίσιµη στο ℜ, ως αποτέλεσµα πράξεων συνεχών και 
παραγωγίσιµων συναρτήσεων µε παράγωγο: 

2 2
2

2 2 2 2
1 2 2 2 2 2( 1)( ) 2 ( 1) 21 1 1 1

x x x x xf x xx x x x
+ + + +′ ′= + + = + = =

+ + + +
. 

Επειδή 2 1 0x x+ + >  καθώς και 2 1 0x + >  για κάθε x∈ℜ , είναι ( ) 0f x′ >  για κάθε 
x∈ℜ . Άρα η f είναι γνησίως αύξουσα στο ℜ. 

 
Γ2. Η δοσµένη εξίσωση γράφεται ισοδύναµα: 
 

2 2 42( 3 2) ln (3 2) 1 ln( 1)x x x x − + = − + − + ⇔   
 

2 2 42 2(3 2) ln (3 2) 1 ln( 1)x x x x − − = − + − + ⇔   
 

2 4 22 ln( 1) ln (3 2) 1 2(3 2)x x x x + + = − + + − ⇔   
 

2 4 22 ln( 1) 2(3 2) ln (3 2) 1x x x x + + = − + − + ⇔   2( ) (3 2) (1)f x f x= −  
 
Επειδή η f είναι γνησίως αύξουσα, θα είναι και 1-1. 
Εποµένως από την (1) προκύπτει  
x2 = 3x − 2 ⇔ x2 − 3x + 2 = 0. Άρα x = 1 ή x =2. 

Γ3. Είναι 
2 2

2 2 2 2
2 ( 1) ( 1)( ) 2 2 21 1 ( 1)
x x x x x xf x x x x

′ ′ ′ ′+ − +   ′′ = + = = =   + + +     

2 2 2

2 2 2 2
1 2 2(1 )2 ( 1) ( 1)

x x x

x x

+ − −
= =

+ +
. 

Είναι ( ) 0 1 1f x x ή x′′ = ⇔ = − = , ενώ είναι ( ) 0 ( 1,1)f x x′′ > ⇔ ∈ −  και 
( ) 0 ( , 1) (1, )f x x′′ < ⇔ ∈ −∞ − ∪ +∞ . 

Έτσι η Cf έχει σηµεία καµπής στα σηµεία µε τετµηµένες 1 21, 1x x= − = . 
• Η εφαπτόµενη της Cf στο 1 1x = −  έχει εξίσωση (ε1): 

( 1) ( 1)( 1) ( 2 ln 2) 1( 1) ln 2 1y f f x y x y x′− − = − + ⇔ − − + = + ⇔ = + −  
Για x = 0 προκύπτει ln 2 1y = −  



• Η εφαπτόµενη της Cf στο 2 1x =  έχει εξίσωση (ε2): 
(1) (1)( 1) (2 ln 2) 3( 1) 3 1 ln 2y f f x y x y x′− = − ⇔ − + = − ⇔ = − +  

Για x = 0 προκύπτει ln 2 1y = − .  
Οι (ε1) και (ε2) τέµνονται στο σηµείο Μ(0, ln 2 − 1) του άξονα y y′ . 

Γ4. 
1 1 1 1

2 2 2 2 2

1 1 1 1

1( ) (2 ln( 1)) 2 ( 1) ln( 1)2x f x dx x x x dx x dx x x dx
− − − −

′= + + = + + + =∫ ∫ ∫ ∫  
1 12 2 2 1 2 2

1 1
1

1 12 [( 1) ln( 1)] ( 1) ln( 1)2 2x dx x x x x dx
−

−

−

′ = + + + − + + = ∫ ∫  
1 112 2 2 2

211 1

1 1 22 ( 1) ln( 1) ( 1)2 2 ( 1)
xx dx x x x dx

x−− −

 = + + + − + =  +∫ ∫  
13 12

1
1

1 1 2 1 42 0 2 (1 1)3 2 2 3 2 3
x

x
−

−

   = + ⋅ − = − − =     . 
 
 
ΘΕΜΑ ∆ 

∆1. Η συνάρτηση ( ) ( )
tt f t tϕ =
−

 είναι 
α) ορισµένη σε όλο το ℜ αφού  f (t) ≠ t  για κάθε  t ∈ ℜ  και  
β) συνεχής σε όλο το ℜ, ως πηλίκο συνεχών. 
Έτσι η συνάρτηση 

0
( ) ( ) d 3xf x t t xϕ= + +∫  είναι παραγωγίσιµη στο ℜ, µε 

( ) ( )'( ) ( ) 1 1( ) ( ) ( )
x x f x x f xf x x f x x f x x f x xϕ + −

= + = + = =
− − −

,  x ∈ ℜ. 
 
∆2. Η g είναι συνεχής και παραγωγίσιµη στο ℜ, ως αποτέλεσµα πράξεων συνεχών και 

παραγωγίσιµων συναρτήσεων µε παράγωγο: 
( )2( ) ( ) 2 ( ) ΄g΄ x f x x f x = − ⋅ =   2 ( ) ( ) 2 ( ) 2 ( )f x f ΄ x f x x f ΄ x⋅ − − ⋅ =  

 
( ) ( 1)

2 ( ) ( ) 2 ( )f ΄ x f x x f x
∆

= − − = ( )( )2 ( ) 2 ( ) 0( )
f x f x x f xf x x − − =
−

,  x ∈ ℜ. 
Άρα η g είναι συνεχής στο ℜ. 

 
∆3. Είναι:  0

0
(0) 0 3 3( )

tf dtf t t= + + =
−∫ . 

 
Λόγω του ∆2 είναι g (x) = c, c∈ℜ , για κάθε x ∈ ℜ, άρα ( )2( ) 2 ( ) ,f x x f x c− ⋅ =  για 
κάθε x ∈ ℜ. 
 
Για x = 0 προκύπτει ( )2(0) 2 0 (0) 9c f f= − ⋅ ⋅ = . 



 
Έτσι ( )2( ) 2 ( ) 9f x x f x− ⋅ = ⇔  ( )2 2 2( ) 2 ( ) 9f x x f x x x− ⋅ + = + ⇔  
 
( )2 2( ) 9. (1)f x x x− = +  
 
Αν θέσουµε h (x) = f (x) − x, έχουµε ότι η συνάρτηση h είναι συνεχής στο ℜ και 
h (x) ≠ 0 για κάθε x ∈ ℜ, αφού f (x) ≠ x,  x ∈ ℜ. 
 
Άρα η h διατηρεί σταθερό πρόσηµο στο ℜ, δηλαδή είναι    
ή   h (x) > 0 για κάθε x ∈ ℜ   ή   h (x) < 0 για κάθε x ∈ ℜ. 
 
Όµως h (0) = f (0) − 0 = 3 > 0 άρα  
 
h (x) > 0,  x ∈ ℜ και f (x) > x,  x ∈ ℜ.     (2). 
 
Από την (1) προκύπτει ότι  
 

(2)2( ) 9f x x x− = + ⇔ 2( ) 9f x x x− = + ⇔ 2( ) 9f x x x= + + ,  x ∈ ℜ. 
 
∆4. Έστω 

1

( ) ( ) ,
x

x

F x f t dt x
+

= ∈ℜ∫ . 

Είναι 
1

( ) ( ) ( ) ,
x x

c c

F x f t dt f t dt x R
+

= − ∈∫ ∫ , c ∈ ℜ. 
και ( ) ( 1) ( ),F x f x f x x′ = + − ∈ℜ . (1) 

Όµως 
2 2

2 2 2 2

9( ) 1 0,
9 9 9 9

x xx x x x xf x x
x x x x

++ + +′ = + = > = ≥ ∈ℜ
+ + + +

. 

∆ηλαδή ( ) 0f x′ >  για κάθε x R∈ , άρα η f είναι γνησίως αύξουσα στο ℜ. 
Προκύπτει έτσι: 1 ( ) ( 1) ( 1) ( ) 0,x x f x f x f x f x< + ⇒ < + ⇒ + − >  x∈ℜ . (2) 
Λόγω των (1), (2) η F είναι γνησίως αύξουσα στο ℜ.  
Εποµένως: 1 ( ) ( 1)x x F x F x< + ⇔ < + ⇔

1 2

1
( ) ( )x x

x x
f t dt f t dt+ +

+
<∫ ∫ . 

 
2η λύση: 
Η ( ) ( )x

a
F x f t dt= ∫  είναι µια αρχική της  f  στο ℜ και η προς απόδειξη ανισότητα  

γράφεται 
( 1) ( ) ( 2) ( 1)( 1) ( ) ( 2) ( 1) ( 1) ( 2) ( 1)

F x F x F x F xF x F x F x F x x x x x
+ − + − +

+ − < + − + ⇔ <
+ − + − +

. 



Από Θ.Μ.Τ. για την F στα διαστήµατα [x, x + 1] και [x + 1, x + 2] προκύπτει ότι 
υπάρχουν αντίστοιχα ξ1 ∈ (x1, x1 + 1) και ξ2 ∈ (x + 1, x + 2) ώστε  
 

1 1
( 1) ( ) ( ) ( )( 1)

F x F x F΄ fx x ξ ξ+ −
= =

+ −
 και 2 2

( 2) ( 1) ( ) ( )( 2) ( 1)
F x F x F΄ fx x ξ ξ+ − +

= =
+ − +

. 

 
Έτσι αρκεί να δειχθεί  f (ξ1) < f (ξ2) µε ξ1 < ξ2, ή ισοδύναµα ότι η  f  είναι γνησίως 
αύξουσα. Πράγµατι: 

( )2
2

( ) 9 1
9

΄ xf ΄ x x x
x

= + + = + =
+

2 2

2 2 2

9 0,
9 9 9

x xx x x x

x x x

++ + +
> = ≥

+ + +
 για κάθε 

x ∈ ℜ, δηλαδή f ΄(x) > 0 για κάθε x ∈ ℜ και η  f  γνησίως αύξουσα στο ℜ. 
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ΘΕΜΑ Α 
Α1. Θεωρία (θεώρ. Fermat) σχολικό βιβλίο, σελ. 260-261. 
 
Α2. Θεωρία (ορισµός) σχολικό βιβλίο, σελ. 280. 
 
Α3. 

α β γ δ ε 
Σ Σ Λ Λ Σ 

 
ΘΕΜΑ Β 
B1. Έχουµε από υπόθεση ότι: 

z 3i z 3i 2− + + =   (1) 
Όµως z 3i z 3i z 3i+ = + = −   (2) 
Οπότε από τις (1) και (2) προκύπτει ότι: 
z 3i z 3i 2− + − = ⇔ 2 z 3i 2− = ⇔ z 3i 1− =   (3). 

Αν  z = x + yi  η (3) γράφεται: 2 2( 3) 1 ( 3) 1x y i x y+ − = ⇔ + − =  
Εποµένως ο γεωµετρικός τόπος των εικόνων των z είναι κύκλος µε κέντρο το σηµείο 
Κ(0,3) και ακτίνα  ρ = 1. 

 
Β2. Από το ερώτηµα Β1 έχουµε: 3 1z i− =  

Οπότε  ( )2 13 1 ( 3 ) ( 3 ) 1 ( 3 ) 3 1 3 3z i z i z i z i z i z i
z i

− = ⇔ − ⋅ − = ⇔ − ⋅ + = ⇔ + =
−

. 

Β3. Σύµφωνα µε την προηγούµενη ισότητα ο w γράφεται  
 

13 3 3 2Re( )3w z i z i z i z z z R
z i

= − + = − + + = + = ∈
−

. 
 
Όµως από τον γεωµετρικό τόπο των εικόνων των z  έχουµε ότι:  x2 ≤ 1 ⇔ –1 ≤ x ≤ 1. 

 Και επειδή  x = Re(z) προκύπτει ότι: 1 Re( ) 1z− ≤ ≤ . 
Οπότε:  2 2Re( ) 2z− ≤ ≤ . Άρα 2 2w− ≤ ≤ . 
 

B4. Είναι:  1 13 3 3 3 | |3 3z w z z i i i z i z z
z i z i

− = − + − = − = − − = − =
− −

. 



ΘΕΜΑ Γ 
Γ1. Η δοσµένη σχέση γράφεται: 

1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ))
( ( ) ) ( ( )) ( ) ( ) ,
x x x

x x x x

e f x e f x e x f x
e f x e x f x e f x e x f x c c R

′ ′ ′′ ′ ′ ′⋅ + ⋅ − = ⋅ ⇔
′ ′ ′ ′ ′ ′⋅ − = ⋅ ⇔ ⋅ − = ⋅ + ∈

 

Για x = 0 προκύπτει: 
0 0

1(0) 0 (0)e f e f c′ ′⋅ − = ⋅ +   και λόγω των δεδοµένων αρχικών συνθηκών είναι 

1 1c =− . 
Η τελευταία σχέση έτσι γράφεται: 

2

(*) 1( ) ( ) 1 ( )( ) 1 ( )

( ) ln( ) ( ) ln( ) .

x
x x x x

x

x x

ee f x e x f x f x e x e f x e x
f x e x f x e x c

−′ ′ ′ ′⋅ − = ⋅ − ⇔ − = − = ⇔⇔ −
′′  ⇔ = − ⇔ = − + 

 

Για x = 0 προκύπτει 2 0c = . 
Έτσι ( ) ln( )xf x e x= − . 
(*) Αν θέσουµε ( ) ,xh x e x x R= − ∈ , είναι: 
( ) 1,xh x e x R′ = − ∈ . 

1 1
0( ) 0 1 0.

xe
x xh x e e e x

−

′ = ⇔ = ⇔ = ⇔ =  
0( ) 0 1 0

xe
x xh x e e e x

↑′ > ⇔ > ⇔ > ⇔ > . 
0( ) 0 1 0

xe
x xh x e e e x↑′ < ⇔ < ⇔ < ⇔ < . 

x

h
h

+0
+0

1  
Έτσι η h έχει ολικό ελάχιστο στη θέση x=0 την τιµή 0(0) 0 1.h e= − =  
∆ηλαδή ( ) 1 0,h x ≥ > για κάθε x R∈ . 

Γ2. Είναι 1( ) ln( )
x

x

x

ef x e x e x
−′′  = − =  − . 

Λόγω της παρατήρησης (*) του ερωτήµατος Γ1 οι ρίζες και το πρόσηµο, συνεπώς ο 
πίνακας µεταβολών της f εξαρτάται µόνον από τις ρίζες και το πρόσηµο του 
αριθµητού. ( ) 1xh x e′ = − . 
Συνεπώς ( ) 0 0f x x′ = ⇔ = . 



( ) 0 0f x x′ > ⇔ > . 
( ) 0 0f x x′ < ⇔ < . 

Άρα η f είναι: γνησίως φθίνουσα στο ( ,0]−∞ ,  γνησίως αύξουσα στο [0, )+∞  
και παρουσιάζει ολικό ελάχιστο στη θέση x = 0 την τιµή 0(0) ln( 0) ln1 0.f e= − = =  

Γ3. Είναι: ( ) ( ) ( )( )
( )2

1 11( )
x x x xx

x x

e e x e e xef ΄΄ x e x e x

′ ′′ − − − − − −= = = −  −
 

 
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )
( )

2

2 2

1 1 1x x x x x x x

x x

e e x e e e e x e

e x e x

− − − − − − −
= = =

− −

 

 

( ) ( )
2 2

2 2
( 2 1) (2 ) 1x x x x x

x x

e xe e e x e
e x e x

− − − + − −= =
− −

. 

Θέτουµε ( ) (2 ) 1,xx x e x Rϕ = − − ∈ .  
 
Είναι: 

φ΄(x) = –ex+ (2 – x) ⋅ ex = ex (1 – x) 
φ΄(x) = 0 ⇔  x = 1 
φ΄(x) > 0 ⇔  x < 1 
φ΄(x) < 0 ⇔  x > 1 
 

x
Φ

+1
+

e - 1-

0
Φ   

Προκύπτει ότι η  φ  είναι γνησίως αύξουσα στο (–∞, 1], γνησίως φθίνουσα 
στο [1, +∞) και έχει ολικό µέγιστο φ (1) = e – 1 > 0. 
Βρίσκουµε τώρα τα όρια της  φ  στα –∞, +∞: 
 

( ) (2 ) 1lim lim x

x x

x x eϕ
→+∞ →+∞

 = − ⋅ − = −∞   
 

( )
( )
22(2 )lim lim limx

x x
x x x

x ΄xx e
e e ΄

+∞

+∞

− −
→−∞ →−∞ →−∞

−−
− ⋅ = = =

1 1 0lim limx x
x xe e− −
→−∞ →−∞

− −
= =

−
 

 
Έτσι ( ) 1.lim

x

xϕ
→−∞

= −  
 



Λόγω της συνέχειας και της µονοτονίας της  φ  είναι  
 
( ]( ) ( ) ( )( ( ],1 lim , 1 1, 1 .

x
x eϕ ϕ ϕ

→−∞

−∞ = = − −  
 
[ )( ) ( ) ( )( ( ]1, lim , 1 , 1 .

x
x eϕ ϕ ϕ

→+∞

+∞ = = −∞ −  
Παρατηρούµε ότι: 
• ( )0 ( ,1]ϕ∈ −∞  άρα υπάρχει 1 ( ,1]x ∈ −∞  ώστε 1( ) 0xϕ = . 

Εν τω µεταξύ η φ είναι γνησίως αύξουσα, άρα εκατέρωθεν του 1x  αλλάζει 
πρόσηµο. ∆ιότι µε x < x1 είναι  φ(x) < φ(x1)  ⇔  φ(x1) < 0 
Ενώ µε  1 > x > x1  είναι  φ(x) > φ(x1)  ⇔  φ(x) > 0. 
Έτσι ισοδύναµα (επειδή 2( ) 0xe x− >  για κάθε x R∈ ) η f ′′  έχει µία µόνο 
ρίζα στο ( ,1]−∞ , εκατέρωθεν της οποίας αλλάζει πρόσηµο. 

• Όµοια τώρα [ ]( )0 1,ϕ∈ +∞ άρα υπάρχει 2 [1, )x ∈ +∞ , ώστε 2( ) 0xϕ = . Εν τω 
µεταξύ η φ είναι γνησίως φθίνουσα άρα εκατέρωθεν του 2x  αλλάζει πρόσηµο. 
∆ιότι µε 1 < x < x2  είναι  φ(x) > φ(x2)  ⇔  φ(x) > 0 
Ενώ µε  x > x2  είναι  φ(x) < φ(x2)  ⇔  φ(x) < 0. 
Έτσι η f ′′  έχει επίσης µία µόνο ρίζα 2x  στο [1, )+∞ , εκατέρωθεν της οποίας 
αλλάζει πρόσηµο. Άρα τελικά, η f έχει ακριβώς δύο σηµεία καµπής στις 
θέσεις 1 2,x x . 

 
Γ4. Θέτουµε ( ) ln( ) συν ( ) συν , .xg x e x x f x x x R= − − = − ∈  

• Ύπαρξη : Η g είναι συνεχής ως διαφορά συνεχών στο R, άρα και στο 0, 2
π    . 

Είναι (0) (0) συν(0) 1 0g f= − =− <  

συν .
2 2 2 2

g f fπ π π π     = − =            

Όµως f ↑  στο [0, )+∞ , άρα είναι 0 (0) 0.2 2 2f f fπ π π   > ⇒ > ⇒ >        

Έτσι (0) 02g g π ⋅ <   , οπότε λόγω του Θ. Bolzano η g έχει µία ρίζα στο 

διάστηµα 0, 2
π    . 



• Μοναδικότητα:  

Θα δείξουµε ότι η g είναι γνησίως αύξουσα στο 0, 2
π    , οπότε η ρίζα θα είναι 

µοναδική. 

Έστω 1 2, 0, 2x x
π ∈   µε 1 2x x<  τότε  

1 2( ) ( )f x f x<  διότι f ↑  στο [0, )+∞  

1 2συν συνx x>  διότι συν x ↓  στο 0, 2
π     

Άρα 1 2συν συνx x− < − . 
Έτσι όµως 2 1 2 2( ) συν ( ) συνf x x f x x− < − , άρα 1 2( ) ( )g x g x< . 

Άρα g γνησίως αύξουσα στο 0, 2
π    . 

Παρατήρηση (2ος τρόπος για τη µονοτονία): 
Η µονοτονία της  g  στο [0, π/2] µπορεί να προκύψει και ως εξής: 
g΄(x) = f΄(x) + ηµ x. Όµως  f΄(x) > 0, για κάθε x ∈ (0, +∞) άρα και για κάθε x ∈ (0, 
π/2), ενώ επίσης ηµ x > 0 για κάθε  x ∈ (0, π/2).  
Άρα  g΄(x) > 0 για κάθε x ∈ (0, π/2) και εποµένως  g  γνησίως αύξουσα στο [0, π/2]. 
 
 

ΘΕΜΑ ∆ 
∆1. Έχουµε ότι: 

2

2
0

1 ( ) dt( )
x t

x

f x e
e g x t

−−
=

+∫  
 
Θέτουµε:  x + t = u ⇔ t = u – x. Οπότε:  dt = du. 
 
Ακόµη για  t = 0  έχουµε  u = x  και για  t = – x  έχουµε  u = 0. 
 
Εποµένως: 

0 0 02 2 2 2
2 2

2
1 ( ) du du du( ) ( ) ( )

u x u u
x x

x

x x x

f x e e ee ee g u g u g u
−

− −
−

= = = ⇔∫ ∫ ∫  
 

2 2
2 2

0 0

1 ( ) du 1 ( ) du( ) ( )
x xu u

x x e ef x e e f xg u g u
−⇔ − = − ⇔ − = −∫ ∫  

 



Άρα 
2

0

( ) 1 du (1)( )
x uef x g u= + ∫  

 
Με ανάλογο τρόπο προκύπτει ότι: 
 

2

0

( ) 1 du (2)( )
x ueg x f u= + ∫  

 
Επειδή οι συναρτήσεις ( ) ( )

2 2

και
u ue e

g u f u  είναι συνεχείς στο [0, x] µε x ∈ R 

συµπεραίνουµε ότι οι συναρτήσεις 
2 2

0 0

du και du( ) ( )
x xu ue e
g u f u∫ ∫  είναι παραγωγίσιµες 

στο R, εποµένως και οι συναρτήσεις f και  g είναι παραγωγίσιµες στο R. 
 

2 2

( ) και ( )( ) ( )
x xe ef ΄ x g΄ xg x f x= =  

 
οπότε ( ) 2 2( ) και ( ) ( )x xf ΄ x g x e g΄ x f x e= =  
 
άρα 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0

( ) 0
g x

f ΄ x g x g΄ x f x f ΄ x g x g΄ x f x
>

= ⇔ − = ⇒  
 

( ) ( ) ( )
2

( ) ( )0 0( ) ( )
f ΄ x g x g΄ x f x f x

g x g x
′−  ⇔ = ⇔ =   . 

 
Από την τελευταία προκύπτει ότι: ( )

( )
f x cg x =  

 
και επειδή 

(1)&(2)
(0) (0) 1,f g= =  θα είναι c = 1.  

 
Άρα ( ) ( )f x g x= . 

 
∆2. Επειδή είναι:  

2

( ) ( )
xef x f x′ = ⇔     (Ερώτηµα ∆1) 

( ) ( )2 2 2 2( ) ( ) 2 ( ) ( ) 2 ( )x x xf x f x e f x f x e f x e′ ′′ ′= ⇔ = ⇔ =  
Σύµφωνα µε γνωστό θεώρηµα (συνέπεια του Θ.Μ.Τ.) έχουµε: 
2 2( ) xf x e c= +  

Όµως (0) 1f = , οπότε 0c= . 
Άρα [ ] 222 2( ) ( ) ( )x x xf x e f x e f x e = ⇔ = ⇔ =   



Και επειδή ( ) 0f x > , προκύπτει ότι ( ) xf x e= . 
 
∆3. Είναι  

1
1

1 10 0 0 0 0

ln ( ) lnlim lim lim lim lim ( ' ) (*)11
x x

x

x x x x x
x x

f x e x ex e De L Hospital
f e e xx

− − − − −

+∞−
−∞−

→ → → → →

 = = = ⋅ = =      
 

1

12

0 0
2

1

lim lim
1

x

x

x x

e
x

e

x

− −

−

−

→ →

 ⋅   =− =−∞ −  
. 

(*): Θέτουµε 1 y
x
=  οπότε το 

1

0
lim lim1

yx

yx

e e
y

x
−

−
−

→−∞→
= : +∞

−∞
. 

 
∆4. Είναι 2( ) ( ) 0F x f x′ = > . Άρα η F ↑  στο [0,1] . 

Άρα για 0 1x≤ ≤  θα είναι ( ) (1)F x F≤  και επειδή (1) 0F = , προκύπτει ότι ( ) 0F x ≤  
[0,1]x∀ ∈ . 

Εποµένως [0,1]x∀ ∈ , θα είναι: 
[ ]

1 1 1
1
0

0 0 0

( ) ( ) ( ) ( )E F x dx x F x dx xF x xF x dx′ ′=− = − = − + =∫ ∫ ∫  
1 1

2 2

0 1 0

(1) ( ) dx ( )dx
΄x

F x f t xf x = − + = =  ∫ ∫ ∫  
 
= 2 2
1 1

0 0

1dx 2 dx
2

x xxe xe= =∫ ∫  
 

( ) ( )2 2
1 1

0
0

1 1 1dx 1
2 2 2

x xe e e
′  = = = − ∫  τ.µ. 
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ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 

 
ΘΕΜΑ Α 

Α1. Θεωρία, σελ. 253, σχολικού βιβλίου. 

Α2. Θεωρία, σελ. 191, σχολικού βιβλίου. 

Α3. Θεωρία, σελ. 258, σχολικού βιβλίου. 

Α4. α) → Σ,   β) → Σ,   γ) → Λ,   δ) → Λ,   ε) → Λ 

 

 

ΘΕΜΑ Β 

Β1. α΄ τρόπος: Αν z x yi= + , ,x y∈ℝ , η σχέση (1) γράφεται 
2 2 2 2 2 2 2 2

( 1) ( 1) 4 ( 1) ( 1) 4 1x yi x yi x y x y x y− + + + + = ⇔ − + + + + = ⇔ + = . 

Άρα ο γεωµετρικός τόπος των εικόνων των µιγαδικών αριθµών z στο επίπεδο είναι 

κύκλος µε κέντρο την αρχή των αξόνων και ακτίνα  ρ = 1. 

 

β΄ τρόπος: Η σχέση (1) γράφεται:  

( 1) ( 1) ( 1) ( 1) 4 ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) 4z z z z z z z z− ⋅ − + + ⋅ + = ⇔ − ⋅ − + + ⋅ + = ⇔  
2

1 1 4 2 2 1 1 1z z z z z z z z z z z z z z⇔ ⋅ − − + + ⋅ + + + = ⇔ ⋅ ⋅ = ⇔ ⋅ = ⇔ = ⇔ = . 

Άρα ο γεωµετρικός τόπος των εικόνων των µιγαδικών αριθµών  z  στο επίπεδο είναι 

κύκλος µε κέντρο την αρχή των αξόνων και ακτίνα  ρ = 1. 

 

Β2. Έστω 
1 2

, 0.z z k k+ = ≥  Τότε  

( ) ( )2

1 2 1 2 1 2 1 2
2 2 2z z z z z z z z− = ⇔ − = ⇔ − − = ⇔  

( )( )1 2 1 2 1 1 2 2 2 1 1 2
2 2z z z z z z z z z z z z⇔ − − = ⇔ + − − = ⇔  

( )
2 2

1 2 2 1 1 2
2 (2α)z z z z z z+ − + =  

( )( )2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2
z z x z z x z z z z x+ = ⇔ + = ⇔ + + = ⇔  

( ) 2 2

1 2 1 2 1 1 1 2 2 1 1 2
( )z z z z x z z z z z z z z x+ + = ⇔ + + + = ⇔  

( )
2 2 2

1 2 2 1 1 2
(2β).z z z z z z x+ + + =  

Προσθέτοντας τις (2α), (2β) κατά µέλη έχουµε: ( )2 2 2

1 2
2 2.z z k+ = +  

Όµως 
1 2

1, 1z z= =  οπότε προκύπτει 2 2
2 4 2 2,k k k+ = ⇔ = ⇔ =  αφού 0.k ≥  

 

Β3. 
2

2
5 12 5 12 ( 5 ) ( 5 ) 144w w w w w w w w− = ⇔ − = ⇔ − ⋅ − = ⇔  

2
2

5 5 25 144ww w w ww⇔ − − + = ⇔  
2 22 2 22 2

5( ) 25 144 26 5( ) 144w w w w w w w⇔ − + + = ⇔ − + =  (3) 

Έστω w x yi= + , ,x y∈ℝ  τότε η σχέση (3) γίνεται: 



2 2 2 2 226( ) 5 ( ) ( ) 144x y x yi x yi + − + + − = ⇔ 
2 2 2 2 2 2

26( ) 5( 2 2 ) 144x y x y xyi x y xyi⇔ + − − + + − − = ⇔  
2 2 2 226 26 5(2 2 ) 144x y x y⇔ + − − = ⇔

2 2 2 2 2 2
26 26 10 10 144 16 36 144x y x y x y⇔ + − + = ⇔ + = ⇔  

2 2 2 2

2 2

2 2
4 9 36 1 1

9 4 3 2

x y x y
x y⇔ + = ⇔ + = ⇔ + = . 

Άρα ο γεωµετρικός τόπος των εικόνων του w είναι η παραπάνω έλλειψη µε µήκος 

µεγάλου ηµιάξονα 3a =  και µήκος µικρού ηµιάξονα 2β = . 

 

Είναι όµως γνωστό (µαθ. κατεύθυνσης Β Λυκείου, σελίδα 104) ότι για οποιοδήποτε 

σηµείο Μ της έλλειψης ισχύει ότι  2β ≤ 2ΟΜ ≤ 2α  ή  β ≤ ΟΜ ≤ α.  

Αν Α΄, Α, Β΄, Β οι κορυφές της έλλειψης, τότε: Α΄(–3,0), Α(3, 0), Β΄(0, –2), Β(0, 2). 

Έτσι 
max

( ) ( ') 3w OA OA= = =  και 
min

( ) ( ') 2w OB OB= = = . 

 

ΑΑ΄

Β

Β΄

-2 -1 1 20
0
O

|w|

M

-3 3

2

-2

 
 

Παρατήρηση 1: Το παραπάνω σχήµα είναι επιβοηθητικό της κατανόησης από τους 

µαθητές και δεν είναι απαραίτητο για τη λύση του ερωτήµατος. 

 

Β4. Με βάση την τριγωνική ανισότητα και επειδή z w w z− = −  έχουµε: 

1 1w z w z w z w w z w− ≤ − ≤ + ⇔ − ≤ − ≤ +   (4) 

Όµως λόγω του Β3 είναι 2 3w≤ ≤ , άρα: 1 1w − ≥  και 1 4w + ≤ . 

Τότε όµως η (4) γράφεται: 1 4w z≤ − ≤ . 



ΑΑ΄

Β

Β΄

-2 -1 1 20

0

O

Λ

M

-3 3

2

-2

-1

1

 
 

Η παραπάνω ανίσωση είναι η αλγεβρική έκφραση της  1 ≤ (ΛΜ) ≤ 3, µε (ΟΛ) = |z|, 

ΟΜ = |w| και (ΛΜ) = | z – w|  η οποία προκύπτει από το παραπάνω σχήµα.  

 

Παρατήρηση 2: Το σχήµα και εδώ δεν είναι απαραίτητο. Θα µπορούσε όµως 

πιθανώς και µια τέτοια «γεωµετρική λύση», αν και όχι τόσο αυστηρή όσο η 

αλγεβρική, να γίνει κατά ένα ποσοστό µονάδων βαθµολογίας αποδεκτή ανεξάρτητη 

λύση, καθόσον αναδεικνύει κατανόηση της έννοιας της µετρικής στο µιγαδικό 

επίπεδο. 

 

Παρατήρηση 3: 
Τα δύο πρώτα ερωτήµατα του δεύτερου θέµατος θα µπορούσαν να απαντηθούν 

χρησιµοποιώντας την άσκηση Α9 του σχολ. Βιβλίου σελ. 101, γνωστή ως κανόνα του 

παραλληλογράµµου (αφού πρώτα αποδειχθεί) : 

Για κάθε  
1 2
,z z C∈  ισχύει ότι 

2 2 2 2

1 2 1 2 1 2
2 2z z z z z z+ + − = +  

 

Απόδειξη: 
2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
( )( ) ( )( )z z z z z z z z z z z z+ + − = + + + − −  

2 2

1 1 1 2 1 2 2 2 1 1 1 2 1 2 2 2 1 1 2 2 1 2
2 2 2 2z z z z z z z z z z z z z z z z z z z z z z= + + + + − − + = + = +  

 

B1. γ΄ τρόπος: για  z1 = z  και  z2 = 1  έχουµε : 
2 2 2 2

1 1 2 2 1z z z− + + = + ⇔  

2 2 2

4 2 2 2 2 1 1z z z z= + ⇔ = ⇔ = ⇔ =  

Άρα ο γεωµετρικός τόπος των εικόνων του  z είναι κύκλος µε κέντρο την αρχή των 

αξόνων Ο και ακτίνα  ρ = 1. 

 

Β2. β΄ τρόπος: Από τον κανόνα του παραλληλογράµµου έχουµε ότι 
2 2 2 2

1 2 1 2 1 2
2 2z z z z z z+ + − = + ⇔  

( )
2

2 2 2

1 2
2 2 1 2 1z z+ + = ⋅ + ⋅ ⇔  

2

1 2
2 2 2z z+ + = + ⇔

1 2
2z z+ =  



ΘΕΜΑ Γ 

Γ1. Η  f  είναι συνεχής στο (0, +∞) ως αποτέλεσµα πράξεων µεταξύ συνεχών 

συναρτήσεων και παραγωγίσιµη µε  
1 1

'( ) ln ln 1
x

f x x x
x x

−
= + = + − ,  x ∈ (0 +∞). 

 

• Όταν  x ∈ (0, 1)  είναι  x < 1  και επειδή η συνάρτηση  ln x  είναι γνησίως αύξουσα 

έχουµε ln x < ln1  ⇔  ln x < 0.  Επίσης  x – 1 < 0  και  x > 0  άρα  
1

0
x

x

−

< . 

Έτσι 
1

ln 0
x

x

x

−
+ <  για κάθε  x ∈ (0, 1), άρα η f  είναι γν. φθίνουσα στο (0, 1]. 

 

• Όταν  x ∈ (1, +∞) είναι  x > 1  και επειδή lnx γνησίως αύξουσα είναι ln x > ln1 ⇔ 

⇔ ln x > 0. Επίσης είναι 
1

0
x

x

−

>  για κάθε  x ∈ (1, +∞), οπότε 
1

ln 0
x

x

x

−
+ >  για 

κάθε  x ∈ (1, +∞). ∆ηλαδή  f ΄(x) > 0  για κάθε x ∈ (1, +∞). Έτσι όµως η  f  είναι 

γνησίως αύξουσα στο [1, +∞). 

 

Από τα προηγούµενα προκύπτει ο επόµενος πίνακας µεταβλητών για την  f: 

 

f

min
(-1)

x +10

+

 

Επειδή  f  γνησίως φθίνουσα στο (0, 1] είναι ( ) )
0

(0,1] ( 1), lim ( )
x

f f f x
+

→

= −
. 

Όµως [ ]
0 0

lim ( ) lim ( 1) ln 1
x x

f x x x
+ +

→ →

= − − = +∞ . 

Άρα ( )(0,1] [ 1, )f = − +∞    (1). 

Επίσης επειδή η f είναι γνησίως αύξουσα στο [1, +∞) είναι  

( ) )[1, (1), lim ( )
x

f f f x
→+∞

+∞ =


. 

Όµως [ ]lim ( ) lim ( 1) ln 1
x x

f x x x
→+∞ →+∞

= − − = +∞ . 

Άρα ( )[1, ) [ 1, )f +∞ = − +∞    (2). 

Από (1), (2) προκύπτει ότι το σύνολο τιµών της  f  είναι το [–1, +∞). 

 

Παρατήρηση: Η µονοτονία της  f  στα διαστήµατα (0, 1] και [1, +∞) µπορεί να 

προκύψει και από το πρόσηµο της δεύτερης παραγώγου: 

2 2

1 1 1 1
( ) 0f x

x x x x

 
′′ = − − = + > 

 

,  για κάθε  x > 0. 

Άρα η  f ΄  είναι γνησίως αύξουσα στο (0, +∞) και επειδή  f ΄(1) = 0 η  x = 1 είναι 

µοναδική ρίζα της  f ΄(x) = 0. Ακόµη, είναι: 

 



• 0 1 ( ) (1) ( ) 0x f x f f x′ ′ ′< < ⇔ < ⇔ < άρα η  f  είναι γν. φθίνουσα στο (0, 1]. 

• 1 ( ) (1) ( ) 0x f x f f x′ ′ ′> ⇔ > ⇔ > , άρα η  f  είναι γν. αύξουσα στο [1, +∞). 

Η  f  παρουσιάζει (ολικό) ελάχιστο στο  x = 1  το  f (1) = (1 – 1) 
.

 ln1 – 1 = –1. 

 

Γ2. Η εξίσωση  x
x–1

 = e
2013

  (επειδή η συνάρτηση  y = ln x είναι γνησίως αύξουσα και άρα 

1–1) γράφεται ισοδύναµα:  
1 2013ln( ) ln( ) ( 1) ln 2013 ( 1) ln 1 2012x

x e x x x x
−

= ⇔ − = ⇔ − − = ⇔  

( ) 2012 0f x⇔ − = . 

 

Από το Γ1 ερώτηµα είναι: 

 

α) ( )(0,1] [ 1, )f = − +∞  άρα υπάρχει  x1 ∈ (0, 1] ώστε  f(x1) = 2012  και επειδή η  f  

είναι γνησίως φθίνουσα είναι και 1–1, άρα η τιµή  x1  είναι µοναδική στο 

διάστηµα (0,1]. 

β) ( )[1, ] [ 1, )f +∞ = − +∞ , άρα υπάρχει  x2 ∈ [1, +∞)  ώστε  f (x2) = 2012  και 

επειδή η  f  είναι γνησίως αύξουσα είναι και 1–1, άρα η τιµή  x2  είναι 

µοναδική στο διάστηµα [1, +∞). 

 

Από α) και β) προκύπτει ότι η δοσµένη εξίσωση έχει 2 ακριβώς θετικές ρίζες. 

 

Γ3. Θεωρούµε τη συνάρτηση  h(x) = e
x

 f (x) – 2012 
.

 e
x

  µε  x ∈ (0,+ ∞). 

• Η  h  είναι συνεχής στο [x1, x2]  ως αποτέλεσµα πράξεων συνεχών συναρτήσεων. 

• Η  h  είναι παραγωγίσιµη στο (x1, x2) ως αποτέλεσµα πράξεων παραγωγίσιµων 

συναρτήσεων µε  ( )( ) ( ) ( ) 2012
xh x f x f x e′ ′= + − . 

• 1 1 1 1

1 1
( ) ( ) 2012 2012 2012 0

x x x xh x e f x e e e= − ⋅ = ⋅ − ⋅ =  

2 2 2 2

2 2
( ) ( ) 2012 2012 2012 0

x x x xh x e f x e e e= − ⋅ = ⋅ − ⋅ =  

Άρα ισχύουν οι προϋποθέσεις του Θ. Rolle για την  h  στο [x1, x2], οπότε υπάρχει   

x0 ∈ (x1, x2), ώστε  h΄(x0) = 0 ⇔  

( )
0

0

0

0 0 0 0
( ) ( ) 2012 0 ( ) ( ) 2012 0

x

x

e

e f x f x f x f x
≠

′ ′+ − = ⇔ + − = . 

B΄ τρόπος 

Θεωρούµε τη συνάρτηση ( ) ( ) ( ) 2012h x f x f x′= + −  µε  x > 0. 

Η  f  είναι συνεχής στο (0,+ ∞) ως γινόµενο συνεχών. 

H  f ΄  είναι συνεχής στο (0,+ ∞) ως άθροισµα συνεχών. 

Άρα η  h  είναι συνεχής στο (0,+ ∞) ως άθροισµα συνεχών. 

• Άρα η  h  είναι συνεχής στο [x1, x2]. 

• 
2

1 1 1 1 1
( ) ( ) ( ) 2012 ( ) 2012 2012 ( ) 0h x f x f x f x f x

Γ

′ ′ ′= + − = + − = < , αφού από το Γ1 

για  x ∈ (0, 1)  είναι ( ) 0f x′ < . 

• 
2

2 2 2 2 2
( ) ( ) ( ) 2012 ( ) 2012 2012 ( ) 0h x f x f x f x f x

Γ

′ ′ ′= + − = + − = > , αφού από το Γ1 

για  x ∈ (0, +∞)  είναι ( ) 0f x′ > . 

∆ηλαδή είναι 
2 2

( ) ( ) 0h x h x⋅ < . Από το Θεώρηµα Bolzano θα υπάρχει ένα 

τουλάχιστον x0 ∈ (x1, x2) ώστε:  

0 0 0 0 0
( ) 0 ( ) ( ) 2012 0 ( ) ( ) 2012h x f x f x f x f x′ ′= ⇔ + − = ⇔ + = . 



Γ4. Είναι: ( ) ( ) 1 ( 1) ln 1 1 ( 1) lng x f x x x x x= + = − − + = −  > 0  για κάθε  x ∈ (0,+ ∞). 

Άρα: 
2

1 1 1 1 1

( ) ( 1) ln ln ln ( ) ln ( ) ln
2

e e e e ex
x xdx x xdx xdx xdx x xdx′ ′Ε Ω = − = − = − =∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

[ ] [ ]
2 2 2

1 11 1 1

1

1 1
ln ln

2 2 2 2

e

e e e
e ex x e

x dx x x dx xdx e x
x

 
= − − + = − − + = 
 

∫ ∫ ∫  

2 2 2 2 2 2

1

1 3 3
1 1 τ.µ.

2 4 2 4 4 4 4 4

e

e x e e e e
e e

  −
= − − + − = − + − = − = 

 
 

 

 

ΘΕΜΑ ∆ 

∆1. Θεωρούµε τη συνάρτηση 
2 2

1

1

( ) ( ) , (0, )
x x x x

G x f t dt x
e

− + −
= − ∈ +∞∫ . 

2
1

1

( )
x x

f t dt
− +

∫   = Η(x
2
 – x + 1), όπου Η(x) = 

1

( )
x

f t dt∫ . H  f  είναι συνεχής στο (0, +∞) 

άρα η Η(x) είναι παραγωγίσιµη στο στο (0, +∞) . Επίσης η  y = x
2
 – x + 1  είναι 

παραγωγίσιµη στο (0, +∞) ως πολυωνυµική, άρα και η Η(x
2
 – x + 1) είναι 

παραγωγίσιµη ως σύνθεση παραγωγίσιµων συναρτήσεων. Επίσης παραγωγίσιµη είναι 

και η 
2x x

e

−
−  ως πολυωνυµική. Έτσι η G είναι παραγωγίσιµη ως άθροισµα 

παραγωγίσιµων µε 2 1
( ) ( 1)(2 1) (1 2 )G x f x x x x

e
′ = − + − − − , για κάθε (0, )x∈ +∞ . 

Η δοσµένη σχέση 
2 2

1

1

( )
x x x x

f t dt
e

− + −
≥∫  επειδή G(1) = 0 γράφεται ισοδύναµα: 

2 2
1

1

( ) 0 ( ) (1)
x x x x

f t dt G x G
e

− + −
− ≥ ⇔ ≥∫ , για κάθε (0, )x∈ +∞ . 

Η συνάρτηση  G  είναι συνεχής και παραγωγίσιµη στο (0, +∞)  και παρουσιάζει 

τοπικό ελάχιστο για  x = 1  που είναι εσωτερικό σηµείο του (0, +∞).  

Από το θεώρηµα Fermat προκύπτει τότε ότι 
1

(1) 0 (1)G f
e

′ = ⇔ = − . 

Επειδή η  f  συνεχής στο (0, )+∞  και ( ) 0f x ≠  για κάθε (0, )x∈ +∞ , η f διατηρεί 

σταθερό πρόσηµο στο (0, )+∞  και επειδή 
1

(1) 0f
e

= − < , είναι ( ) 0f x < , (0, )x∈ +∞ . 

Έτσι ( ) ( )f x f x= −  και από τη δοσµένη σχέση προκύπτει 

( )
1

ln
ln ( )

( )

x t t
x x dt e f x

f t

 −
− = + 

 
∫ .  

Για τη συνάρτηση 
1

ln
( )

( )

x t t
h x dt e

f t

−
= +∫  ισχύει ( ) 0h x ≠  για κάθε  x > 0, διότι αν 

υπήρχε  ξ (0, )∈ +∞  ώστε  h(ξ) = 0  τότε θα ήταν  ln ξ – ξ = 0. Αυτό όµως είναι άτοπο 

επειδή για τη συνάρτηση  φ(x) = lnx – x  ισχύει ( ) 1 0xϕ ≤ − <  για κάθε  

(0, )x∈ +∞ (σύµφωνα µε τη γνωστή εφαρµογή στη σελ.266 του σχολ. βιβλίου) αλλά 



µπορεί και να αποδειχθεί: 
1 1

( ) 1
x

x

x x

ϕ
−

′ = − =  οπότε όπως προκύπτει από τον πίνακα 

µεταβολών της  φ είναι ( ) 1 0xϕ ≤ − <  για κάθε (0, )x∈ +∞ . 

 

max

  -1φ(1) =

x +10

φ΄( )x

φ( )x

+

 
 

(*) Η συνάρτηση 

1

ln
( )

ln

( )

x

x x
f x

t t
dt e

f t

−
=
 −

+ 
 
∫

 είναι παραγωγίσιµη ως πηλίκο 

παραγωγίσιµων συναρτήσεων, ενώ προκύπτει 
1

ln ln

( ) ( )

xx x t t
dt e

f x f t

− −
= +∫ . 

 

Οι συναρτήσεις και στα δύο µέλη είναι παραγωγίσιµες οπότε: 

1

ln ln
,

( ) ( )

xx x t t
dt e

f x f t

′ ′   − −
= +   

   
∫  άρα 

ln ln

( ) ( )

x x x x

f x f x

′ − −
= 

 
. 

Αν θέσουµε 
ln

( )
( )

x x
g x

f x

−

=  έχουµε  ( ) ( )g x g x′ =  για κάθε  x ∈ (0, +∞), οπότε 

σύµφωνα µε την εφαρµογή της σελίδας 252 του σχολικού βιβλίου είναι: 

( ) x

g x ce= , δηλαδή 
ln

( )

x
x x

ce
f x

−
= . 

Για  x = 1  προκύπτει 
1

1
(1)

c e e c e c
f

−
= ⋅ ⇔ = ⋅ ⇔ = . 

Άρα τελικά  f (x) =  
ln

(ln )x

x

x x

e x x

e

−
−

= − , x ∈ (0, +∞). 

 

(*) Παρατήρηση:  

Από το σηµείο αυτό θα µπορούσε να ακολουθηθεί και η εξής πορεία:  

Για την συνάρτηση h(x) = 
1

ln

( )

x t t
dt

f t

−

∫  +e έχουµε ότι είναι παραγωγίσιµη στο (0, )+∞  

διότι η 
ln

( )

t t

f t

−

είναι συνεχής ως πηλίκο συνεχών. Είναι h ΄(x) = 
ln

( )

x x

f x

−

, οπότε από 

την σχέση ( )
1

ln
ln ( )

( )

x t t
x x dt e f x

f t

 −
− = + 

 
∫  προκύπτει  ln x – x = h(x) f(x) ⇔ 

ln

( )

x x

f x

−

= h(x) ⇔ h ΄(x) = h(x),  x ∈ (0, +∞). Τότε όµως είναι h(x) = ce
x

.  

Επειδή h(1) = 1 προκύπτει c = 1 , άρα h(x) = e
x

. 



∆ηλαδή  
ln

( )

x x

f x

−

 = e
x

 ⇔ f(x) = e
–x

(lnx – x), x ∈ (0, )+∞ . 

 

∆2. Είναι: 0

0

lim 1
x

x

e e
+

−

→

= = , 
0

lim ln
x

x
+

→

= −∞ , 
0

lim ( ) 0
x

x
+

→

− = . 

Άρα 
0

lim (ln )x

x

e x x
+

−

→

− = −∞ . 

Τότε όµως 
0

1
lim 0

( )x f x+
→

= . 

Αν θέσουµε 
1

( )
u

f x
=  έχουµε  u < 0 και 

0

0
2

2 2
0 0 0 0

0

1 1 1 ηµ συν 1
lim ( )ηµ ( ) lim ηµ lim lim ( )

( ) 2

1 συν 1 1
lim ( ) 0 0.

2 2

x u u u

u

u u u
f x f x u

f x u u u u

u

u

+ − − −

−

 
 
 

→ → → →

→

  − −   
− = − = = =        

−
= = ⋅ =

 

 

∆3. Η F είναι δύο φορές παραγωγίσιµη στο (0, )+∞  µε ( ) ( )F x f x′ =  και  

1 1
( ) ( ) (ln ) ( 1) ( 1 ln )x x xF x f x e x x e e x x

x x

− − −
 ′′ ′= = − − + − = + − −  

. 

Επειδή 1 ln 0x x− − ≥  και 
1

0
x
> , για κάθε x>0 είναι ( ) 0F x′′ > , για κάθε x>0. 

Άρα η F είναι κυρτή στο (0, )+∞ . 

Η σχέση τώρα ( ) (3 ) 2 (2 )F x F x F x+ > , x>0 γράφεται: 

(3 ) (2 ) (2 ) ( )F x F x F x F x− > − , x > 0 
(3 ) (2 ) (2 ) ( )

3 2 2

F x F x F x F x

x x x x

− −
⇔ >

− −

, x > 0. 

Από Θ.Μ.Τ. για την F στα διαστήµατα [x, 2x] και [2x, 3x] αντίστοιχα υπάρχουν   

ξ1 ∈ (x, 2x) και  ξ2 ∈ (2x, 3x) ώστε 
1

(2 ) ( )
( )

2

F x F x
F

x x
ξ

−
′ =

−
 και 

2

(3 ) (2 )
( )

3 2

F x F x
F

x x
ξ

−
′ =

−
, 

οπότε αρκεί να δειχθεί ότι 
2 1

( ) ( )F Fξ ξ′ ′>  µε  x < ξ1 < 2x < ξ2 < 3x. Η τελευταία είναι 

αληθής διότι η F είναι κυρτή και άρα η  F΄ γνησίως αύξουσα στο (0, +∞). 

 

∆4. Θεωρούµε τη συνάρτηση  h(x) = 2F(x) – F(β) – F(3β),  x ∈ [β, 2β]. 

Η F είναι συνεχής και παραγωγίσιµη στο (0, +∞) άρα και η  h. 

h(β) = F(β) – F(3β) 

h(2β) = 2F(2β) – F(β) – F(3β). 

Επειδή F΄(x) = f(x) < 0  για κάθε  x ∈ (0, +∞) η F είναι γνησίως φθίνουσα στο 

(0, +∞). 

Έτσι από  β < 3β  έπεται: F(β) > F(3β) ⇔ F(β) – F(3β) > 0  ⇔  h(β) > 0. 

Λόγω τώρα του ∆3 είναι h(β) = 2 (2 ) ( ) (3 ) 0.F F Fβ β β− − <  

Άρα ( ) (2 ) 0,h hβ β⋅ <  οπότε λόγω του θεωρ. Bolzano προκύπτει ότι υπάρχει  

( , 2 )ξ β β∈  ώστε ( ) 0 ( ) (3 ) 2 ( ).h F F Fξ β β ξ= ⇔ + =  

Η τιµή  ξ  είναι µοναδική διότι η συνάρτηση  h  είναι γνησίως φθίνουσα και άρα 1–1, 

αφού  h΄(x) = F΄(x) = f(x) < 0 , για κάθε  x ∈ (0, +∞).  
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ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 

 
ΘΕΜΑ Α 

Α1. Θεωρία σελ. 304, σχολικού βιβλίου. 

 
Α2. Θεωρία σελ. 247, σχολικού βιβλίου. 
 

Α3. Θεωρία σελ. 222, σχολικού βιβλίου. 
 

Α4. α) → Λ,   β) → Σ,   γ) → Σ,   δ) → Λ,   ε) → Σ. 
 
 

ΘΕΜΑ B 

Β1. Η δοσµένη σχέση γράφεται: 

 |z − 2|2 + |z − 2| = 2  ⇔��|z − 2|2 + |z − 2| − 2 = 0. 

 Αν |z − 2| = y  είναι  y2 + y − 2 = 0  ⇔��y = 1  ή  y = −2. 

 Όµως  y = |z − 2| ≥ 0  άρα  |z − 2| = 1. 
 Οπότε ο γεωµετρικός τόπος των εικόνων των z είναι κύκλος µε κέντρο Κ(2, 0) και 

 ακτίνα ρ = 1. 
 

Β2. Είναι 
1

2

i
z

β− − −∆
=  και 

2

2

i
z

β− + −∆
= , οπότε  

2

2

1 2

2 4
Im( ) Im( ) 2 2 4 4

2
z z

γ β
γ β

−

− = ⇔ = ⇔ − =    (1).  

Επειδή z1 ανήκει στον γεωµετρικό τόπο του ερωτήµατος Β1 είναι: 

2
2 22 2

4 4
2 1 2 1

2 2 2 2

γ ββ β γ β − −   
 − − + = ⇔ + + = ⇔        

 

2 2

2 4 1 2 3
4 4

β β
β γ β γ⇔ + + + − = ⇔ + = −    (2). 

Από τις σχέσεις (1) και (2) προκύπτει β = −4 και γ =5.  

 

Β3. Έστω 4ν ≥ . Έχουµε 3 2 3 2

2 1 0 2 1 0
0 .ν α ν αν α ν α ν αν α+ + + = ⇔ = − − −  

Άρα 
3 2 2

2 1 0 2 1 0
ν α ν αν α α ν αν α= − − − = + + . 

Λόγω της τριγωνικής ανισότητας είναι 
3 2 2

2 2 0 2 1 0
ν α ν α ν α α ν αν α= + + ≤ + + =  

2

2 1 0
α ν α ν α= ⋅ + ⋅ + . 



Από Β1  είναι 
0 1 2

3, 3, 3,α α α≤ ≤ ≤ άρα 

( )2 22

2 1 0
3 3 3 3 1 .α ν αν α ν ν ν ν+ + ≤ + + = + +  

Η τελευταία γράφεται 

3

3 1
3

1

ν

ν

ν

−
≤

−

 (είναι 1 0ν − >  αφού 4)ν ≥ ⇔  

( ) ( )3 3 4 3

1 3 1 4 3ν ν ν ν ν⇔ − ≤ − ⇔ ≤ − . 

Όµως 
3 3

4 3 4ν ν⋅ − ≤ ⋅ άρα 
4 3

4 4ν ν ν≤ ⋅ ⇔ <  που είναι άτοπο. 

Άρα 4ν < . 

 
 

ΘΕΜΑ Γ 

Γ1. Για  x ∈ �  η δοσµένη σχέση γράφεται: 

( )( )
( ) ( )

2 2
2 2 2( ) ( )

( ) ( ) .
2 2 2 2 2

f x x f x xx x x
f x x f x x c

′′ ′ + +   ′+ + = ⇔ = ⇔ = +    
     

 

Για 
1

0 : .
2

x c= =  

Έτσι 
( )

( )
2

2

2 2
( ) 1

( ) 1.
2 2 2

f x x x
f x x x

+

= + ⇔ + = +  

 

Θέτουµε ( ) ( ) , .g x f x x x= + ∈ℝ  Είναι  g (x) ≠ 0  για κάθε  x ∈ �, g (x) συνεχής στο 

� άρα διατηρεί σταθερό πρόσηµο. Επειδή g (0) = f  (0) > 0 θα είναι g (x) > 0 για κάθε  

x ∈ �, δηλαδή f  (x) + x > 0 για κάθε x ∈ �.  

Άρα 2 2( ) 1 ( ) 1 , .f x x x f x x x x+ = + ⇔ = + − ∈ℝ  

 

Γ2. Είναι ( ) 2
( ) ( ) 1 ( ) 1.f g x g x g x= + − =  

Άρα 2 2
( ) 1 ( ) 1 ( ) 1 ( ) 1 (1).g x g x g x g x+ − = ⇔ + = +  

Πρέπει 
2

3 23 3 3
( ) 1 0 0 0 ,0 (0, ).

2 2 2

x
g x x x x x

   
+ > ⇔ + > ⇔ + > ⇔ ∈ − ∪ +∞   

   
 

 

Τότε από την (1) προκύπτει:  
2

2 2 3 3 23
( ) 1 ( ) 1 2 ( ) ( ) 0 1 0 2 3 2 0.

2

x
g x g x g x g x x x x+ = + + ⇔ = ⇔ + − = ⇔ + − =  

 

Θεωρούµε τη συνάρτηση 3 2( ) 2 3 2, .x x x xϕ = + − ∈ℝ  

Είναι 2( ) 6 6 6 ( 1).΄ x x x x xϕ = + = +  

Άρα έχουµε τον επόµενο πίνακα µεταβολής: 

 



x

φ  ( ) x

φ(x)

+-1

- +

0

+

-3/2

 
 

Προκύπτει τοπικό µέγιστο φ (−1) = −1 και τοπικό ελάχιστο φ (0) = −2. Επίσης 

προκύπτει ότι το σύνολο τιµών της φ για x ∈[0, +∞) είναι το [−2, +∞), ενώ για x < 0 
είναι φ(x) < 0. 

Έτσι προκύπτει ότι υπάρχει µία τουλάχιστον ρίζα για την φ στο (0, +∞) και επειδή η 
φ είναι γνησίως αύξουσα σε αυτό, προκύπτει ότι η ρίζα είναι µοναδική. 

 

Γ3. Θέτουµε 
0

/4

( ) ( ) εφ , 0,
4 4x

K x f t dt f x x x
π

π π

−

   
= − − ⋅ ∈      
∫ . 

 Η Κ είναι συνεχής στο 0,
4

π 
  

, ενώ επειδή 2( ) 1 0f t t t= + − >  για κάθε t ∈ �  

 θα είναι 
0

/4

( ) 0f t dt
π−

>∫ , δηλαδή Κ(0) > 0.   

 Επίσης είναι (0) εφ 1 0
4 4

K f
π π 

= − ⋅ = − < 
 

.  

 Έτσι όµως από το θεώρηµα Bolzano προκύπτει ότι υπάρχει τουλάχιστον ένα 

 
0

0,
4

x

π 
∈ 
 

 τέτοιο ώστε Κ(x0) = 0 ή  
0

0

0 0
/4

( ) εφ
4x

f t dt f x x
π

π

−

 
= − 

 
∫ . 

 
 

ΘΕΜΑ ∆ 

∆1.  

0 0

(1 5 ) (1) (1 ) (1) (1 5 ) (1) (1 ) (1)
lim lim 5

5

5 (1) (1) 6 (1).

h h

f h f f h f f h f f h f

h h h

f ΄ f ΄ f ΄

→ →

+ − − − + + − − − 
= ⋅ − =  

= + =

 

διότι  
 

• 5

00 0 0

0

(1 5 ) (1) (1 5 ) (1) (1 ) (1)
lim lim 5 5lim 5 (1).

5

h u

hh h u

u

f h f f h f f u f
f

h h u

=

→→ → →

→

+ − + − + −
′= ⋅ = =

 

• 
00 0 0

0

(1 ) (1) (1 ) (1) (1 ) (1)
lim lim lim (1).

h t

hh h t

u

f h f f h f f t f
f

h h t

− =

→→ → →

→

− − − − + −
′= − = − =

−

 

 

Άρα αφού  
 

0

(1 5 ) (1 )
lim 0 6 (1) 0 (1) 0.
h

f h f h
f f

h→

+ − −
′ ′= ⇔ = ⇔ =  

 

Για 0 1 ( ) (1) ( ) 0
f

x f x f f x
′↑

′ ′ ′< < ⇒ < ⇒ < . 

Για 1 ( ) (1) ( ) 0.
f

x f x f f x
′↑

′ ′ ′> ⇒ > ⇒ >  

Άρα η  f  είναι  ↓  στο (0,1] και  ↑  στο [1,+ ∞) µε  ( )1   0f ′ = άρα παρουσιάζει 

ελάχιστο στο 1x = . 



∆2. Είναι 
( ) 1

( ) , (0, ).
1

f x
g x x

x

−
′ = ∈ +∞

−
 

 Λόγω του ∆1,. αφού στο  x0 = 1 η  f  παρουσιάζει ελάχιστο, είναι ( ) (1) 1f x f≥ =  για 

 κάθε x ∈ (0, +∞).  

 Η ισότητα ισχύει µόνο για x = 1, άρα f(x) > 1 για x ∈ (0, 1) ∪ (1, +∞). 

 Έτσι  f(x) − 1 > 0 για x ∈ (1, +∞) και x − 1 > 0, άρα g'(x) > 0 για κάθε x ∈ (1, +∞). 

 Άρα g γνησίως αύξουσα στο (1, +∞). 

 Θεωρούµε τώρα την συνάρτηση 
1

( ) ( ) ,
x

x

x g u du xϕ
+

= ∈∫ ℝ .  

 Είναι φ'(x) = g(x+1) − g(x). 
 Όµως  x < x + 1 και επειδή g γνησίως αύξουσα θα είναι  g(x) < g(x + 1), 

 άρα φ'(x) > 0, άρα φ γνησίως αύξουσα στο ���

� Η δοσµένη ανίσωση γράφεται: 2 4 2 4(8 5) (2 5) 8 5 2 5x x x x

ϕ

ϕ ϕ

↑

+ > + ⇔ + > + ⇔  

 ⇔�x
4
 < 4x

2
 ⇔�x

2
(x

2
 − 4) < 0 ⇔�x ∈ (−2, 0) ∪ (0, 2). 

 

∆3. Είναι 
2 2

( ( ) 1) ( 1) ( ( ) 1)( 1) ( )( 1) ( ( ) 1)
(

( 1) ( 1)

f x x f x x f x x f x
g x

x x

′ ′ ′− − − − − − − −
′′ = =

− −
. 

 Για την f στο [1, x] ισχύει το Θ.Μ.Τ. άρα υπάρχει ένα τουλάχιστον  

 
( ) (1) ( ) 1

(1, ) : ( ) ( )
1 1

f x f f x
x f f

x x
ξ ξ ξ

− −
′ ′∈ = ⇒ = ⇔

− −
  

 ⇔�f(x) − 1 = (x − 1)f '(ξ). 

 Άρα 
2

( )( 1) ( 1) ( ) ( ) ( )
( )

( 1) 1

f x x x f f x f
g x

x x

ξ ξ′ ′ ′ ′− − − −
′′ = =

− −
. 

 Είναι ( ) ( ) ( ) ( ) 0
f

x f f x f x fξ ξ ξ
′↑

′ ′ ′ ′< ⇒ < ⇒ − > . 

 Επίσης για x > 1 ⇒ x −1 > 0. 

 Έτσι g''(x) > 0 για κάθε x > 1 άρα g κυρτή στο (1, +∞). 
 

Η δοσµένη εξίσωση γράφεται  
1 ( ) 1

( 1) ( ) ( ( ) 1)( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ).
1

a f a
a g x f a x a g x x a g x g΄ a x a

a

>

−
− = − − = − ⇔ = −

−
⇔  

Η εξίσωση της εφαπτοµένης για την  g  στο  x = α  είναι 
( ) 0

( ) ( )( ) ( )( ).
g a

y g a g΄ a x a y g΄ a x a
=

− = − = −⇔   

Αφού  g  κυρτή η γραφική της παράσταση βρίσκεται πάνω από την εφαπτοµένη µε 

εξαίρεση το σηµείο επαφής.  

∆ηλαδή ( ) ( ) ( )( )g x y g x g΄ a x a≥ ⇒ ≥ −  και η ισότητα ισχύει µόνο για x = α. 

Άρα η εξίσωση ( ) ( )( )g x g΄ a x a= −  έχει µοναδική λύση  x = α. 
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