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ΘΕΩΡΙΑ 
ΤΟ ΣΥΝΟΛΟ C ΤΩΝ ΜΙΓΑ∆ΙΚΩΝ 

Το σύνολο C των µιγαδικών αριθµών είναι ένα υπερσύνολο του 
συνόλου ℜ  των πραγµατικών αριθµών, στο οποίο: 

• Επεκτείνονται οι πράξεις της πρόσθεσης και του 
πολλαπλασιασµού  έτσι, ώστε  να  έχουν τις ίδιες ιδιότητες όπως 
και στο  ℜ , µε το µηδέν (0) να είναι  το ουδέτερο στοιχείο της 
πρόσθεσης και το ένα  (1)  το ουδέτερο  στοιχείο  του 
πολλαπλασιασµού, 

• Υπάρχει ένα στοιχείο i τέτοιο, ώστε 1= −2
i , 

• Κάθε στοιχείο z του C γράφεται κατά µοναδικό τρόπο µε τη 
µορφή   z iα β= + , όπου  ,α β ∈ℜ . 

 
ΙΣΟΤΗΤΑ ΜΙΓΑ∆ΙΚΩΝ ΑΡΙΘΜΩΝ  

i iα β γ δ+ = + ⇔ α γ=  και β δ= . 
0iα β+ = ⇔ 0α =  και 0β = .  

 
ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΗ ΠΑΡΑΣΤΑΣΗ ΜΙΓΑ∆ΙΚΩΝ 
Κάθε µιγαδικό αριθµό z= iα β+  µπορούµε να 
τον αντιστοιχίσουµε στο σηµείο ( , )M α β  ενός 
καρτεσιανού επιπέδου. 
Ένας µιγαδικός z iα β= +  παριστάνεται επίσης 

και µε τη διανυσµατική ακτίνα, OM
uuuur

, του 
σηµείου ( , )M α β . 

ΠΡΑΞΕΙΣ ΜΙΓΑ∆ΙΚΩΝ ΑΡΙΘΜΩΝ(+,-,⋅,÷) 

� Για την πρόσθεση δύο µιγαδικών αριθµών iα β+  και 
iγ δ+ έχουµε: α β γ δ α γ β δ+ + + = + + +( ) ( ) ( ) ( )i i i . 

� Για την αφαίρεση του µιγαδικού αριθµού iγ δ+  από τον 
iα β+ , επειδή ο αντίθετος του µιγαδικού iγ δ+  είναι ο 

µιγαδικός iγ δ− − , έχουµε: 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )i i i i iα β γ δ α β γ δ α γ β δ+ − + = + + − − = − + − . 

∆ηλαδή: α β γ δ α γ β δ+ − + = − + −( ) ( ) ( ) ( )i i i . 

 

 β 

 Ο  a  x 

 y 

 M(α,β) ή Μ(z) 
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Γραφική παράσταση πρόσθεσης: 
Αν 1( , )M α β  και 2( , )M γ δ  είναι οι εικόνες των 

iα β+  και iγ δ+  αντιστοίχως στο µιγαδικό 
επίπεδο, τότε το άθροισµα 

( ) ( ) ( ) ( )i i iα β γ δ α γ β δ+ + + = + + +  

παριστάνεται µε το σηµείο ( , )M α γ β δ+ + . 

Εποµένως, 1 2OM OM OM= +
uuuur uuuur uuuuur

, δηλαδή: 

“Η διανυσµατική ακτίνα του αθροίσµατος των µιγαδικών α β+ i  
και iγ δ+  είναι το άθροισµα των διανυσµατικών ακτίνων τους”.  
 

Γραφική παράσταση διαφοράς: 
Επίσης, η διαφορά 
( ) ( ) ( ) ( )i i iα β γ δ α γ β δ+ − + = − + −  
παριστάνεται µε το σηµείο ( , )N α γ β δ− − . 

Εποµένως, 1 2ON OM OM= −
uuur uuuur uuuuur

, δηλαδή: 
 

“Η διανυσµατική ακτίνα της διαφοράς των 
µιγαδικών α β+ i  και iγ δ+  είναι η διαφορά των διανυσµατικών 
ακτίνων τους”.  
 

� Για τον πολλαπλασιασµό δύο µιγαδικών iα β+  και iγ δ+  
έχουµε:  
( )( ) ( ) ( ) ( )( )i i i i i i i i iα β γ δ α γ δ β γ δ αγ αδ βγ β δ+ + = + + + = + + + =

2 ( ) ( )i i i i i iαγ αδ βγ βδ αγ αδ βγ βδ αγ βδ αδ βγ= + + + = + + − = − + +
∆ηλαδή: α β γ δ αγ βδ αδ βγ+ + = − + +( )( ) ( ) ( )i i i . 

� Ειδικότερα, έχουµε: 2 2( )( )i iα β α β α β+ − = + . Ο αριθµός 
iα β−  λέγεται συζυγής του iα β+  και συµβολίζεται µε 

iα β+ .                                                                                                

∆ηλαδή: α β α β+ = −i i .                                                                     

Επειδή είναι και i iα β α β− = + , οι iα β+ , iα β−  λέγονται 
συζυγείς µιγαδικοί. 

� Τέλος, για να εκφράσουµε το πηλίκο 
i

i

α β
γ δ

+
+

, όπου 0iγ δ+ ≠ , 

στη µορφή iκ λ+ , πολλαπλασιάζουµε τους όρους του 
κλάσµατος µε το συζυγή του παρονοµαστή και 
έχουµε:

 Ο  x

 y

 M(α+γ,β+δ)

 M1(α,β)

 M2(γ,δ)

 2

 

 Ο

 Μ3(−γ,−δ)

 Ν(α−γ,β−δ)

 Μ2(γ,δ)

 Μ1(α,β)

 x

 y
 3
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2 2 2 2 2 2

( )( ) ( ) ( )

( )( )

i i i i
i

i i i

α β α β γ δ αγ βδ βγ αδ αγ βδ βγ αδ
γ δ γ δ γ δ γ δ γ δ γ δ

+ + − + + − + −
= = = +

+ + − + + +

∆ηλαδή, 
α β αγ βδ βγ αδ
γ δ γ δ γ δ

+ + −
= +

+ + +2 2 2 2

i
i

i
. 

∆ΥΝΑΜΗ ΜΙΓΑ∆ΙΚΟΥ ΑΡΙΘΜΟΥ                                                                     
  Οι δυνάµεις ενός µιγαδικού z µε εκθέτη ακέραιο ορίζονται όπως 
ακριβώς οι δυνάµεις των πραγµατικών.                                                            
∆ηλαδή: 

� 0 1,  z 0z µε= ≠  

� 1z z=  
� 2z z z= ⋅ , 

 
� ......

έ

z z z zν

ν φορ ς−

= ⋅ ⋅14243
 

� 
1

z
z

ν
ν

− = , όπου ν Ν
* ,z≠0. 

4 4 4

1 , αν 0

, αν 1
( ) 1

-1 , αν 2

, αν 3

υ

i υ
i i i i i i i i

υ

i

ν ρ υ ρ υ ρ υ ρ υ υ

υ

+

=
 =

= = = = = = 
=

− =

 

                  

ΣΥΖΥΓΕΙΣ ΜΙΓΑ∆ΙΚΟΙ : Ι∆ΙΟΤΗΤΕΣ                                                                     

ΟΡΙΣΜΟΣ  

Για έναν µιγαδικό αριθµό z=α+βi ορίζουµε ως  συζυγή του αριθµού 
z  τον µιγαδικό z iα β= − . 

Ι∆ΙΟΤΗΤΕΣ  
� Στο µιγαδικό επίπεδο οι εικόνες ( , )M α β  και 

( , )M α β′ −  δύο συζυγών µιγαδικών z iα β= +  
και z iα β= −  είναι σηµεία συµµετρικά ως 
προς τον πραγµατικό άξονα. 

 
 
 

� Ισχύει: ( )z z=   (αφού  ( )i iα β α β− = +  µε εφαρµογή του 

ορισµού) 
 

 

 Ο  x 

 )(zM ′  

 M(z) 
 y 

 4 
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� Για δύο συζυγείς µιγαδικούς αριθµούς z iα β= +  και 
z iα β= −  ισχύει :  z z α+ = 2  

    z z iβ− = 2 . 

� Αν 1z iα β= +  και 2z iγ δ= +  είναι δυο µιγαδικοί αριθµοί, τότε: 

1.         1 2 1 2z z z z+ = +  

2.         1 2 1 2z z z z− = −  

3.           1 2 1 2z z z z⋅ = ⋅  

4.            1 1

2 2

z z

z z

 
= 

 
. 

Οι ιδιότητες αυτές µπορούν να αποδειχτούν µε εκτέλεση των 
πράξεων. Για παράδειγµα έχουµε:                                                    
Απόδειξη της 1:  1 2 ( ) ( ) ( ) ( )z z i i iα β γ δ α γ β δ+ = + + + = + + +  

( ) ( )iα γ β δ= + − +  1 2( ) ( )i i z zα β γ δ= − + − = + . 

5. z z z z z zν ν+ + + = + + +1 2 1 2L L   (Γενίκευση της 1) 

6. ... ...z z z z z zν ν⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅1 2 1 2 .           (Γενίκευση της 3) 

7. z zν ν=( ) ( )     (αν είναι 1 2 ...z z z zν= = = = , και εφαρµόσουµε 
την ιδιότητα 6)                                          

ΕΠΙΛΥΣΗ ΤΗΣ   ΕΞΙΣΩΣΗΣ: 2 0z zα β γ+ + = µε α,β,γ∈ℜ , α≠0. 

• 0∆ > .   Tότε η εξίσωση έχει δύο πραγµατικές λύσεις: 

1,2 2
z

β
α

− ± ∆
=  

• 0∆ = . Tότε έχει µια διπλή πραγµατική λύση: 
2

z
β
α

−
=  

•  0∆ < .  Tότε, επειδή 
2

2 2

2 2 2

( 1)( ) ( )
4 4 (2 ) 2

i i

α α α α

 ∆ − −∆ −∆ −∆
= = =  

 
,η εξίσωση γράφεται: 

22

2 2
i

z
β
α α

 −∆ + =   
   

.Άρα οι λύσεις της είναι:   

1,2 2

i
z

β
α

− ± −∆
= ,   οι οποίες είναι συζυγείς µιγαδικοί αριθµοί. 
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ΜΕΤΡΟ ΜΙΓΑ∆ΙΚΟΥ ΑΡΙΘΜΟΥ 
 

Ορίζουµε ως µέτρο του z  την απόσταση του M  από 

την αρχή O , δηλαδή 2 2| | | |z OM x y= = +
uuuur

 

 

Ι∆ΙΟΤΗΤΕΣ 

• ∆ύο προφανείς ιδιότητες από τα παραπάνω 
είναι:  

• | | | | | | | |z z z z= = − = −  

• 2| |z z z= ⋅  

• Αν 1 2,z z  είναι µιγαδικοί αριθµοί, τότε 

•  1 2 1 2| | | | | |z z z z⋅ = ⋅  

•  1 1

2 2

z z

z z
=  

Απόδειξη:  

Πράγµατι, έχουµε: 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2| | | | | | | | | | | |z z z z z z z z⋅ = ⋅ ⇔ ⋅ = ⋅  

 1 2 1 2 1 1 2 2( )( )z z z z z z z z⇔ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅  1 2 1 2 1 1 2 2z z z z z z z z⇔ ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅  

και, επειδή η τελευταία ισότητα ισχύει, θα ισχύει και η 
ισοδύναµη αρχική. 

Ανάλογα αποδεικνύεται και η δεύτερη ιδιότητα.                                
Γενικά, αποδεικνύεται ότι :                                                                              
• 1 2 1 2... ...z z z z z zν ν=  και                                                                                                     

•  z z
νν =   

� Από τη γνωστή µας τριγωνική ανισότητα και 
από τη γεωµετρική ερµηνεία του 
αθροίσµατος 1 2z z+  και της διαφοράς 1 2z z−  
δύο µιγαδικών προκύπτει ότι:  

            1 2 1 2 1 2| | | | || | | | | | |z z z z z z− ≤ + ≤ +   
αλλά και ότι         
            1 2 1 2 1 2| | | | || | | | | | |z z z z z z− ≤ − ≤ +  

� Επίσης, είναι φανερό ότι το µέτρο του 
διανύσµατος ON

uuur

 είναι ίσο µε το µέτρο του διανύσµατος 

 

 x 

 M(x,y) 

 |z | 

 Ο 

 β 

 a 

 y 
 5 

 

 

 Ο 
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 x 
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2 1M M
uuuuuur

. Εποµένως:                                                                                     
“ Το µέτρο της διαφοράς δύο µιγαδικών είναι ίσο µε την 
απόσταση των εικόνων τους”.  ∆ηλαδή: 1 2 1 2( ) | |M M z z= −  

 

� Η εξίσωση 0z z ρ− = , µε ρ>0 και 0 0 0z x y i= +  

παριστάνει τον κύκλο µε κέντρο το σηµείο 0( )zΚ  
και ακτίνα ρ.                                                 

� Ειδικά η εξίσωση z ρ= , µε ρ>0 παριστάνει 

κύκλο µε  κέντρο την αρχή των αξόνων Ο(0,0) 
και ακτίνα ρ. 

 
� Η εξίσωση 1 2z z z z− = − , όπου 1 1 1z x y i= + , 

2 2 2z x y i= +  , παριστάνει τη µεσοκάθετο του 

τµήµατος µε άκρα τα σηµεία ( )1zΑ  και ( )2zΒ . 

 
 

 
Η έννοια της πραγµατικής συνάρτησης 

ΟΡΙΣΜΟΣ 

Έστω Α ένα υποσύνολο του ℜ . Ονοµάζουµε πραγµατική 
συνάρτηση µε πεδίο ορισµού το Α µια διαδικασία (κανόνα) f , µε 
την οποία κάθε στοιχείο x A∈  αντιστοιχίζεται σε ένα µόνο 
πραγµατικό αριθµό y. Το y ονοµάζεται τιµή της  f  στο x και 
συµβολίζεται µε ( )f x . 

Ισότητα συναρτήσεων 

ΟΡΙΣΜΟΣ 

∆ύο συναρτήσεις f και g λέγονται ίσες όταν: 

         • έχουν  το  ίδιο  πεδίο ορισµού  Α και 

         • για κάθε x A∈  ισχύει ( ) ( )f x g x= .  (∆ηλαδή τον ίδιο τύπο) 

 
• Έστω τώρα f, g δύο συναρτήσεις µε 

πεδία ορισµού Α, Β αντιστοίχως και Γ 
ένα υποσύνολο των Α και Β. Αν για 
κάθε x∈Γ  ισχύει ( ) ( )f x g x= , τότε 
λέµε ότι οι συναρτήσεις  f  και  g  
είναι ίσες στο σύνολο Γ.  

 

 K(x0,y0) 

 Ο  x 

 y 

 

 

 B(x2,y2) 

 A(x1,y1) 

 Ο  x 

 y 

 

 

 

678

  x 

 y 

 Ο 

 Γ 

 A 
 B 
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Πράξεις µε συναρτήσεις 

Ορίζουµε ως άθροισµα f g+ , διαφορά -f g , γινόµενο f g⋅  και 

πηλίκο 
f

g
 δύο συναρτήσεων f, g τις συναρτήσεις µε τύπους 

• ( )( ) ( ) ( )f g x f x g x+ = +  

• ( )( ) ( ) ( )f g x f x g x− = −  

• ( )( ) ( ) ( )f g x f x g x⋅ = ⋅   

• 
( )

( )
( )

f f x
x

g g x

 
= 

 
. 

Το πεδίο ορισµού των f g+ , f g−  και f g⋅  είναι η τοµή f gD D∩  των 

πεδίων ορισµού fD  και gD  των συναρτήσεων f και g αντιστοίχως, ενώ 

το πεδίο ορισµού της 
f

g
 είναι το f gD D∩ , εξαιρουµένων των τιµών του 

x που µηδενίζουν τον παρονοµαστή ( )g x , δηλαδή το σύνολο 

{ |x x A∈   και  x B∈ , µε ( ) 0}g x ≠  δηλαδή { }( ) 0f gD D g x∩ − = . 

Σύνθεση συναρτήσεων 

ΟΡΙΣΜΟΣ 

Αν  f, g  είναι δύο συναρτήσεις µε πεδίο ορισµού Α, Β αντιστοίχως, τότε 
ονοµάζουµε σύνθεση της f µε την g, και τη συµβολίζουµε µε gof , τη 
συνάρτηση µε τύπο      ( )( ) ( ( ))gof x g f x= . 

 

 g fo  

 g(B)  A 

  g 

 B  f (A) 

 f 

 A1 

 g( f (x)) 

 f (x) 

 x 

 
Το πεδίο ορισµού της gof  αποτελείται από όλα τα στοιχεία x του πεδίου 
ορισµού της  f  για τα οποία το ( )f x  ανήκει στο πεδίο ορισµού της g. 
∆ηλαδή είναι το σύνολο { | ( ) }gof f gA x A f x A= ∈ ∈ . 

Είναι φανερό ότι η gof  ορίζεται αν gofA ≠ ∅ , δηλαδή αν ( )f A B∩ ≠ ∅ . 
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Μονοτονία συνάρτησης 

ΟΡΙΣΜΟΣ 

Μια συνάρτηση  f  λέγεται0F

(1) : 
•••• γνησίως αύξουσα σ’ ένα δ ι ά σ τ η µ α  ∆ του πεδίου ορισµού της, 
όταν για οποιαδήποτε 1 2,x x ∈∆  µε 1 2x x<  ισχύει: 1 2( ) ( )f x f x<       

•••• γνησίως φθίνουσα σ’ ένα δ ι ά σ τ η µ α  ∆ του πεδίου ορισµού της, 
όταν για οποιαδήποτε 1 2,x x ∈∆  µε 1 2x x<  ισχύει: 1 2( ) ( )f x f x>       

Ακρότατα συνάρτησης 

ΟΡΙΣΜΟΣ 

Μια συνάρτηση  f  µε πεδίο ορισµού Α θα λέµε ότι: 

• Παρουσιάζει στο 0x A∈  (ολικό) µέγιστο, το 0( )f x , όταν 0( ) ( )f x f x≤   
για κάθε  x A∈       

• Παρουσιάζει στο 0x A∈  (ολικό) ελάχιστο, το 0( )f x , 
όταν 0( ) ( )f x f x≥     για κάθε  x A∈  . 

Συνάρτηση 11−  

ΟΡΙΣΜΟΣ 

Μια συνάρτηση :f A →ℜ  λέγεται συνάρτηση 11− , όταν για 
οποιαδήποτε 1 2,x x A∈  ισχύει η συνεπαγωγή: 

αν   1 2x x≠ ,    τότε (⇒)   1 2( ) ( )f x f x≠ . 

Με απαγωγή σε άτοπο αποδεικνύεται ότι: 

Μια συνάρτηση :f A →ℜ  είναι συνάρτηση 11− , αν και µόνο αν 
για οποιαδήποτε 1 2,x x A∈  ισχύει η συνεπαγωγή: 

αν   1 2( ) ( )f x f x= ,    τότε    1 2x x= .                

                 

Αντίστροφη συνάρτηση 

•••• Έστω µια συνάρτηση :f A →ℜ . Αν υποθέσουµε ότι 
αυτή είναι 1 1− , τότε για κάθε στοιχείο y του συνόλου 
τιµών, ( )f A , της  f  υπάρχει µοναδικό στοιχείο x του 

                                                 
 

 

 O  x 
 x 

 y=f (x) 

 y 
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πεδίου ορισµού της Α για το οποίο ισχύει ( )f x y= . Εποµένως 
ορίζεται µια συνάρτηση : ( )g f A →ℜ  

µε την οποία κάθε ( )y f A∈  αντιστοιχίζεται στο µοναδικό x A∈  για 
το οποίο ισχύει ( )f x y= . 

Από τον τρόπο που ορίστηκε η g προκύπτει ότι: 

— έχει πεδίο ορισµού το σύνολο τιµών ( )f A  της  f, 

— έχει σύνολο τιµών το πεδίο ορισµού Α της  f  και  

— ισχύει η ισοδυναµία:  ( ) ( )f x y g y x= ⇔ = . 

Αυτό σηµαίνει ότι, αν η  f  αντιστοιχίζει το x στο y, 
τότε η g αντιστοιχίζει το y στο x και αντιστρόφως. 
∆ηλαδή η g είναι η αντίστροφη διαδικασία της  f. Για 
το λόγο αυτό η g λέγεται αντίστροφη συνάρτηση 
της  f  και συµβολίζεται µε 1−f .  

Εποµένως έχουµε 

1( ) ( )f x y f y x−= ⇔ =  

 

Οι γραφικές παραστάσεις C  και C′  των συναρτήσεων  f  και 1f −  
είναι συµµετρικές ως προς την ευθεία y x=  που διχοτοµεί τις 
γωνίες xOy  και x Oy′ ′ . 

Όρια 

 
 

(α)   
0

lim ( )
x x

f x
→

= l    ⇔    
0

lim( ( ) ) 0
x x

f x
→

− =l  

(β)   
0

lim ( )
x x

f x
→

= l    ⇔     00
lim ( )
h

f x h
→

+ = l  

• ΟΡΙΟ ΚΑΙ ΑΠΟ ∆ΕΞΙΑ ΚΑΙ ΑΠΟ ΑΡΙΣΤΕΡΑ ΣΤΟ x0∈∈∈∈ℜℜℜℜ 

Αν µια συνάρτηση f είναι ορισµένη σε ένα σύνολο της µορφής 

0 0( , ) ( , )x xα β∪ , τότε ισχύει η ισοδυναµία: 

0

lim ( )
x x

f x
→

= l    ⇔    
0 0

lim ( ) lim ( )
x x x x

f x f x
− +→ →

= = l  

• ΟΡΙΟ ΜΟΝΟ ΑΠΟ ∆ΕΞΙΑ ΣΤΟ x0∈∈∈∈ℜℜℜℜ 

 

 g 

 f 

 f(A)  A 

 y=f(x)  g(y)=x 

 

0

lim ( )
x x

f x
→

= l⇔
0 0

lim ( ) lim ( )
x x x x

f x f x
− +→ →

= = l  
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Αν µια συνάρτηση  f  είναι ορισµένη σε ένα διάστηµα της µορφής 

0( , )x β , αλλά δεν ορίζεται σε διάστηµα της µορφής 0( , )xα , τότε 
ορίζουµε:  

0 0

lim ( ) lim ( )
x x x x

f x f x
+→ →

= . 

• ΟΡΙΟ ΜΟΝΟ ΑΠΟ ΑΡΙΣΤΕΡΑ ΣΤΟ x0∈∈∈∈ℜℜℜℜ 

Αν µια συνάρτηση f είναι ορισµένη σε ένα διάστηµα της µορφής 

0( , )xα , αλλά δεν ορίζεται σε διάστηµα της µορφής 0( , )x β , τότε 
ορίζουµε:  

0 0

lim ( ) lim ( )
x x x x

f x f x
−→ →

= . 

Όριο ταυτοτικής - σταθερής συνάρτησης 

 

 

 Ι∆ΙΟΤΗΤΕΣ ΤΩΝ ΟΡΙΩΝ  
Όριο και διάταξη 

ΘΕΩΡΗΜΑ 1ο 

• Αν 
0

lim ( ) 0
x x

f x
→

> ,  τότε  ( ) 0f x >   κοντά στο 0x    (Σχ. α) 

• Αν 
0

lim ( ) 0
x x

f x
→

< ,  τότε ( ) 0f x <    κοντά στο 0x    (Σχ. β) 

 

ΘΕΩΡΗΜΑ 2ο 

Αν οι συναρτήσεις ,f g  έχουν όριο στο 0x  και ισχύει ( ) ( )f x g x≤  
κοντά στο 0x , τότε 

0 0

lim ( ) lim ( )
x x x x

f x g x
→ →

≤  

Όρια και πράξεις 

ΘΕΩΡΗΜΑ 

Αν υπάρχουν τα όρια των συναρτήσεων  f  και g στο 0x , τότε: 

 1.  
0 0 0

lim( ( ) ( )) lim ( ) lim ( )
x x x x x x

f x g x f x g x
→ → →

+ = +  

 2.  
0 0

lim( ( )) lim ( )
x x x x

f x f xκ κ
→ →

= ,    για κάθε σταθερά κ∈ℜ  

0

lim
x x

c c
→

=  
0

0lim
x x

x x
→

=  
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 3.  
0 0 0

lim( ( ) ( )) lim ( ) lim ( )
x x x x x x

f x g x f x g x
→ → →

⋅ = ⋅  

 4.  0

0

0

lim ( )( )
lim

( ) lim ( )
x x

x x
x x

f xf x

g x g x
→

→
→

= ,        εφόσον 
0

lim ( ) 0
x x

g x
→

≠  

 5.  
0 0

lim | ( ) | lim ( )
x x x x

f x f x
→ →

=  

 6.  
0 0

lim ( ) lim ( )k k
x x x x

f x f x
→ →

= ,    εφόσον ( ) 0f x ≥  κοντά στο 0x . 

 

 

0
0lim

x x
x xν ν

→
= . 

 

 

 

 

 
Κριτήριο παρεµβολής 

ΘΕΩΡΗΜΑ  

Έστω οι συναρτήσεις , ,f g h . Αν 

       • ( ) ( ) ( )h x f x g x≤ ≤  κοντά στο 0x  και 

       • 
0 0

lim ( ) lim ( )
x x x x

h x g x
→ →

= = l , τότε  :
0

lim ( )
x x

f x
→

= l . 

Tριγωνοµετρικά όρια 

| | | |x xηµ ≤ ,   για κάθε   x∈ℜ  

(η ισότητα ισχύει µόνο όταν 0x = )  

 
 
 
 
 

0 0

lim[ ( )] lim ( )
x x x x

f x f x
ν

ν

→ →

 =   
,   *ν N∈  

0
0lim ( ) ( )

x x
P x P x

→
= . 

0

0

0

( ) ( )
lim

( ) ( )x x

P x P x

Q x Q x→
= ,   εφόσον  0( ) 0Q x ≠  

    • 
0

0lim
x x

x xηµ ηµ
→

=  

    • 
0

0lim
x x

x xσυν συν
→

=  
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Όριο σύνθετης συνάρτησης 

0 0

lim ( ( )) lim ( )
x x u u

f g x f u
→ →

= . 

 
ΜΗ ΠΕΠΕΡΑΣΜΕΝΟ (ΑΠΕΙΡΟ) ΟΡΙΟ ΣΤΟ 

x0∈∈∈∈ℜℜℜℜ 

0 0 0

lim ( ) lim ( ) lim ( )
x x x x x x

f x f x f x
− +→ → →

= +∞ ⇔ = = +∞  

0 0 0

lim ( ) lim ( ) lim ( )
x x x x x x

f x f x f x
− +→ → →

= −∞ ⇔ = = −∞                          . 

Ι∆ΙΟΤΗΤΕΣ 

• Αν 
0

lim ( )
x x

f x
→

= +∞ , τότε ( ) 0f x >  κοντά στο 0x , ενώ  

    αν 
0

lim ( )
x x

f x
→

= −∞ , τότε ( ) 0f x <  κοντά στο 0x . 

• Αν 
0

lim ( )
x x

f x
→

= +∞ , τότε 
0

lim( ( ))
x x

f x
→

− = −∞  ,  ενώ  

    αν 
0

lim ( )
x x

f x
→

= −∞ , τότε 
0

lim( ( ))
x x

f x
→

− = +∞ . 

• Αν 
0

lim ( )
x x

f x
→

= +∞  ή −∞ , τότε 
0

1
lim 0

( )x x f x→
= . 

• Αν 
0

lim ( ) 0
x x

f x
→

=  και ( ) 0f x >  κοντά στο 0x , τότε 
0

1
lim

( )x x f x→
= +∞ , 

ενώ αν 
0

lim ( ) 0
x x

f x
→

= και ( ) 0f x <  κοντά στο 0x ,τότε 
0

1
lim

( )x x f x→
= −∞ . 

• Αν 
0

lim ( )
x x

f x
→

= +∞  ή −∞ , τότε 
0

lim | ( ) |
x x

f x
→

= +∞ . 

• Αν 
0

lim ( )
x x

f x
→

= +∞ , τότε 
0

lim ( )k

x x
f x

→
= +∞ . 

 

 

    • α)   
0

lim 1
x

x

x

ηµ
→

=  

    • β)  
0

1
lim 0
x

x

x

συν
→

−
=  
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ΘΕΩΡΗΜΑ 1ο (όριο αθροίσµατος) 

Αν στο x0∈ℜ       

το όριο της  f  είναι: α∈ℜ α∈ℜ +∞  -∞ +∞  -∞ 

και το όριο της g είναι: +∞  -∞ +∞  -∞ -∞ +∞  

τότε το όριο της f g+  είναι: +∞  -∞ +∞  -∞ ; ; 

ΘΕΩΡΗΜΑ 2ο (όριο γινοµένου)  

Αν στο x0∈ℜ,           

το όριο της  f είναι: α>0 α<0 α>0 α<0 0 0 +∞ +∞ -∞ -∞ 

και το όριο της  g είναι: +∞ +∞ -∞ -∞ +∞ -∞ +∞ -∞ +∞ -∞ 

τότε το όριο της f�g  είναι: +∞ -∞ -∞ +∞ ; ; +∞ -∞ -∞ +∞ 

απροσδιόριστες µορφές 
• ( ) ( )+∞ − +∞ ,    

• ( ) ( )−∞ − −∞        

• 
0

0
,  

•   
±∞
±∞

. 

ΟΡΙΟ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΣΤΟ ΑΠΕΙΡΟ  
� Στην περίπτωση αυτή λέµε ότι η  f  έχει στο +∞  όριο το l  και 

γράφουµε   lim ( )
x

f x
→+∞

= l  

� το ( )g x  αυξάνεται απεριόριστα. Στην περίπτωση αυτή λέµε 
ότι η g έχει στο +∞  όριο το +∞  και γράφουµε lim ( )

x
g x

→+∞
= +∞  

� το ( )h x  µειώνεται απεριόριστα. Στην περίπτωση αυτή λέµε 
ότι η h έχει στο +∞  όριο το −∞  και γράφουµε lim ( )

x
h x

→+∞
= −∞ . 

♦ Όριο πολυωνυµικής και ρητής συνάρτησης 

Για την πολυωνυµική συνάρτηση 1
1 0( )P x x xν ν

ν να α α−
−= + + +L , µε 

0να ≠  ισχύει:    lim ( ) lim ( )
x x

P x xν
να

→+∞ →+∞
=  και  lim ( ) lim ( )

x x
P x xν

να
→−∞ →−∞

=  

♦ Όριο ρητής συνάρτησης: 
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Για τη ρητή συνάρτηση 
1

1 1 0
1

1 1 0

( )
x x x

f x
x x x

ν ν
ν ν

κ κ
κ κ

α α α α
β β β β

−
−

−
−

+ + + +
=

+ + + +
L

L
,  

0να ≠ , 0κβ ≠  ισχύει: 

lim ( ) lim
x x

x
f x

x

ν
ν

κ
κ

α
β→+∞ →+∞

 
=  

 
 και lim ( ) lim

x x

x
f x

x

ν
ν

κ
κ

α
β→−∞ →−∞

 
=  

 
 

 

♦Όρια εκθετικής - λογαριθµικής συνάρτησης 

Αποδεικνύεται ότι: 
 
• Αν 1α >  (Σχ. 60), τότε 

lim 0x

x
α

→−∞
= ,                 lim x

x
α

→+∞
= +∞  

0
limlog
x

xα→
= −∞ ,         lim log

x
xα→+∞
= +∞  

 

 

• Αν 0 1α< <  (Σχ. 61), τότε 

lim x

x
α

→−∞
= +∞ ,              lim 0x

x
α

→+∞
=  

0
limlog
x

xα→
= +∞ ,           lim log

x
xα→+∞
= −∞  

Πεπερασµένο όριο ακολουθίας 

Η έννοια της ακολουθίας είναι γνωστή από προηγούµενες τάξεις. 
Συγκεκριµένα: 

ΟΡΙΣΜΟΣ 

Ακολουθία ονοµάζεται κάθε πραγµατική συνάρτηση    *:Nα →ℜ . 

ΟΡΙΣΜΟΣ 

Θα λέµε ότι η ακολουθία ( )να  έχει όριο το ∈ℜl  και θα γράφουµε 

lim νν
α

→∞
= l , όταν για κάθε 0ε > , υπάρχει *

0 Nν ∈  τέτοιο, ώστε για 

κάθε 0ν ν>  να ισχύει  | |να ε− <l  

 

 

 

 y=ax 

 y 

 1 

 1 
 y=logax 

 O  x 

 

 

 y=ax 

 y=logax 

 1 

 1 

 O  x 

 y 
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ΣΥΝΕΧΕΙΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ          
Ορισµός της συνέχειας 

ΟΡΙΣΜΟΣ 

΄Εστω µια συνάρτηση  f  και 0x  ένα σηµείο 0x  του πεδίου ορισµού 
της. Θα λέµε ότι η  f  είναι συνεχής στο 0x , όταν 

0
0lim ( ) ( )

x x
f x f x

→
=  

Μία συνάρτηση  f  που είναι συνεχής σε όλα τα σηµεία του πεδίου 
ορισµού της, θα λέγεται, απλά, συνεχής συνάρτηση.  
 
Πράξεις µε συνεχείς συναρτήσεις 

ΘΕΩΡΗΜΑ 

Αν οι συναρτήσεις  f  και g είναι συνεχείς στο 0x , τότε είναι 
συνεχείς στο 0x  και οι συναρτήσεις: 

f g+ ,    c f⋅ ,   όπου    c∈ℜ ,     f g⋅ ,     
f

g
,       | |f    και   fν  

µε την προϋπόθεση ότι ορίζονται σε ένα διάστηµα που περιέχει το 

0x . 

ΘΕΩΡΗΜΑ 

Αν η συνάρτηση  f  είναι συνεχής στο 0x  και η συνάρτηση g είναι 
συνεχής στο 0( )f x , τότε η σύνθεσή τους gof  είναι συνεχής στο 0x  

Συνέχεια συνάρτησης σε διάστηµα και βασικά θεωρήµατα 

ΟΡΙΣΜΟΣ 

• Μια συνάρτηση  f  θα λέµε ότι είναι συνεχής σε ένα ανοικτό 
διάστηµα ( , )α β , όταν είναι συνεχής σε κάθε σηµείο του ( , )α β . 
(Σχ.α) 

• Μια συνάρτηση  f  θα λέµε ότι είναι συνεχής σε ένα κλειστό 
διάστηµα [ , ]α β , όταν είναι συνεχής σε κάθε σηµείο του ( , )α β  

και επιπλέον  lim ( ) ( )
x

f x f
α

α
+→

=  και lim ( ) ( )
x

f x f
β

β
−→

=   (Σχ.β) 

Ανάλογοι ορισµοί διατυπώνονται για διαστήµατα της µορφής 
( , ]α β , [ , )α β . 
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Θεώρηµα του Bolzano  

Στο διπλανό σχήµα έχουµε τη γραφική 
παράσταση µιας συνεχούς συνάρτησης  f  στο 
[ , ]α β . Επειδή τα σηµεία A(α,f(α))  και 

( , ( ))B fβ β  βρίσκονται εκατέρωθεν του άξονα 
x x′ , η γραφική παράσταση της  f  τέµνει τον 
άξονα σε ένα τουλάχιστον σηµείο. 

ΘΕΩΡΗΜΑ  

Έστω µια συνάρτηση  f , ορισµένη σε ένα κλειστό διάστηµα [ , ]α β  
Αν: 

       • η f είναι συνεχής στο [ , ]α β  και, επιπλέον, ισχύει 

       • ( ) ( ) 0f fα β⋅ < , 

τότε υπάρχει ένα, τουλάχιστον, 0 ( , )x α β∈  τέτοιο, ώστε 0( ) 0f x = . 

∆ηλαδή, υπάρχει µια, τουλάχιστον, ρίζα της εξίσωσης ( ) 0f x =  
στο ανοικτό διάστηµα ( , )α β . 

ΘΕΩΡΗΜΑ 

Έστω µια συνάρτηση  f, η οποία είναι ορισµένη σε ένα κλειστό 
διάστηµα [ , ]α β . Αν: 
       • η f είναι συνεχής στο [ , ]α β  και 
       • ( ) ( )f fα β≠  

τότε, για κάθε αριθµό η µεταξύ των ( )f α  και ( )f β  υπάρχει ένας, 
τουλάχιστον 0 ( , )x α β∈  τέτοιος, ώστε  0( )f x η=  

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 

Ας υποθέσουµε ότι ( ) ( )f fα β< . Τότε θα ισχύει ( ) ( )f fα η β< < . 
Αν θεωρήσουµε τη συνάρτηση ( ) ( )g x f x η= − , [ , ]x α β∈ , 
παρατηρούµε ότι: 
• η g είναι συνεχής στο [ , ]α β  και   
• ( ) ( ) 0g gα β < , 
αφού 

( ) ( ) 0g fα α η= − <    και 
( ) ( ) 0g fβ β η= − > . 

Εποµένως, σύµφωνα µε το θεώρηµα του 
Bolzano, υπάρχει 0 ( , )x α β∈  τέτοιο, ώστε 0 0( ) ( ) 0g x f x η= − = , 
οπότε 0( )f x η= .     

 

 ′′x0   ′x0  
 x0  

 y 

 B(β,f (β)) 

 Α(α,f (α))  f (a) 

 f (β) 

 O  β 
 a 

 x 

 

 

 ′x0   x0   ′′x0  

 y 

 B(β,f(β)) 

 f(a) 

 f (β) 

 O  β 

 y=η 
 η 

 a  x 

 Α(α ,f (α)) 
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Η εικόνα ( )f ∆  ενός διαστήµατος ∆ µέσω µιας συνεχούς και µη 
σταθερής συνάρτησης  f  είναι διάστηµα. 

 

ΘΕΩΡΗΜΑ (Μέγιστης και ελάχιστης τιµής) 

Αν  f  είναι συνεχής συνάρτηση στο [ , ]α β , τότε η  f  παίρνει στο 
[ , ]α β  µια µέγιστη τιµή Μ και µια ελάχιστη τιµή m. (Σχ.δ) 

 

Aν µια συνάρτηση  f  είναι γνησίως αύξουσα και συνεχής σε ένα 
ανοικτό διάστηµα ( , )α β , τότε το σύνολο τιµών της στο διάστηµα 
αυτό είναι το διάστηµα ( , )Α Β  (Σχ.α), όπου 

lim ( )
x

f x
α +→

Α =    και   lim ( )
x

B f x
β −→

= . 

Αν, όµως, η  f  είναι γνησίως φθίνουσα και συνεχής στο ( , )α β , 
τότε το σύνολο τιµών της στο διάστηµα αυτό είναι το διάστηµα 
( , )B A  (Σχ.β). 

 
 ΕΝΝΟΙΑ ΤΗΣ ΠΑΡΑΓΩΓΟΥ 

ΟΡΙΣΜΟΣ 

Μια συνάρτηση f λέµε ότι είναι παραγωγίσιµη σ’ ένα σηµείο 0x  του 

πεδίου ορισµού της, αν υπάρχει το 
0

0

0

( ) ( )
lim
x x

f x f x

x x→

−
−

 και είναι 

πραγµατικός αριθµός. 
Το όριο αυτό ονοµάζεται παράγωγος της  f στο 0x  και συµβολίζεται µε 

0( )f x′ .  ∆ηλαδή: 
0

0
0

0

( ) ( )
( ) lim

x x

f x f x
f x

x x→

−
′ =

−
. 

 

Η  f  είναι παραγωγίσιµη στο 0x , αν και µόνο αν υπάρχουν στο ℜ τα 

όρια
0

0

0

( ) ( )
lim
x x

f x f x

x x−→

−
−

,    
0

0

0

( ) ( )
lim
x x

f x f x

x x+→

−
−

 και είναι ίσα. 
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ΟΡΙΣΜΟΣ 

Έστω  f  µια συνάρτηση και 0 0( , ( ))A x f x  ένα σηµείο της fC . Αν 

υπάρχει το 
0

0

0

( ) ( )
lim
x x

f x f x

x x→

−
−

 και είναι ένας πραγµατικός αριθµός λ, τότε 

ορίζουµε ως εφαπτοµένη της fC  στο σηµείο της Α, την ευθεία ε που 

διέρχεται από το Α και έχει συντελεστή διεύθυνσης λ. ∆ηλαδή την 
ευθεία µε εξίσωση : ( )0 0 0( ) ( )y f x f x x x′− = −    

 

ΘΕΩΡΗΜΑ 

Αν µια συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιµη σ’ ένα σηµείο 0x , τότε είναι 
και συνεχής στο σηµείο αυτό. 

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 

Για 0x x≠  έχουµε   0
0 0

0

( ) ( )
( ) ( ) ( )

f x f x
f x f x x x

x x

−
− = ⋅ −

−
, οπότε 

0 0

0
0 0

0

( ) ( )
lim[ ( ) ( )] lim ( )
x x x x

f x f x
f x f x x x

x x→ →

 −
− = ⋅ − − 

0 0

0
0

0

( ) ( )
lim lim( )
x x x x

f x f x
x x

x x→ →

−
= ⋅ −

−
 0( ) 0 0f x′= ⋅ = ,(αφού η  f  είναι 

παραγωγίσιµη στο 0x .)  
Εποµένως, 

0
0lim ( ) ( )

x x
f x f x

→
= , δηλαδή η  f  είναι συνεχής στο 0x .    

 

ΠΑΡΑΓΩΓΙΣΙΜΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ –ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ 
ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ 

• Έστω f µια συνάρτηση µε πεδίο ορισµού ένα σύνολο Α. Θα λέµε ότι: 

— H f είναι παραγωγίσιµη στο Α ή, απλά, παραγωγίσιµη, όταν είναι 
παραγωγίσιµη σε κάθε σηµείο 0x A∈ . 

— Η f είναι παραγωγίσιµη σε ένα ανοικτό διάστηµα ( , )α β  του πεδίου 
ορισµού της, όταν είναι παραγωγίσιµη σε κάθε σηµείο 0 ( , )x α β∈ . 

— Η f είναι παραγωγίσιµη σε ένα κλειστό διάστηµα [ , ]α β  του πεδίου 
ορισµού της, όταν είναι παραγωγίσιµη στο ( , )α β  και επιπλέον ισχύει 

( ) ( )
lim
x

f x f

xα

α
α+→

−
∈ℜ

−
     και     

( ) ( )
lim
x

f x f

xβ

β
β−→

−
∈ℜ

−
. 
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• Έστω f µια συνάρτηση µε πεδίο ορισµού Α και 1A  τo σύνολο των 
σηµείων του Α στα οποία αυτή  είναι παραγωγίσιµη. Αντιστοιχίζοντας 
κάθε 1x A∈  στο ( )f x′ , ορίζουµε τη συνάρτηση  

1:

( ),

f A R

x f x

′ →

′→
  η οποία ονοµάζεται πρώτη παράγωγος της  f  ή απλά 

παράγωγος της  f.  H πρώτη παράγωγος της  f  συµβολίζεται και µε 
df

dx
 

που διαβάζεται “ντε εφ προς ντε χι”. Για πρακτικούς λόγους την 
παράγωγο συνάρτηση ( )y f x′=  θα τη συµβολίζουµε και µε ( ( ))y f x ′= . 
Αν υποθέσουµε ότι το 1Α  είναι διάστηµα ή ένωση διαστηµάτων, τότε η 
παράγωγος της f ′ , αν υπάρχει, λέγεται δεύτερη παράγωγος της  f  και 
συµβολίζεται µε f ′′ . 
Επαγωγικά ορίζεται η νιοστή παράγωγος της  f,  µε 3ν ≥ , και 
συµβολίζεται µε ( )f ν . ∆ηλαδή   ( ) ( 1)[ ]f fν ν − ′= ,   3ν ≥ . 

Παράγωγος µερικών βασικών συναρτήσεων 

• ΄Εστω η σταθερή συνάρτηση ( )f x c= , c∈ℜ . Η συνάρτηση  f  είναι 

παραγωγίσιµη στο ℜ και ισχύει ( ) 0f x′ = , δηλαδή     ( ) 0c ′ =  

Απόδειξη: Πράγµατι, αν 0x  είναι ένα σηµείο του ℜ, τότε για 0x x≠  

ισχύει:  0

0 0

( ) ( )
0

f x f x c c

x x x x

− −
= =

− −
.  Εποµένως 

0

0

0

( ) ( )
lim 0
x x

f x f x

x x→

−
=

−
,  

δηλαδή ( ) 0c ′ = .   

• Έστω η συνάρτηση ( )f x x= . Η συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιµη στο 

ℜ  και ισχύει ( ) 1f x′ = , δηλαδή ( ) 1x ′ =  

Απόδειξη: Πράγµατι, αν 0x  είναι ένα σηµείο του ℜ, τότε για 0x x≠  

ισχύει: 0 0

0 0

( ) ( )
1

f x f x x x

x x x x

− −
= =

− −
. Εποµένως 

0 0

0

0

( ) ( )
lim lim1 1
x x x x

f x f x

x x→ →

−
= =

−
, 

δηλαδή ( ) 1x ′ = .      

• Έστω η συνάρτηση ( )f x xν= , {0,1}ν ∈ −ℕ . Η συνάρτηση  f  είναι 

παραγωγίσιµη στο ℜ και ισχύει 1( )f x xνν −′ = , δηλαδή ( ) 1v vx vx −′ =  

Απόδειξη: Πράγµατι, αν 0x  είναι ένα σηµείο του ℜ , τότε για 0x x≠  
ισχύει: 
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1 2 1
1 2 10 0 0 0 0

0 0
0 0 0

( ) ( ) ( )( )f x f x x x x x x x x x
x x x x

x x x x x x

ν ν ν ν ν
ν ν ν

− − −
− − −− − − + + +

= = = + + +
− − −

⋯
⋯

, οπότε 

0 0

1 2 1 1 1 1 10
0 0 0 0 0 0

0

( ) ( )
lim lim( )
x x x x

f x f x
x x x x x x x x

x x
ν ν ν ν ν ν νν− − − − − − −

→ →

−
= + + + = + + + =

−
⋯ ⋯

, δηλαδή 1( )x xν νν −′ = .    

• Έστω η συνάρτηση ( )f x x= . Η συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιµη 

στο (0, )+∞  και ισχύει 
1

( )
2

f x
x

′ = , δηλαδή   ( ) 1

2
x

x

′
=  

Απόδειξη:  Πράγµατι, αν 0x  είναι ένα σηµείο του (0, )+∞ , τότε για 

0x x≠  ισχύει: 

( )( )
( ) ( )
0 000 0

0 0 0 0 0 0

( ) ( )

( ) ( )

x x x xx xf x f x x x

x x x x x x x x x x x x

− +−− −
= = =

− − − + − +
 

0

1

x x
=

+
,  οπότε 

0 0

0

0 0 0

( ) ( ) 1 1
lim lim

2x x x x

f x f x

x x x x x→ →

−
= =

− +
,  δηλαδή ( ) 1

2
x

x

′
= . 

• Έστω συνάρτηση ( )f x xηµ= . Η συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιµη στο 

ℜ και ισχύει ( )f x xσυν′ = , δηλαδή   ( )x xηµ συν′ =   (Χωρίς απόδειξη) 

• Έστω η συνάρτηση ( )f x xσυν= . Η συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιµη 

στο ℜ  και ισχύει ( )f x xηµ′ = − , δηλαδή ( )x xσυν ηµ′ = −    (Χωρίς 
απόδειξη) 

• Έστω η συνάρτηση ( ) xf x e= . Αποδεικνύεται ότι η  f  είναι 

παραγωγίσιµη στο ℜ  και ισχύει ( ) xf x e′ = , δηλαδή    ( )x xe e′ =  (Χωρίς 
απόδειξη) 

• Έστω η συνάρτηση ( ) lnf x x= . Αποδεικνύεται ότι η  f  είναι 

παραγωγίσιµη στο (0, )+∞  και ισχύει 
1

( )f x
x

′ = , δηλαδή  
1

(ln )x
x

′ =  

(Χωρίς απόδειξη) 
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ΚΑΝΟΝΕΣ  ΠΑΡΑΓΩΓΙΣΗΣ 

ΘΕΩΡΗΜΑ 1 

Αν οι συναρτήσεις ,f g  είναι παραγωγίσιµες στο 0x , τότε η συνάρτηση 
f g+ είναι παραγωγίσιµη στο 0x  και ισχύει: 0 0 0( ) ( ) ( ) ( )f g x f x g x′ ′ ′+ = +  

Απόδειξη:  Για 0x x≠ , ισχύει: 

0 0 0 0

0 0 0

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f g x f g x f x g x f x g x f x f x

x x x x x x

+ − + + − − −
= = +

− − −

0

0

( ) ( )g x g x

x x

−
−

. 

Επειδή οι συναρτήσεις ,f g  είναι παραγωγίσιµες στο 0x , έχουµε: 

0 0 0

0 0 0

0 0 0

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
lim lim lim
x x x x x x

f g x f g x f x f x g x g x

x x x x x x→ → →

+ − + − −
= +

− − −

0 0( ) ( ),f x g x′ ′= +  δηλαδή 0 0 0( ) ( ) ( ) ( )f g x f x g x′ ′ ′+ = + .     

ΘΕΩΡΗΜΑ 2 

Αν οι συναρτήσεις ,f g  είναι παραγωγίσιµες στο 0x , τότε και η 
συνάρτηση f g⋅  είναι παραγωγίσιµη στο 0x  και ισχύει: 

0 0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f g x f x g x f x g x′ ′ ′⋅ = +  

Απόδειξη: (Εκτός ύλης) 
 

• Αν  f  είναι παραγωγίσιµη συνάρτηση σ’ ένα διάστηµα ∆ και 
c∈ℜ , επειδή ( ) 0c ′ = , σύµφωνα µε το θεώρηµα (2) έχουµε: 

( ( )) ( )cf x cf x′ ′=  

ΘΕΩΡΗΜΑ 3 

Αν οι συναρτήσεις ,f g  είναι παραγωγίσιµες στο 0x  και 0( ) 0g x ≠ , τότε 

και η συνάρτηση 
f

g
 είναι παραγωγίσιµη στο 0x  και ισχύει: 

0 0 0 0
0 2

0

( ) ( ) ( ) ( )
( )

[ ( )]

f f x g x f x g x
x

g g x

′
′ ′  −

= 
 

 

Η απόδειξη παραλείπεται. (Εκτός ύλης) 
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• Έστω η συνάρτηση ( )f x x ν−= , *ν ∈ℕ . Η συνάρτηση  f  είναι 

παραγωγίσιµη στο *ℜ  και ισχύει 1( )f x x νν − −′ = − , δηλαδή 
1( )x xν νν− − −′ = −  

Απόδειξη: Πράγµατι, για κάθε *x∈ℜ  

έχουµε:
1

1
2 2

1 (1) 1( )
( )

( )

x x x
x x

x x x

ν ν ν
ν ν

ν ν ν

ν
ν

−
− − −

′ ′ ′− − ′ = = = = − 
 

.     

• Έστω η συνάρτήση ( )f x xεφ= . Η συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιµη 

στο 1 { |συν 0}x xℜ = ℜ − =  και ισχύει 
2

1
( )f x

xσυν
′ = , δηλαδή 

2

1
( )x

x
εφ

συν
′ =  

Απόδειξη:  Πράγµατι, για κάθε 1x∈ℜ  έχουµε: 

2 2

( ) ( )
( )

x x x x x x x x x
x

x x x

ηµ ηµ συν ηµ συν συν συν ηµ ηµ
εφ

συν συν συν

′ ′ ′− + ′ = = = 
 

  

2 2

2 2

1x x

x x

συν ηµ
συν συν

+
= = .    

• Έστω η συνάρτηση ( )f x xσφ= . Η συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιµη 

στο 2 { |ηµ 0}x xℜ = ℜ − =  και ισχύει 2

1
( )f x

xηµ
′ = − , δηλαδή 

2

1
( )x

x
σφ

ηµ
′ = −  

ΘΕΩΡΗΜΑ 4  

Αν η συνάρτηση  g είναι παραγωγίσιµη στο 0x  και η  f  είναι 
παραγωγίσιµη στο 0( )g x , τότε η συνάρτηση f g�  είναι παραγωγίσιµη 
στο 0x  και ισχύει       0 0 0( ) ( ) ( ( )) ( )f g x f g x g x′ ′ ′= ⋅�  

• Η συνάρτηση ( )f x xα= , α ∈ℜ−ℤ  είναι παραγωγίσιµη στο (0, )+∞  

και ισχύει 1( )f x xαα −′ = , δηλαδή 1( )x xα αα −′ =  

Απόδειξη:  Πράγµατι, αν ln xy x eα α= =  και θέσουµε lnu xα= , τότε  

έχουµε uy e= . Εποµένως, ln 11
( )u u xy e e u e x x

x x
α α αα

α α −′ ′ ′= = ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ = . 
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• Η συνάρτηση ( ) xf x α= , 0α >  είναι παραγωγίσιµη στο ℜ και ισχύει 

( ) lnxf x α α′ = , δηλαδή  ( ) lnx xα α α′ =  

Απόδειξη: Πράγµατι, αν lnx xy e αα= =  και θέσουµε lnu x α= , τότε 

έχουµε uy e= . Εποµένως, ln( ) ln lnu u x xy e e u e α α α α′ ′ ′= = ⋅ = ⋅ = . 

• Η συνάρτηση ( ) ln | |f x x= , *x∈ℜ  είναι παραγωγίσιµη στο *ℜ  και 

ισχύει 
1

(ln | |)x
x

′ =  

Απόδειξη: Πράγµατι.  

— αν  0x > ,  τότε 
1

(ln | |) (ln )x x
x

′ ′= = ,    ενώ  

— αν  0x < ,  τότε ln | | ln( )x x= − , οπότε, αν θέσουµε  ln( )y x= −  και 

u x= − , έχουµε lny u= . Εποµένως, 
1 1 1

(ln )  ( 1)y u u
u x x

′ ′ ′= = ⋅ = − =
−

 

και άρα 
1

(ln | |)x
x

′ = . 

1( )u u uα αα −′ ′= ⋅  
2

1
( )u u

u
εφ

συν
′ ′= ⋅  

1
( )

2
u u

u
′ ′= ⋅  2

1
( )u u

u
σφ

ηµ
′ ′= − ⋅  

( )u u uηµ συν′ ′= ⋅  
 

( )u ue e u′ ′= ⋅  

( )u u uσυν ηµ′ ′= − ⋅  

 

( ) lnu u uα α α′ ′= ⋅  

1
(ln | |)u u

u
′ ′= ⋅  

 
ΡΥΘΜΟΣ ΜΕΤΑΒΟΛΗΣ  
ΟΡΙΣΜΟΣ 

Αν δύο µεταβλητά µεγέθη yx,  συνδέονται µε τη σχέση ( )y f x= , όταν  f  
είναι µια συνάρτηση παραγωγίσιµη στο 0x , τότε ονοµάζουµε ρυθµό  
µεταβολής του y ως προς το x στο σηµείο 0x  την παράγωγο 0( )f x′ . 
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ΘΕΩΡΗΜΑ (Rolle) 

Αν µια συνάρτηση  f  είναι: 

        • συνεχής στο κλειστό διάστηµα [ , ]α β  
        • παραγωγίσιµη στο ανοικτό διάστηµα ( , )α β  και 

        • ( ) ( )f fα β=  

τότε υπάρχει ένα, τουλάχιστον, ( , )ξ α β∈  τέτοιο, ώστε: ( ) 0f ξ′ =  

Γεωµετρικά, αυτό σηµαίνει ότι υπάρχει ένα, 
τουλάχιστον, ( , )ξ α β∈  τέτοιο, ώστε η εφαπτοµένη 
της fC  στο ( , ( ))M fξ ξ  να είναι παράλληλη στον 

άξονα των x.  

 
 
ΘΕΩΡΗΜΑ (Μέσης Τιµής ∆ιαφορικού Λογισµού Θ.Μ.Τ.) 

Αν µια συνάρτηση  f  είναι: 

         • συνεχής στο κλειστό διάστηµα [ , ]α β  και 
 • παραγωγίσιµη στο ανοικτό διάστηµα ( , )α β  

τότε υπάρχει ένα, τουλάχιστον, ( , )ξ α β∈  τέτοιο, ώστε: 

( ) ( )
( )

f f
f

β α
ξ

β α
−′ =
−

 

Γεωµετρικά, αυτό σηµαίνει ότι υπάρχει ένα, τουλάχιστον, 
( , )ξ α β∈  τέτοιο, ώστε η εφαπτοµένη της γραφικής 

παράστασης της  f  στο σηµείο ( , ( ))M fξ ξ  να είναι 
παράλληλη της ευθείας ΑΒ.  

Συνέπειες του Θεωρήµατος της Μέσης τιµής 

ΘΕΩΡΗΜΑ (Σταθερής Συνάρτησης) 

Έστω µια συνάρτηση f ορισµένη σε ένα διάστηµα ∆. Αν 

     • η f είναι συνεχής στο ∆ και 
     • ( ) 0f x′ =  για κάθε ε σ ω τ ε ρ ι κ ό  σηµείο x του ∆, 

τότε η  f  είναι σταθερή σε όλο το διάστηµα ∆. 

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 

Αρκεί να αποδείξουµε ότι για οποιαδήποτε 1 2,x x ∈∆  ισχύει 

1 2( ) ( )f x f x= . Πράγµατι 

  y 

 O  x  β  ξ΄  ξ  α 

 Μ(ξ,f (ξ)) 

 Β(β,f (β)) 
 Α(α,f (α)) 

 

 Β(β,f(β)) 

 β  ξ΄  ξ  a  x 

 y 

 Ο 

 M(ξ,f (ξ)) 

 A(a,f(a)) 
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• Αν 1 2x x= , τότε προφανώς 1 2( ) ( )f x f x= . 

• Αν 1 2x x< , τότε στο διάστηµα 1 2[ , ]x x  η  f  ικανοποιεί τις υποθέσεις του 
θεωρήµατος µέσης τιµής. Εποµένως, υπάρχει 1 2( , )x xξ ∈  τέτοιο, ώστε 

        2 1

2 1

( ) ( )
( )

f x f x
f

x x
ξ

−
′ =

−
.           (1) 

Επειδή το ξ είναι εσωτερικό σηµείο του ∆, ισχύει ( ) 0f ξ′ = ,οπότε, λόγω 
της (1), είναι 1 2( ) ( )f x f x= . Αν 2 1x x< , τότε οµοίως αποδεικνύεται ότι 

1 2( ) ( )f x f x= . Σε όλες, λοιπόν,  τις περιπτώσεις είναι 1 2( ) ( )f x f x= .    
ΠΟΡΙΣΜΑ 

Έστω δυο συναρτήσεις ,f g  ορισµένες σε ένα διάστηµα ∆. Αν 

    • οι ,f g  είναι συνεχείς στο ∆ και 

    • ( ) ( )f x g x′ ′=  για κάθε  ε σ ω τ ε ρ ι κ ό  σηµείο x του ∆,  

τότε υπάρχει σταθερά c τέτοια, ώστε για κάθε ∆x∈  να ισχύει: 

( ) ( )f x g x c= +  

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 

Η συνάρτηση f g−  είναι συνεχής στο ∆ και για κάθε εσωτερικό σηµείο 
x∈∆  ισχύει ( ) ( ) ( ) ( ) 0f g x f x g x′ ′ ′− = − = . 

Εποµένως, σύµφωνα µε το παραπάνω θεώρηµα, η συνάρτηση f g−  
είναι σταθερή στο ∆. Άρα, υπάρχει σταθερά C τέτοια, ώστε για κάθε 
x∈∆  να ισχύει ( ) ( )f x g x c− = , οπότε     ( ) ( )f x g x c= + .                                                              

Μονοτονία συνάρτησης 

ΘΕΩΡΗΜΑ 

Έστω µια συνάρτηση  f, η οποία είναι  σ υ ν ε χ ή ς  σε ένα διάστηµα ∆. 

• Αν ( ) 0f x′ >  σε κάθε  ε σ ω τ ε ρ ι κ ό  σηµείο x του ∆, τότε η  f  είναι 
γνησίως αύξουσα σε όλο το ∆. 

• Αν ( ) 0f x′ <  σε κάθε  ε σ ω τ ε ρ ι κ ό  σηµείο x του ∆, τότε η  f  είναι 
γνησίως φθίνουσα σε όλο το ∆. 

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 

•••• Αποδεικνύουµε το θεώρηµα στην περίπτωση που είναι ( ) 0f x′ > . 

Έστω 1 2,x x ∈∆  µε 1 2x x< . Θα δείξουµε ότι 1 2( ) ( )f x f x< . Πράγµατι, 
στο διάστηµα 1 2[ , ]x x  η  f  ικανοποιεί τις προϋποθέσεις του Θ.Μ.Τ. 
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Εποµένως, υπάρχει 1 2( , )x xξ ∈  τέτοιο, ώστε 2 1

2 1

( ) ( )
( )

f x f x
f

x x
ξ

−
′ =

−
, 

οπότε έχουµε: 2 1 2 1( ) ( ) ( )( )f x f x f x xξ′− = −  

Επειδή  ( ) 0f ξ′ > και 2 1 0x x− > , έχουµε 2 1( ) ( ) 0f x f x− > , οπότε 

1 2( ) ( )f x f x< . 

• Στην περίπτωση που είναι ( ) 0f x′ <  εργαζόµαστε αναλόγως.     

Ολοκληρωτικός Λογισµός 
Αρχική συνάρτηση 

ΟΡΙΣΜΟΣ 

Έστω f µια συνάρτηση ορισµένη σε ένα διάστηµα  ∆. Αρχική 
συνάρτηση ή παράγουσα της  f  στο ∆(1)  ονοµάζεται κάθε συνάρτηση 
F που είναι παραγωγίσιµη στο ∆ και ισχύει ( ) ( )F x f x′ = ,  για κάθε  
x∈∆ . 

ΘΕΩΡΗΜΑ 

Έστω  f  µια συνάρτηση ορισµένη σε ένα διάστηµα ∆. Αν F είναι µια 
παράγουσα της  f  στο ∆, τότε 

   • όλες οι συναρτήσεις της µορφής : ( ) ( )G x F x c= + , c∈ℜ, είναι 
παράγουσες της f στο ∆ και 

   • κάθε άλλη παράγουσα G  της  f  στο ∆ παίρνει τη µορφή 

( ) ( )G x F x c= + ,    c∈ℜ . 

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 

• Κάθε συνάρτηση της µορφής ( ) ( )G x F x c= + , όπου ∈c ℜ, είναι µια 
παράγουσα της  f στο ∆, αφού ( ) ( ( ) ) ( ) ( )G x F x c F x f x′ ′ ′= + = = ,  για 
κάθε  x∈∆ . 

• Έστω G είναι µια άλλη παράγουσα της  f  στο ∆. Τότε για κάθε x∈∆  
ισχύουν ( ) ( )F x f x′ =  και ( ) ( )G x f x′ = , οπότε 

( ) ( )G x F x′ ′= ,  για κάθε  x∈∆ . Άρα, σύµφωνα µε το πόρισµα του 
Θεωρήµατος Σταθερής Συνάρτησης, υπάρχει σταθερά c τέτοια, ώστε 

( ) ( )G x F x c= + ,  για κάθε  x∈∆ .   
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ΠΙΝΑΚΑΣ ΠΑΡΑΓΟΥΣΩΝ ΒΑΣΙΚΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ  

Α/Α Συνάρτηση Παράγουσες 

1 ( ) 0f x =  ( ) ,G x c c= ∈R , 

2 ( ) 1f x =  ( ) ,G x x c c= + ∈R  

3 
1

( )f x
x

=
 

( ) ln ,G x x c c= + ∈R  

4 ( ) αf x x=  ( )
1

,
1

x
G x c c

α

α

+

= + ∈ℜ
+

 

5 ( )f x συνx=  ( ) ,G x x c cηµ= + ∈ℜ  

6 ( )f x ηµx=  ( ) ,G x x c cσυν= − + ∈ℜ  

7 2

1
( )f x

συν x
=

 
( ) ,G x εφx c c= + ∈R  

8 2

1
( )f x

ηµ x
=

 
( ) ,G x σφx c c= − + ∈R  

9 ( ) xf x e=  ( ) ,xG x e c c= + ∈R  

10 ( ) xf x α=  ( ) ,
ln

x

G x c c
α
α

= + ∈ℜ  

Σηµείωση: 
Οι τύποι του πίνακα αυτού ισχύουν σε κάθε διάστηµα στο οποίο οι 
παραστάσεις του x που εµφανίζονται έχουν νόηµα. 
 
Ι∆ΙΟΤΗΤΕΣ  ΓΡΑΜΜΙΚΟΤΗΤΑΣ ΠΑΡΑΓΟΥΣΩΝ   
Αν οι συναρτήσεις F  και G  είναι παράγουσες των f  και g  αντιστοίχως 
και ο λ  είναι ένας πραγµατικός αριθµός, τότε:  
i) Η συνάρτηση F G+  είναι µια παράγουσα της συνάρτησης f g+  και 

ii)  Η συνάρτηση λF  είναι µια παράγουσα της συνάρτησης λf .     

Η έννοια του ορισµένου ολοκληρώµατος 

Το όριο 
1

lim ( )f x
ν

κν
κ

ξ
→∞

=

 
∆ 

 
∑  ονοµάζεται ορισµένο ολοκλήρωµα της 

συνεχούς συνάρτησης  f  από το α στο β, συµβολίζεται µε ( )f x dx
β

α∫  

και διαβάζεται “ολοκλήρωµα της  f  από το α στο β”. ∆ηλαδή, 
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1

( ) lim ( )f x dx f x
να

κβ ν
κ

ξ
→∞

=

 
= ∆ 

 
∑∫

 

 

 

 

 

Από τους ορισµούς του εµβαδού και του ορισµένου 
ολοκληρώµατος προκύπτει ότι:  

Αν ( ) 0f x ≥  για κάθε [ , ]x α β∈ , τότε το ολοκλήρωµα 

( )f x dx
β

α∫  δίνει το εµβαδόν ( )E Ω  του χωρίου Ω που 

περικλείεται από τη γραφική παράσταση της  f  τον 
άξονα x x′  και τις ευθείες x α=  και x β= (διπλανό 

σχήµα ). ∆ηλαδή, ( ) ( )f x dx E
β

α
= Ω∫ .   Εποµένως:  Αν ( ) 0f x ≥ ,  

τότε ( ) 0f x dx
β

α
≥∫ .  

Ιδιότητες του ορισµένου ολοκληρώµατος 

ΘΕΩΡΗΜΑ 1ο  (γραµµικότητα) 

Έστω ,f g   σ υ ν ε χ ε ί ς  συναρτήσεις στο [ , ]α β  και ,λ µ∈ℜ . 
Τότε ισχύουν :                                                                                                         

•   ( ) ( )f x dx f x dx
β β

α α
λ λ=∫ ∫                                                                                   

•   [ ( ) ( )] ( ) ( )f x g x dx f x dx g x dx
β β β

α α α
+ = +∫ ∫ ∫  

και γενικά 

 •   [ ( ) ( )] ( ) ( )f x g x dx f x dx g x dx
β β β

α α α
λ µ λ µ+ = +∫ ∫ ∫  

ΘΕΩΡΗΜΑ 2ο 

Αν η  f  είναι  σ υ ν ε χ ή ς  σε διάστηµα ∆ και , ,α β γ ∈∆ , τότε 

ισχύει:  ( ) ( ) ( )f x dx f x dx f x dx
β γ β

α α γ
= +∫ ∫ ∫  

• ( ) ( )f x dx f x dx
β α

α β
= −∫ ∫  

• ( ) 0f x dx
α

α
=∫  

 

 β  α 

 Ω 

 O  x 

 y=f (x) 

 y 
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ΘΕΩΡΗΜΑ 3ο 

Έστω f µια  σ υ ν ε χ ή ς  συνάρτηση σε ένα διάστηµα [ , ]α β . Αν 
( ) 0f x ≥  για κάθε [ , ]x α β∈  και η συνάρτηση  f  δεν είναι παντού 

µηδέν στο διάστηµα αυτό, τότε ( ) 0f x dx
β

α
>∫ . 

 

Η ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ( ) ( )
x

F x f t dt
α

= ∫   

ΘΕΩΡΗΜΑ 

Αν  f  είναι µια συνεχής συνάρτηση σε ένα διάστηµα ∆ και α είναι 

ένα σηµείο του ∆, τότε η συνάρτηση  ( ) ( )
x

F x f t dt
α

= ∫ , x∈∆ ,  

είναι µια παράγουσα της f στο ∆. ∆ηλαδή ισχύει: 

( )( ) ( )
x

a
f t dt f x

′
=∫ ,    για κάθε    x∈∆ . 

ΘΕΩΡΗΜΑ (Θεµελιώδες θεώρηµα του ολοκληρωτικού λογισµού) 

Έστω  f  µια συνεχής συνάρτηση σ’ ένα διάστηµα [ , ]α β . Αν G 

είναι µια παράγουσα της f στο [ , ]α β , τότε ( ) ( ) ( )f t dt G G
β

α
β α= −∫  

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 

Σύµφωνα µε το προηγούµενο θεώρηµα, η συνάρτηση 

( ) ( )
x

F x f t dt
α

= ∫  είναι µια παράγουσα της  f  στο [ , ]α β . Επειδή και 

η G είναι µια παράγουσα της  f  στο [ , ]α β , θα υπάρχει c∈ℜ  
τέτοιο, ώστε ( ) ( )G x F x c= + .(1) 

Από την (1), για x α= , έχουµε ( ) ( ) ( )G F c f t dt c c
α

α
α α= + = + =∫ , 

οπότε ( )c G α= . 

Εποµένως,  ( ) ( ) ( )G x F x G α= + , οπότε, για x β= , έχουµε 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )G F G f t dt G
β

α
β β α α= + = +∫  και άρα 

( ) ( ) ( )f t dt G G
β

α
β α= −∫ .        
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Μέθοδοι ολοκλήρωσης                                                                                       

• Κατά παράγοντες  

( ) ( ) [ ( ) ( )] ( ) ( )f x g x dx f x g x f x g x dx
β ββ

αα α
′ ′= −∫ ∫ , 

όπου ,f g′ ′  είναι συνεχείς συναρτήσεις στο 
[ , ]α β . 

 

 

• Αλλαγή µεταβλητής ( ή Αντικατάσταση) 

2

1

( ( )) ( ) ( )
u

u
f g x g x dx f u du

β

α
′ =∫ ∫ , όπου ,f g′  είναι 

συνεχείς συναρτήσεις, ( )u g x= , ( )du g x dx′=  και  

1 ( )u g α= , 2 ( )u g β= . 

 
 

ΕΜΒΑ∆ΟΝ ΕΠΙΠΕ∆ΟΥ ΧΩΡΙΟΥ 

• Στον ορισµό του ορισµένου ολοκληρώµατος είδαµε 
ότι, αν µια συνάρτηση  f  είναι συνεχής σε ένα 
διάστηµα [ , ]α β  και ( ) 0f x ≥  για κάθε [ , ]x α β∈ , τότε 
το εµβαδόν του χωρίου Ω που ορίζεται από τη γραφική 
παράσταση της  f , τις ευθείες x α= , x β=  και τον 

άξονα x x′  είναι: ( ) ( )E f x dx
β

α
Ω = ∫  

• Έστω, τώρα, δυο συναρτήσεις  f  και g, συνεχείς στο διάστηµα [ , ]α β  
µε ( ) ( ) 0f x g x≥ ≥  για κάθε [ , ]x α β∈  και Ω το χωρίο που περικλείεται 
από τις γραφικές παραστάσεις των ,f g  και τις ευθείες x α=  και x β=   
 

 Ω 

 (α) 
 O  x 

 y=g(x) 

 y=f (x) 
 y 

   

 Ω1

 (β)
 O  x

 y=f (x)
 y

   

 

 Ω2 

 (γ) 
 O  x 

 y=g(x) 

 y 

 
Παρατηρούµε ότι 

1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ) ( ))f x dx g x dx f x g x dx
β β β

α α α
Ε Ω = Ε Ω −Ε Ω = − = −∫ ∫ ∫ . 

 

 β 

 Ω 

 α  O 
 x 

 y=f (x) 

 y 
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Εποµένως, ( ) ( ( ) ( ))E f x g x dx
β

α
Ω = −∫  (1) 

• Ο τύπος (1) βρέθηκε µε την προϋπόθεση ότι: 

     (i)  ( ) ( )f x g x≥   για κάθε [ , ]x α β∈    και    

    (ii)   οι ,f g  είναι µη αρνητικές στο [ , ]α β . 

Θα αποδείξουµε, τώρα, ότι ο τύπος (1) ισχύει και χωρίς την υπόθεση (ii). 
Πράγµατι, επειδή οι συναρτήσεις ,f g  είναι συνεχείς στο [ , ]α β , θα 
υπάρχει αριθµός c∈ℜ  τέτοιος ώστε ( ) ( ) 0f x c g x c+ ≥ + ≥ , για κάθε 

[ , ]x α β∈ . Είναι φανερό ότι το χωρίο Ω (Σχ. α) έχει το ίδιο εµβαδόν µε 
το χωρίο ′Ω  (Σχ. β).  

 β α

 (α)

 Ω

 O  x

 y

 y=g (x)

 y=f (x)

                       

 

 β  α 

 (β) 

 Ω΄ 

 O  x 

 y 

 y=f (x)+c 

 y=g (x)+c 

 
Εποµένως, σύµφωνα µε τον τύπο (1), έχουµε: 

( ) ( ) [( ( ) ) ( ( ) )] ( ( ) ( ))f x c g x c dx f x g x dx
β β

α α
′Ε Ω = Ε Ω = + − + = −∫ ∫ . 

Άρα, ( ) ( ( ) ( ))E f x g x dx
β

α
Ω = −∫  

• Με τη βοήθεια του προηγούµενου τύπου µπορούµε να 
υπολογίσουµε το εµβαδόν του χωρίου Ω που 
περικλείεται από τον άξονα x x′ , τη γραφική 
παράσταση µιας συνάρτησης g, µε ( ) 0g x ≤  για κάθε 

[ , ]x α β∈  και τις ευθείες x α=  και x β=  . Πράγµατι, 
επειδή ο άξονας x x′  είναι η γραφική παράσταση της 
συνάρτησης ( ) 0f x = , έχουµε 

( ) ( ( ) ( ))E f x g x dx
β

α
Ω = −∫  [ ( )] ( )g x dx g x dx

β β

α α
= − = −∫ ∫ . 

Εποµένως, αν για µια συνάρτηση g ισχύει ( ) 0g x ≤  για κάθε [ , ]x α β∈ ,   

τότε ( ) ( )E g x dx
β

α
Ω = −∫  

• Όταν η διαφορά ( ) ( )f x g x−  δεν διατηρεί 
σταθερό πρόσηµο στο [ , ]α β , τότε το εµβαδόν 

 

 β 

 Ω 

 α 
 O 

 x 

 y=g (x) 

 y 

 

 y=g (x)  y=f (x) 

 Ω3 

 O 

 Ω2 

 Ω1 

 y 

 x  δ  β  α  γ 
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του χωρίου Ω που περικλείεται από τις γραφικές παραστάσεις των 
,f g  και τις ευθείες x α=  και x β=  είναι ίσο µε το άθροισµα των 

εµβαδών των χωρίων 1 2,Ω Ω  και 3Ω . ∆ηλαδή,  

1 2 3( ) ( ) ( ) ( )Ε Ω = Ε Ω + Ε Ω + Ε Ω  

( ( ) ( ))f x g x dx
γ

α
= −∫ ( ( ) ( )) ( ( ) ( ))g x f x dx f x g x dx

δ β

γ δ
+ − + −∫ ∫  

| ( ) ( ) | | ( ) ( ) | | ( ) ( ) |f x g x dx f x g x dx f x g x dx
γ δ β

α γ δ
= − + − + −∫ ∫ ∫  

| ( ) ( ) |f x g x dx
β

α
= −∫  

Εποµένως, ( ) | ( ) ( ) |E f x g x dx
β

α
Ω = −∫  

 
  


