
Μαθηµατικά Γενικής Παιδείας  Γ΄ Λυκείου              Γενικό Λύκειο Νεστορίου  
  

  

Καραφέρης Γεώργιος ΠΕ03 Μαθηµατικός                                      ☺☺☺☺☺☺☺☺☺☺☺☺☺☺☺☺☺☺☺☺☺☺☺☺ 

1

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΓΕΝΙΚΗΣ ΠΑΙ∆ΕΙΑΣ 

ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 

 
Πράξεις µε Συναρτήσεις 
Αν δύο συναρτήσεις  f,  g ορίζονται και οι δύο σε ένα σύνολο Α, τότε 
ορίζονται και οι συναρτήσεις: 

• Το άθροισµα S f g= + , µε  ( ) ( ) ( )S x f x g x= + , x A∈  

• Η διαφορά  D f g= − , µε  ( ) ( ) ( )D x f x g x= − , x A∈  

• Το γινόµενο P f g= ⋅ , µε  ( ) ( ) ( )P x f x g x= ⋅ , x A∈  και 

• Το πηλίκο 
f

R
g

= ,  µε  
( )

( )
( )

f x
R x

g x
= , όπου x A∈  και  ( ) 0g x ≠ .           

Γραφική Παράσταση Συνάρτησης 
Έστω µια συνάρτηση  f  µε πεδίο ορισµού ένα σύνολο Α. Γραφική 
παράσταση ή καµπύλη της f σε ένα καρτεσιανό σύστηµα 
συντεταγµένων Oxy  λέγεται το σύνολο των σηµείων ( ,( ( ))M x f x  για 
όλα τα x A∈ .  
Μονοτονία - Ακρότατα Συνάρτησης 

Μια συνάρτηση  f  λέγεται γνησίως αύξουσα σε ένα διάστηµα ∆ του 
πεδίου ορισµού της, όταν για οποιαδήποτε σηµεία ∆∈21, xx  µε 21 xx <  
ισχύει )()( 21 xfxf < , και γνησίως φθίνουσα στο ∆, όταν για 
οποιαδήποτε σηµεία ∆∈21, xx  µε 21 xx <  ισχύει )()( 21 xfxf > . 

Μια συνάρτηση που είναι γνησίως αύξουσα ή γνησίως φθίνουσα λέγεται 
γνησίως µονότονη. 

Τοπικό µέγιστο στο Ax ∈1 , όταν )()( 1xfxf ≤  για κάθε x σε µια περιοχή 
του 1x , και τοπικό ελάχιστο στο Ax ∈2 , όταν )()( 2xfxf ≥  για κάθε x σε 
µια περιοχή του 2x . 

Τα µέγιστα και τα ελάχιστα µιας συνάρτησης, τοπικά ή ολικά, λέγονται 
ακρότατα της συνάρτησης. 
 

Ορισµός:  
Συνάρτηση (function) είναι µια διαδικασία µε την οποία κάθε στοιχείο 
ενός συνόλου Α αντιστοιχίζεται σε ένα ακριβώς στοιχείο κάποιου 
άλλου συνόλου Β. 
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Όριο  Συνάρτησης 
 Λέµε λοιπόν ότι η  f  έχει στο σηµείο x0, όριο (limit) τον αριθµό l  και 
γράφουµε 

0

lim ( )
x x

f x l
→

=  όταν:  το x παίρνει τιµές που τείνουν (πλησιάζουν 

πάρα πολύ κοντά) στο x0,  0( )x x→ , τότε το ( )f x (δηλαδή το y) παίρνει 
τιµές που τείνουν (πλησιάζουν πάρα πολύ κοντά) στο  l  ( ( ) )f x l→ . 
Μοναδική προϋπόθεση για να µπορούµε να εξετάσουµε αν υπάρχει το 
όριο µιας συνάρτησης σ’ ένα σηµείο  στο x0, είναι να παίρνει τιµές κοντά 
στο x0, είτε ορίζεται στο  x0 είτε όχι . 
Ιδιότητες ορίων  
Αν οι συναρτήσεις  f και g έχουν στο 0x  όρια πραγµατικούς αριθµούς, 
δηλαδή αν 1

0

lim ( )
x x

f x
→

= l  και 
0

2lim ( )
x x

g x
→

= l  όπου 1l  και 2l  πραγµατικοί 

αριθµοί, τότε αποδεικνύεται ότι: 
• 

0
1 2lim( ( ) ( ))

x x
f x g x

→
+ = +l l  

• 
0

1lim( ( ))
x x

kf x k
→

= l  

• 
0

1 2lim( ( ) ( ))
x x

f x g x
→

= l l  

• 
0

1

2

( )
lim

( )x x

f x

g x→

 
= 

 

l

l
 

• 
0

1lim( ( ))
x x

f x ν ν

→
= l  

• 
0

1lim ( )
x x

f xν ν
→

= l . 

Συνέχεια συνάρτησης 

Ορισµός : 
Μια συνάρτηση f µε πεδίο ορισµού Α λέγεται συνεχής, αν για κάθε 

0x A∈  ισχύει 
0

0lim ( ) ( )
x x

f x f x
→

= . 

Αποδεικνύεται ότι οι γνωστές µας συναρτήσεις, πολυωνυµικές, 
τριγωνοµετρικές,  εκθετικές, λογαριθµικές, αλλά και όσες προκύπτουν 
από πράξεις µεταξύ αυτών είναι συνεχείς συναρτήσεις.  
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Η  ΕΝΝΟΙΑ  ΤΗΣ  ΠΑΡΑΓΩΓΟΥ 
Παράγωγος  της  f  στο  x ==== x0 

Αν 0 0

0

( ) ( )
lim
h

f x h f x

h→

+ −
το όριο υπάρχει και είναι πραγµατικός αριθµός, 

τότε λέµε ότι η  f  είναι παραγωγίσιµη στο σηµείο 0x  του πεδίου ορισµού 
της. Το όριο αυτό ονοµάζεται παράγωγος της  f  στο x0, συµβολίζεται µε 

0( )f x′  και διαβάζεται “ f  τονούµενο του 0x ”. Έχουµε λοιπόν: 

   0 0
0 0

( ) ( )
( ) lim

h

f x h f x
f x

h→

+ −
′ =  

 
ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ  ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 

Ορισµός Παραγώγου 
  Έστω µια συνάρτηση  f  µε πεδίο ορισµού το  Α, και Β το σύνολο των 
x A∈  στα οποία η  f  είναι παραγωγίσιµη. Τότε ορίζεται µια νέα 
συνάρτηση, µε την οποία κάθε x B∈  αντιστοιχίζεται στο 

0

( ) ( )
( ) lim

h

f x h f x
f x

h→

+ −
′ = .  Η συνάρτηση αυτή λέγεται (πρώτη) 

παράγωγος (derivative) της f και συµβολίζεται µε f ′′′′ . 

Παραγώγιση  Βασικών  Συναρτήσεων 

• Αν f(x)=c να αποδείξετε ότι ( ) 0f x′ =  

Απόδειξη:  

για 0h ≠ : ( )
0 0 0 0

( ) ( ) 0
lim lim lim lim0 0
h h h h

f x h f x c c
f x

h h h→ → → →

+ − −
′ = = = = =  

Άρα   ( ) 0c ′ = . 

• Αν f(x)=x  να αποδείξετε ότι ( ) 1f x′ =  

Απόδειξη:  

για 0h ≠ : ( )
0 0 0 0

( ) ( )
lim lim lim lim1 1
h h h h

f x h f x x h x h
f x

h h h→ → → →

+ − + −
′ = = = = =  

Άρα   ( ) 1x ′ = . 
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• Η παράγωγος της συνάρτησης ( )f x xρ=  

Αν  2( )f x x=  να δείξετε ότι ( ) 2f x x′ =  

Απόδειξη:  

για 0h ≠ : ( ) ( )2 2

0 0

( ) ( )
lim lim
h h

x h xf x h f x
f x

h h→ →

+ −+ −′ = =  

( ) ( )
2 2 2 2

0 0 0 0

22 2
lim lim lim lim 2 2
h h h h

h x hx xh h x xh h
x h x

h h h→ → → →

+− + − +
= = = = + =  

Άρα  2( ) 2x x′ =  

          

• Αποδεικνύεται ότι  (  χωρίς απόδειξη για µας!!!!)                                                
1( )x xν νν −′ = , όπου  ν  φυσικός .                                                                                     

Ο τύπος αυτός ισχύει και στην περίπτωση που ο εκθέτης είναι 
ρητός αριθµός. 

Με εφαρµογή του παραπάνω κανόνα έχουµε :  

• 
2

2111 1
1)(

1

x
xxx

x

−
=−=⋅−=′=

′







 −−−− , 

• 2 2 1 3
2 3

1 2
( ) 2 2x x x

x x
− − − −

′
−  ′= = − ⋅ = − = 

 
 

• ( )
x

xxxx
2

1

2

1

2

1 2

1
1

2

1

2

1

==⋅=

′














=

′ −−
.                                                       

και γενικεύοντας   
• 1( )x xρ ρρ −′ = , όπου  ρ  ρητός αριθµός . 

• Η παράγωγος του ηµx  και του συνx   (χωρίς απόδειξη  για µας)                                                                     
για τη συνάρτηση ( )f x xηµ=  αποδεικνύεται ότι (ηµ ) συνx x′ =                      
για τη συνάρτηση ( )g x xσυν=  αποδεικνύεται ότι ( )x xσυν ηµ′ = − . 

• Η παράγωγος του xe  και του ln x  (χωρίς απόδειξη  για µας)    

Για την εκθετική και τη λογαριθµική συνάρτηση, µε βάση τον αριθµό e, 

αποδεικνύεται ότι ( )x xe e′ =    και   
1

(ln )x
x

′ = . 
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Κανόνες  Παραγώγισης 

• Να αποδείξετε ότι ( ) ( )( )c f x c f x′ ′⋅ = ⋅                                                                                
Απόδειξη:  

Έστω η συνάρτηση ( ) ( )F x cf x= .                                                                     
Έχουµε για 0h ≠  : 

( )( ) ( )
0 0

( ) ( ) ( ) ( )
lim lim

h h

F x h F x cf x h cf x
c f x F x

h h→ →

+ − + − ′ ′⋅ = = =   
 

( ) ( )
0 0

( ) ( ) ( ) ( )
lim lim ( )
h h

c f x h f x f x h f x
c cf x

h h→ →

+ − + −   
′= = =   

   
 

Άρα ( ( )) ( )c f x c f x′ ′⋅ = ⋅ . 

 

• Να αποδείξετε ότι ( ) ( ) ( )( ) ( )f x g x f x g x′ ′ ′+ = +  

Απόδειξη:  

Έστω η συναρτηση ( ) ( ) ( )F x f x g x= + .                                                         
Έχουµε για 0h ≠  :  

( ) ( )( ) ( )
0

( ) ( )
lim
h

F x h F x
f x g x F x

h→

+ −′ ′+ = = =
 

0

( ) ( ) ( ) ( )
lim
h

f x h g x h f x g x

h→

+ + + − −
=  

( ) ( )
0 0

( ) ( ) ( ) ( )
lim lim
h h

f x h f x g x h g x
f x g x

h h→ →

+ − + −
′ ′+ = +  

Άρα   ( ( ) ( )) ( ) ( )f x g x f x g x′ ′ ′+ = +  

• Παράγωγος των συναρτήσεων ( ) ( )f x g x⋅  ,
( )

( )

f x

g x
, ( )( )f g x  και ( )vf x  

(χωρίς απόδειξη για µας)                  
( ( ) ( )) ( ) ( ) ( ) ( )f x g x f x g x f x g x′ ′ ′⋅ = + ⋅

2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ( ))

f x f x g x f x g x

g x g x

′
′ ′  ⋅ − ⋅

= 
 

                                        

( )( ( )) ( ( )) ( )f g x f g x g x
′ ′ ′= ⋅   και  ( )( ) ( ) ( )1v vf x f x f x−′ ′= ⋅ . 
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• ( ) 0c ′ =  

• ( ) 1x ′ =  

• 1( )x xρ ρρ −′ =  

• 
2

1 1

x x

′  = − 
 

 

• 
1

( )
2

x
x

′ =  

• ( )x xηµ συν′ =  

• ( )x xσυν ηµ′ = −  

• 
2

1
( )x

x
εφ

συν
′ =  

• 
2

1
( )x

x
σφ

ηµ
′ = −  

• ( )x xe e′ =  

• 
1

( )nx
x

′ =l  

• ( ( )) ( )cf x cf x′ ′=  

• ( ( ) ( )) ( ) ( )f x g x f x g x′ ′ ′+ = +  

• ( ( ) ( )) ( ) ( ) ( ) ( )f x g x f x g x f x g x′ ′ ′= +  

• 
2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ( ))

f x f x g x f x g x

g x g x

′
′ ′  −

= 
 

 

• ( )( ( )) ( ( )) ( )f g x f g x g x
′ ′ ′= ⋅  

• ( )( ) ( ) ( )1v vf x f x f x−′ ′= ⋅  

 

 

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ  ΤΩΝ  ΠΑΡΑΓΩΓΩΝ 
Το  Κριτήριο  της  Πρώτης  Παραγώγου 

•   Αν µια συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιµη σε ένα διάστηµα ∆ και 
ισχύει ( ) 0f x′ >  για κάθε εσωτερικό σηµείο του ∆, τότε η  f  είναι 

γνησίως αύξουσα στο ∆. 
•   Αν µια συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιµη σε ένα διάστηµα ∆ και 
ισχύει ( ) 0f x′ <  για κάθε εσωτερικό σηµείο του  ∆, τότε η  f  είναι 

γνησίως φθίνουσα στο  ∆. 

(χωρίς απόδειξη για µας)  

Αν για µια συνάρτηση  f  ισχύουν 0( ) 0f x′ =  για 0 ( , )x α β∈ , ( ) 0f x′ >  
στο 0( , )xα  και ( ) 0f x′ <  στο 0( , )x β , τότε η  f  παρουσιάζει στο 
διάστηµα  ( , )α β  για 0x x=  µέγιστο. (Σχήµα (α)) 

• Αν για µια συνάρτηση f ισχύουν 0( ) 0f x′ =  για 0 ( , )x α β∈ , 
( ) 0f x′ <  στο 0( , )xα  και ( ) 0f x′ >  στο 0( , )x β , τότε η  f  παρουσιάζει 

στο διάστηµα  ( , )α β  για 0x x=  ελάχιστο. (Σχήµα (β)) 

(χωρίς απόδειξη για µας)  
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ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗ 
Εισαγωγή 

Στατιστική είναι ένα σύνολο αρχών και µεθοδολογιών για: 
•   το σχεδιασµό της διαδικασίας συλλογής δεδοµένων 
•   τη συνοπτική και αποτελεσµατική παρουσίασή τους 
•   την ανάλυση και εξαγωγή αντίστοιχων συµπερασµάτων.  

Ο κλάδος της Στατιστικής που ασχολείται µε τον πρώτο στόχο λέγεται 
σχεδιασµός πειραµάτων (experimental design) ενώ, µε τον δεύτερο 
ασχολείται η περιγραφική στατιστική (descriptive statistics), που 
αποτελεί και το αντικείµενο µελέτης µας στη συνέχεια. Τέλος, η 
επαγωγική στατιστική ή στατιστική συµπερασµατολογία (inferential 
statistics) περιλαµβάνει τις µεθόδους µε τις οποίες γίνεται η προσέγγιση 
των χαρακτηριστικών ενός µεγάλου συνόλου δεδοµένων, µε τη µελέτη 
των χαρακτηριστικών ενός µικρού υποσυνόλου των δεδοµένων.  

ΒΑΣΙΚΕΣ  ΕΝΝΟΙΕΣ 
Πληθυσµός - Μεταβλητές 

� Ένα σύνολο του οποίου θέλουµε να εξετάσουµε τα στοιχεία του ως 
προς ένα ή περισσότερα χαρακτηριστικά λέγεται πληθυσµός 
(population).  
� Τα στοιχεία του πληθυσµού συχνά αναφέρονται και ως µονάδες ή 
άτοµα του πληθυσµού. 
�  Τα χαρακτηριστικά ως προς τα οποία εξετάζουµε έναν πληθυσµό 
λέγονται µεταβλητές (variables) και τις συµβολίζουµε συνήθως µε 
τα κεφαλαία γράµµατα ...,,,, BZYX   
� Οι δυνατές  τιµές που µπορεί να πάρει µια µεταβλητή λέγονται 
τιµές της µεταβλητής.  
� Από τη διαδοχική εξέταση των ατόµων του πληθυσµού ως προς 
ένα χαρακτηριστικό τους προκύπτει µια σειρά από δεδοµένα, που 
λέγονται στατιστικά δεδοµένα ή παρατηρήσεις. Τα στατιστικά 
δεδοµένα δεν είναι κατ’ανάγκη διαφορετικά.  

Τις µεταβλητές τις διακρίνουµε: 
1.  Σε ποιοτικές ή κατηγορικές µεταβλητές, των οποίων οι τιµές τους δεν 

είναι αριθµοί.  

2.  Σε ποσοτικές µεταβλητές, των οποίων οι τιµές είναι αριθµοί και 
διακρίνονται: 
i)  Σε διακριτές µεταβλητές, που παίρνουν µόνο “µεµονωµένες” τιµές.  
ii)  Σε συνεχείς µεταβλητές, που µπορούν να πάρουν οποιαδήποτε τιµή 

ενός διαστήµατος πραγµατικών αριθµών ( , )α β .  
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Συλλογή  Στατιστικών  ∆εδοµένων 
� Ένας τρόπος για να πάρουµε τις απαραίτητες πληροφορίες που 

χρειαζόµαστε για κάποιο πληθυσµό είναι να εξετάσουµε όλα τα 
άτοµα (στοιχεία) του πληθυσµού ως προς το χαρακτηριστικό που 
µας ενδιαφέρει. Η µέθοδος αυτή συλλογής των δεδοµένων 
καλείται απογραφή (census).  

� Όπου  η απογραφή είναι δύσκολη, αδύνατη ή οικονοµικά και 
χρονικά ασύµφορη, ο ερευνητής µαζεύει πληροφορίες από κάποια 
µικρή οµάδα ή υποσύνολο του πληθυσµού, το οποίο καλείται 
δείγµα. Κάνει τις παρατηρήσεις του στο δείγµα αυτό και µετά 
γενικεύει τα συµπεράσµατά του για ολόκληρο τον πληθυσµό. Τα 
συµπεράσµατα όµως που θα προκύψουν από τη µελέτη του 
δείγµατος θα είναι αξιόπιστα, θα ισχύουν δηλαδή µε ικανοποιητική 
ακρίβεια για ολόκληρο τον πληθυσµό, αν η επιλογή του δείγµατος 
γίνει µε σωστό τρόπο, ώστε το δείγµα να είναι, όπως λέµε, 
αντιπροσωπευτικό του πληθυσµού. Στην πράξη, ένα δείγµα 
θεωρείται αντιπροσωπευτικό ενός πληθυσµού, εάν έχει επιλεγεί 
κατά τέτοιο τρόπο, ώστε κάθε µονάδα του πληθυσµού να έχει την 
ίδια δυνατότητα να επιλεγεί. 

Οι αρχές και οι µέθοδοι για τη συλλογή και ανάλυση δεδοµένων από 
πεπερασµένους πληθυσµούς είναι το αντικείµενο της ∆ειγµατοληψίας 
(Sampling), που αποτελεί τη βάση της Στατιστικής.  Γενικά, µπορούµε να 
πούµε ότι η οργάνωση της συλλογής και επεξεργασίας των σχετικών 
δεδοµένων και πληροφοριών γίνεται κατά τρόπο που για δεδοµένη 
ακρίβεια να επιτυγχάνεται το χαµηλότερο δυνατό κόστος ή, 
αντιστρόφως, να εξασφαλίζεται η µέγιστη δυνατή ακρίβεια την οποίαν 
επιτρέπουν τα µέσα που διαθέτουµε. 
 ΠΑΡΟΥΣΙΑΣΗ  ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΩΝ  ∆Ε∆ΟΜΕΝΩΝ 
Στατιστικοί Πίνακες 
Μετά τη συλλογή των στατιστικών δεδοµένων είναι αναγκαία η 
κατασκευή συνοπτικών πινάκων ή γραφικών παραστάσεων, ώστε να 
είναι εύκολη η κατανόησή τους και η εξαγωγή σωστών συµπερασµάτων.  
Οι πίνακες διακρίνονται στους: 
α) γενικούς πίνακες, οι οποίοι περιέχουν όλες τις πληροφορίες που 
προκύπτουν από µία στατιστική έρευνα (συνήθως µε αρκετά 
λεπτοµερειακά στοιχεία) και αποτελούν πηγές στατιστικών πληροφοριών 
στη διάθεση των επιστηµόνων-ερευνητών για παραπέρα ανάλυση και 
εξαγωγή συµπερασµάτων, 
β) ειδικούς πίνακες, οι οποίοι είναι συνοπτικοί και σαφείς. Τα στοιχεία 
τους συνήθως έχουν ληφθεί από τους γενικούς πίνακες. 
Κάθε πίνακας που έχει κατασκευαστεί σωστά πρέπει να περιέχει: 



Μαθηµατικά Γενικής Παιδείας  Γ΄ Λυκείου              Γενικό Λύκειο Νεστορίου  
  

  

Καραφέρης Γεώργιος ΠΕ03 Μαθηµατικός                                      ☺☺☺☺☺☺☺☺☺☺☺☺☺☺☺☺☺☺☺☺☺☺☺☺ 

9

α) τον τίτλο, που γράφεται στο επάνω µέρος του πίνακα και δηλώνει µε 
σαφήνεια και συνοπτικά το περιεχόµενο του πίνακα, 
β) τις επικεφαλίδες των γραµµών και στηλών, που δείχνουν συνοπτικά 
τη φύση και τις µονάδες µέτρησης των δεδοµένων, 
γ) το κύριο σώµα (κορµό), που περιέχει διαχωρισµένα µέσα στις 
γραµµές και στις στήλες τα στατιστικά δεδοµένα, 
δ) την πηγή, που γράφεται στο κάτω µέρος του πίνακα και δείχνει την 
προέλευση των στατιστικών στοιχείων, έτσι ώστε ο αναγνώστης να 
ανατρέχει σ’αυτήν, όταν επιθυµεί, για επαλήθευση στοιχείων ή για λήψη 
περισσότερων πληροφοριών. 
Πίνακες  Κατανοµής  Συχνοτήτων 
Ας υποθέσουµε ότι 1 2, ,...,x x xκ  είναι οι τιµές µιας µεταβλητής Χ, που 
αφορά τα άτοµα ενός δείγµατος µεγέθους v, κ ν≤ .  

� Στην τιµή ix  αντιστοιχίζεται η (απόλυτη) συχνότητα (frequency) 

iν , δηλαδή ο φυσικός αριθµός που δείχνει πόσες φορές 
εµφανίζεται η τιµή ix  της εξεταζόµενης µεταβλητής Χ στο σύνολο 
των παρατηρήσεων. 

� Είναι φανερό ότι το άθροισµα όλων των συχνοτήτων είναι ίσο µε 
το µέγεθος ν του δείγµατος, δηλαδή:  1 2 ... vκν ν ν+ + + =   

� Ο υπολογισµός των συχνοτήτων γίνεται µε τη διαλογή των 
παρατηρήσεων.  

� Αν διαιρέσουµε τη συχνότητα iν  µε το µέγεθος  ν του δείγµατος, 
προκύπτει η σχετική συχνότητα (relative frequency) if  της τιµής 

ix , δηλαδή   , 1,2,...,i
if i

ν
κ

ν
= =  

� Για τη σχετική συχνότητα ισχύουν οι ιδιότητες:                                                    
(i)   0 1if≤ ≤  για 1,2,...,i κ=   

Απόδειξη:
: 0 0

0 0 1i
i if

ν ν ν
ν ν

ν ν ν

>

≤ ≤ ⇒ ≤ ≤ ⇒ ≤ ≤ .                                                   

(ii)  1 2 ... 1f f fκ+ + + =                                                                       
Απόδειξη: 

1 2 1 2
1 2

...
... ... 1f f f κ κ

κ

ν ν ν ν ν ν ν
ν ν ν ν ν

+ + +
+ + + = + + + = = = . 

� Συνήθως, τις σχετικές συχνότητες if  τις εκφράζουµε επί τοις 
εκατό, οπότε συµβολίζονται µε %if , δηλαδή % 100i if f= . 

� Οι ποσότητες , ,i i ix fν  για ένα δείγµα συγκεντρώνονται σε ένα 
συνοπτικό πίνακα, που ονοµάζεται πίνακας κατανοµής 
συχνοτήτων ή απλά πίνακας συχνοτήτων. 
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� Για µια µεταβλητή, το σύνολο των ζευγών ( , )i ix ν  λέµε ότι 
αποτελεί την κατανοµή συχνοτήτων  και το σύνολο των ζευγών 
( , )i ix f , ή των ζευγών ( , %)i ix f , την κατανοµή των σχετικών 
συχνοτήτων.  

Αθροιστικές  Συχνότητες 
  Στην περίπτωση των ποσοτικών µεταβλητών εκτός από τις συχνότητες 

iν  και if  χρησιµοποιούνται συνήθως και οι λεγόµενες αθροιστικές 
συχνότητες (cumulative frequencies) iN  και οι αθροιστικές σχετικές 
συχνότητες (cumulative relative frequencies) iF , οι οποίες εκφράζουν το 
πλήθος και το ποσοστό αντίστοιχα των παρατηρήσεων που είναι 
µικρότερες ή ίσες της τιµής ix . Συχνά οι iF  πολλαπλασιάζονται επί 100 

εκφραζόµενες έτσι επί τοις εκατό, δηλαδή % 100i iF F= .                                       

Αν οι τιµές 1 2, ,...,x x xκ  µιας ποσοτικής µεταβλητής Χ είναι σε αύξουσα 

διάταξη, τότε η αθροιστική συχνότητα της τιµής ix  είναι 

1 2 ...i iN ν ν ν= + + + .                                                                                               

Όµοια, η αθροιστική σχετική συχνότητα είναι 1 2 ...i iF f f f= + + + , για 

1,2,...,i κ= .  
Είναι φανερό ότι ισχύουν οι σχέσεις: 

1 1,Nν =  2 2 1 1,...,N N N Nκ κ κν ν −= − = −  
και 

1 1,f F=  2 2 1 1,...,f F F f F Fκ κ κ −= − = − . 

Γραφική  Παράσταση  Κατανοµής  Συχνοτήτων 
Υπάρχουν διάφοροι τρόποι γραφικής παρουσίασης, ανάλογα µε το είδος 
των δεδοµένων που έχουµε. Όπως όµως οι στατιστικοί πίνακες έτσι και 
τα στατιστικά διαγράµµατα πρέπει να συνοδεύονται από α) τον τίτλο, β) 
την κλίµακα µε τις τιµές των µεγεθών που απεικονίζονται, γ) το 
υπόµνηµα που επεξηγεί συνήθως τις τιµές της µεταβλητής και δ) την 
πηγή των δεδοµένων. 
 
α)  Ραβδόγραµµα 
Το ραβδόγραµµα (barchart) χρησιµοποιείται για τη γραφική παράσταση 
των τιµών µιας ποιοτικής µεταβλητής. Το ραβδόγραµµα αποτελείται από 
ορθογώνιες στήλες που οι βάσεις τους βρίσκονται πάνω στον οριζόντιο ή 
τον κατακόρυφο άξονα. Σε κάθε τιµή της µεταβλητής Χ αντιστοιχεί µια 
ορθογώνια στήλη της οποίας το ύψος είναι ίσο µε την αντίστοιχη 
συχνότητα ή σχετική συχνότητα. Έτσι έχουµε αντίστοιχα το 
ραβδόγραµµα συχνοτήτων και το ραβδόγραµµα σχετικών 
συχνοτήτων. Τόσο η απόσταση µεταξύ των στηλών  όσο και το µήκος 
των βάσεών τους καθορίζονται αυθαίρετα.  Μερικές φορές σε ένα 
ραβδόγραµµα συχνοτήτων ο ρόλος των δύο αξόνων είναι δυνατόν να 
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β)  ∆ιάγραµµα  Συχνοτήτων 

   Στην περίπτωση που έχουµε µια ποσοτική µεταβλητή αντί του 
ραβδογράµµατος χρησιµοποιείται το διάγραµµα συχνοτήτων (line 
diagram). Αυτό µοιάζει µε το ραβδόγραµµα µε µόνη διαφορά ότι αντί να 
χρησιµοποιούµε συµπαγή ορθογώνια υψώνουµε σε κάθε ix  (υποθέτοντας 
ότι 1 2 ...x x xκ< < < ) µία κάθετη γραµµή µε µήκος ίσο προς την 
αντίστοιχη συχνότητα.                                                                                       
   Μπορούµε επίσης αντί των συχνοτήτων iν  στον κάθετο άξονα να 
βάλουµε τις σχετικές συχνότητες if , οπότε έχουµε το διάγραµµα 
σχετικών συχνοτήτων. 
Ενώνοντας τα σηµεία ( , )i ix ν  ή ( , )i ix f  έχουµε το λεγόµενο πολύγωνο 
συχνοτήτων ή πολύγωνο σχετικών συχνοτήτων, αντίστοιχα, που µας 
δίνουν µια γενική ιδέα για τη µεταβολή της συχνότητας ή της σχετικής 
συχνότητας όσο µεγαλώνει η τιµή της µεταβλητής που εξετάζουµε. 
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γ)  Κυκλικό  ∆ιάγραµµα 
 Το κυκλικό διάγραµµα (piechart) χρησιµοποιείται για τη γραφική 
παράσταση τόσο των ποιοτικών όσο και των ποσοτικών δεδοµένων, όταν 
οι διαφορετικές τιµές της µεταβλητής είναι σχετικά λίγες. Το κυκλικό 
διάγραµµα είναι ένας κυκλικός δίσκος χωρισµένος σε κυκλικούς τοµείς, 
τα εµβαδά ή ,ισοδύναµα, τα τόξα των οποίων είναι ανάλογα προς τις 
αντίστοιχες συχνότητες iν  ή τις σχετικές συχνότητες if  των 

τιµών ix  της µεταβλητής. Αν συµβολίσουµε µε 

iα  το αντίστοιχο τόξο ενός κυκλικού τµήµατος 

στο κυκλικό διάγραµµα συχνοτήτων, τότε:  

360o

i iα ν
ν

=   ή 
360

360
1

o
o

i i if fα = =  ή και 

360
%

100

o

i ifα =   για   1,2,...,i κ= . 

π.χ. 
δ)  Σηµειόγραµµα 
 Όταν έχουµε λίγες παρατηρήσεις, η κατανοµή τους µπορεί να 
περιγραφεί µε το σηµειόγραµµα (dot diagram), στο οποίο οι τιµές 
παριστάνονται γραφικά σαν σηµεία υπεράνω ενός οριζόντιου άξονα.       
π.χ. 
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ε)  Χρονόγραµµα. 
Το χρονόγραµµα ή χρονολογικό διάγραµµα χρησιµοποιείται για τη 
γραφική απεικόνιση της διαχρονικής εξέλιξης ενός οικονοµικού, 
δηµογραφικού ή άλλου µεγέθους. Ο οριζόντιος άξονας χρησιµοποιείται 
συνήθως ως άξονας µέτρησης του χρόνου και ο κάθετος ως άξονας 
µέτρησης της 
εξεταζόµενης µεταβλητής.  
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Οµαδοποίηση  των  Παρατηρήσεων 
Οι πίνακες συχνοτήτων και κατ’αναλογίαν τα αντίστοιχα διαγράµµατα 
είναι δύσκολο να κατασκευαστούν, όταν το πλήθος των τιµών µιας 
µεταβλητής είναι αρκετά µεγάλο. Αυτό µπορεί να συµβεί είτε στην 
περίπτωση µιας διακριτής µεταβλητής είτε, πολύ περισσότερο, στην 
περίπτωση µιας συνεχούς µεταβλητής, όπου αυτή µπορεί να πάρει 
οποιαδήποτε τιµή στο διάστηµα ορισµού της. Σ’αυτές τις περιπτώσεις 
είναι απαραίτητο να ταξινοµηθούν (οµαδοποιηθούν) τα δεδοµένα σε 
µικρό πλήθος οµάδων, που ονοµάζονται και κλάσεις (class intervals), 
έτσι ώστε κάθε τιµή να ανήκει µόνο σε µία κλάση. Τα άκρα των κλάσεων 
καλούνται όρια των κλάσεων (class boundaries). Συνήθως υιοθετούµε 
την περίπτωση που µια κλάση περιέχει το κάτω άκρο της (κλειστή 
αριστερά) αλλά όχι το άνω άκρο της (ανοικτή δεξιά), δηλαδή που οι 
κλάσεις είναι της µορφής [ , ). Οι παρατηρήσεις κάθε κλάσης θεωρούνται 
όµοιες, οπότε µπορούν να “αντιπροσωπευθούν” από τις κεντρικές τιµές, 
τα κέντρα δηλαδή κάθε κλάσης. 

• Το πρώτο βήµα στην οµαδοποίηση των δεδοµένων είναι η εκλογή του 
αριθµού κ των οµάδων ή κλάσεων. Ο αριθµός αυτός συνήθως ορίζεται 
αυθαίρετα από τον ερευνητή σύµφωνα µε την πείρα του. Γενικά όµως 
µπορεί να χρησιµοποιηθεί ως οδηγός ο παρακάτω πίνακας: 

Μέγεθος 
δείγµατος 

ν 

Αριθµός 
κλάσεων 
κ 

Μέγεθος 
δείγµατος 

ν 

Αριθµός 
κλάσεων 
κ 

20<  
20 50−  
50 100−  

100 200−  

5 
6 
7 
8 

200 400−  
400 700−  
700 1000−  

1000≥  

9 
10 
11 
12 

• Το δεύτερο βήµα είναι ο προσδιορισµός του πλάτους των κλάσεων. 
Πλάτος µιας κλάσης ονοµάζεται η διαφορά του κατωτέρου από το 
ανώτερο όριο της κλάσης. Στην πλειονότητα των πρακτικών εφαρµογών 
οι κλάσεις έχουν το ίδιο πλάτος. Φυσικά υπάρχουν και περιπτώσεις όπου 
επιβάλλεται οι κλάσεις να έχουν άνισο πλάτος, όπως, για παράδειγµα, 
στις κατανοµές εισοδήµατος, ηµερών απεργίας κτλ. Για να 
κατασκευάσουµε ισοπλατείς κλάσεις (οι µη ισοπλατείς κλάσεις είναι 
εκτός ύλης), χρησιµοποιούµε το εύρος (range) R του δείγµατος, δηλαδή 
τη διαφορά της µικρότερης παρατήρησης από τη µεγαλύτερη 
παρατήρηση του συνολικού δείγµατος. Τότε υπολογίζουµε το πλάτος c 
των κλάσεων διαιρώντας το εύρος R διά του αριθµού των κλάσεων κ, 
στρογγυλεύοντας, αν χρειαστεί για λόγους διευκόλυνσης, πάντα προς τα 
πάνω. 

• Το επόµενο βήµα είναι η κατασκευή των κλάσεων. Ξεκινώντας από 
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την µικρότερη παρατήρηση, ή για πρακτικούς λόγους λίγο πιο κάτω από 
την µικρότερη παρατήρηση, και προσθέτοντας κάθε φορά το πλάτος c 
δηµιουργούµε τις κ κλάσεις. Αυτονόητο είναι ότι η µεγαλύτερη τιµή του 
δείγµατος θα (πρέπει να) ανήκει οπωσδήποτε στην τελευταία κλάση. 

• Τέλος, γίνεται η διαλογή των παρατηρήσεων. Το πλήθος των 
παρατηρήσεων iν  που προκύπτουν από τη διαλογή για την κλάση  i 
καλείται συχνότητα της κλάσης αυτής ή συχνότητα της κεντρικής 
τιµής ix , 1,2,...,i κ= .  
Ιστόγραµµα Συχνοτήτων 
Η αντίστοιχη γραφική παράσταση ενός πίνακα συχνοτήτων µε 
οµαδοποιηµένα δεδοµένα γίνεται µε το λεγόµενο ιστόγραµµα 
(histogram) συχνοτήτων. Στον οριζόντιο άξονα ενός συστήµατος 
ορθογωνίων αξόνων σηµειώνουµε, µε κατάλληλη κλίµακα, τα όρια των 
κλάσεων. Στη συνέχεια, κατασκευάζουµε διαδοχικά ορθογώνια (ιστούς), 
από καθένα από τα οποία έχει βάση ίση µε το πλάτος της κλάσης και 
ύψος τέτοιο, ώστε το εµβαδόν του ορθογωνίου να ισούται µε τη 
συχνότητα της κλάσης αυτής. 
α) Κλάσεις Ίσου Πλάτους 
Θεωρώντας το πλάτος c ως µονάδα µέτρησης του χαρακτηριστικού στον 
οριζόντιο άξονα, το ύψος κάθε ορθογωνίου είναι ίσο προς τη συχνότητα 
της αντίστοιχης κλάσης, έτσι ώστε να ισχύει πάλι ότι το εµβαδόν των 
ορθογωνίων είναι ίσο µε τις αντίστοιχες συχνότητες. Εποµένως, στον 
κατακόρυφο άξονα σε ένα ιστόγραµµα συχνοτήτων βάζουµε τις 
συχνότητες. Με ανάλογο τρόπο κατασκευάζεται και το ιστόγραµµα 
σχετικών συχνοτήτων, οπότε στον κάθετο άξονα βάζουµε τις σχετικές 
συχνότητες. 
Αν στα ιστογράµµατα συχνοτήτων θεωρήσουµε δύο ακόµη υποθετικές 
κλάσεις, στην αρχή και στο τέλος, µε συχνότητα µηδέν και στη συνέχεια 
ενώσουµε τα µέσα των άνω βάσεων των ορθογωνίων, σχηµατίζεται το 
λεγόµενο πολύγωνο συχνοτήτων (frequency polygon). Το εµβαδόν του 
χωρίου που ορίζεται από το πολύγωνο συχνοτήτων και τον οριζόντιο 
άξονα είναι ίσο µε το άθροισµα των συχνοτήτων, δηλαδή µε το µέγεθος 
του δείγµατος ν. Όµοια κατασκευάζεται από το ιστόγραµµα σχετικών 
συχνοτήτων και το πολύγωνο σχετικών συχνοτήτων µε εµβαδόν ίσο µε 
1, (βλέπε σχήµα 6). 
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Με τον ίδιο τρόπο κατασκευάζονται 
και τα ιστογράµµατα αθροιστικών 
συχνοτήτων και αθροιστικών σχετι-
κών συχνοτήτων. Αν ενώσουµε σε 
ένα ιστόγραµµα αθροιστικών 
συχνοτήτων τα δεξιά άκρα (όχι 
µέσα) των άνω βάσεων των 
ορθογωνίων µε ευθύγραµµα τµήµατα 
βρίσκουµε το πολύγωνο 
αθροιστικών συχνοτήτων (ogive) της κατανοµής.  
β) Κλάσεις  Άνισου  Πλάτους     (Εκτός ύλης……..) 
 
Καµπύλες Συχνοτήτων 
Εάν υποθέσουµε ότι ο αριθµός των κλάσεων για µια συνεχή µεταβλητή 
είναι αρκετά µεγάλος (τείνει στο άπειρο) και ότι το πλάτος των κλάσεων 

είναι αρκετά µικρό (τείνει στο 
µηδέν), τότε η πολυγωνική 
γραµµή συχνοτήτων τείνει να 
πάρει τη µορφή µιας οµαλής 
καµπύλης, η οποία ονοµάζεται 
καµπύλη συχνοτήτων (frequency 
curve), όπως δείχνει το σχήµα 9. 
Οι καµπύλες συχνοτήτων έχουν 
µεγάλη εφαρµογή στη Στατιστική, 

όπου οι ιδιότητες τους µπορούν να χρησιµοποιηθούν για την εξαγωγή 
χρήσιµων συµπερασµάτων. 
    Η µορφή µιας κατανοµής συχνοτήτων εξαρτάται από το πώς είναι 
κατανεµηµένες οι παρατηρήσεις σε όλη την έκταση του εύρους τους. 
Μερικές χαρακτηριστικές καµπύλες συχνοτήτων που συναντάµε συχνά 
στις εφαρµογές δίνονται στο σχήµα 10. Η κατανοµή (β), µε 
“κωδωνοειδή” µορφή λέγεται κανονική κατανοµή (normal distribution) 
και παίζει σπουδαίο ρόλο στη Στατιστική. Όταν οι παρατηρήσεις 
“κατανέµονται” οµοιόµορφα σε ένα διάστηµα [α, β], όπως στην 
κατανοµή (α), η κατανοµή λέγεται οµοιόµορφη. Όταν οι παρατηρήσεις 
δεν είναι συµµετρικά κατανεµηµένες, η κατανοµή λέγεται ασύµµετρη µε 
θετική ασυµµετρία όπως στην κατανοµή (γ) ή αρνητική ασυµµετρία όπως 
στην κατανοµή (δ). 

 (δ) (γ) (β) (α)
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ΜΕΤΡΑ  ΘΕΣΗΣ  ΚΑΙ  ∆ΙΑΣΠΟΡΑΣ 
Εισαγωγή 
  Εκτός από τους στατιστικούς πίνακες και τα διαγράµµατα υπάρχουν και 
αριθµητικά µέτρα µε τα οποία µπορούµε να περιγράψουµε µε συντοµία 
µια κατανοµή συχνοτήτων. Η γνώση των µέτρων αυτών διευκολύνει και 
την παραπέρα στατιστική επεξεργασία των δεδοµένων.  

Οι έννοιες “κεντρική τιµή” και “διασπορά των παρατηρήσεων” µας 
δίνουν το ερέθισµα για έναν ακόµα πιο σύντοµο τρόπο περιγραφής της 
κατανοµής ενός συνόλου δεδοµένων. Για να ορίσουµε δηλαδή κάποια 
µέτρα (αριθµητικά µεγέθη), που να µας δίνουν                                                                     
α) τη θέση του “κέντρου” των παρατηρήσεων στον οριζόντιο άξονα και 
β) τη διασπορά των παρατηρήσεων, δηλαδή πόσο αυτές εκτείνονται γύρω 
από το “κέντρο” τους.                                                                                                     
Τα πρώτα τα καλούµε µέτρα θέσης της κατανοµής (location measures), 
ενώ τα δεύτερα µέτρα διασποράς ή µέτρα µεταβλητότητας (measures 
of variability). 
Εκτός από τα µέτρα θέσης και διασποράς µιας κατανοµής πολλές φορές 
είναι απαραίτητος και ο προσδιορισµός κάποιων άλλων µέτρων, που 
καθορίζουν τη µορφή της κατανοµής. Κατά πόσο δηλαδή η αντίστοιχη 
καµπύλη συχνοτήτων είναι συµµετρική ή όχι ως προς την ευθεία 0x x= , 

για δεδοµένο σηµείο 0x  του άξονα 0x . Τα µέτρα αυτά, που συνήθως 

εκφράζονται σε συνάρτηση µε τα µέτρα θέσης και διασποράς, καλούνται 
µέτρα ασυµµετρίας (measures of skewness) . 
Υπολογίζοντας από ένα σύνολο 
δεδοµένων κάποια από τα ανωτέρω 
µέτρα, µπορούµε να έχουµε µια 
σύντοµη περιγραφή της µορφής της 
καµπύλης συχνοτήτων. Στο 
διπλανό   σχήµα  οι καµπύλες 
συχνοτήτων Α και Β είναι 
συµµετρικές µε το ίδιο “κέντρο” 0x , 
αλλά η Β έχει µεγαλύτερη 
µεταβλητότητα από την Α. Οι καµπύλες Γ και ∆ είναι ασύµµετρες, µε τη 
Γ όπως λέµε να παρουσιάζει θετική ασυµµετρία και τη ∆ αρνητική 
ασυµµετρία. Το “κέντρο” της Γ είναι αριστερότερα του 0x , ενώ της ∆ 

είναι δεξιότερα του 0x . Η ∆ παρουσιάζει µεγαλύτερη µεταβλητότητα από 

τη  Γ. 
 
 

 B

 A

 ∆
 Γ

 x x0  
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Μέτρα  Θέσης 
Τα πιο συνηθισµένα µέτρα που χρησιµοποιούνται για την περιγραφή της 
θέσης ενός συνόλου δεδοµένων πάνω στον οριζόντιο άξονα Ox , 
εκφράζοντας την “κατά µέσο όρο” απόστασή τους από την αρχή των 
αξόνων, είναι ο αριθµητικός µέσος ή µέση τιµή (arithmetic mean or 
average), η διάµεσος (median) και η κορυφή ή επικρατούσα τιµή (mode) 
(εκτός ύλης η επικρατούσα τιµή). 
α) Μέση  Τιµή  ( )x  

Η µέση τιµή ενός συνόλου ν παρατηρήσεων αποτελεί το σπουδαιότερο 
και χρησιµότερο µέτρο της Στατιστικής και ορίζεται ως το άθροισµα των 
παρατηρήσεων διά του πλήθους των παρατηρήσεων.  
Όταν σε ένα δείγµα µεγέθους ν οι παρατηρήσεις µιας µεταβλητής Χ είναι 

1 2, ,..., vt t t , τότε η µέση τιµή συµβολίζεται µε x  και δίνεται από τη σχέση: 

1 2 1

1

... 1i
i

i
i

t
t t t

x t

ν

ν
ν

ν ν ν
=

=

+ + +
= = =

∑
∑  

όπου το σύµβολο 
1

i
i

t
ν

=
∑  παριστάνει µια συντοµογραφία του αθροίσµατος 

1 2 ... vt t t+ + +  και διαβάζεται “άθροισµα των it  από 1i =  έως  ν”. Συχνά, 

όταν δεν υπάρχει πρόβληµα σύγχυσης, συµβολίζεται και ως it∑  ή 

ακόµα πιο απλά µε t∑ . 

Σε µια κατανοµή συχνοτήτων, αν 1 2, ,...,x x xκ  είναι οι τιµές της 
µεταβλητής Χ µε συχνότητες 1 2, ,...,v v vκ  αντίστοιχα, η µέση τιµή ορίζεται 
ισοδύναµα από τη σχέση:  

1 1 2 2 1

11 2

1

... 1

...

i i
i

i i
i

i
i

x
x x x

x x

κ

κ
κ κ

κ
κ

ν
ν ν ν

ν
ν ν ν νν

=

=

=

+ + +
= = =

+ + +

∑
∑

∑
                                                            

Η παραπάνω σχέση ισοδύναµα γράφεται: 

1 1

i
i i i

i i

x x x f
κ κν

ν= =

= =∑ ∑   όπου if  οι σχετικές συχνότητες. 

β)  Σταθµικός  Μέσος 
Στις περιπτώσεις που δίνεται διαφορετική βαρύτητα (έµφαση) στις τιµές 

1 2, ,...,x x xν  ενός συνόλου δεδοµένων, τότε αντί του αριθµητικού µέσου 
χρησιµοποιούµε τον σταθµισµένο αριθµητικό µέσο ή σταθµικό µέσο 
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(weighted mean). Εάν σε κάθε τιµή 1 2, ,...,x x xν  δώσουµε διαφορετική 
βαρύτητα, που εκφράζεται µε τους λεγόµενους συντελεστές στάθµισης 
(βαρύτητας) 1 2, ,...,w w wν , τότε ο σταθµικός µέσος βρίσκεται από τον 

τύπο: 
1 1 2 2 1

1 2

1

...

...

i i
i

i
i

x w
x w x w x w

x
w w w w

ν

ν ν
ν

ν

=

=

+ + +
= =

+ + +

∑

∑
 

γ)  ∆ιάµεσος  (δ) 
Ένα άλλο µέτρο θέσης που δεν επηρεάζεται από ακραίες παρατηρήσεις 
είναι η διάµεσος (median), η οποία ορίζεται ως εξής: 

∆ιάµεσος (δ) ενός δείγµατος  ν παρατηρήσεων οι οποίες έχουν 
διαταχθεί σε αύξουσα σειρά ορίζεται ως η µεσαία παρατήρηση, όταν 
το ν είναι περιττός αριθµός, ή ο µέσος όρος (ηµιάθροισµα) των δύο 
µεσαίων παρατηρήσεων όταν το  ν  είναι άρτιος αριθµός. 

Παρατηρούµε ότι, η διάµεσος είναι η τιµή που χωρίζει ένα σύνολο 
παρατηρήσεων σε δύο ίσα µέρη όταν οι παρατηρήσεις αυτές 
τοποθετηθούν µε σειρά τάξης µεγέθους. Ακριβέστερα, η διάµεσος είναι η 
τιµή για την οποία το πολύ 50% των παρατηρήσεων είναι µικρότερες από 
αυτήν και το πολύ 50% των παρατηρήσεων είναι µεγαλύτερες από την 
τιµή αυτήν. 
∆ιάµεσος σε Οµαδοποιηµένα ∆εδοµένα 
Θεωρούµε τα δεδοµένα του ύψους των µαθητών στον πίνακα 9 και το 
αντίστοιχο ιστόγραµµα αθροιστικών σχετικών συχνοτήτων µε την 
πολυγωνική γραµµή. Η διάµεσος, όπως ορίστηκε, αντιστοιχεί στην τιµή 
x δ=  της µεταβλητής Χ (στον οριζόντιο άξονα), έτσι ώστε το 50% των 
παρατηρήσεων να είναι µικρότερες ή ίσες του δ. ∆ηλαδή, η διάµεσος θα 
έχει αθροιστική σχετική συχνότητα 50%iF = . Εφόσον στον κάθετο 
άξονα έχουµε τις αθροιστικές σχετικές συχνότητες, από το σηµείο Α 
(50% των παρατηρήσεων) φέρουµε την xAB 0//  και στη συνέχεια τη 

xΓB 0⊥ . Τότε, στο σηµείο Γ αντιστοιχεί η διάµεσος δ των παρατηρήσεων.  
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δ) Εκατοστηµόρια  )( κP - Τεταρτηµόρια  (Εκτός ύλης) 
ε) Επικρατούσα  Τιµή  )( 0M (Εκτός ύλης) 

Μέτρα  ∆ιασποράς 

Παράλληλα λοιπόν µε τα µέτρα θέσης κρίνεται απαραίτητη και η 
εξέταση κάποιων µέτρων διασποράς ή µεταβλητότητας, δηλαδή µέτρων 
που εκφράζουν τις αποκλίσεις των τιµών µιας µεταβλητής γύρω από τα 
µέτρα κεντρικής τάσης. Τέτοια µέτρα λέγονται µέτρα διασποράς 
(measures of variation, dispersion measures). Τα σπουδαιότερα µέτρα 
διασποράς είναι το εύρος, η ενδοτεταρτηµοριακή απόκλιση (εκτός ύλης), 
η διακύµανση και η τυπική απόκλιση. 
α)  Εύρος  (R) 
Το απλούστερο από τα µέτρα διασποράς είναι το εύρος ή κύµανση 
(range) (R), που ορίζεται ως η διαφορά της ελάχιστης παρατήρησης από 
τη µέγιστη παρατήρηση, δηλαδή: 
 

Εύρος R =Μεγαλύτερη παρατήρηση-Μικρότερη παρατήρηση 

 
Όταν έχουµε οµαδοποιηµένα δεδοµένα, το εύρος δίνεται από τη διαφορά 
του κατώτερου ορίου της πρώτης κλάσης από το ανώτερο όριο της 
τελευταίας κλάσης. Προφανώς, το εύρος σε οµαδοποιηµένα δεδοµένα 
µπορεί να διαφέρει ελαφρώς από τα αντίστοιχα δεδοµένα πριν αυτά 
οµαδοποιηθούν.  
Το εύρος είναι ένα αρκετά απλό µέτρο, που υπολογίζεται εύκολα δε 
θεωρείται όµως αξιόπιστο µέτρο διασποράς, γιατί βασίζεται µόνο στις 
δυο ακραίες παρατηρήσεις. 
 
β)  Ενδοτεταρτηµοριακό  Εύρος  (Q) (Εκτός ύλης) 
 
γ)  ∆ιακύµανση  (s2) 
Ένας άλλος τρόπος για να υπολογίσουµε τη διασπορά των 
παρατηρήσεων 1 2, ,..., vt t t  µιας µεταβλητής Χ θα ήταν να αφαιρέσουµε τη 
µέση τιµή x  από κάθε παρατήρηση και να βρούµε τον αριθµητικό µέσο 
των διαφορών αυτών, δηλαδή τον αριθµό: 
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1 2 1

( )
( ) ( ) ... ( )

v

i
v i

t x
t x t x t x

v v
=

−
− + − + + −

=
∑

. 

Ο αριθµός όµως αυτός είναι ίσος µε µηδέν,  

Απόδειξη:  

1 2 1 2( ) ( ) ... ( ) ...
0v vt x t x t x t t t vx

x x
v v v

− + − + + − + + +
= − = − = . 

Γι’ αυτό, ως ένα µέτρο διασποράς παίρνουµε τον µέσο όρο των 
τετραγώνων των αποκλίσεων των it  από τη µέση τιµή τους x . Το µέτρο 
αυτό καλείται διακύµανση  ή διασπορά (variance) και ορίζεται από τη 

σχέση 
2 2

1

1
( )i

i

s t x
ν

ν =

= −∑                                                                                          

Ο τύπος αυτός αποδεικνύεται ότι µπορεί να πάρει την ισοδύναµη µορφή: 

2

2 2 1

1

1 i
i

i
i

t

s t

ν

ν

ν ν
=

=

  
    = − 
 
  

∑
∑ η οποία διευκολύνει σηµαντικά τους 

υπολογισµούς κυρίως όταν η µέση τιµή x  δεν είναι ακέραιος αριθµός. 
Όταν έχουµε πίνακα συχνοτήτων ή οµαδοποιηµένα δεδοµένα, η 

διακύµανση ορίζεται από τη σχέση: 
2 2

1

1
( )i i

i

s x x
κ

ν
ν =

= −∑  

ή την ισοδύναµη µορφή: 

2

2 2 1

1

1
.

i i
i

i i
i

x v

s x v
v v

κ

κ
=

=

  
    = − 
 
  

∑
∑  

όπου 1 2, ,...,x x xκ  οι τιµές της µεταβλητής (ή τα κέντρα των κλάσεων) µε 
αντίστοιχες συχνότητες 1 2, ,..., κν ν ν .  
δ)  Τυπική Απόκλιση  (s) 
Η διακύµανση είναι µια αξιόπιστη παράµετρος διασποράς, αλλά έχει ένα 
µειονέκτηµα. ∆εν εκφράζεται µε τις µονάδες µε τις οποίες εκφράζονται 
οι παρατηρήσεις. Για παράδειγµα, αν οι παρατηρήσεις εκφράζονται σε 
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cm, η διακύµανση εκφράζεται σε 2cm . Αν όµως πάρουµε τη θετική 
τετραγωνική ρίζα της διακύµανσης, θα έχουµε ένα µέτρο διασποράς που 
θα εκφράζεται µε την ίδια µονάδα µέτρησης του χαρακτηριστικού, όπως 
ακριβώς είναι και όλα τα άλλα µέτρα θέσης, που εξετάσαµε έως τώρα. Η 
ποσότητα αυτή λέγεται τυπική απόκλιση (standard deviation), 

συµβολίζεται µε s και δίνεται από τη σχέση: 
2s s=  

 
Αξίζει να σηµειωθεί ότι αν η καµπύλη 
συχνοτήτων για το χαρακτηριστικό που 
εξετάζουµε είναι κανονική ή περίπου 
κανονική, τότε η τυπική απόκλιση  s  
έχει τις παρακάτω ιδιότητες: 
i)  το 68% περίπου των παρατηρήσεων 

βρίσκεται στο διάστηµα 
( , )x s x s− +  

ii)  το 95% περίπου των παρατηρήσεων 
βρίσκεται στο διάστηµα  

( 2 , 2 )x s x s− +  

iii)  το 99,7% περίπου των παρατη-
ρήσεων βρίσκεται στο διάστηµα 

           ( 3 , 3 )x s x s− +  

iv)  το εύρος ισούται περίπου µε έξι τυπικές αποκλίσεις, δηλαδή 6R s≈ . 
 
Συντελεστής Mεταβολής (CV) 
Ένα µέτρο το οποίο βοηθά στη σύγκριση οµάδων τιµών, που είτε 
εκφράζονται σε διαφορετικές µονάδες µέτρησης είτε εκφράζονται στην 
ίδια µονάδα µέτρησης, αλλά έχουν σηµαντικά διαφορετικές µέσες τιµές, 
είναι ο συντελεστής µεταβολής ή συντελεστής µεταβλητότητας 
(coefficient of variation), ο οποίος ορίζεται από το λόγο: 

• Αν 0x >  : 
ή ό

100% 100%
έ ή

s
CV

x

τυπικ απ κλιση
µ ση τιµ

= ⋅ = ⋅ . 

• Αν 0x <  :  100%
s

CV
x

= ⋅  

� Ο συντελεστής µεταβολής εκφράζεται επί τοις εκατό, είναι 
συνεπώς ανεξάρτητος από τις µονάδες µέτρησης και παριστάνει 

  x s x s x s x x s x s x s− − − + + +3 2 2 3  

99,7% 
95% 
68% 

 

 s 
 s 
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ένα µέτρο σχετικής διασποράς των τιµών  και όχι της απόλυτης 
διασποράς, όπως έχουµε δει έως τώρα. 

� Για δύο δείγµατα Α και Β αν ξέρουµε ότι  ACV   < BCV  θα λέµε ότι 
το δείγµα Α είναι  πιο οµοιογενές από το δείγµα Β ή ο βαθµός 
διασποράς του Β είναι µεγαλύτερος από το βαθµό διασποράς του 
Α . 

 
� Γενικά δεχόµαστε ότι ένα δείγµα τιµών µιας µεταβλητής θα είναι 

οµοιογενές, εάν ο συντελεστής µεταβολής δεν ξεπερνά το 10%. 
(∆ηλαδή CV≤10%) 

 
Εφαρµογή 1(Χωρίς να µάθουµε την απόδειξη) 

2 2 2 2
1 2

1

( ) ( ) ( ) ( ) ... ( )
v

i v
i

f x x x xλ λ λ λ λ
=

= − = − + − + + −∑  

γίνεται ελάχιστη, όταν xλ = . 
 
Εφαρµογή2 (Χωρίς να µάθουµε την απόδειξη) (SOS) 
 Έστω 1 2, ,..., vx x x  ν παρατηρήσεις µε µέση τιµή x  και τυπική απόκλιση 

xs . 
α) Αν 1 2, ,..., vy y y  είναι οι παρατηρήσεις που προκύπτουν αν 
προσθέσουµε σε καθεµιά από τις 1 2, ,..., vx x x  µια σταθερά c, να δειχτεί 
ότι:  i) y x c= + , ii) y xs s=  

β) Αν 1 2, ,..., vy y y  είναι οι παρατηρήσεις που προκύπτουν αν 
πολλαπλασιάσουµε τις 1 2, ,..., vx x x  επί µια σταθερά  c, να αποδειχτεί ότι:
 i) y c x= ,  ii) | |y xs c s=  

ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΕΣ 
Πείραµα Τύχης 

• Κάθε πείραµα κατά το οποίο η γνώση των συνθηκών κάτω από τις 
οποίες εκτελείται καθορίζει πλήρως το αποτέλεσµα λέγεται 
αιτιοκρατικό (deterministic) πείραµα. 

• Κάθε πείραµα του οποίου δεν µπορούµε εκ των προτέρων να 
προβλέψουµε το αποτέλεσµα , µολονότι επαναλαµβάνεται 
(φαινοµενικά τουλάχιστον) κάτω από τις ίδιες συνθήκες ονοµάζεται 
πείραµα τύχης (random experiment).  

∆ειγµατικός  Χώρος 
Όλα τα αποτελέσµατα που µπορούν να εµφανιστούν σε ένα πείραµα 
τύχης λέγονται δυνατά αποτελέσµατα ή δυνατές περιπτώσεις του 
πειράµατος. Το σύνολο των δυνατών αποτελεσµάτων λέγεται 
δειγµατικός χώρος (sample space) και συµβολίζεται συνήθως µε το 
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γράµµα  Ω. Αν δηλαδή 1 2, ,..., κω ω ω  είναι τα δυνατά αποτελέσµατα ενός 
πειράµατος τύχης, τότε ο δειγµατικός χώρος του πειράµατος θα είναι το 
σύνολο: 1 2{ , ,..., }κω ω ωΩ = . Το πλήθος των στοιχείων του Ω θα το 
συµβολίζουµε µε ( )N Ω  
Ενδεχόµενα 

• Το σύνολο που έχει ως στοιχεία ένα ή περισσότερα αποτελέσµατα 
ενός πειράµατος τύχης λέγεται ενδεχόµενο (event) ή γεγονός.  

• Είναι φανερό ότι ένα ενδεχόµενο είναι υποσύνολο του δειγµατικού 
χώρου.  

• Ένα ενδεχόµενο λέγεται απλό όταν έχει ένα µόνο στοιχείο και 
σύνθετο αν έχει περισσότερα στοιχεία.  

• Όταν το αποτέλεσµα ενός πειράµατος, σε µια συγκεκριµένη 
εκτέλεσή του είναι στοιχείο ενός ενδεχοµένου, τότε λέµε ότι το 
ενδεχόµενο αυτό πραγµατοποιείται ή συµβαίνει. Γι’αυτό τα 
στοιχεία ενός ενδεχοµένου λέγονται και ευνοϊκές περιπτώσεις για 
την πραγµατοποίησή του.  

• Ο ίδιος ο δειγµατικός χώρος Ω ενός πειράµατος θεωρείται ότι είναι 
ενδεχόµενο, το οποίο µάλιστα πραγµατοποιείται πάντοτε, αφού 
όποιο και αν είναι το αποτέλεσµα του πειράµατος θα ανήκει στο Ω. 
Γι’αυτό το Ω λέγεται βέβαιο ενδεχόµενο.  

• ∆εχόµαστε ακόµα ως ενδεχόµενο και το κενό σύνολο ∅  που δεν 
πραγµατοποιείται σε καµιά εκτέλεση του πειράµατος τύχης. 
Γι’αυτό λέµε ότι το ∅  είναι το αδύνατο ενδεχόµενο.  

• Το πλήθος των στοιχείων ενός ενδεχοµένου Α θα το συµβολίζουµε 
µε ( )N A , και προφανώς  ( } 0N ∅ = . 

Πράξεις µε Ενδεχόµενα 
Αν  Α και  Β είναι δύο ενδεχόµενα του δειγµατικού χώρου Ω, έχουµε: 
 
• Το ενδεχόµενο A B∩ , που διαβάζεται “Α τοµή Β” ή 
“Α και Β” και πραγµατοποιείται, όταν πραγµατοποιούνται 
συγχρόνως τα  Α και  Β. 

 
• Το ενδεχόµενο A B∪ , που διαβάζεται “Α ένωση Β” ή 
“Α ή Β” και πραγµατοποιείται, όταν πραγµατοποιείται ένα 
τουλάχιστον από τα  Α,  Β. 
 

• Το ενδεχόµενο A′ , που διαβάζεται “όχι Α” ή 
“συµπληρωµατικό του Α” και πραγµατοποιείται, όταν δεν 
πραγµατοποιείται το Α. Το A′  λέγεται και “αντίθετο του Α”. 

 

 A BI  

 Ω 

 B  A 

 

 A BU  

 Ω 

 B  A 

 

 Ω 

 A΄ 
 A 
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• Το ενδεχόµενο A B− , που διαβάζεται “διαφορά του Β 
από το Α” και πραγµατοποιείται, όταν πραγµατοποιείται το Α 
αλλά όχι το Β. Είναι εύκολο να δούµε ότι A B A B′− = ∩ . 
 

Στον παρακάτω πίνακα τα Α και Β συµβολίζουν ενδεχόµενα ενός 
πειράµατος και το ω ένα αποτέλεσµα του πειράµατος αυτού. Στην 
αριστερή στήλη του πίνακα αναγράφονται διάφορες σχέσεις για τα Α και 
Β διατυπωµένες στην κοινή γλώσσα, και στη δεξιά στήλη αναγράφονται 
οι ίδιες σχέσεις αλλά διατυπωµένες στη γλώσσα των συνόλων. 

Το ενδεχόµενο  Α  πραγµατοποιείται 
Το ενδεχόµενο  Α  δεν πραγµατοποιείται 
Ένα τουλάχιστον από τα  Α  και  Β  πραγµατοποιείται 
Πραγµατοποιούνται αµφότερα τα  Α  και  Β 
∆εν πραγµατοποιείται κανένα από τα  Α  και  Β 
Πραγµατοποιείται µόνο το  Α 
 
Η πραγµατοποίηση του Α συνεπάγεται την πραγµατοποίηση 
του Β 

Aω ∈  
Aω ′∈ (ή Aω ∉ ) 
A Bω ∈ ∪  
A Bω ∈ ∩  
(A Bω ∈ ∪ )΄ 

A Bω ∈ −  (ή 
A Bω ∈ ∩ ΄) 

A B⊆  

 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ 

i) Να πραγµατοποιείται µόνο το Α ή µόνο το Β, το 
ζητούµενο ενδεχόµενο είναι το ( ) ( )A B B A− ∪ −  ή 
ισοδύναµα το ( ) ( )A B A B′ ′∩ ∪ ∩ . 
 
 
ii) Να µην πραγµατοποιείται κανένα από τα Α και Β,  το ζητούµενο 
σύνολο είναι συµπληρωµατικό του A B∪ , δηλαδή το 
( )A B ′∪  
 
 
 

Ασυµβίβαστα  Ενδεχόµενα                                                           
∆ύο ενδεχόµενα Α και Β λέγονται ασυµβίβαστα, όταν 
A B∩ = ∅ . 
∆ύο ασυµβίβαστα ενδεχόµενα λέγονται επίσης ξένα µεταξύ 
τους ή αµοιβαίως αποκλειόµενα. 

 

 

 A B−  

 Ω 

 B  A 

 

 ∅=BAI  

 5 
 3 
 1 

 6 

 4 

 2 

 Ω 

 B  A 

 

 Β− Α  Α− Β 

 Ω 

 B  A 

 

 ( )A BU ′  

 Ω 

 B  A 
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Η έννοια της πιθανότητας 
 
Έννοια  και  Ιδιότητες  Σχετικής Συχνότητας 
Αν σε ν εκτελέσεις ενός πειράµατος ένα ενδεχόµενο Α  πραγµατοποιείται 

κ φορές, τότε ο λόγος 
v

κ
 ονοµάζεται σχετική συχνότητα του Α και 

συµβολίζεται µε Af . Ιδιαίτερα αν ο δειγµατικός χώρος ενός πειράµατος 
είναι το πεπερασµένο σύνολο 1 2{ , ,..., }λω ω ωΩ =  και σε ν εκτελέσεις του 
πειράµατος αυτού τα απλά ενδεχόµενα 1 2{ }, { },...,{ )λω ω ω  
πραγµατοποιούνται 1 2, ,..., λκ κ κ  φορές αντιστοίχως, τότε για τις σχετικές 

συχνότητες 1 2
1 2, ,...,f f f

v v v
λ

λ

κ κ κ
= = =  των απλών ενδεχοµένων θα 

έχουµε: 
 1. 0 1, 1,2,...,if i λ≤ ≤ =  (αφού 0 i vκ≤ ≤ ) 

 2. 1 2
1 2

...
... 1

v
f f f

v v
λ

λ

κ κ κ+ + +
+ + + = = = .                                                 

Αν εκτελέσουµε το παραπάνω πείραµα πάρα πολλές φορές δηλαδή 
ν→+∞ τότε παρατηρούµε ότι τα , 1,2,...,if i λ= τείνουν να 
σταθεροποιηθούν, αυτό το σταθερό τους αποτέλεσµα λέγεται πιθανότητα 
του ενδεχοµένου , 1,2,...,i iω λ= .                        Το εµπειρικό αυτό 
εξαγόµενο, το οποίο επιβεβαιώνεται και θεωρητικά, ονοµάζεται 
στατιστική οµαλότητα ή νόµος των µεγάλων αριθµών. 
Κλασικός  Ορισµός  Πιθανότητας 
  Σε πειράµατα στα οποία όλα τα απλά ενδεχόµενα του πειράµατος έχουν 
την ίδια πιθανότητα να πραγµατοποιηθούν  λέµε ότι τα δυνατά 
αποτελέσµατα ή, ισοδύναµα, τα απλά ενδεχόµενα είναι ισοπίθανα. Από 
δω και πέρα όπου συναντάµε τις φράσεις αµερόληπτος ή επιλέγουµε 
τυχαία ή στην τύχη ή οποιαδήποτε φράση που µας λέει ότι το πείραµα 
είναι τυχαίο και αντικειµενικό θα θεωρούµε ότι έχει ισοπίθανα απλά 
ενδεχόµενα.  
  Γενικά, σε ένα πείραµα µε ν ισοπίθανα αποτελέσµατα η σχετική 

συχνότητα ενός ενδεχοµένου µε κ στοιχεία θα τείνει στον αριθµό 
κ
ν

. 

Γι’αυτό είναι εύλογο σε ένα πείραµα µε ισοπίθανα αποτελέσµατα να 
ορίσουµε ως πιθανότητα του ενδεχοµένου  Α  τον αριθµό: 

    
ή ϊ ώ ώ ( )

( )
ή ώ ώ ( )

N A
P A

N

λ θος υνο κ ν εριπτ σεων
λ θος υνατ ν εριπτ σεων

Π Ε Π
= =

Π ∆ Π Ω
. 

Έτσι, έχουµε τον κλασικό ορισµό της πιθανότητας, που διατυπώθηκε 
από τον Laplace το 1812. 
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Από τον προηγούµενο ορισµό προκύπτει άµεσα ότι: 

1.  
( )

( ) 1
( )

N
P

N

Ω
Ω = =

Ω
 

2.  
0

( ) 0
( )

P
N

∅ = =
Ω

 

3.  Για κάθε ενδεχόµενο  Α ισχύει 0 ( ) 1P A≤ ≤ , αφού το πλήθος των 
στοιχείων ενός ενδεχοµένου είναι ίσο ή µικρότερο από το πλήθος των 
στοιχείων του δειγµατικού χώρου. 

Αξιωµατικός  Ορισµός  Πιθανότητας 
  Για τις περιπτώσεις που δεν µπορεί να χρησιµοποιηθεί ο κλασικός 
ορισµός της πιθανότητας χρησιµοποιούµε τον παρακάτω αξιωµατικό 
ορισµό της πιθανότητας, ο οποίος έχει ανάλογες ιδιότητες µε τη σχετική 
συχνότητα. 

Έστω 1 2{ , ,..., }νω ω ωΩ =  ένας δειγµατικός χώρος µε πεπερασµένο 
πλήθος στοιχείων. Σε κάθε απλό ενδεχόµενο { }iω  αντιστοιχίζουµε 
έναν πραγµατικό αριθµό, που τον συµβολίζουµε µε ( )iP ω , έτσι ώστε 
να ισχύουν: 
            •    0 ( ) 1iP ω≤ ≤  

            •    1 2( ) ( ) ... ( ) 1P P P νω ω ω+ + + = . 
Τον αριθµό ( )iP ω  ονοµάζουµε πιθανότητα του ενδεχοµένου { }iω . 
Ως πιθανότητα ( )P A  ενός ενδεχοµένου 1 2{ , ,..., }A κα α α= ≠ ∅  
ορίζουµε το άθροισµα 1 2( ) ( ) ... ( )P P P κα α α+ + + , ενώ ως πιθανότητα 
του αδύνατου ενδεχοµένου ∅  ορίζουµε τον αριθµό ( ) 0P ∅ = . 

Αν 
1

( )iP
v

ω = , 1,2,...,i v= , τότε έχουµε τον κλασικό ορισµό της 

πιθανότητας ενός ενδεχοµένου. Στην πράξη, ιδιαίτερα στην περίπτωση 
που δεν ισχύει ο κλασικός ορισµός της πιθανότητας, ως πιθανότητα ενός 
ενδεχοµένου Α λαµβάνεται το όριο της σχετικής του συχνότητας. 
ΣΧΟΛΙΟ 
Όταν έχουµε ένα δειγµατικό χώρο 1 2{ , ,..., }νω ω ωΩ =  και 
χρησιµοποιούµε τη φράση “παίρνουµε τυχαία ένα στοιχείο του Ω”, 
εννοούµε ότι όλα τα δυνατά αποτελέσµατα είναι ισοπίθανα µε 

πιθανότητα 
1

( )iP
v

ω = , 1,2,...,i v= . 

Κανόνες  Λογισµού  των  Πιθανοτήτων 
Για τις πιθανότητες των ενδεχοµένων ενός δειγµατικού χώρου Ω ισχύουν 
οι παρακάτω ιδιότητες, γνωστές ως “κανόνες λογισµού των 
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πιθανοτήτων”. Οι κανόνες αυτοί θα αποδειχθούν στην περίπτωση που τα 
απλά ενδεχόµενα είναι ισοπίθανα. Αποδεικνύεται όµως ότι ισχύουν και 
στην περίπτωση που τα απλά ενδεχόµενα δεν είναι ισοπίθανα. 

1. Για οποιαδήποτε ασυµβίβαστα µεταξύ τους ενδεχόµενα  Α και  Β 
ισχύει:   ( ) ( ) ( )P A B P A P B∪ = +  

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 

Αν ( )N A κ=  και ( )N B λ= , τότε το A B∪  έχει 
κ λ+  στοιχεία, γιατί αλλιώς τα Α και Β δε θα 
ήταν ασυµβίβαστα. ∆ηλαδή, έχουµε 

( ) ( ) ( )N A B N A N Bκ λ∪ = + = + . 
Εποµένως: 

( )
( )

( )

N A B
P A B

N

∪
∪ =

Ω
( ) ( )

( )

N A N B

N

+
=

Ω
( ) ( )

( ) ( )

N A N B

N N
= +

Ω Ω
( ) ( )P A P B= + . 

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 
Η ιδιότητα αυτή είναι γνωστή ως απλός προσθετικός νόµος (simply 
additive law) και ισχύει και για περισσότερα από δύο ενδεχόµενα. Έτσι, 
αν τα ενδεχόµενα Α, Β και Γ είναι ανά δύο ασυµβίβαστα θα έχουµε 

( ) ( ) ( ) ( )P A B P A P B P∪ ∪ Γ = + + Γ . 
 

2.  Για δύο συµπληρωµατικά ενδεχόµενα  Α  και A′  ισχύει:     
( ) 1 ( )P A P A′ = −  

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ                                                             
Επειδή A A′∩ = ∅ , δηλαδή τα Α και A′  είναι 
ασυµβίβαστα, έχουµε διαδοχικά, σύµφωνα µε τον 
απλό προσθετικό 
νόµο: ( ) ( ) ( )P A A P A P A′ ′∪ = + ⇒ ( ) ( ) ( )P P A P A′Ω = +  

⇒1 ( ) ( )P A P A′= + ⇒ ( ) 1 ( )P A P A′ = − . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 A BU  

 Ω 

 B  A 

 

 Ω 

 A΄ 
 A 
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3.  Για δύο ενδεχόµενα  Α  και  Β  ενός δειγµατικού χώρου Ω ισχύει: 
( ) ( ) ( ) ( )P A B P A P B P A B∪ = + − ∩  

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 

Για δυο ενδεχόµενα  Α  και  Β  
έχουµε ( ) ( ) ( ) ( )N A B N A N B N A B∪ = + − ∩  (1) ,   
αφού στο άθροισµα ( ) ( )N A N B+  το πλήθος των 
στοιχείων του A B∩  υπολογίζεται δυο φορές. Αν διαιρέσουµε τα µέλη 
της (1) µε ( )N Ω  έχουµε: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

N A B N A N B N A B

N N N N

∪ ∩
= + −

Ω Ω Ω Ω
⇒

( ) ( ) ( ) ( )P A B P A P B P A B∪ = + − ∩ . 

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 

Η ιδιότητα αυτή είναι γνωστή ως προσθετικός νόµος (additive law). 

 

4. Α ν A B⊆ , τότε ( ) ( )P A P B≤  
 
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 

Επειδή A B⊆  έχουµε διαδοχικά: 

( ) ( )N A N B≤ ⇒ 
( ) ( )

( ) ( )

N A N B

N N
≤

Ω Ω
⇒ 

( ) ( )P A P B≤ . 
 

 

5. Για δύο ενδεχόµενα  Α  και  Β  ενός δειγµατικού χώρου  Ω  ισχύει     
( ) ( ) ( )P A B P A P A B− = − ∩  

 
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 

Επειδή τα ενδεχόµενα A B−  και A B∩  είναι 
ασυµβίβαστα και ( ) ( )A B A B A− ∪ ∩ = , έχουµε: 

( ) ( ) ( )P A P A B P A B= − + ∩ ⇒ ( ) ( ) ( )P A B P A P A B− = − ∩ . 

 

 
 
 

 

 A BU  

 Ω 

 B 
 A 

 

 Ω 

 B 
 A 

 

 A B−  

 Ω 

 B  A 


