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1) Η τροχαλία του διπλανού σχήµατος έχει µάζα Μ = 4 kg, ακτίνα R = 0,2 m 

και µπορεί να πε ριστρέφεται χωρίς τριβές γύρω από οριζόντιο, ακλόνητο 

άξονα που διέρχεται από το κέντρο της Ο και είναι κάθετος στο επίπεδό 

της. Στην τροχαλία έχουµε τυλίξει αβαρές, µη εκτατό νήµα µεγάλου µήκους, 

στο ελεύθερο άκρο του οποίου έχουµε δέσει µικρό σώµα µάζας m = 0,5 kg. 

To µικρό αυτό σώµα µπορεί να κινείται σε οριζόντιο δάπεδο µεγάλου µήκους, 

µε το οποίο εµφανίζει τριβή ολίσθησης µε συντελεστή μ = 0,5. Αρχικά η 

τροχαλία και το σώµα είναι ακίνητα και το νήµα τεντωµένο. Τη χρονική 

στιγµή t = 0 αρχίζουµε να ασκούµε στο µικρό σώµα οριζόντια σταθερή δύναµη F και ταυτόχρονα αφήνουµε 

ελεύθερη την τροχαλία να κινηθεί. Το µικρό σώµα ξεκινά να κινείται προς τα δεξιά ξετυλίγοντας το νήµα από 

την τροχαλία. Το µέτρο του ρυθµού µεταβολής της στροφορµής της τροχαλίας ισούται µε  6Kgr.m2/sec. Να 

υπολογίσετε: α) το µέτρο της επιτάχυνσης του µικρού σώµατος, 

β) το µέτρο της δύναµης F, γ) τη δύναµη που δέχεται η τροχαλία από τον άξονα περιστροφής της, δ) το µέτρο 

της στροφορµής της τροχαλίας τη χρονική στιγµή t1 = 2 s, 

ε) την κινητική ενέργεια της τροχαλίας τη χρονική στιγµή που η θερµότητα λόγω τριβής ολίσθησης η οποία έχει 

παραχθεί εξαιτίας της κίνησης του µικρού σώµατος στο οριζόντιο δάπεδο ισούται µε QT = 0,75 J. Δίνεται ότι η 

ροπή αδράνειας της τροχαλίας ως προς τον άξονα περιστροφής της υπολογίζεται από τον τύπο: I =1/2 MR2. 
 Η επιτάχυνση της βαρύτητας ισούται µε g = 10 m/s2. 

 

 

2)   Στο αυλάκι δίσκου µάζας Μ = 2 kg και ακτίνας R = 0,8 m έχουµε τυλίξει µη   

εκτατό νήµα αµελητέας µάζας και µεγάλου µήκους. Ο δίσκος είναι ακίνητος σε 

οριζόντιο  δάπεδο και το νήµα που περισσεύει διατηρείται οριζόντιο. Από τη 

χρονική στιγµή t = 0 και µετά ασκούµε στο ελεύθερο άκρο Ζ του νήµατος οριζόντια 

σταθερή δύναµη F µέτρου30 Ν, οπότε ο δίσκος αρχίζει να κυλίεται χωρίς να 

ολισθαίνει. Να υπολογίσετε: α) το µέτρο του ρυθµού µε τον οποίο µεταβάλλεται η 

γωνιακή ταχύτητα του δίσκου, β) το µέτρο της στατικής τριβής που δέχεται ο 

δίσκος, γ) το µέτρο της εφαπτοµενικής επιτάχυνσης του ανώτατου σηµείου του δίσκου, 

δ) τη µέση ισχύ της δύναµης F από τη χρονική στιγµή t1 = 2 s έως τη χρονική στιγµή t2 που δίσκος έχει 

πραγµατοποιήσει απο την αρχη της κινησης του 100/π περιστροφες. Δίνεται ότι η ροπή αδράνειας του δίσκου 

ως προς τον οριζόντιο άξονα περιστροφής που διέρχεται από το κέντρο µάζας του και είναι κάθετος στο 

επίπεδό του υπολογίζεται από τον τύπο  : I =1/2MR2.  
 

3)   Η οµογενής ράβδος ΟΑ του επόµενου σχήµατος έχει µήκος l = 1 m, µάζα Μ=  6 kg και µπορεί 

να περιστρέφεται χωρίς τριβές σε κατακόρυφο επίπεδο, γύρω από οριζόντιο ακλόνητο άξονα που 

διέρχεται από το άκρο της Ο και είναι κάθετος σε αυτή. Αρχικά η ράβδος είναι ακίνητη στην πάνω 

κατακόρυφη θέση και κάποια στιγµή της δίνουµε αρχικη γωνιακή ταχύτητα µέτρου ω0 = 2 rad/s, 

οπότε αρχίζει να περιστρέφεται γύρω από τον άξονα περιστροφής της σύµφωνα µε τη φορά 

περιστροφής των δεικτών του ρολογιού. Να υπολογίσετε: 

α) την κινητική ενέργεια της ράβδου όταν η ράβδος σχηµατίσει για πρώτη φορά γωνία φ =  60° µε 

την αρχική της θέση, β) το µέτρο της γωνιακής ταχύτητας της ράβδου τη χρονική στιγµή που η 

γωνιακή της επιτάχυνση γίνεται µέγιστη για πρώτη φορά, γ) το µέτρο της γραµµικής ταχύτητας του 

άκρου Α της ράβδου τη στιγµή που ο ρυθµός µεταβολής της στροφορµής της ράβδου µηδενίζεται για πρώτη 

φορά, δ) τη µικρότερη γωνία την οποία σχηµατίζει η ράβδος µε την αρχική της θέση τη χρονικη στιγµή που η 

στροφορµή της εχει µετρο 14Kgr.m2/sec, µετα τη στιγµή που µηδενίζεται η γωνιακή της επιτάχυνση για πρώτη 

φορά και πριν τη στιγµή που αυτή µεγιστοποιείται για δεύτερη φορά. 
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4) Η οµογενής ράβδος του διπλανού σχήµατος έχει µάζα Μ = 18 kg, µήκος l = 2 m και µπορεί να περιστρέφεται 

χωρίς τριβές σε κατακόρυφο επίπεδο γύρω από οριζόντιο άξονα που διέρχεται από το ένα άκρο της Ο και είναι 

κάθετος σε αυτή. Αρχικά η ράβδος είναι ακίνητη στην κατακόρυφη θέση. Κάποια στιγµή, ένα σώµα µάζας m = 4 

kg (που θεωρείται σηµειακό αντικείµενο), το οποίο κινείται οριζόντια µε στροφορµή µέτρου Lm = 125 Kgr.m2/s 

ως προς τον άξονα περιστροφής της ράβδου, συγκρούεται πλαστικά µε τη ράβδο 

σε σηµείο της Κ που απέχει απόσταση d = 0,5 m από το ακίνητο άκρο της Ο. 

α) Να υπολογίσετε το µέτρο της γωνιακής ταχύτητας της ράβδου αµέσως µετά τη 

σύγκρουσή της µε το σώµα. β) Να βρείτε την απώλεια ενέργειας εξαιτίας της 

κρούσης. 

γ) Να υπολογίσετε το µέτρο της στροφορµής της ράβδου τη στιγµή που το σύστηµα 

φτάνει στην οριζόντια θέση. δ) Να εξετάσετε αν η ράβδος θα εκτελέσει 

ανακύκλωση. Δίνεται ότι η ροπή αδράνειας της ράβδου ως προς τον άξονα 

περιστροφής της υπολογίζεται από τον τύπο: Ιρ =1/3 Mll2. Η επιτάχυνση της 

βαρύτητας ισούται µε g = 10 m/s2. 

 

5) Από την κορυφή λείου τεταρτοκυκλίου ακτίνας R = 1,2 m αφήνουµε ελεύθερη µικρή σφαίρα µάζας  

m = 0,5 kg. Όταν η σφαίρα φτάσει στη βάση του τεταρτοκυκλίου, συγκρούεται 

πλαστικά µε το ελεύθερο άκρο κατακόρυφης οµογενούς ράβδου µήκους l=1,2 m 

και µάζας Μ = 3,5 kg, η οποία κινείται σε κατακόρυφο επίπεδο έχοντας αφεθεί 

από την οριζόντια θέση µια προγενέστερη χρονική στιγµή. Η περιστροφή της 

ράβδου γίνεται χωρίς τριβές,  γύρω  από  ακλόνητο, οριζόντιο άξονα που 

διέρχεται από το άκρο της Ο. 

α) Να υπολογίσετε το µέτρο της γραµµικής ταχύτητας του άκρου Κ της ράβδου 

λίγο πριν σφηνωθεί σε αυτό η µικρή σφαίρα. 

β) Να υπολογίσετε το µέτρο της στροφορµής της µικρής σφαίρας ως προς τον άξονα περιστροφής της ράβδου 

ελάχιστα πριν η σφαίρα συγκρουστεί µε τη ράβδο. 

γ) Να βρείτε τη µεταβολή της στροφορµής της µικρής σφαίρας ως προς τον άξονα περιστροφής της ράβδου 

εξαιτίας της κρούσης της µε τη ράβδο. 

δ) Να υπολογίσετε το ποσοστό επί τοις εκατό της απώλειας κινητικής ενέργειας εξαιτίας της κρούσης των δύο 

σωµάτων. Δίνεται η επιτάχυνση της βαρύτητας g = 10 m/s2 και για τις πράξεις  24 = 4,9. Θεωρήστε 

γνωστό ότι η ροπή αδράνειας της ράβδου ως προς άξονα που διέρχεται από το κέντρο µάζας της και είναι 

κάθετος στο επίπεδό της υπολογίζεται από τον τύπο: Icm = 1/12 Μl2. Η σφαίρα θεωρείται σηµειακή. 

 

6)    Οµογενής µεταλλική σφαίρα µάζας 

Μ = 7 kg και ακτίνας r  αφήνεται ελεύθερη να κι- 

νηθεί κατά µήκος µιας σιδηροτροχιάς από σηµείο 

της Κ, στο οποίο το κέντρο µάζας της σφαίρας α- 

πέχει από το οριζόντιο δάπεδο απόσταση h = 8 m. 

Η σφαίρα κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει στη σιδη- 

ροτροχιά, η οποία αποτελείται από ευθύγραµµο 

και από κυκλικό τµήµα που έχει ακτίνα R = 2,5 m. 

Η ροπή αδράνειας της σφαίρας ως προς άξονα που 

διερχεται από το κέντρο της υπολογίζεται από τον τύπο: Ι = 0,4Μr2 

α) Αν θεωρηθεί ότι η ακτίνα της σφαίρας είναι πολύ µικρότερη της ακτίνας R της σιδηροτροχιάς, να εξετάσετε 

αν η σφαίρα εκτελεί ανακύκλωση στο κυκλικό τµήµα της σιδηροτροχιάς. 

β) Αν η ακτίνα της σφαίρας είναι ίση µε r = 0,9 m (οπότε δεν µπορεί να θεωρηθεί αµελητέα σε σχέση µε την 

ακτίνα R της σιδηροτροχιάς): i) να εξετάσετε εκ νέου αν η σφαίρα µπορεί να εκτελέσει ανακύκλωση στο κυκλικό 

τµήµα της σιδηροτροχιάς, ii) να υπολογίσετε την κάθετη αντίδραση που δέχεται η σφαίρα από τη σιδηροτροχιά 

όταν διερχεται από το σηµείο Ζ, 
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iii) να βρείτε το µέτρο της δύναµης που ασκεί η σιδηροτροχιά στη σφαίρα όταν αυτή διερχεται από το σηµείο Ν. 

Δίνεται η επιτάχυνση της βαρύτητας g = 10 m/s2. 

 

 

 

 

 

7)    Οµογενής ράβδος µήκους l = 4 m και µάζας 

 Μ= 9 kg µπορεί να περιστρέφεται χωρίς τριβές σε κατακόρυφο επίπεδο γύρω από οριζόντιο, ακλόνητο άξονα 

που διέρχεται από το ένα της άκρο Ο και είναι κάθετος στο επίπεδό της. Σε απόσταση χ1  από το άκρο Ο της 

ράβδου έχουµε κολλήσει σε αυτή σηµειακή µάζα M1 = 2 kg. Αρχικά η ράβδος διατηρείται ακίνητη σε οριζόντια 

θέση µε τη βοήθεια κατακόρυφου, αβαρούς και µη εκτατού νήµατος, που ασκεί στη ράβδο τάση µέτρου Τ= 50 

Ν, όπως φαίνεται στο σχήµα. Ένα σώµα µάζας m2 = 0,5 kg είναι δεµένο στο ένα άκρο οριζόντιου ιδανικού 

ελατηρίου σταθεράς k = 1250 N/m και ισορροπεί πάνω σε λείο οριζόντιο δάπεδο µε το ελατήριο στο φυσικό του 

µήκος. Κάποια στιγµή κόβουµε το νήµα που συγκρατεί τη ράβδο, οπότε αυτή αρχίζει να περιστρέφεται. Μόλις η 

ράβδος φτάσει σε κατακόρυφη θέση, το άκρο της συγκρούεται µε το ακίνητο σώµα µάζας W2· Αµέσως µετά την 

κρούση το σύστηµα ράβδος - σηµειακή µάζα συνεχίζει να έχει την ίδια φορά περιστροφής και η κινητική του 

ενέργεια ισούται µε 50 J. 

α) Να υπολογίσετε την απόσταση Χ1· 

β) Να υπολογίσετε το µέτρο του ρυθµού µε τον οποίο µεταβάλλεται 

η στροφορµή του συστήµατος ράβδος - σηµειακή µάζα ως προς τον 

άξονα περιστροφής της ράβδου τη στιγµή που κόψαµε το νήµα. 

γ) Να βρείτε το µέτρο της γραµµικής ταχύτητας της µάζας m 1 
ελάχιστα πριν συγκρουστεί η   ράβδος µε το ακίνητο σώµα µάζας m2.                                                                                    
δ) Να γράψετε τη χρονική εξίσωση της δυναµικής ενέργειας του 

ελατηρίου, θεωρώντας ως      θετική τη φορά προς τα δεξιά 

(αµελήστε την ύπαρξη της ράβδου µετά την κρούση).               

Δίνεται η επιτάχυνση της βαρύτητας g = 10 m/s2. Θεωρήστε γνωστό 

ότι η ροπή αδράνειας της ράβδου ως προς άξονα που διέρχεται από το κέντρο της και είναι κάθετος στο 

επίπεδό      της υπολογίζεται από τον τύπο: I = 1/12 Μ12. 
Η µάζα m2 θεωρείται σηµειακή και η κρούση διαρκεί αµελητέο χρόνο. 

 

8) Οµογενής ράβδος ΖΘ, µήκους l =  2 m και µάζας  

Μρ = 1 kg, µπορεί να περιστρέφεται χωρίς τριβές σε κατακόρυφο επίπεδο 

γύρω από οριζόντιο, ακλόνητο άξονα κάθετο στη ράβδο που διέρχεται από 

σηµείο της Ο, το οποίο απέχει απόσταση  l1 = 0,5 m από το άκρο Ζ. Στο 

άκρο Ζ της ράβδου έχουµε κολλήσει σηµειακή µάζα w1= 31 kg, ενώ σε 

σηµείο Δ της ράβδου που απέχει απόσταση x1 από το σηµείο Ο έχουµε 

δέσει το ένα άκρο αβαρούς και µη εκτατού νήµατος µεγάλου µήκους, το 

οποίο έχουµε τυλίξει σε δίσκο µάζας Mδ = 45 kg. Αρχικά η ράβδος 

κρατείται σε οριζόντια θέση, το νήµα είναι τεντωµένο και ο δίσκος 

ακίνητος. Κάποια στιγµή αφήνουµε ελεύθερη τη ράβδο και το δίσκο, οπότε 

ο τελευταίος αρχίζει να κατεβαίνει µε το νήµα να ξετυλίγεται χωρίς να γλιστρά στο αυλάκι του, ενώ η ράβδος 

ισορροπεί ακίνητη. 

α) Να βρείτε την κινητική ενέργεια του δίσκου όταν έχει ξετυλιχτεί νήµα µήκους s = 10 m.  

β) Να υπολογίσετε την απόσταση x1. 

γ) Κάποια στιγµή κόβουµε το νήµα, οπότε η ράβδος αρχίζει αµέσως να περιστρέφεται. Όταν φτάσει για πρώτη 

φορά σε κατακόρυφη θέση, συγκρούεται πλαστικά µε σηµειακή µάζα m2 = 1 kg, η οποία κινείται οριζόντια 

έχοντας ταχύτητα υ µε φορά προς τα δεξιά. Η σύγκρουση γίνεται στο σηµείο Δ του τµήµατος ΟΘ της ράβδου. 

Αµέσως µετά τη σύγκρουση η ράβδος έχει φορά περιστροφής αντίθετη της αρχικής και ακινητοποιείται 
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στιγµιαία όταν γίνει οριζόντια. Να υπολογίσετε: i) το µέτρο της στροφορµής της ράβδου ελάχιστα πριν 

συγκρουστεί µε τη µάζα w2,  

ii) το µέτρο της ταχυτητας υ. Δίνεται g = 10 m/s2. Η ροπή αδράνειας της ράβδου ως προς άξονα που διέρχεται 

από το κέντρο της και είναι κάθετος στο επίπεδό της υπολογίζεται από τον τύπο: Icm = 1/12 Μρ /2, ενώ η ροπή 

αδράνειας του δίσκου ως προς άξονα που διέρχεται από το κέντρο του και είναι κάθετος στο επίπεδό του 

υπολογίζεται από τον τύπο: Ιδ = 1/2 Mδ6R2. 
 

                                                                                               


