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Π Α Ν Ε Λ Λ Α Δ Ι Κ Ε Σ  2013 

Μ Α Θ Η Μ Α Τ Ι Κ Α  Κ Α Ι  Σ Τ Ο Ι Χ Ε Ι Α  Σ Τ Α Τ Ι Σ Τ Ι Κ Η Σ 

Α Π Α Ν Τ Η Σ Ε Ι  Σ 

 

ΘΕΜΑ Α 

Α1,Α2,Α3: Βλέπε σχ.βιβλίο 

Α4. α. Λάθος 

      β. Σωστό 

      γ. Λάθος 

      δ. Λάθος 

      ε. Λάθος 

 

ΘΕΜΑ Β 

Β1. 

lim → = lim →
( )( )

( )( )
= lim → ( )( )

= 

lim →
( )

( )( )
= lim → ( )

= − . 

Άρα 푷(흎ퟏ) = ퟏ
ퟒ
. 

Η συνάρτηση 푓 είναι παραγωγίσιμη στο (0, +∞) ως γινόμενο παραγωγισίμων συναρτήσεων με 
푓 (휒) = 푙푛휒 + ⇒ 푓 (1) = . Έχουμε 푷(흎ퟑ) = 풇 (ퟏ) = ퟏ

ퟑ
. 

B2. ≤ 푃(퐴 ) ≤ ⇔ ≤ 1 − 푃(퐴) ≤ ⇔ − ≤ −푃(퐴) ≤ − ⇔ ퟏ
ퟒ

≤ 푷(푨) ≤ ퟐ
ퟑ

  (1).Αρκεί να δείξουμε 
την (1). 

{휔 }퐴 ⇒ 푃(휔 ) ≤ 푃(퐴) ⇔
ퟏ
ퟒ

≤ 푷(푨). 

Είναι 훢Β = {휔 }. 
푃(퐴훣) ≤ 1 ⇔ 푃(퐴) + 푃(퐵) − 푃(퐴훣) ≤ 1 ⇔ 푃(퐴) + 푃(휔 ) + 푃(휔 ) − 푃(휔 ) ≤ 1 ⇔ 
푃(퐴) ≤ 1 − 푃(휔 ) ⇔ 푷(푨) ≤ ퟐ

ퟑ
. 

Άρα   ퟏ
ퟒ

≤ 푷(푨) ≤ ퟐ
ퟑ
. 

Β3. 푃(퐴 ) = ⇔ 1 − 푃(퐴) = ⇔ 푃(퐴) = ⇔ 푃(휔 ) + 푃(휔 ) = ⇔ 푷(흎ퟒ) = ퟎ. 

푃(휔 ) + 푃(휔 ) + 푃(휔 ) + 푃(휔 ) = 1 ⇔ + 푃(휔 ) + = 1 ⇔ 푷(흎ퟐ) = ퟓ
ퟏퟐ

. 
Είναι  훢 − 훣 = {휔 } και 훣 − 훢 = {휔 },οπότε (훢 − 훣)(퐵 − 퐴) = {휔 , 휔 }. 
푷[(푨 − 푩)(휝 − 휜)] = 푷(흎ퟑ) + 푷(흎ퟒ) = ퟏ

ퟑ
. 

Είναι 훢 = {휔 , 휔 } και 훣 = {휔 , 휔 },οπότε 훢 퐵 = {휔 }. 
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푃(퐴 − 퐵 ) = 푃(퐴 ) − 푃(퐴 훣 ) = − 푃(휔 ) = − ⇔ 푷(푨 − 푩 ) = ퟏ
ퟑ
. 

 
 
ΘΕΜΑ Γ 
Γ1. Αν 푐 το πλάτος των κλάσεων,τότε: 
1η κλάση: [50,50 + 푐) 
2η κλάση: [50+c,50+2c) 
3η κλάση: [50+2c,50+3c) 
4η κλάση: [50+3c,50+4c). Πρέπει = 85 ⇔ 50 + = 85 ⇔ 풄 = ퟏퟎ. 
Γ2. Έχουμε τις κλάσεις [50,60), [60,70), [70,80), [80,90) με κεντρικές τιμές αντίστοιχα 
휒 = 55, 휒 = 65, 휒 = 75, 휒 = 85. 
Στο παρακάτω σχήμα φαίνεται το πολύγωνο αθροιστικών σχετικών συχνοτήτων 퐹%. 

 
Από την ομοιότητα των τριγώνων 훢훣훤, 훢훥훦 έχουμε = ⇔ % %

% %
= ⇔ 

% %
%

= ⇔ , = ⇔ 푓 = 1 − 2(푓 + 푓 ) (1). 

Επιπλέον έχουμε 푓 = 2푓  και 푓 + 푓 + 푓 + 푓 = 1 ⇔ 푓 + 푓 + 3푓 = 1 ⇔ 푓 + 푓 = 1 − 3푓  (2). 
Η (1) με βάση την (2) γίνεται 푓 = 1 − 2 + 6푓 ⇔ 5푓 = 1 ⇔ 풇ퟑ = ퟎ, ퟐ. 
푓 = 2푓 ⇔ 풇ퟒ = ퟎ, ퟒ. 
(1) ⇔  푓 + 푓 = 0,4 (3). 
Έχουμε 휒̅ = 휒 푓 + 휒 푓 + 휒 푓 + 휒 푓 ⇔ 55푓 + 65푓 + 75푓 + 85푓 = 74 ⇔ 
55푓 + 65푓 + 15 + 34 = 74 ⇔ 55푓 + 65푓 = 25 ⇔ 11푓 + 13푓 = 5 (4). 
Από τις (3),(4) βρίσκουμε 풇ퟏ = ퟎ, ퟏ και 풇ퟐ = ퟎ, ퟑ. 
Έτσι έχουμε τον πίνακα 

 
Κλάσεις 

Κεντρικές  
    Τιμές 
       휒  

 Σχετική 

Συχνότητα 푓  

[50,60)       55          0,1 
[60,70)       65          0,3 
[70,80)       75          0,2 
[80,90)       85          0,4 

Σύνολο             1 

 
Γ3. Έστω 휈 , 휈 , 휈 , 휈  η συχνότητα των κλάσεων αντίστοιχα. 
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Έχουμε 휈 = 푓 . 휈, 휈 = 푓 . 휈, 휈 = 푓 . 휈 και 휈 = 푓 . 휈. 
Η μέση τιμή των παρατηρήσεων που είναι μικρότερες του 80 είναι: 

휒′ =
휈 휒 + 휈 휒 + 휈 휒

휈 − 휈
=

휒 푓 . 휈 + 휒 푓 . 휈 + 휒 푓 . 휈
휈 − 푓 . 휈

=
휒 푓 + 휒 푓 + 휒 푓

1 − 푓
= 

55.0,1 + 65.0,3 + 75.0,2
1 − 0,4

=
5,5 + 19,5 + 15

0,6
=

40
0,6

=
ퟐퟎퟎ

ퟑ
 

Γ4. Για το δείγμα των 휅 παρατηρήσεων έχουμε τη παρακάτω καμπύλη συχνοτήτων. 

 
Στο παραπάνω σχήμα είναι 휒̅ = 휒. 
2,35% + 0,15% = 2,5%.Πρέπει 휒 + 2푠 = 74 (1)’. 
0,15% + 2,35% + 13,5% = 16%.Πρέπει χ-s=68 (2)’. 
Από τις (1)’,(2)’ βρίσκουμε 흌 = ퟕퟎ και 풔 = ퟐ. 
Αφού 퐶푉 = = = < ,το δείγμα των 휅 παρατηρήσεων είναι ομοιογενές. 

 
ΘΕΜΑ Δ 
Δ1. Η συνάρτηση 푓 είναι παραγωγίσιμη ως πράξεις παραγωγισίμων συναρτήσεων με 
푓 (휒) = 푙푛휒 + 1 ⇒ 푓 (1) = 1. 
Είναι 휀: 휓 = 푓 (1)휒 + 휇 ⇔ 휓 = 휒 + 휇 (1). 
Για 휓 = 0 από την (1) παίρνουμε 휒 = −휇.Η 휀 τέμνει τον άξονα 휒′휒 στο σημείο 훢(−휇, 0). 
Για 휒 = 0 από την (1) παίρνουμε 휓 = 휇.Η 휀 τέμνει τον άξονα 휓′휓 στο σημείο Β(0,μ). 
Έχουμε 훦 = (훰훢)(훰훣) < 2 ⇔ |−휇||휇| < 2 ⇔ 휇 < 4 ⇔ |휇| < 2 ⇔ −2 < 휇 < 2 (2). 

1, 푓(1) ∈ 휀 ⇔ 푓(1) = 1 + 휇 ⇔ 휅 = 1 + 휇 ⇔ 휇 = 휅 − 1. 
(2) ⇔ −2 < 휅 − 1 < 2 ⇔ −1 < 휅 < 3 (3).Επειδή ο 휅 είναι ακέραιος με 휅 > 1 από την (3) προκύπτει 
ότι  휿 = ퟐ. 
Δ2. Από το Δ1 έχουμε 휀: 휓 = 휒 + 1,οπότε 휓 = 휒 + 1, 푖 = 1,2, … 50. 
α. 휓 = 휒̅ + 1 ⇔ 31 = 휒̅ + 1 ⇔ 흌 = ퟑퟎ. 
β. Έχουμε ( ) ⋯ ( ) ⋯ ( ) ⋯( ) = 31 ⇔ 
휒 + ⋯ + 휒 + 60 − 15휆

50
= 31 ⇔

휒 + ⋯ + 휒
50

+
60 − 15휆

50
= 31 ⇔ 휒̅ +

60 − 15휆
50

= 31 ⇔ 

30 + = 31 ⇔ = 1 ⇔ 15휆 = 10 ⇔ 흀 = ퟐ
ퟑ
. 
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Δ3. Το πεδίο ορισμού της 푓 είναι 훢 = (0, +∞). 
Η 푓 είναι παραγωγίσιμη ως πράξεις παραγωγισίμων συναρτήσεων με 푓 (휒) = 푙푛휒 + 1. 
Έχουμε 푓 = −푙푛푒 + 1 = 0  και για 휒 > ⇔ 푙푛휒 > 푙푛 ⇔ 푙푛휒 > −1 ⇔ 푓 (휒) > 0. 

Άρα η 푓 είναι γνησίως αύξουσα στο [ , +∞). 

< 훼 < 훽 < 훾 < 푒 ⇒ 푓(훼) < 푓(훽) < 푓(훾) < 푓(푒). 

Άρα οι παρατηρήσεις σε αύξουσα σειρά είναι 푓 = 0 < 푓(훼) < 푓(훽) < 푓(훾) < 푓(푒). 

Συνεπώς 푹 = 풇(풆) − 풇′(ퟏ
풆
) = 풆 + ퟐ. 

휓 =
푓(푎) + 푓(훽) + 푓(훾) + 푓(푒) + 푓′(1

푒)
5

=
푎푙푛푎 + 훽푙푛훽 + 훾푙푛훾 + 푒 + 8

5
= 

= . . = = = 풆 ퟏퟓ
ퟓ

. 
Δ4. α. Η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της 푓 στο σημείο (푡, 푓(푡)) σχηματίζει με τον άξονα 
휒′휒 οξεία γωνία όταν 푓 (푡) > 0 ⇔ 푡 > .Άρα 훢 = {푡 , 푡 , … , 푡 },οπότε 푃(푨) = 푵(푨)

푵(휴)
= ퟐퟎ

ퟑퟎ
= ퟐ

ퟑ
. 

β. 푓(푡) > 푓 (푡) + 1 ⇔ 푡푙푛푡 + 2 > 푙푛푡 + 2 ⇔ (푡 − 1)푙푛푡 > 0 (I). 
H (I) επαληθεύεται από τα 푡 , 푡 , … , 푡  γιατί 0 < 푡 < 1, 푖 = 1,2, … ,29  και 푡 − 1 < 0, 푙푛푡 < 0. 
Άρα 훣 = {푡 , 푡 , … , 푡 },οπότε 훢Β = {푡 , 푡 , … , 푡 }.Έτσι έχουμε 푃(푨퐁) = 푵(푨휝)

휨(휴)
= ퟏퟗ

ퟑퟎ
,που είναι η 

ζητούμενη πιθανότητα. 
 


