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ΘΕΜΑ Α 

Α1,Α2,Α3: Βλέπε σχ.βιβλίο 

Α4. α. Λάθος 

      β. Σωστό 

      γ. Λάθος 

      δ. Λάθος 

      ε. Λάθος 

 

ΘΕΜΑ Β 

Β1. 

limఞ→ିଵ
ඥఞమାఞାଵିଵ

ఞయାఞమ = limఞ→ିଵ
(ඥఞమାఞାଵିଵ)(ඥఞమାఞାଵାଵ)

ఞమ(ఞାଵ)(ඥఞమାఞାଵାଵ)
= limఞ→ିଵ

ఞమାఞ
ఞమ(ఞାଵ)(ඥఞమାఞାଵାଵ)

= 

limఞ→ିଵ
ఞ(ఞାଵ)

ఞమ(ఞାଵ)(ඥఞమାఞାଵାଵ)
= limఞ→ିଵ

ଵ
ఞ(ඥఞమାఞାଵାଵ)

= − ଵ
ଶ
. 

Άρα ࡼ(࣓૚) = ૚
૝
. 

Η συνάρτηση ݂ είναι παραγωγίσιμη στο (0, +∞) ως γινόμενο παραγωγισίμων συναρτήσεων με 
݂ᇱ(߯) = ଵ

ଷ
݈݊߯ + ଵ

ଷ
⇒ ݂ᇱ(1) = ଵ

ଷ
. Έχουμε ࡼ(࣓૜) = ᇱ(૚)ࢌ = ૚

૜
. 

B2. ଵ
ଷ

≤ (ᇱܣ)ܲ ≤ ଷ
ସ

⇔ ଵ
ଷ

≤ 1 − (ܣ)ܲ ≤ ଷ
ସ

⇔ − ଶ
ଷ

≤ (ܣ)ܲ− ≤ − ଵ
ସ

⇔ ૚
૝

≤ (࡭)ࡼ ≤ ૛
૜

  (1).Αρκεί να δείξουμε 
την (1). 

{߱ଵ}ܣ ⇒ ܲ(߱ଵ) ≤ (ܣ)ܲ ⇔
૚
૝

≤  .(࡭)ࡼ

Είναι ޿Β = {߱ଵ}. 
(߀ܣ)ܲ ≤ 1 ⇔ (ܣ)ܲ + (ܤ)ܲ − (߀ܣ)ܲ ≤ 1 ⇔ (ܣ)ܲ + ܲ(߱ଵ) + ܲ(߱ଷ) − ܲ(߱ଵ) ≤ 1 ⇔ 
(ܣ)ܲ ≤ 1 − ܲ(߱ଷ) ⇔ (࡭)ࡼ ≤ ૛

૜
. 

Άρα   ૚
૝

≤ (࡭)ࡼ ≤ ૛
૜
. 

Β3. ܲ(ܣᇱ) = ଷ
ସ

⇔ 1 − (ܣ)ܲ = ଷ
ସ

⇔ (ܣ)ܲ = ଵ
ସ

⇔ ܲ(߱ଵ) + ܲ(߱ସ) = ଵ
ସ

⇔ (૝࣓)ࡼ = ૙. 

ܲ(߱ଵ) + ܲ(߱ଶ) + ܲ(߱ଷ) + ܲ(߱ସ) = 1 ⇔ ଵ
ସ

+ ܲ(߱ଶ) + ଵ
ଷ

= 1 ⇔ (૛࣓)ࡼ = ૞
૚૛

. 
Είναι  ޿ − ߀ = {߱ସ} και ߀ − ޿ = {߱ଷ},οπότε (޿ − ܤ)(߀ − (ܣ = {߱ଷ, ߱ସ}. 
࡭)]ࡼ − ࢢ)(࡮ − [(ࢡ = (૜࣓)ࡼ + (૝࣓)ࡼ = ૚

૜
. 

Είναι ޿ᇱ = {߱ଶ, ߱ଷ} και ߀ᇱ = {߱ଶ, ߱ସ},οπότε ޿ᇱܤᇱ = {߱ଶ}. 
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ᇱܣ)ܲ − (ᇱܤ = (ᇱܣ)ܲ − (ᇱ߀ᇱܣ)ܲ = ଷ
ସ

− ܲ(߱ଶ) = ଷ
ସ

− ହ
ଵଶ

⇔ ᇱ࡭)ࡼ − (ᇱ࡮ = ૚
૜
. 

 
 
ΘΕΜΑ Γ 
Γ1. Αν ܿ το πλάτος των κλάσεων,τότε: 
1η κλάση: [50,50 + ܿ) 
2η κλάση: [50+c,50+2c) 
3η κλάση: [50+2c,50+3c) 
4η κλάση: [50+3c,50+4c). Πρέπει ହ଴ାଷ௖ାହ଴ାସ௖

ଶ
= 85 ⇔ 50 + ଻௖

ଶ
= 85 ⇔ ࢉ = ૚૙. 

Γ2. Έχουμε τις κλάσεις [50,60), [60,70), [70,80), [80,90) με κεντρικές τιμές αντίστοιχα 
߯ଵ = 55, ߯ଶ = 65, ߯ଷ = 75, ߯ସ = 85. 
Στο παρακάτω σχήμα φαίνεται το πολύγωνο αθροιστικών σχετικών συχνοτήτων ܨఐ%. 

 
Από την ομοιότητα των τριγώνων ߁߀޿, έχουμε ௮௰ ߃߂޿

௮௱
= ௯௰

௱௲
⇔ ହ଴%ିிమ%

ிయ%ିிమ%
= ଻ହି଻଴

ଵ଴
⇔ 

ହ଴%ିிమ%
௙య%

= ଵ
ଶ

⇔ ଴,ହିிమ
௙య

= ଵ
ଶ

⇔ ଷ݂ = 1 − 2( ଵ݂ + ଶ݂) (1). 

Επιπλέον έχουμε ସ݂ = 2 ଷ݂ και ଵ݂ + ଶ݂ + ଷ݂ + ସ݂ = 1 ⇔ ଵ݂ + ଶ݂ + 3 ଷ݂ = 1 ⇔ ଵ݂ + ଶ݂ = 1 − 3 ଷ݂ (2). 
Η (1) με βάση την (2) γίνεται ଷ݂ = 1 − 2 + 6 ଷ݂ ⇔ 5 ଷ݂ = 1 ⇔ ૜ࢌ = ૙, ૛. 

ସ݂ = 2 ଷ݂ ⇔ ૝ࢌ = ૙, ૝. 
(1) ⇔  ଵ݂ + ଶ݂ = 0,4 (3). 
Έχουμε ߯̅ = ߯ଵ ଵ݂ + ߯ଶ ଶ݂ + ߯ଷ ଷ݂ + ߯ସ ସ݂ ⇔ 55 ଵ݂ + 65 ଶ݂ + 75 ଷ݂ + 85 ସ݂ = 74 ⇔ 
55 ଵ݂ + 65 ଶ݂ + 15 + 34 = 74 ⇔ 55 ଵ݂ + 65 ଶ݂ = 25 ⇔ 11 ଵ݂ + 13 ଶ݂ = 5 (4). 
Από τις (3),(4) βρίσκουμε ࢌ૚ = ૙, ૚ και ࢌ૛ = ૙, ૜. 
Έτσι έχουμε τον πίνακα 

 
Κλάσεις 

Κεντρικές  
    Τιμές 
       ߯ఐ 

 Σχετική 

Συχνότητα ௜݂  

[50,60)       55          0,1 
[60,70)       65          0,3 
[70,80)       75          0,2 
[80,90)       85          0,4 

Σύνολο             1 

 
Γ3. Έστω ߥଵ , ଶߥ , ,ଷߥ  .ସ η συχνότητα των κλάσεων αντίστοιχαߥ
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Έχουμε ߥଵ = ଵ݂ . ,ߥ ଶߥ = ଶ݂. ,ߥ ଷߥ = ଷ݂. ସߥ και ߥ = ସ݂.  .ߥ
Η μέση τιμή των παρατηρήσεων που είναι μικρότερες του 80 είναι: 

߯′ഥ =
ଵ߯ଵߥ + ଶ߯ଶߥ + ଷ߯ଷߥ

ߥ − ସߥ
=

߯ଵ ଵ݂. ߥ + ߯ଶ ଶ݂. ߥ + ߯ଷ ଷ݂. ߥ
ߥ − ସ݂ . ߥ

=
߯ଵ ଵ݂ + ߯ଶ ଶ݂ + ߯ଷ ଷ݂

1 − ସ݂
= 

55.0,1 + 65.0,3 + 75.0,2
1 − 0,4

=
5,5 + 19,5 + 15

0,6
=

40
0,6

=
૛૙૙

૜
 

Γ4. Για το δείγμα των ߢ παρατηρήσεων έχουμε τη παρακάτω καμπύλη συχνοτήτων. 

 
Στο παραπάνω σχήμα είναι ߯̅ଵ = ߯. 
2,35% + 0,15% = 2,5%.Πρέπει ߯ + ݏ2 = 74 (1)’. 
0,15% + 2,35% + 13,5% = 16%.Πρέπει χ-s=68 (2)’. 
Από τις (1)’,(2)’ βρίσκουμε ࣑ = ૠ૙ και ࢙ = ૛. 
Αφού ܸܥ = ௦

ఞഥభ
= ଶ

଻଴
= ଵ

ଷହ
< ଵ

ଵ଴
,το δείγμα των ߢ παρατηρήσεων είναι ομοιογενές. 

 
ΘΕΜΑ Δ 
Δ1. Η συνάρτηση ݂ είναι παραγωγίσιμη ως πράξεις παραγωγισίμων συναρτήσεων με 
݂ᇱ(߯) = ݈݊߯ + 1 ⇒ ݂ᇱ(1) = 1. 
Είναι ߝ: ߰ = ݂ᇱ(1)߯ + ߤ ⇔ ߰ = ߯ +  .(1) ߤ
Για ߰ = 0 από την (1) παίρνουμε ߯ = ,ߤ−)޿ τέμνει τον άξονα ߯′߯ στο σημείο ߝ Η.ߤ− 0). 
Για ߯ = 0 από την (1) παίρνουμε ߰ =  .τέμνει τον άξονα ߰′߰ στο σημείο Β(0,μ) ߝ Η.ߤ
Έχουμε ߃ = ଵ

ଶ
(߀ߍ)(޿ߍ) < 2 ⇔ ଵ

ଶ
|ߤ||ߤ−| < 2 ⇔ ଶߤ < 4 ⇔ |ߤ| < 2 ⇔ −2 < ߤ < 2 (2). 

൫1, ݂(1)൯ ∈ ߝ ⇔ ݂(1) = 1 + ߤ ⇔ ߢ = 1 + ߤ ⇔ ߤ = ߢ − 1. 
(2) ⇔ −2 < ߢ − 1 < 2 ⇔ −1 < ߢ < 3 (3).Επειδή ο ߢ είναι ακέραιος με ߢ > 1 από την (3) προκύπτει 
ότι  ࣄ = ૛. 
Δ2. Από το Δ1 έχουμε ߝ: ߰ = ߯ + 1,οπότε ఐ߰ = ߯௜ + 1, ݅ = 1,2, … 50. 
α. ത߰ = ߯̅ + 1 ⇔ 31 = ߯̅ + 1 ⇔ ഥ࣑ = ૜૙. 
β. Έχουμε (ఞభାଷ)ା⋯ା(ఞమబାଷ)ାఞమభା⋯ାఞయఱା(ఞయలିఒ)ା⋯(ఞఱబିఒ)

ହ଴
= 31 ⇔ 

߯ଵ + ⋯ + ߯ହ଴ + 60 − ߣ15
50

= 31 ⇔
߯ଵ + ⋯ + ߯ହ଴

50
+

60 − ߣ15
50

= 31 ⇔ ߯̅ +
60 − ߣ15

50
= 31 ⇔ 

30 + ଺଴ିଵହఒ
ହ଴

= 31 ⇔ ଺଴ିଵହఒ
ହ଴

= 1 ⇔ ߣ15 = 10 ⇔ ࣅ = ૛
૜
. 
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Δ3. Το πεδίο ορισμού της ݂ είναι ޿௙ = (0, +∞). 
Η ݂ είναι παραγωγίσιμη ως πράξεις παραγωγισίμων συναρτήσεων με ݂ᇱ(߯) = ݈݊߯ + 1. 
Έχουμε ݂ᇱ ቀଵ

௘
ቁ = −݈݊݁ + 1 = 0  και για ߯ > ଵ

௘
⇔ ݈݊߯ > ݈݊ ଵ

௘
⇔ ݈݊߯ > −1 ⇔ ݂ᇱ(߯) > 0. 

Άρα η ݂ είναι γνησίως αύξουσα στο [ଵ
ఌ

, +∞). 
ଵ
௘

< ߙ < ߚ < ߛ < ݁ ⇒ (ߙ)݂ < (ߚ)݂ < (ߛ)݂ < ݂(݁). 

Άρα οι παρατηρήσεις σε αύξουσα σειρά είναι ݂ᇱ ቀଵ
௘
ቁ = 0 < (ߙ)݂ < (ߚ)݂ < (ߛ)݂ < ݂(݁). 

Συνεπώς ࡾ = (ࢋ)ࢌ − ૚)′ࢌ
ࢋ
) = ࢋ + ૛. 

ത߰ =
݂(ܽ) + (ߚ)݂ + (ߛ)݂ + ݂(݁) + ݂′(1

݁)
5

=
݈ܽ݊ܽ + ߚ݈݊ߚ + ߛ݈݊ߛ + ݁ + 8

5
= 

௟௡௔ೌା௟௡ఉഁା௟௡ఊംା௘ା଼
ହ

= ୪୬൫௔ೌ.ఉഁ.ఊം൯ା௘ା଼
ହ

= ௟௡௘ళା௘ା଼
ହ

= ଻௟௡௘ା௘ା଼
ହ

= ା૚૞ࢋ
૞

. 
Δ4. α. Η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της ݂ στο σημείο (ݐ,  σχηματίζει με τον άξονα ((ݐ)݂
߯′߯ οξεία γωνία όταν ݂ᇱ(ݐ) > 0 ⇔ ݐ > ଵ

௘
.Άρα ޿ = ଵଵݐ} , ଵଶݐ , … , (࡭)ܲ ଷ଴},οπότεݐ = (࡭)ࡺ

(ࢹ)ࡺ
= ૛૙

૜૙
= ૛

૜
. 

β. ݂(ݐ) > ݂ᇱ(ݐ) + 1 ⇔ ݐ݈݊ݐ + 2 > ݐ݈݊ + 2 ⇔ ݐ) − ݐ݈݊(1 > 0 (I). 
H (I) επαληθεύεται από τα ݐଵ, ଶݐ , … , ଶଽ γιατί 0ݐ < ௜ݐ < 1, ݅ = 1,2, … ,29  και ݐ௜ − 1 < 0, ௜ݐ݈݊ < 0. 
Άρα ߀ = ,ଵݐ} ଶݐ , … , Β޿ ଶଽ},οπότεݐ = ଵଵݐ} , ,ଵଶݐ … , (۰࡭)ܲ ଶଽ}.Έτσι έχουμεݐ = (ࢢ࡭)ࡺ

(ࢹ)ࢭ
= ૚ૢ

૜૙
,που είναι η 

ζητούμενη πιθανότητα. 
 


