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ΑΣΚΗΣΗ 
 
Θεωρούµε τρίγωνο ΑΒΓ και Ο ένα εσωτερικό σηµείο του τριγώνου. 

Ονοµάζουµε , ,Α Β ΓΑ Β ΓΑ Β ΓΑ Β ΓΕ Ε ΕΕ Ε ΕΕ Ε ΕΕ Ε Ε  τα εµβαδά των τριγώνων , ,ΟΒΓ ΟΑΓ ΟΑΒΟΒΓ ΟΑΓ ΟΑΒΟΒΓ ΟΑΓ ΟΑΒΟΒΓ ΟΑΓ ΟΑΒ  αντίστοιχα. 

i. ∆είξτε ότι: Α Β ΓΑ Β ΓΑ Β ΓΑ Β ΓΕ ΟΑ + Ε ΟΒ + Ε ΟΓ =Ε ΟΑ + Ε ΟΒ + Ε ΟΓ =Ε ΟΑ + Ε ΟΒ + Ε ΟΓ =Ε ΟΑ + Ε ΟΒ + Ε ΟΓ = 0

uuur uuur uuur r
.(Σχέση Καραθεοδωρή.Ο Κωνσταντίνος 

Καραθεοδωρή υπήρξε ένας από τους µεγαλύτερους µαθηµατικούς της εποχής του 
1873-1950.Σηµαντική υπήρξε η συµβολή του στο Μαθηµατικό τοµέα της Θεωρίας 
της Σχετικότητας του Einstein.) 

ii. Αν το Ο είναι περίκεντρο του τριγώνου ΑΒΓ και , ,
0

90

uuur uuur
ωωωω

∧∧∧∧∧∧∧∧     
ΑΟΒ = ΟΒ ΟΓ =ΑΟΒ = ΟΒ ΟΓ =ΑΟΒ = ΟΒ ΟΓ =ΑΟΒ = ΟΒ ΟΓ =    

    
 δείξτε 

ότι: συνωσυνωσυνωσυνω ΒΒΒΒ

ΓΓΓΓ

ΕΕΕΕ
= −= −= −= −

ΕΕΕΕ
. 

Λύση 
i. 

 
Θεωρούµε ορθοκανονικό σύστηµα αξόνων µε αρχή το Ο και άξονα τετµηµένων χ χ′  

παράλληλο στη ΒΓ . 

 
Με βάση το παραπάνω σχήµα έχουµε ( ) ( ) ( ), , , , ,κ λ µ ν ρ νΑ Β Γ  µε 0, 0, 0, 0κ λ µ ν< > < <  

και 0ρ > . ( ) ( ) ( ), , , , ,κ λ µ ν ρ νΟΑ = ΟΒ = ΟΓ =
uuur uuur uuur

. 

( ) ( )det , 0,det ,
µ ν κ λ

µν ρν κν ρλ
ρ ν ρ ν

ΟΒ ΟΓ = = − > ΟΑ ΟΓ = = −
uuur uuur uuur uuur

. 

Θεωρούµε το σηµείο ( ),ν ρ∆ − .Είναι ( ),ν ρΟ∆ = −
uuur

 µε . 0ΟΓΟ∆ = ⇔ ΟΓ ⊥ Ο∆
uuur uuur uuur uuur

 και  

   ΑΑΑΑΕΕΕΕ  

  ΒΒΒΒΕΕΕΕ      ΓΓΓΓΕΕΕΕ  
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( ). det ,κν ρλΟΑΟ∆= − = ΟΑΟΓ
uuuruuur uuur uuur

.Η γωνία 
∧

ΑΟ∆  είναι αµβλεία,οπότε ( ). 0 det , 0ΟΑΟ∆< ⇔ ΟΑ ΟΓ <
uuur uuur uuur uuur

. 

Επίσης ( )det , 0
κ λ

κν µλ
µ ν

ΟΑ ΟΒ = = − >
uuur uuur

. 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1
det , , det ,

2 2 2 2
µν ρν ρλ κνΑ ΒΕ = ΟΒ ΟΓ = − Ε = ΟΑ ΟΓ = −

uuur uuur uuur uuur
 και  

( ) ( )1 1
det ,

2 2
κν µλΓΕ = ΟΑ ΟΒ = −

uuur uuur
. 

( )2 21
,

2

uuur uuur uuur
κµν κνρ µρλ κµν ρκν µρλ λµν λνρ ρλν κν κν λµνΑ Β ΓΕ ΟΑ+Ε ΟΒ+Ε ΟΓ = − + − + − − + − + − = 

( )1
0,0 0

2
=
r

. 

Σηµείωση: Η λύση του προβλήµατος δεν επηρεάζεται από τη θέση του Α.Αν το Α είναι στην 

πρώτη γωνία των αξόνων,τότε 0, 0κ λ> > ,οπότε απευθείας έχουµε 0κν ρλ− < . 

ii. Έχουµε . 0
uuur uuur uuur uuur
ΟΑ ⊥ ΟΒ⇔ΟΑΟΒ =  και 

uuur uuur uuur
RΟΑ = ΟΒ = ΟΓ = ,όπου R  η ακτίνα του 

περιγεγραµµένου κύκλου του τριγώνου ΑΒΓ.Απο το i ερώτηµα είναι:  
 

 

( ) 2
0 . . 0

uuur uuur uuur r uuur uuur uuur uuur uuur

Α Β Γ Α Β ΓΕ ΟΑ+Ε ΟΒ+Ε ΟΓ = ⇒ Ε ΟΑΟΒ +Ε ΟΒ +Ε ΟΒΟΓ = ⇔  

2 2
0R R συνω συνω Β

Β Γ
Γ

Ε
Ε +Ε = ⇔ = −

Ε
. 

 


