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Γ   Λ Υ Κ Ε Ι Ο Υ 

 
ΘΕΤΙΚΗ - ΤΕΦΝΟΛΟΓΙΚΗ   ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗ  

 
Θ Ε Μ Α Τ Α   Ε Π Α Ν Α Λ Η Χ Η Σ 
 

 

 H ζσζηή δηαρείξηζε ησλ ζεσξεηηθώλ ελλνηώλ θαη ε δπλαηόηεηα ζπλδπαζκνύ 

ησλ,είλαη βαζηθό ζεκείν ζηε δεκηνπξγία δηαδηθαζηώλ γηα ηελ αληηκεηώπηζε ζεκάησλ 

ζηελ Αλάιπζε θαη όρη κόλν.Γηα παξάδεηγκα νη καζεηέο ζα πξέπεη λα έρνπλ εμαζθε-

ζεί ζε ζέκαηα πνπ απαηηείηαη ε ρξεζηκνπνίεζε ηνπ ζεσξήκαηνο Bolzano καδί κε ην 

ζεώξεκα Rolle ή κέζεο ηηκήο.Επίζεο λα έρνπλ επρέξεηα ζε ζέκαηα κε ηε ζπλάξηεζε 

x

α
dttf )( . 

 Σηα παξαθάησ ζέκαηα έγηλε πξνζπάζεηα ώζηε γηα ηε ιύζε ηνπο λα ρξεηάδνληαη ε-

λαιιαγέο ελλνηώλ θαη ζεσξεκάησλ,ζηα πιαίζηα βέβαηα πνπ κπνξεί λα γξαθηεί έλα 

άξζξν γηα λα βνεζήζεη ηελ επαλάιεςε ησλ καζεηώλ ελόςεη ησλ παλειιαδηθώλ εμεηά-

ζεσλ. 

▼ 
 

 1o: α) Η συνάρτηση RRf :  είναι γνησίως αύξουσα.Δείξτε ότι: 

ψχψfχf )()( . 

β) Η συνάρτηση RRg :  είναι περιττή,γνησίως μονότονη και η gC  διέρχεται από το ση-

μείο )2,1(Α . 

Αν για κάποιο ]1,1[0χ  και Cz  ισχύει 0)1( 2
0

2
χzg  (1),δείξτε ότι: 

i) 1z . 

ii) Oρίζεται ο μιγαδικός 
iz

z
w  και είναι 

2

1
)Re(w  . 

Λύση 

α)  Έστω Rψχ,  με ψχ .Αφού η f  είναι γνησίως αύξουσα προκύπτει )()( ψfχf . 

 Αντίστροφα: Έστω ότι )()( ψfχf  (2).Άν ήταν )()(
..

ff
f

.Άτοπο λόγω της 

(2).Άρα ψχ . 

β) i) Αφού η g  είναι περιττή, για κάθε Rχ  έχουμε )()( χgχg ,οπότε για 0χ  και 1χ  

παίρνουμε 0)0(g  και 2)1()1()1(
2)1(

ggg
g

. 

Επειδή η g  είναι γνησίως μονότονη και )1(22)1(11 gg ,θα είναι γνησίως αύξουσα. 

101)0()1()1( 0
2
0

2
)(

2
0

2
χzχzgχzg

α
.Άρα 00χ  και 

0

1

χ
z  (3). 

Όμως , 11 0 1
1

1
0

0
0

0
χ

χ

χ

.Από την (3) έχουμε 11
1

0

zz . 

ii) Αν ήταν 1ziz .Άτοπο με βάση το i) ερώτημα.Άρα iz ,οπότε ορίζεται ο w. 
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wzwwizwzwiwz
iz

z
w 1)1(  (4). 

Είναι 0z  (αφού 1z ), οπότε 00 ww .Από την (4) προκύπτει 01w  και 

)1)(1()1)(1(111
1

22
wwwwwwwwwwww

w

w
z  

2

1
)Re(1)Re(21 wwww . 

★  

 2o: Α. Έστω μια γνησίως μονότονη συνάρτηση Rf Α: .Δείξτε ότι: 

i) Η 
1f  είναι γνησίως μονότονη και έχει ίδιο είδος μονοτονίας με την f . 

ii) Αν η f  είναι γνησίως αύξουσα και )Α(ΑΣ f  ,τότε οι εξισώσεις: 

)()( 1 χfχf  και χχf )(  είναι ισοδύναμες στο σύνολο Σ. 

Β. Η συνάρτηση RRf :  έχει σύνολο τιμών το R  και για κάθε Rχ  ισχύει 

2)( )( χeχf χf
 (1). 

i) Δείξτε ότι η f  είναι γνησίως μονότονη. 

ii) Να βρείτε την αντίστροφη συνάρτηση της f  και τα κοινά σημεία των 1, ff CC . 

Λύση 

Α. i) H f  ως γνησίως μονότονη είναι "11" ,οπότε είναι αντιστρέψιμη.Πεδίο ορισμού της 
1f  είναι 

το )Α(f . 

Ας υποθέσουμε ότι η f  είναι γνησίως αύξουσα. 

Έστω ότι υπάρχουν )Α(, 21 fψψ  με 21 ψψ  και ))(()()( 1
1

.

2
1

1
1 ffff

f

 

212
1 ))(( ψψψff .Άτοπο.Άρα για κάθε )Α(, 21 fψψ  με )()( 2

1
1

1
21 ψfψfψψ  

που σημαίνει ότι η 
1f  είναι γνησίως αύξουσα. 

Όμοια αν η f  είναι γνησίως φθίνουσα τότε και η 
1f  είναι γνησίως φθίνουσα. 

ii)  Έστω Σ0χ  μια λύση της εξίσωση )()( 1 χfχf ,τότε )()( 0
1

0 χfχf  (2). 

Αν δεχτούμε ότι 00)( χχf ,τότε θα έχουμε μία από τις περιπτώσεις: 00)( χχf  ή 

00)( χχf .Έστω ότι 00)( χχf .Σύμφωνα με το i) ερώτημα η 
1f  είναι γνησίως αύξουσα. 

Άρα )()())(()2( 00

)2(

0
1

0
1 χfχχfχff .Άτοπο. 

Όμοια καταλήγουμε σε άτοπο αν 00)( χχf .Άρα τελικά είναι 00)( χχf ,οπότε το 0χ  είναι λύση 

της εξίσωσης χχf )( . 

 Αντίστροφα: Αν τώρα το Σ0χ  είναι λύση της εξίσωσης χχf )( ,έχουμε 

)()()()( 0
1

00
1

000 χfχfχfχχχf ,δηλαδή το 0χ  είναι λύση και της εξίσωσης 

)()( 1ff . 

Συνεπώς οι εξισώσεις )()( 1ff  και χχf )(  είναι ισοδύναμες στο Σ. 

Β. i) Έστω Rχχ 21,  με 
)2(

2
)1(

1

)1(

2121 )()(22
χfχf

eχfeχfχχχχ  (3). 
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Αν υποθέσουμε ότι είναι )()( 21 χfχf , τότε έχουμε 
)
1

(

1

)(

21

)
2

()
1

(

)(
)()(

f
ff

ef
ff

ee
 

)2(
2)(

χf
eχf .Άτοπο λόγω της (3).Άρα είναι )()( 21 χfχf ,δηλαδή η f  είναι γνησίως αύξουσα. 

ii) Η f  αφού είναι γνησίως αύξουσα είναι "11"  οπότε είναι αντιστρέψιμη με πεδίο ορισμού το 

RRf )( .Αντικαθιστούμε στην (1) το χ  με )(1 χf  και παίρνουμε: 

 
χχff eχχfeχff 2)())(( 1))(1(1

2)(1 χf 2)(1 χeχχf  για κάθε 

Rχ . 

Αν υπάρχουν κοινά σημεία των 1,
ff CC , οι τετμημένες τους είναι λύσεις της εξίσωσης 

)()( 1 χfχf  στο RRfR )(  και σύμφωνα με το Α ii) η εξίσωση αυτή είναι ισοδύναμη με την 

εξίσωση 2ln2)()( 1 χeχχfχχf χ
.Άρα οι 1,

ff CC  έχουν ένα κοινό σημείο 

το )2ln,2(ln . 

Σημείωση: Το Α ii) γεωμετρικά σημαίνει ότι αν η f  είναι γνησίως αύξουσα και οι 1,
ff CC  έχουν 

κοινά σημεία τότε αυτά βρίσκονται πάνω στη διχοτόμο χψ .Πρέπει να προσέξουμε ότι αν η f  εί-

ναι γνησίως φθίνουσα,το Α ii) δεν ισχύει . 

★  

 3ο:  Έστω οι συναρτήσεις RRgf :,  για τις οποίες έχουμε τη συνάρτηση φ  με 

))(())(()( χfgχffχφ  (1), Rχ .Έστω ότι η φ  είναι "11" ,η φC  διέρχεται από την αρχή 

των αξόνων  και για κάποιο Rκ  ισχύει 0)()( κgκf .Επιπλέον RRf )( . 

α) Δείξτε ότι η f  είναι αντιστρέψιμη. 

β) Να λύσετε την εξίσωση κχf )(  (2). 

γ) Αν οι gf ,  είναι παραγωγίσιμες με gf ,  συνεχείς, g  κοίλη στο R  και 
κχf

χφ

x )(

)(
lim

0
 

)(κf  τότε: 

i) Δείξτε ότι κοντά στο 0  η f  δεν είναι σταθερή με τιμή μηδέν. 

ii) Nα βρείτε τα ακρότατα της g . 

Λύση 

α) Για κάθε Rχχ 21,  με 

)(

21

21

21

))(())((

))(())((

)()(

fgfg

ffff

ff  

21

"11"

212211 )()())(())(())(())(( χχχφχφχfgχffχfgχff
φ

. 

Άρα η f  είναι "1-1",οπότε είναι αντιστρέψιμη με πεδίο ορισμού της 
1f  το RRf )( . 

β) Αντικαθιστούμε στην (1) το χ  με )(1 κf  και παίρνουμε )))((()))((( 11 κffgκfff  
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))(()()())(( 11 κfφκgκfκfφ
"11"

11 )0())((0))((
φ

φκfφκfφ

κfκf )0(0)(1
.Άρα το μηδέν είναι λύση της (2) και επειδή η f  είναι "11"  είναι μοναδι-

κή λύση της. 

γ) i) Υποθέτουμε ότι υπάρχει 0  τέτοιο ώστε 0)(f  για κάθε ).,0()0,( Τότε η f  

σε καθένα των διαστημάτων )0,(  και ),0(  θα είναι σταθερή.Άτοπο αφού η f  είναι "11" .Άρα 

κοντά στο μηδέν η f  δεν είναι σταθερή με τιμή μηδέν. 

ii) Αφού οι gf ,  είναι παραγωγίσιμες και οι συναρτήσεις ))(()),(( χfgχff  είναι παραγωγίσιμες ως 

σύνθεση παραγωγισίμων συναρτήσεων,οπότε η φ είναι παραγωγίσιμη ως άθροισμα παραγωγισίμων 

συναρτήσεων με ))(()())(()()( χfgχfχffχfχφ . 

Οι ,,gf  είναι συνεχείς ως παραγωγίσιμες και έχουμε: 

)()())0(())0(())(()((lim
)(

)(
lim

)(

)(
lim

)(

00

)
0

0
(

0
κgκffgffχfgχff

χf

χφ

κχf

χφ β

xxx

0)()()()( κgκgκfκf . 

Αφού η g  είναι κοίλη στο R , η g γνησίως φθίνουσα στο R . 

Για 0)()()( χgκgχgκχ  και για κχ 0)()()( χgκgχg .Άρα η g  

παρουσιάζει ολικό μέγιστο το )(κg . 

★  

 4ο: Θεωρούμε τη συνάρτηση RRf :  για την οποία έχουμε: 1)(χf  για κάθε Rχ  

και 1)1)()(1)(()( ψfχfψχf  (1) για κάθε Rψχ, . 

Δείξτε ότι: i) 1)(χf , για κάθε Rχ . 

ii) 2)0(f . iii) 
1)(

1
1)(

χf
χf , για κάθε Rχ . 

iv) Αν το 2  είναι τιμή της f  μόνο για 0χ ,τότε η f  είναι "11" . 

v) Αν η f  είναι παραγωγίσιμη στο 0  με 1)0(f  να βρείτε τον τύπο της f . 

Λύση 

i) Αντικαθιστούμε στην (1) τα ψχ,  με 
2

χ
 και παίρνουμε 1)1)

2
(()( 2χ

fχf  (2).Επειδή 

1)(χf  είναι 0)1)
2

(( 2χ
f .Άρα από τη (2) προκύπτει 1)(χf  για κάθε R . 

ii) Για 0ψχ , 1)0(1)1)0((1)0(1)1)0(()0()1(
1)0(

22 fffff
f

 

2)0(f . 

iii) Αντικαθιστούμε στην (1) το ψ  με χ  και έχουμε 1)1)()(1)(()0( χfχff  

1)(

1
1)(1)1)()(1)((

1)(

χf
χfχfχf

χf

. 

iv) Για κάθε Rχχ 21,  με 1)(1)(1)()()( 1

)

2121 χfχfχfχfχf
τημαώερiii

 

2)(21)1)()(1)((
1)(

1
21

)1(

21
2

χχfχfχf
χf

 (3).Επειδή το 2 είναι τιμή της f  

μόνο για 0χ ,από την (3) προκύπτει ότι 2121 0 χχχχ .Άρα η f  είναι "11" . 
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v) Αφού η f  είναι παραγωγίσιμη στο 0  έχουμε 1)0(
2)(

lim
0

f
h

hf

h
 (4). 

Για το τυχαίο Rχ  έχουμε 
h

χfhfχf

h

χfhχf

hh

)(1)1)()(1)((
lim

)()(
lim

00
 

1)(
2)(

)1)((lim
)4(

0
f

h

hf
f

h
.Άρα η f  είναι παραγωγίσιμη στο R  με 1)()( χfχf . 

)())(()()(1)()(1)()( χχχχχ eχfeeχfeχfeχfχfχfχf

ceχfe χχ )(  (5),όπου Rc  σταθερά.Για 0χ  από την (5) προκύπτει 1c  και η (5) γρά-

φεται  1)(1)( χχχ eχfeχfe .Η συνάρτηση που βρήκαμε είναι η ζητούμενη γιατί 

πληροί τις προϋποθέσεις. 

★  

 5ο: Θεωρούμε την αντιστρέψιμη συνάρτηση RRf :  και τους μιγαδικούς 

iββfwαifαu )(),(  με 
*, Rβα  και βα .Οι μιγαδικοί wu,  είναι ρίζες μιας δευτε-

ροβάθμιας εξίσωσης με πραγματικούς συντελεστές. 

i) Δείξτε ότι: 0βα .  

ii) Αν για κάποιο μιγαδικό z  ισχύει: )())2(())2(( fizfizf  (1), να βρεί-

τε τη μέγιστη και την ελάχιστη τιμή του z . 

iii) Αν η f  είναι παραγωγίσιμη και βα ,δείξτε ότι υπάρχουν ),(, βαλκ  τέτοια ώστε 

2
)()(

βα
λfκf . 

Λύση 

Λόγω της υπόθεσης οι μιγαδικοί wu,  είναι συζηγείς,δηλαδή iββfαifαwu )()(  

βαf

και

αβf

)(

)(

. 

i) Επειδή η f  είναι αντιστρέψιμη θα είναι "11" ,οπότε αββfαfβα )()(  

0βα . 

ii) )2()2()2()2()1(
"11"

izizizfaizf
f

 

2020))(2(
0

iziziz . 

 

Είναι iizz )( ,οπότε 31)( ziiziiziiz . 

Άρα το μέτρο z  έχει ελάχιστη τιμή 1 και μέγιστη τιμή 3 . 

iii) Η f  ως παραγωγίσιμη είναι συνεχής στο ],[ βα  και παραγωγίσιμη στο ),( βα ,οπότε σύμφωνα με 

το θεώρημα μέσης τιμής υπάρχει ),( βακ  τέτοιο ώστε 
αβ

αfβf
κf

)()(
)(  

αβ

βα
κf )(  (2). 
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Είναι )()( βfαf ,οπότε το 
222

)()( αβαββfαf
 περιέχεται μεταξύ των 

)(),( βfαf .Σύμφωνα με το θεώρημα ενδιάμεσων τιμών υπάρχει ),( βαλ  τέτοιο ώστε 

)(2
2

)( λfαβ
αβ

λf  (3). 

Η (2) με βάση τη (3) γράφεται 
2

)()(
βα

λfκf . 

★  

► 6o: Η συνάρτηση f  είναι παραγωγίσιμη και κυρτή στο ],[ βα . 

Δείξτε ότι: i) 
2

)()(
)

2
(

βfαfβα
f . 

ii) Yπάρχουν ),(, 21 βαξξ με 21  και ),( 21 ξξξ  τέτοια ώστε 
2

)()(
)( 21 ξfξf

ξf . 

 

Λύση 

Η f  είναι συνεχής στα ],
2

[],
2

,[ β
βαβα

α  αφού είναι παραγωγίσιμη στο ],[ βα  και παραγωγίσιμη 

στα ),
2

(),
2

,( β
βαβα

α .Σύμφωνα με το θεώρημα μέσης τιμής υπάρχει τουλάχιστον ένα 

)
2

,(1
βα

αξ  και ),
2

(2 β
βα

ξ  έτσι ώστε να ισχύει 

2

)()
2

(

)( 1 αβ

αf
βα

f

ξf  και 

2

)
2

()(

)( 2 αβ

βα
fβf

ξf . 

Αφού η f  είναι κυρτή στο ],[ βα ,η f  είναι γνησίως αύξουσα στο ),( . 

i) Είναι 

0
2

2121

2

)
2

()(

2

)()
2

(

)()(

αβ

αβ

βα
fβf

αβ

αf
βα

f

ξfξfξξ  

2

)()(
)

2
()

2
()()()

2
(

βfαfβα
f

βα
fβfαf

βα
f . 

ii) Με βάση το i) ερώτημα 
αβ

αfβf
ξfξf

)()(
2)()( 21  (1).Η f  πληροί τις προϋποθέσεις του 

θεωρήματος μέσης τιμής στο ],[ βα ,οπότε υπάρχει ένα τουλάχιστον ),( βαξ  τέτοιο ώστε 

αβ

αfβf
ξf

)()(
)(  οπότε η (1) γράφεται )(2)()( 21 ξfξfξf  (2). 

                                 α ----------- 1ξ -------------
2

βα
----------- 2ξ ----------- β                                                                                                                 

 Αν 1ξξα  τότε είναι και 2ξξ ,οπότε )()( 1ξfξf  και )()( 2ξfξf .Έτσι έχουμε 

)()()(2 21 ξfξfξf .Άτοπο λόγω της (2). 
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 Αν βξξ2  όπως παραπάνω καταλήγουμε σε άτοπο. 

 Αν 1ξξ  ή 2ξξ ,έστω 1ξξ  από την (2) παίρνουμε 21

"11"

12 )()(
f

ff .Άτοπο. 

Άρα ),( 21 ξξξ  ώστε 
2

)()(
)()2( 21 ξfξf

ξf . 

★  

► 7o: α) Θεωρούμε την εξίσωση e
e

 (1) με e2 .Αν δεχτούμε ότι η (1) έχει λύση 

στο ),0(  να βρείτε τις λύσεις της στο ),0( . 

β) Θεωρούμε τη συνάρτηση 0,2
6

1
)( 3eeg .Να μελετήσετε την g  ως προς 

τα κοίλα και να βρείτε αν υπάρχουν τα σημεία καμπής της gC . 

Λύση 

α) Θεωρούμε τη συνάρτηση ),0(,)(
e

f .Η f  είναι παραγωγίσιμη στο ),0(  ως πηλί-

κο παραγωγισίμων συναρτήσεων με 
2

)1(
)(
e

f . 

10)(f  και 10)(f . 

 

                                                           0                      1                       

 

                                           )(f                              -            0            + 

 

                                           )(f                               ➴    e      ➶ 

                                              ολ.ελαχ. 

Άρα στο 1 η f  παρουσιάζει ολικό ελάχιστο το ef )1( . 

Για κάθε ),0( είναι e
e

ef )(  (2).Το «=» ισχύει για 1. 

Έστω ),0(0  λύση της (1),τότε eeee
e

2
)2(

0

0
.Έχουμε επίσης 

e2 ,οπότε e2 .Η (1) γράφεται 1e
e

. 

β) Η g είναι δύο φορές παραγωγίσιμη με 1
2

1
)( 2eeg  και )()( e

e
eeg . 

Στο ερώτημα α) έχουμε 0e
e

e
e

 για κάθε ),0( με το «=» να ισχύει για 

1.Έτσι έχουμε 0)(g  για κάθε ),1()1,0(  και η g  είναι συνεχής στο ),0( .Άρα 

στο ),0(  η g  είναι γνησίως αύξουσα ,οπότε η g  είναι κυρτή στο ),0( . 

Αφού η g  είναι κυρτή στο ),0(  η gC  δεν έχει σημεία καμπής. 

 
 

 



 

Σπύρος Γιαννακόπουλος 

8 

 8o: Δίνεται η συνάρτηση f  με 22)1()(f  
4

1
,, αRχ .  

Δείξτε ότι: i) H f  είναι αντιστέψιμη και να βρείτε για ποιες τιμές του α η εξίσωση 

2)(χf  (1) έχει λύση στο )2,0( . 

ii) Για κάθε 1,είναι 

2
2

1

22

1

e

e

e

e
. 

iii) Για κάποιο 1κ ,είναι )())(()( κfκχκfχf  για κάθε ),1(χ . 

Λύση 

i) Η f  είναι παραγωγίσιμη  με 

22

222
...

222

2
)1(22)(f . 

Το πρόσημο της f  είναι ίδιο με το πρόσημο του τριωνύμου 222  που έχει διακρίνουσα 

.161 2
 

 Αν ),
4

1
(  είναι 0 ,οπότε 0)(f  για κάθε R .Συνεπώς η f  είναι γνησίως αύξου-

σα στο R. 

 Αν 
4

1
,τότε 0

222

2)1(

222

122
)(f  για κάθε ),1()1,( .Επιπλέον 

η f  είναι συνεχής στο R,άρα είναι γνησίως αύξουσα στο R. 

Άρα  για κάθε 
4

1
α  η f είναι γνησίως αύξουσα στο R,οπότε είναι '11' ,συνεπώς είναι αντιστρέψι-

μη. 

)12(2)2(,2)0( aff .Επειδή η f  είναι συνεχής στο )2,0(  και γνησίως αύξουσα έχο-

υμε )12(2,2)2(),0()2,0( fff .Η (1) έχει λύση στο )2,0(  όταν  

)2,0(2 f 2)12(22 αα . 

ii) Η f  είναι γνησίως αύξουσα στο R.Για )()(1 efefee  

2
2

1

22

1
22)1(2

2
)1(

e

e

e

e
eeee . 

iii) Η f  είναι παραγωγίσιμη με 

2

2

)22(2)14(

)(
2

2

22

χ

χ

χ
αχαχχαχ

χf …= 

2)2(

262

22

3

χχ

αχαχ
.Για κάθε ),1(χ , 0262028262 33 αχαχααχαχ  

0)(χf .Άρα στο ),1(  η f  είναι κυρτή,οπότε κάθε σημείο ))(,( χfχP  της fC  με 1χ  

βρίσκεται πάνω από τα σημεία της εφαπτομένης ε  της fC  στο ))(,(Μ κfκ  με 1κ , που είναι στην 

ίδια κατακόρυφο με το P, εκτός του σημείου επαφής Μ. 

Είναι ))(()())(()(: κχκfκfψκχκfκfψε .Συνεπώς για κάθε ),1(χ  έχουμε 

).())(()())(()()( κfκχκfχfκχκfκfψχf  
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 9o:  Για τις παραγωγίσιμες στο R  συναρτήσεις gf ,  ισχύει: 

)1(2)()1()(2 gχfχfχg  (1) για κάθε Rχ  και η εφαπτομένη ε  της fC  στο σημείο 

))1(,1(Α f  διέρχεται από την αρχή των αξόνων. 

α) Δείξτε ότι  η εφαπτομένη της gC  στο σημείο ))1(,1(Β g  είναι παράλληλη της ε . 

β) Θεωρούμε τη συνάρτηση ]1,1[,
2006

)()()(
2006

22 χ
χ

χgχfχφ .Δείξτε ότι: 

i) Σε  κάποιο )1,1(ξ  η φ  παρουσιάζει ελάχιστο. 

ii) Η φ  έχει ένα τουλάχιστον κρίσιμο σημείο. 

Λύση 

α) Θεωρούμε τη συνάρτηση Rχgfχfχχgχh ),1(2)1()()(2)( .Παρατηρούμε ότι 

0)1(h  και λόγω της (1) έχουμε )1()(0)( hχhχh  για κάθε Rχ .Άρα το 1  είναι θέση ολι-

κού ελαχίστου της h . 

Η h  είναι παραγωγίσιμη στο R ως άθροισμα παραγωγισίμων συναρτήσεων με  

)()()(2)( χfχχfχgχh .Σύμφωνα με το θεώρημα Fermat πρέπει 0)1(h  

)1()1()1(2 ffg  (2). 

Η εξίσωση της εφαπτομένης ε  της fC  στο Α είναι )1)(1()1( χffψ  (3). 

Αφού η ε  διέρχεται από την αρχή των αξόνων οι συντεταγμένες του )0,0(Ο  επαληθεύουν την (3) ο-

πότε έχουμε )1()1( ff .Έτσι από τη (2) παίρνουμε )1()1( fg  που σημαίνει ότι η εφαπτομένη 

της gC  στο Β είναι παράλληλη στην ε . 

β) i) Η συνάρτηση φ  είναι συνεχής στο ]1,1[  ως άθροισμα συνεχών συναρτήσεων,οπότε υπάρχει 

]1,1[ξ  στο οποίο η φ  παίρνει ελάχιστη τιμή. 

Η φ  είναι παραγωγίσιμη στο ]1,1[  με 
200522 )(2)(2)( χχgχχfχχφ . 

Από το ερώτημα α) έχουμε )1()1( gf . 

0
1

)1()(
lim0)1(11)1(2)1(2)1(

1 χ

φχφ
φgfφ

x

.Άρα υπάρχει  

)0,1(κ  έτσι ώστε )1()(0)1()(0
1

)1()( 01

φχφφχφ
χ

φχφ χ

 για κάθε 

),1( κχ .Άρα το )1(φ  δεν μπορεί να είναι ελάχιστη τιμή της φ  στο ]1,1[ ,οπότε 1ξ . 

0
1

)1()(
lim0)1(11)1(2)1(2)1(

1 χ

φχφ
φgfφ

x

.Άρα υπάρχει )1,0(λ  έτσι ώστε 

)1()(0)1()(0
1

)1()( 01

φχφφχφ
χ

φχφ χ

 για κάθε )1,(λχ .Άρα ούτε το )1(φ  είναι ελά-

χιστη τιμή της φ  στο ]1,1[ ,οπότε 1ξ .Τελικά )1,1(ξ  στο οποίο η φ  παίρνει ελάχιστη τιμή. 

ii) Σύμφωνα με το i) ερώτημα και το θεώρημα Fermat έχουμε 0)(ξφ ,δηλαδή η φ  έχει ένα τουλά-

χιστον κρίσιμο σημείο. 
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 10o: Έστω οι πραγματικοί αριθμοί δγβα ,,,  με δγβα  και η συνάρτηση  

Rδαf ],[:  η οποία είναι δυό φορές παραγωγίσιμη  και η f  είναι κυρτή στο ],[ . 

Θεωρούμε τους μιγαδικούς 321 ,, zzz  με izzzz )( 2121 , )(())(( 12 βfzαfz  

iz )1  και iδfzγfz )()( 13  για τους οποίους έχουμε: 211 ,0 zzz  και 

1313 )()( zγfzzγfz  (1). 

Δείξτε ότι: i) Η f  στο ),(  έχει δύο τουλάχιστον κρίσιμα σημεία. 

ii) Η fC  έχει ακριβώς ένα σημείο καμπής. 

Λύση 

i) Είναι 2121

21
2

21
2

2
2

1
2

21
2

21 )()( zzzzzzzzzzzz

zz

 

122 )(00 zαfzz  και 1)( zβf .Άρα )()( βfαf . 

Η f  είναι συνεχής στο ],[ βα ,παραγωγίσιμη στο ),( βα  και )()( βfαf .Σύμφωνα με το θεώρημα 

Rolle υπάρχει ένα τουλάχιστον ),(1 βαξ  τέτοιο ώστε 0)( 1ξf . 

Αφού 02z , είναι izz 11 . 

0))(Im(0))(Im(20))(()()1( 13131313 zfzizfzzfzzfz  (2). 

izδfγfzγfzγfz ))()(())(()( 11
2

13 .Λόγω της (2) πρέπει 0)()( 1zff  

0)()( 1zff . 

Η f  ως παραγωγίσιμη είναι συνεχής στο ],[ δγ  με 0)()( δfγf .Σύμφωνα με το θεώρημα Bolzano 

υπάρχει ένα τουλάχιστον ),(2 δγξ  τέτοιο ώστε 0)( 2ξf . 

Άρα στο ],[ δα  η f  έχει δύο τουλάχιστον κρίσιμα σημεία. 

ii) Από το ερώτημα i) υπάρχουν 21,ξξ  με 21 ξξ  και 0)()( 21 ξfξf . 

Η f  είναι συνεχής στο ],[ 21 ξξ ,παραγωγίσιμη στο ),( 21 ξξ  και )()( 21 ξfξf .Σύμφωνα με το θε-

ώρημα Rolle υπάρχει ένα τουλάχιστον ),( 21 ξξξ  τέτοιο ώστε 0)(ξf . 

Αφού η f  στο ],[ δα  είναι κυρτή,τότε η f  στο ),( δα  είναι γνησίως αύξουσα. 

Για 0)()()( χfξfχfξχα  και για 0)()()( χfξfχfδχξ . 

Άρα το σημείο ))(,( ξfξ  είναι μοναδικό σημείο καμπής της fC . 

★  

 11o: Η συνάρτηση Rf ),1[:  με 1)( 22 χχf  είναι γνησίως φθίνουσα. 

i) Να βρείτε τον τύπο της f . 

ii) Να φτιάξετε τη γραφική παράσταση της f . 

iii) Να βρείτε την παράγωγο της συνάρτησης ))(ln()( χfχχg . 

iv) Να βρείτε το εμβαδόν του χωρίου που ορίζεται από τον άξονα χχ ,την fC  και τις ευθεί-

ες 3,2 χχ . 

Λύση 

i) Είναι 0)1(f .Αφού η f  είναι γνησίως φθίνουσα έχουμε: )1()(1 fχfχ  

0)(χf .Άρα 1)( 2χχf , ),1[χ . 
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ii) Έστω ),( ψχ  τυχαίο σημείο της fC ,τότε έχουμε 11 2222 ψχχψ  (1).Η (1) είναι εξί-

σωση ισοσκελούς υπερβολής με εστίες στον άξονα χχ .Επειδή 1χ  και 0  η γραφική παράστα-

ση της f  είναι το τμήμα του δεξιού κλάδου της παραπάνω υπερβολής που βρίσκεται στην τέταρτη 

γωνία των αξόνων. 

 

 
 

iii) Για το πεδίο ορισμού της  g  πρέπει fD  και 0)(f .Για κάθε 1χ  είναι 

01)( 2χχχfχ .Άρα ),1[gD . 

)1ln()( 2χχχg .H g  είναι παραγωγίσιμη στο ),1(  ως σύνθεση παραγωγισίμων συναρτή-

σεων με 

1

1

1

1

1

1

)1(
)(

22

2

2

2

χχχ

χ

χ

χχ

χχ
χg . 

1

1
lim

)1(

])1[ln(
lim

1

)1ln(
lim

1

)1()(
lim

21

2

1

)
0

0
(

2

11 χχ

χχ

χ

χχ

χ

gχg

xxxx

. 

Άρα η g  δεν είναι παραγωγίσιμη στο 1. 

iv) Η f  είναι συνεχής στο ]3,2[  με 0)(χf  για κάθε ]3,2[χ . 

 

Ο 

ψ 

        
1 

      

    χ 
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Άρα το ζητούμενο εμβαδόν είναι χdχχdχfχdχf
3

2

3

2

3

2
2 1)()(Δ  

ddd
3

2 2

2
3

2

23
2

23

2

2

1

3226)1(]1[1)(  

)(
3

2 2

23

2 2

2

)

1

1
1(3226

1

1)1(
3226

ii

χd

χ

χχd

χ

χ
 

3226)]1[ln(3226Δ2

1

1
Δ3226 3

2
23

2 2
χχχd

χ

 

32

223
ln

2

1
323Δ

32

223
ln3226)]32ln()223[ln(  τετρ.μον. 

★  

 12o: Η συνάρτηση Rf ),1()1,0(:  είναι συνεχής με 0)(χf  για κάθε ),1(χ . 

Θεωρούμε τη συνάρτηση 
χ t dtefχg

ln

1
)()( . 

α) i) Να βρείτε το πεδίο ορισμού της g . 

ii) Να λύσετε την εξίσωση 0)(χg . 

β) Έστω Rβα,  με βα1  .Δείξτε ότι: i) Για οποιονδήποτε Rλ  ισχύει: 

0)())()((2))(( 222 β

α

β

α

β

α
χdχgλχdχgχfλχdχf  (1). 

ii) 
β

α

β

α

β

α
χdχgχdχfχdχgχf ))().()(())()(( 222

. 

Λύση 

α) i) Για το πεδίο ορισμού της συνάρτησης )()( tefth  πρέπει:
te0  που ισχύει και 

01 tet .Άρα 
*RDh . 

Η g  είναι σύνθεση των συναρτήσεων χχφ ln)(  και 
x

dtthχF
1

)()( ,οπότε )(ln)( χFχg . 

Η h  είναι συνεχής στο 
*R  και επειδή ),0(1  το πεδίο ορισμού της F  είναι το ),0( . 

Για το πεδίο ορισμού της g  πρέπει: 1

0ln

0

ln

0

χ

χ

και

χ

Dχ

και

χ

F

.Άρα ),1(gD . 

ii) 1ος τρόπος: Παρατηρούμε ότι 0)(eg .Η g  είναι παραγωγίσιμη ως σύνθεση των παραγωγισίμων 

συναρτήσεων Fφ,  που αναφέρονται στο i) ερώτημα με
χ

χf
χgefχχg χ )(
)()()(ln)( ln

. 

Υποθέτουμε ότι 0)( 0χg  με eχ0 .Έστω  ότι eχ01 .Η g  είναι συνεχής στο ],[ 0 eχ , παραγω-

γίσιμη στο ),( 0 eχ  και 0)()( 0 egg .Σύμφωνα με το θεώρημα Rolle υπάρχει ένα τουλάχιστον 

),( 0 eχξ  τέτοιο ώστε 0)(0)( ξfξg .Άτοπο.Όμοια όταν eχ0 .Άρα η εξίσωση 0)(χg  

έχει μοναδική λύση την eχ . 
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2ος: τρόπος: Για κάθε ),1(χ  είναι 0
)(

)(
χ

χf
χg .Επιπλέον στο ),1(  η g  είναι συνεχής 

οπότε διατηρεί σταθερό πρόσημο.Άρα η g  είναι γνησίως μονότονη .Συνεπώς η g  είναι "11" . 

exegχgχg )()(0)( . 

β) i) Η f είναι συνεχής στο ],[ .Επίσης η g ως παραγωγίσιμη στο ),1(  είναι συνεχής στο ],[ . 

0))()((0))()()(2)(()1( 2222 β

α

β

α
χdχgχfλχdχgχgχfλλχf  (2).Αρκεί να δείξο-

υμε τη (2).Για κάθε Rλ  έχουμε 0))()((0))()(( 22 β

α
χdχgχfλχgχfλ . 

ii) Επειδή για κάθε ],[ βαχ  είναι 0)(0)( 22 β

α
χdχfχf ,το πρώτο μέλος της (1) του β) i) 

είναι τριώνυμο ως προς λ.Άρα για να ισχύει η (1) για κάθε Rλ  πρέπει 0Γ  

β

α

β

α

β

α

β

α

β

α
χdχfχdχgχfχdχgχdχfχdχgχf )())()((0)))((.))((4))()((4 22222

. 

β

α
χdχg )(2

. 

Σημείωση: Η ανισότητα του β) ii) ονομάζεται ανισότητα Schwarz. 

★  

 13ο:  Έστω μια συνάρτηση f  συνεχήs στο R . 

Δείξτε ότι: α) Για κάθε R  ισχύει:
0

)( dttfte
0

)(
1

dttfte

e

. 

β) Αν η f  είναι παραγωγίσιμη με συνεχή παράγωγο τότε υπάρχει ένα τουλάχιστον 

)1,0(  τέτοιο,ώστε: ))()(()()1( 11

0

11

0
ffedttfedttfe tt

. 

Λύση 

α) Θέτουμε ut  (1) και έχουμε dudtdtdudttdu )( .Για tt ,0  από 

την (1) παίρνουμε u  και 0u  αντίστοιχα.Ακόμα είναι ut . 

00

0

0
)(

1
)(

1
)()( dttfte

e

duuf
u

e

e

duuf
u

edttfte . 

β) Για 1 από την ισότητα του α) ερωτήματος παίρνουμε 
1

0

1

0
)(

1
)1( dttfte

e
dttfte  

1

0

1

00
1

0
)())0()1((

1
))()](([

1
)()(

1 11 dttfefef
e

dttfetfe
e

dttfe
e

tttt
 (2). 

Η συνάρτηση ]1,0[),()( feg  είναι συνεχής στο ]1,0[ ,παραγωγίσιμη στο )1,0(  με 

)()()( fefeg . 

Σύμφωνα με το θεώρημα μέσης τιμής,υπάρχει ένα τουλάχιστον )1,0(  τέτοιο,ώστε 

)0()1()()()0()1(
01

)0()1(
)( feffefefef

gg
g  (3). 

Η (2) με βάση την (3) γράφεται ))()(()()1( 11

0

11

0
ffedttfedttfe tt

. 
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 14ο: Η συνάρτηση Rf ),0(:  είναι παραγωγίσιμη και δεχόμαστε ότι για κάθε  

),0(χ  είναι 0)()( χfχfχ  (1).Για τους Rβα,  με βα0  έχουμε
β

α
χdχf )(  

2

22 αβ
κ ,όπου κ  σταθερός πραγματικός αριθμός. 

α) Δείξτε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον ),( βαξ  τέτοιο ώστε:
β

α

αβ

ξ

ξf
χdχf

2

)(
)(

22

. 

β) Θεωρούμε τη συνάρτηση 
β

α

χ

α
χdχfχdt

t

tfαβ
χg )(

)(

2
)(

22

, 0χ . 

Να δείξετε ότι: i) Στο ξ  του ερωτήματος α) η g  παρουσιάζει ακρότατο και να βρείτε το εί-

δος του. 

ii) Για κάθε 0χ  ισχύει: ))((
)(

ξχξfttd
t

tf
ξ

χ

ξ
. 

Λύση 

α) Αρκεί να δείξουμε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον ),( βαξ  τέτοιο ώστε κ
ξ

ξf )(
 

κξξf )( . 

Θεωρούμε τη συνάρτηση 
χ
α

χ

α

χ

α

χ

a

χ

α

t
κdttftdtκdttfdttκtfχh ]

2
[)()())(()(

2

 

],[,
2

)()(
22

βαχ
αχ

κdttfχh
χ

α
. 

Η h  είναι συνεχής στο ],[ βα  και παραγωγίσιμη στο ),( βα  με xκχfχh )()( .Επίσης 

0)()( βhαh .Σύμφωνα με το θεώρημα Rolle υπάρχει ένα τουλάχιστον ),( βαξ  τέτοιο ώστε 

κξξfξh )(0)( . 

β) i) Η g  είναι παραγωγίσιμη με )
)()(

(
2

)(
)(

2
)(

22)(22

ξ

ξf

χ

χfαβ
χdχf

χ

χfαβ
χg

α
α

β
. 

Λόγω της (1) έχουμε 0)
)(

(
χ

χf
,οπότε η συνάρτηση 0,

)(
)( χ

χ

χf
χφ  είναι γνησίως αύξουσα. 

Είναι 0)(ξg .Για κάθε ),0( ξχ  έχουμε 0)(
)()(

)()( χg
ξ

ξf

χ

χf
ξφχφξχ  

και για ),(ξχ  έχουμε 0)(
)()(

)()( χg
ξ

ξf

χ

χf
ξφχφξχ .Άρα στο ξ  η g  

παρουσιάζει ολικό ελάχιστο. 

ii) Αφού το )(ξg  είναι ολικό ελάχιστο της g  για κάθε ),0(χ  έχουμε )()( ξgχg  

χ

α

β

α

ξ

α

β

α

χ

α
dt

t

tfαβ
χdχfξdt

t

tfαβ
χdχfχdt

t

tfαβ )(

2
)(

)(

2
)(

)(

2

222222
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)(
)()()(

2

)()(

22

)( 222222

ξfdt
t

tf

ξ

ξfχ
dt

t

tfαβ

ξ

ξfξ
dt

t

tfαβαβ

ξ

ξfχ ξ

α

χ

a

ξ

α

)(
)()(

)(
)()()()(

ξf
ξ

ξfχ
dt

t

tf
ξfdt

t

tf

ξ

ξfχ
dt

t

tf
dt

t

tf χ

ξ

ξ

α

χ

ξ

ξ

α
 

))((
)(

ξχξfdt
t

tf
ξ

χ

ξ
. 

★  

 15ο: Η συνάρτηση Rf ),2[:  είναι παραγωγίσιμη και για κάθε ),2[χ  ισχύει: 

eff 2)2()()()2( (1).Επιπλέον η ευθεία 2: χψε  είναι ασύμπτωτη της 

fC  στο . 

i) Να βρείτε τον τύπο της f . 

ii) Δείξτε ότι η εφαπτομένη  της fC  στο ))4(,4(Α f  διαπερνά την fC . 

iii) Να βρείτε σημείο Μ της fC  που έχει τη μεγαλύτερη απόσταση από την ευθεία ε  και να 

δείξετε ότι η εφαπτομένη 1ε  της fC  στο Μ είναι παράλληλη της ε . 

iv) Να βρείτε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την fC ,τον άξονα χχ ,την ε-

φαπτομένη 1ε  του iii) ερωτήματος και την ευθεία 4χ . 

Λύση  

i) Για κάθε ),2(χ  έχουμε 
χe

χ

χfχe
χ

χfχfχ
)

2

)(
(

2)2(

)()()2(
)1(  

)2()2()(
2

)(
)

2

)(
( χceχχfce

χ

χf
χdeχd

χ

χf χχχ
,όπου c  σταθερός 

πραγματικός. 

Επειδή η ευθεία  είναι ασύμπτωτη της 
f

C  στο ,έχουμε: 0)2()(lim f
x

  

0)1)(2(
2

lim c
ex

 (2). 0
1

lim

)(

)2(
lim

)(
2

lim

exexex
. 

Αν ήταν 01c  θα είχαμε )1)(2(
2

lim c
ex

.Άτοπο λόγω της  (2).Άρα 1c . 

Για κάθε ),2(  είναι )1)(2()(2)2()( efef .Επειδή 

0)2(f ,τελικά είναι )1)(2()( χeχχf  (3) για κάθε ),2[χ .Η (3) ικανοποιεί τις υποθέ-

σεις (η επαλήθευση της (1) είναι απλή),συνεπώς  είναι ο τύπος της f . 

ii) Η f  είναι δυο φορές παραγωγίσιμη με )4()( χχeχf  για κάθε ),2[χ . 

40)(f . 

                           χ            2                 4                

  

                    )(f                          +        0         - 

                                             

                   )(f                                )4(f                
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                                                             Σ.Κ    

Άρα το Α είναι σημείο καμπής της fC ,οπότε η εφαπτομένη της fC  στο Α διαπερνά την fC . 

 

 

 

 

iii) Έχουμε 02: ψχε .Έστω )1)(2(,))(,( χeχχχfχ  με 2x  σημείο της fC  (το 

σημείο )0,2( ). 

Η απόσταση του σημείου αυτού από την ε  είναι 
2

)2(

2

2)1)(2( χ
χ

eχ
eχχ

d . 

Θεωρούμε τη συνάρτηση 2,)2()( χeχχg χ
. 

Η g  είναι παραγωγίσιμη με 
χeχχg )3()( . 

30)( χχg . 

                                      χ          2                3              

 

                                 )(χg                        +      0        -  

 

                                  )(χg                       ➶    )3(g     ➴ 

                                                                    ολ.μέγ. 

Άρα η d  γίνεται μέγιστη όταν 3χ ,οπότε το σημείο )1,3()3(,3(Μ 3ef  είναι το σημείο της 

fC  που έχει τη μεγαλύτερη απόσταση από την ε . 

ε
χχ λfeχeχf 1)3()2(1)( Άρα η εφαπτομένη 1ε  της fC  στο Μ είναι παράλλη-

λη στην ε .  

iv)  Για κάθε ),2[χ  είναι 0)(χf  με 0)2(f  και 0)(χf  για κάθε 2χ  

 Για κάθε 2χ ,
χχ eeχχ 11)1)(2()2(  που ισχύει.Η fC  βρίσκεται κάτω από 

την ε  εκτός του σημείου )0,2(  που είναι κοινό με την ε .Με βάση τα παραπάνω έχουμε το παρακά-

τω σχήμα: 

                          ψ  

                                                                         
 
      

                          

      A  
           P                              

                                                                M      
 

                                                                                                        

                                          O             2         Λ          K                                 χ 
                                                 ε  

                                                              1ε  
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Το ζητούμενο εμβαδόν είναι: )ΚΛ()(Δ
4

2
Pχdχf  (4). 

3
1 2)3)(3()3(: eχψχffψε . 

)2,4(
4

2

4

2 3
33

eP
x

eψ

χ

eχψ
. 

Για 0ψ  από την εξίσωση της 1ε  παίρνουμε 
32 eχ ,οπότε )0,2(Λ 3e  

4

2
4
2

4

2

4

2

4

2
)()]2)([()2()()1)(2()( χdeχχeχχdχeχχdeχχdχf χχχχ

23)2()8()4(2]
2

[)4(2 242444
2

2
4 eeeeee

χ
e χ

. 

23)2(
2

1
)Κ)(ΚΛ(

2

1
)ΚΛ( ePP . 

Άρα 
2324 )2(

2

1
23)4( eee  τετρ.μονάδες. 

★  

 16o: Η συνάρτηση Rf ],[:  είναι συνεχής με 0)(f .Για κάποιο  με          

έχουμε dfdf )()(  (1). 

Θεωρούμε τη συνάρτηση 
x

dttfdfg )())(()( , ],[ . 

i) Να μελετήσετε την g  ως προς τη μονοτονία. 

ii) Αν το σύνολο τιμών της g  είναι το διάστημα ],0[ m ,να βρείτε το εμβαδόν του χωρίου που 

περικλείεται από την 
f

C ,τον άξονα  και τις ευθείες με εξισώσεις , . 

Λύση 

i) 0)(0)()(0)()()1( dfdfdfdfdf  (2). 

Η g  είναι παραγωγίσιμη με dffg )()()( . 

Η f  είναι συνεχής στο ],[ γα  με 0)(χf ,οπότε διατηρεί σταθερό πρόσημο στο ],[ . 

Είναι 0)(f  για κάθε ],[ ,γιατί αν 0)(0)( dff ,άτοπο λόγω της (2). 

Άρα για κάθε ],[  είναι 0)(g ,οπότε η g  είναι γνησίως αύξουσα. 

ii) Αφού η g  είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο ],[  το σύνολο τιμών της είναι το διάστημα 

]2))((,0[)](),([ dfgg . 

Σύμφωνα με την υπόθεση πρέπει mχdχfmχdχf
γ

αm

γ

α
)())((

)2(

0

2
 (3). 

Το ζητούμενο εμβαδόν είναι mχdχfχdχf
γ

α

γ

α

)3(
)()(Δ  τετρ.μονάδες. 
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 17o: Η συνάρτηση RRf :  είναι παραγωγίσιμη, f γνησίως αύξουσα και 

0)0(f .Θεωρούμε τη συνάρτηση )()(2)(
0

χfχdttfχg
χ

. 

i) Να βρείτε το πεδίο ορισμού της g . 

ii) Δείξτε ότι στο ),0[  η g  είναι γνησίως φθίνουσα. 

iii) Δείξτε ότι: 
1

0

1

0
)(

3

2
)( χdχfχdχfχ . 

Λύση 

i) Η f  είναι συνεχής στο R  ως παραγωγίσιμη και επειδή R0  είναι RDg . 

ii) Η g  είναι παραγωγίσιμη ως διαφορά παραγωγισίμων συναρτήσεων με  

)()()( χfχχfχg . 

Έστω τυχαίο 0χ .Η f  είναι συνεχής στο ],0[ χ  και παραγωγίσιμη στο ),0( χ . 

Σύμφωνα με το θεώρημα μέσης τιμής υπάρχει ένα τουλάχιστον ),0( χξ  τέτοιο ώστε 

χ

χf
ξf

χ

fχf
ξf

)(
)(

)0()(
)( . 

Έχουμε 0)()()(
)(

)()(0
..

fff
f

ff
ύf

. 

Η g  είναι συνεχής στο ),0[  με 0)(χg  για κάθε ),0(χ .Συνεπώς η g  είναι γνησίως φθί-

νουσα στο ),0[ . 

iii) Επειδή η g  είναι γνησίως φθίνουσα στο ),0[ ,έχουμε 0)()0()(0 χggχgχ . 

Έστω Δ  το εμβαδόν του χωρίου που ορίζεται από την gC ,τον άξονα χχ  και τις ευθείες 1,0 χχ . 

1
0

1

0

1

0

1

0

1

0
)]([0)()(0)(0)(0)(0 gdgdgdgdg  

0)()()1(0)()()1(0)(
1

0

21

0

1

0

21

0
dfdfgdffgdg  

0)(2)]([)()1()(2
1

0

1
0

21

0

1

0
dffdffdf

1

0

1

0

1

0

1

0
)(

3

2
)(0)1()(3)1()(2 dfdffdffdf . 

★                                                      

 18o: Θεωρούμε την παραγωγίσιμη συνάρτηση RRf :  με 0)0(,0)( fχf  και 

2)(χf . Έστω η συνάρτηση 12)2(2)(
1

0
χdttχfχχg , Rχ  τότε: 

i) Να μελετήσετε την g  ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα. 

ii) Δείξτε ότι: 12)( χχg  για κάθε R . 

iii) Έστω η συνάρτηση )()1()( χfgχφ .Να βρείτε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείε-

ται από την φC ,τον άξονα  και τις ευθείες 1,0 . 
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Λύση 

Θέτουμε dtduut 22
.Για 0t  και 1t  παίρνουμε αντίστοιχα 

2,0 uu .Έτσι έχου-

με 12)()(
2

0
χduufχg

χ
 (1). 

i) Η g  είναι παραγωγίσιμη με )1)2((22)2(2)( χfχχχfχχg . 

Επειδή η f ως παραγωγίσιμη είναι συνεχής και δεν μηδενίζεται,διατηρεί στο R σταθερό πρόση-

μο.Έχουμε 0)0(f ,οπότε 0)(f  για κάθε R . 

00)( χχg . 

                                  χ    -                       0                           +  

 

                             )(χg                -             0               +  

 

                              )(χg               ➴            1             ➶  

                                                               ολ.ελάχ. 

Η g  είναι γνησίως φθίνουσα στο ]0,(  και γνησίως αύξουσα στο ),0[ .Στο μηδέν η  g  παρουσι-

άζει ολικό ελάχιστο το 1)0(g . 

ii) Αν 0 ,τότε 02χ  οπότε 0)(
2

0
duuf ,αφού 0)(uf .Για κάθε 

*Rχ  είναι 

0)(12)(
2

0

χ
duufχχg 12)( χχg .Επιπλέον 1)0(g .Άρα 12)( χχg  για κάθε 

R . 

iii) H φ  είναι συνεχής,οπότε το ζητούμενο εμβαδόν είναι χdχφ )(
1

0
. 

0)()1()(22)()1(
1

0
xfgχfduufg . 

Άρα 2Δ)()1(Δ)()1(Δ
1

0

1

0

1

0
χdχfgχdχfχdg  τετρ.μονάδες. 

★  

 19o: α) Αν gf , συνεχείς συναρτήσεις στο ],[  και ισχύει )()( gf (1) για κάθε 

],[ ,τότε δείξτε ότι: dgdf )()( . 

 β) Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο ],[ ,δείξτε ότι: dfdf )()( . 

γ) Για μια συνάρτηση f έχουμε ότι είναι συνεχής στο R  και R,  με . 

Έστω οι μιγαδικοί Riz ,,  και idfdfw ))(()( . 

Αν η εικόνα του z βρίσκεται  στον κυκλικό δίσκο που έχει κέντρο την αρχή των αξόνων και 

ακτίνα 2 ,επιπλέον 8w ,να βρείτε την ελάχιστη τιμή που μπορεί να έχει το εμβαδόν Δ  

του χωρίου που περικλείεται από τον άξονα ,την 
f

C  και τις ευθείες με εξισώσεις 

, . 

Λύση 

α) Για κάθε ],[  έχουμε 0))()((0)()()1( dfgfg  
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dgdfdfdg )()(0)()( . 

β) Η f  είναι συνεχής στο ],[ .Για κάθε ],[  είναι 0)(0)( dff . 

Επιπλέον έχουμε dfdfdffff )()()(
)(

)()()(  

 

 

dfdf )()( . 

γ) Για το ολοκλήρωμα df )(  θέτουμε u  (2) και έχουμε 

ddu dud .Για ,  από την (2) παίρνουμε uu ,  αντίστοιχα,οπότε 

έχουμε dfduufdf )()()( . 

Ο w γράφεται zdfidfw ))(()())(( . 

Έχουμε 2z ,οπότε
β

α

β

α

β

α
χdχf

β
χdχfzχdχfw )(2

)(
)(2)( dfw )(2  

44)(8)(2 dfdf .Άρα 4Δmin  τετρ. μονάδες. 

★  

 20o: Θεωρούμε τις συναρτήσεις RR
e

e
e

f ,,
4

4
22)2(

2

2

4
)( . 

α) Να βρείτε από τις παραπάνω συναρτήσεις εκείνη τη συνάρτηση f που το εμβαδόν του 

χωρίου Ω  που ορίζεται από τον άξονα χχ ,την fC  και τις ευθείες 1,0 χχ  είναι ελά-

χιστο. 
β) Θεωρούμε τη συνάρτηση του ερωτήματος α).Δείξτε ότι είναι αντιστρέψιμη και  να βρείτε 

το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη 1f
C ,τον άξονα  και τις ευθείες με 

εξισώσεις )1(),0( ff . 

Λύση 

α) Για κάθε R  η f  είναι συνεχής και για κάθε 0)(],1,0[ f ,οπότε το εμβαδόν του χωρί-

ου Ω είναι: 

1

0

1

0

1

0

4
1

0

1

0
)

4

2
2(2)2()

2
2(

4
)()()( d

e
dde

e
dfdf  

...
4

4
2]

2

2
[2)2(]

2
[

4

4
1

0

1

0 e
e

e
22)2(

2

1

4

4
. 

Θεωρούμε τη συνάρτηση Rg ,22)2(
2

1

4

4
)( . 

Η συνάρτηση g  είναι παραγωγίσιμη με )22)(1(23)(g . 

.10)(
022

g  

                           κ                          1                        
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                      )(g                -              0             + 

                   

                      )(g                ➴                          ➶ 

                                                     
4

11
)1(g  

                                                       ολ.ελαχ. 

Άρα το χωρίο Ω έχει ελάχιστο εμβαδόν όταν κ=1. 

Συνεπώς η ζητούμενη συνάρτηση είναι 
e

e
e

f
4

1
2

2

2

1
)( . 

β) Για τη συνάρτηση R
e

e
e

f ,
4

1
2

2

2

1
)(  έχουμε ότι είναι παραγωγίσιμη με 

01
2

212

2

1
)( e

e
e

e
f .Συνεπώς η f  είναι γνησίως αύξουσα,οπότε είναι "11"  και άρα 

είναι αντιστρέψιμη. 

Έχουμε )(lim f
x

 και  )(lim f
x

.Άρα το πεδίο ορισμού της 
1f  είναι το  

.)( RRf Αφού η f  είναι συνεχής και η 
1f  είναι συνεχής (η fC  είναι συνεχόμενη γραμμή,οπότε 

και η 1f
C αφού είναι συμμετρική της fC  ως προς την ευθεία  είναι συνεχόμενη γραμμή). 

Επειδή η f  είναι γνησίως αύξουσα έχουμε ).1()0( ff Αν δεχτούμε ότι για κάποιο )]1(),0([ ffρ  

είναι 0)(1 ρf ,από τη μονοτονία της f  προκύπτει )0())(( 1 fρff  

)0(fρ .Άτοπο.Άρα για κάθε )]1(),0([ ffχ  είναι 0)(1 χf . 

Το ζητούμενο εμβαδόν είναι 
)1(

)0(
1

1 )(Δ
f

f
χdχf  τετρ.μονάδες. 

Θέτουμε )()(1 ωfχωχf  (1) και έχουμε ωdωfχd )( . 

Για )0(fχ  0)()0()1(
"11"

ωωff
f

 και για  )1(fχ  1)()1()1(
"11"

ωωff
f

. 

Άρα 
1

0

1

0
1
0

1

0

1

0
1

1 )(
4

1

2

7
)()]([)()())((Δ ωdωf

e
ωdωfωfωωdωfωωdωfωff  (2). 

Από το ερώτημα α) έχουμε 
4

11
)(

1

0
ωdωf ,οπότε από την (2) παίρνουμε 

e

e

4

13
1  τετρ.μον. 
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