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Ε Μ Β Α ∆ Ο Ν   Ε Π Ι Π Ε ∆ Ο Υ   Χ Ω Ρ Ι Ο Υ 
 
 

 
 
 

E N O T H T A 1η  
 
Θεωρητική προσέγγιση 
 
Η έννοια του ορισµένου ολοκληρώµατος παρουσιάστηκε αρχικά σαν µία µέθοδος υπολογισµού του 
εµβαδού επίπεδου σχήµατος µε προσέγγιση από εµβαδά απλών σχηµάτων.Η µέθοδος αυτή εφαρµό-
στηκε για πρώτη φορά από τον Αρχιµήδη για τον υπολογισµό του εµβαδού κύκλου,παραβολικού χω-
ρίου κ.τ.λ  και είναι γνωστή ως «µέθοδος της εξάντλησης». 
Αυστηρή εισαγωγή στην έννοια του ορισµένου ολοκληρώµατος έγινε πρώτα από τον Riemann στα 
µέσα του 19ου αιώνα και µετά ακολούθησαν γενικεύσεις της έννοιας αυτής από τον Lebesque. 
Σήµερα η έννοια του ορισµένου ολοκληρώµατος δεν περιορίζεται µόνο για την έκφραση εµβαδών αλ-
λά επεκτείνεται στην έκφραση εννοιών της φυσικής, της θεωρίας των πιθανοτήτων,της στατιστικής 
κ.τ.λ. 

 
 
Α. Εµβαδόν επίπεδου χωρίου που ορίζεται από τη γραφική παράσταση συνάρτησης 
 

Έστω µια συνάρτηση f  συνεχής στο [ , ]α β  και Ω  το χωρίο που ορίζεται από την 
fC ,τον άξονα χ χ′  

και τις ευθείες χ α=  και χ β= . 

 

����α. Όταν ( ) 0f χ ≥  για κάθε [ , ]χ α β∈ ,τότε το εµβαδόν του χωρίου Ω  είναι η γεωµετρική ερµηνεία 

του ορισµένου ολοκληρώµατος 

 

δηλαδή ( ) ( )f d
β

α
χ χΕ Ω = ∫ . 

 

����β. Όταν ( ) 0f χ ≤  για κάθε [ , ]χ α β∈ ,τότε είναι ( ) 0f χ− ≥  για κάθε [ , ]χ α β∈ .Οι γραφικές παρα-

στάσεις των συναρτήσεων ,f f−  στο [ , ]α β  είναι συµµετρικές ως προς τον άξονα χ χ′ . 

Έστω 
1

Ω  το χωρίο που ορίζεται από την fC− ,τον χ χ′  και τις ευθείες χ α=  και χ β= .Λόγω της συµ-

µετρίας των χωρίων Ω  και 
1

Ω τα εµβαδά τους είναι ίσα και σύµφωνα µε το α) έχουµε: 

1
( ) ( ) [ ( )] ( ) ( )f d f d f d

β β β

α α α
χ χ χ χ χ χΕ Ω = Ε Ω = − = − =∫ ∫ ∫ . 



 

 

2 

 

 

����γ. Αν η f  δεν διατηρεί σταθερό πρόσηµο στο [ , ]α β ,τότε το εµβαδόν του χωρίου Ω  θα είναι το ά-

θροισµα των εµβαδών των χωρίων που βρίσκονται πάνω και κάτω από τον άξονα χ χ′ .Άρα το ( )Ε Ω  θα 

ισούται µε το αλγεβρικό άθροισµα  των αντίστοιχων ορισµένων ολοκληρωµάτων. 

 

Για το παραπάνω σχήµα 
1 2 3

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f d f d f d
κ λ β

α κ λ
χ χ χ χ χ χΕ Ω = Ε Ω +Ε Ω +Ε Ω = − + − =∫ ∫ ∫  

( ) ( ) ( ) ( )f d f d f d f d
κ λ β β

α κ λ α
χ χ χ χ χ χ χ χ+ + =∫ ∫ ∫ ∫ . 

 

����δ. Συνοψίζοντας όλες τις παραπάνω περιπτώσεις το εµβαδόν του χωρίου Ω  δίνεται από τον τύπο 

 Ε Ω = ∫( ) ( )f d
ββββ

αααα
χ χχ χχ χχ χ . 

 
���� Σχόλιο 
 

Για να βρούµε το εµβαδόν του χωρίου που ορίζεται από τη γραφική παράσταση της συνάρτησης f  

τον άξονα χ χ′  και τις ευθείες χ α=  και χ β=  µε α β< ,ενεργούµε ως εξής: 

● Εξασφαλίζουµε ότι η f  είναι συνεχής στο [ , ]α β . 

● Το ζητούµενο εµβαδόν είναι ( )f d
β

α
χ χΕ = ∫ .Βρίσκουµε το πρόσηµο της f  στο [ , ]α β  και υπο-

λογίζουµε το ολοκλήρωµα. 

Το πρόσηµο της f  πολλές φορές καθορίζεται µε τη βοήθεια της µονοτονίας της. 

Σηµείωση: Όταν µας ζητάνε να βρούµε το εµβαδόν του χωρίου που ορίζεται από την fC  και τον άξο-

να χ χ′ ,βρίσκουµε τα σηµεία τοµής της 
f

C  µε τον άξονα χ χ′  λύνοντας την εξίσωση ( ) 0f χ = .Η 

µικρότερη ρίζα και η µεγαλύτερη ρίζα της εξίσωσης δίνουν τις ευθείες χ α=  και χ β=  από τις ο-

ποίες καθορίζεται το χωρίο. 
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Εφαρµογή 1η 

∆ίνεται η συνάρτηση 
3

( ) 2f χ χ χ= + − .Να βρείτε το εµβαδόν του χωρίου που ορίζεται από την 

fC ,τον άξονα χ χ′  και τις ευθείες 0χ =  και 2χ = . 

Λύση 

f
D R= .Η f  ως πολυωνυµική είναι συνεχής,οπότε είναι συνεχής στο [0,2] . 

Το ζητούµενο εµβαδόν είναι 
2

0
( )f dχ χΕ = ∫ . 

2
( ) ( 1)( 2)f χ χ χ χ= − + + .Για κάθε Rχ ∈  είναι 

2
2 0χ χ+ + > ,γιατί η διακρίνουσα του τριωνύµου 

είναι αρνητική.Άρα ( ) 0f χ ≤  για κάθε [0,1]χ ∈  και ( ) 0f χ ≥  για κάθε [1,2]χ ∈ . 

1 2
4 2 4 2

1 2

0 1
0 1

9
( ) ( ) 2 2

4 2 4 2 2
f d f d

χ χ χ χ
χ χ χ χ χ χ

   
Ε = − + = − + − + + − =   

   
∫ ∫  τετρ.µονάδες. 

 
Εφαρµογή 2η 

∆ίνεται η συνάρτηση 
3

( ) 4f χ χ χ= − .Να βρείτε το εµβαδόν του χωρίου που ορίζεται από την 
fC  και 

τον άξονα χ χ′ . 

Λύση 

fD R= .
2

2

0

( ) 0 ( 4) 0

4 0 2 2

f ή

ή

χ
χ χ χ

χ χ χ

=


= ⇔ − = ⇔ 
 − = ⇔ = − =

. 

Η f  ως πολυωνυµική είναι συνεχής,οπότε είναι συνεχής στο [ 2, 2]− .Το ζητούµενο εµβαδόν είναι  

2

2
( )f dχ χ

−
Ε = ∫ . 

2
( ) ( 4)f χ χ χ= − . 

 
   χ  

 

2−                 0                    2     
 
   χ  

 
 

 

        −       0         +  

 
 

 
2

4χ −  

 

 0         −  
 

        −        0  

 

( )f χ  

 

 0        +       0         −        0  
                                    

 
 
 
 

 

Με βάση τον παραπάνω πίνακα έχουµε 

0 2
4 4

0 2
2 2

2 0
2 0

( ) ( ) 2 2
4 4

f d f d
χ χ

χ χ χ χ χ χ
−

−

   
Ε = − = − − − =   

   
∫ ∫  

8  τετρ.µονάδες. 
 
Εφαρµογή 3η 

Θεωρούµε τη συνάρτηση ( )f e
χχ χ= − .Να βρείτε το εµβαδόν του χωρίου που ορίζεται από την 

f
C ,τον άξονα χ χ′  και τις ευθείες 1χ =  και 2χ = . 

Λύση 

fD R= .Η f  είναι συνεχής στο R  ως διαφορά συνεχών συναρτήσεων,οπότε είναι συνεχής στο [1,2] . 

Το ζητούµενο εµβαδόν είναι 
2

1
( )f dχ χΕ = ∫ . 

Η f  είναι παραγωγίσιµη µε ( ) 1f e
χχ′ = − .Για κάθε 0 , 1 1 0 ( ) 0e e f

χ χχ χ′> > ⇔ − < ⇔ < .Άρα η f  

είναι γνησίως φθίνουσα στο (0, )+∞ ,οπότε 1 2 (2) ( ) (1) 1 0f f f eχ χ≤ ≤ ⇒ ≤ ≤ = − < . 
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Συνεπώς για κάθε [1,2]χ ∈  είναι ( ) 0f χ < . 

2
2

2 2
2

1 1
1

3
( ) ( )

2 2
f d e d e e e

χ χ χ
χ χ χ χ

 
Ε = − = − = − = − − 

 
∫ ∫  τετρ.µον. 

Σηµείωση: Το πρόσηµο της f  στο [1,2]  µπορούµε να το βρούµε και ως εξής: 

2
1 2 e e e

χχ≤ ≤ ⇔ ≤ ≤ .
( )

2

2

1 2

1 2 ( ) 0e e e f

e e e

χ

χ

χ
και χ χ

+
≤ ≤

 ⇒ − ≤ − ≤ − ⇒ <
− ≤ − ≤ −

. 

 
 

Β. Εµβαδόν χωρίου που ορίζεται από τις γραφικές παραστάσεις δύο συναρτήσεων 
 

Έστω ,f g  συνεχείς συναρτήσεις στο [ , ]α β  και Ω  το χωρίο που περικλείεται από τις ,f gC C  και τις 

ευθείες χ α=  και χ β= . 

 

����α. Αν ( ) ( ) 0f gχ χ≥ ≥  για κάθε [ , ]χ α β∈  και 
1 2
,Ω Ω  τα χωρία που ορίζονται αντίστοιχα από τις 

,f gC C  ,τον άξονα χ χ′  και τις ευθείες χ α=  και χ β= ,τότε το εµβαδόν του χωρίου Ω  είναι  

1 2
( ) ( ) ( ) ( ) ( )f d g d

β β

α α
χ χ χ χΕ Ω = Ε Ω −Ε Ω = −∫ ∫ [ ( ) ( )]f g d

β

α
χ χ χ= −∫ . 

 
 

����β. Αν ( ) ( )f gχ χ≥  για κάθε [ , ]χ α β∈ ,επειδή οι ,f g  είναι συνεχείς στο [ , ]α β  θα υπάρχει σταθερά 

c R∈  τέτοια,ώστε ( ) ( ) 0f c g cχ χ+ ≥ + ≥  για κάθε [ , ]χ α β∈ . 

 
Το εµβαδόν του χωρίου 

1
Ω  που περικλείεται από τις γραφικές παραστάσεις των ,f c g c+ +  και τις ευ-

θείες χ α=  και χ β=  είναι ίσο µε το εµβαδόν του χωρίου Ω  λόγω µετατόπισης του Ω . 

Σύµφωνα µε το α) 
1

( ) ( ) [( ( ) ) ( ( ) )] [ ( ) ( )]f c g c d f g d
β β

α α
χ χ χ χ χ χΕ Ω = Ε Ω = + − + = −∫ ∫ . 
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����γ. Αν η διαφορά ( ) ( )f gχ χ−  δεν διατηρεί σταθερό πρόσηµο στο [ , ]α β ,τότε το εµβαδόν του χωρίου 

Ω  µε βάσει τα παραπάνω είναι το αλγεβρικό άθροισµα των ολοκληρωµάτων µε πρώτο άκρο ολοκλήρω-

σης το α ,ενδιάµεσα άκρα ολοκλήρωσης τις τετµηµένες των κοινών σηµείων των ,f gC C  στο [ , ]α β  και 

τελευταίο άκρο ολοκλήρωσης το β .  

 

Έτσι για το παραπάνω σχήµα είναι 
1 2

( ) ( ) ( ) [ ( ) ( )]f g d
κ

α
χ χ χΕ Ω = Ε Ω +Ε Ω = − +∫  

[ ( ) ( )] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )g f d f g d f g d f g d
β κ β β

κ α κ α
χ χ χ χ χ χ χ χ χ χ χ χ− = − + − = −∫ ∫ ∫ ∫ .  

 

����δ. Συνοψίζοντας τις παραπάνω περιπτώσεις το εµβαδόν του χωρίου Ω  δίνεται από τον τύπο  

Ε Ω = −∫( ) ( ) ( )f g d
ββββ

αααα
χ χ χχ χ χχ χ χχ χ χ . 

 
���� Σχόλιο 
 
Για να βρούµε το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τις γραφικές παραστάσεις των συναρτή-

σεων ,f g  και τις ευθείες χ α=  και χ β=   µε α β< ,ενεργούµε ως εξής: 

● Εξασφαλίζουµε ότι οι συναρτήσεις είναι συνεχείς στο [ , ]α β ,οπότε και η διαφορά τους είναι συνε-

χής συνάρτηση στο [ , ]α β . 

● Το ζητούµενο εµβαδόν δίνεται από τον τύπο ( ) ( )f g d
β

α
χ χ χΕ = −∫ .Βρίσκουµε το πρόσηµο της 

διαφοράς ( ) ( )f gχ χ−  στο [ , ]α β  και υπολογίζουµε το ολοκλήρωµα. 

Σηµείωση  

● Όταν το ζητούµενο εµβαδόν καθορίζεται από τη γραφική παράσταση της συνάρτησης f  και την 

εφαπτοµένη της 
f

C σε ένα σηµείο της,τότε για το πρόσηµο της διαφοράς θα µας βοηθήσει η κυρτό-

τητα της f . 

● Όταν µας ζητάνε να βρούµε το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τις ,f gC C ,βρίσκουµε τις 

τετµηµένες των  κοινών σηµείων των δύο γραφικών παραστάσεων, λύνοντας την εξίσωση 

( ) ( )f gχ χ= .Η µικρότερη και η µεγαλύτερη ρίζα της εξίσωσης δίνουν τις ευθείες χ α=  και χ β=  

από τις οποίες καθορίζεται το χωρίο. 
Προσοχή 

Όταν το χωρίο του οποίου ζητάµε το εµβαδόν δεν καθορίζεται µόνο από τις ,f gC C  και τις ευθείες 

χ α=  και χ β= ,τότε χρειαζόµαστε σχήµα µε βάση το οποίο το ζητούµενο εµβαδό προκύπτει ως 

αλγεβρικό άθροισµα επιµέρους εµβαδών. 
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Εφαρµογή 1η 

∆ίνονται οι συναρτήσεις ( ) , ( )f gχ ηµχ χ χ= = .Να βρείτε το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται 

από τις ,f gC C  και τις ευθείες 0χ =  και χ π= . 

Λύση 

,
f g

D R D R= = .Οι ,f g  είναι συνεχείς, οπότε είναι συνεχείς στο [0, ]π . 

Το ζητούµενο εµβαδόν είναι 
0

( ) ( )f g d
π

χ χ χΕ = −∫ . 

Έχουµε ηµχ χ≤  για κάθε Rχ ∈ .Άρα για κάθε [0, ]χ π∈  είναι 0ηµχ χ χ ηµχ≤ ⇔ − ≥ . 

 Άρα 

2 2 2

0
0

4
( ) 2

2 2 2
d

π
π χ π π
χ ηµχ χ συνχ

  −
Ε = − = + = − = 

 
∫  τετρ.µονάδες. 

Εφαρµογή 2η 

∆ίνονται οι συναρτήσεις 
3 2

( ) 2 , ( ) 2f gχ χ χ χ χ= − = − .Να βρείτε το εµβαδόν του χωρίου που περι-

κλείεται από τις ,f gC C . 

Λύση 

f g
D D R= = .

3 2 3 2 2
( ) ( ) 2 2 2 2 0 ( 1)( 2) 0f gχ χ χ χ χ χ χ χ χ χ= ⇔ − = − ⇔ − − + = ⇔ − − = ⇔  

1χ = ±  ή 2χ = . 

Οι συναρτήσεις ,f g  είναι συνεχείς στο 1 2−[ , ] , οπότε το ζητούµενο εµβαδόν είναι 
2

1
( ) ( )f gχ χ

−
Ε = −∫ . 

3 2 2
( ) ( ) 2 2 ( 1)( 2)f gχ χ χ χ χ χ χ− = − − + = − − . 

 
      
        χ  

 

1−                    1                     2  

    
2

1χ −   0         −         0         +   

    2χ −           −          −          0  

( ) ( )f gχ χ−   0         +         0         −          0  

 

Έχουµε ( ) ( ) 0f gχ χ− ≥  για κάθε [ 1,1]χ ∈ −  και ( ) ( ) 0f gχ χ− ≤  για κάθε [1, 2]χ ∈ . 

Άρα 
1 2

3 2 3 2

1 1
( 2 2) ( 2 2)d dχ χ χ χ χ χ χ χ

−
Ε = − − + − − − + =∫ ∫  

1 2
4 3 2 4 3 2

1 1

2 2 37
2 2 ...

4 3 2 4 3 2 12
−

   
− − + − − − + = =   

   

χ χ χ χ χ χ
χ χ  τετρ.µονάδες. 

 
Εφαρµογή 3η 

Θεωρούµε τη συνάρτηση 
3

( )f χ χ= . 

Να βρείτε: 

i. Την εφαπτοµένη  ε  της 
f

C  στο σηµείο (1, (1))fΑ . 

ii. Το εµβαδόν του χωρίου Ω  που περικλείεται από την fC ,τον άξονα χ χ′  και την ε . 
iii. Την ευθεία χ α=  η οποία χωρίζει το Ω  σε δύο ισεµβαδικά χωρία. 

Λύση 

fD R= . 

i. H f  είναι παραγωγίσιµη µε 
2

( ) 3f χ χ′ = . 

Η εξίσωση της εφαπτοµένης ε  είναι : (1) (1)( 1) 3 2f fε ψ χ ψ χ′− = − ⇔ = − . 
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ii. 

 

Για 0ψ =  από την εξίσωση της εφαπτοµένης παίρνουµε 
2

3
χ = .Άρα η ε  τέµνει τον άξονα χ χ′  στο ση-

µείο 
2

( ,0)
3

Β . 

Έστω 
1
Ε  το εµβαδόν του χωρίου που ορίζεται από την fC ,τον άξονα χ χ′  και τις ευθείες 0χ =  και 

1χ = . 

Η f  είναι συνεχής στο [0,1]  µε ( ) 0f χ ≥  για κάθε [0,1]χ ∈ .Άρα 

1
4

1
3

1
0

0

1

4 4
d

χ
χ χ

 
Ε = = = 

 
∫  τετρ.µον 

Το εµβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ  είναι 
1 1

( ) ( )( )
2 6

ΑΒΓ = ΒΓ ΑΓ =  τετρ.µονάδες. 

Το ζητούµενο εµβαδόν είναι 
1

1
( ) ( )

12
Ε Ω = Ε − ΑΒΓ =  τετρ.µονάδες. 

iii. Αρχικά πρέπει 0 1α< < .Το εµβαδόν του χωρίου που ορίζεται από την 
f

C ,τον άξονα χ χ′  και τις 

ευθείες 0χ =  και χ α=  είναι 

4 4
3

2
0

0
4 4

d

α
α χ α
χ χ

 
Ε = = = 

 
∫ . 

Θέλουµε 

4 40 1
4

2 4

( ) 1 1 1 216

2 4 24 6 66

αα
α α α

< <Ε Ω
Ε = ⇔ = ⇔ = ⇔ = ⇔ = .Άρα η ζητούµενη ευθεία είναι η 

4 216

6
χ = . 
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Ε Ν Ο Τ Η Τ Α 2η 
 

Β Α Σ Ι Κ Ε Σ  Γ Ν Ω Σ Ε Ι Σ 
 
����α. Αν η συνάρτηση f  είναι συνεχής στο [ , ]α β  µε ( ) 0f χ ≥  για κάθε [ , ]χ α β∈ ,τότε 

( ) 0f d
β

α
χ χ ≥∫ . 

����β. Αν η συνάρτηση f  είναι συνεχής στο [ , ]α β  µε ( ) 0f χ ≥  για κάθε [ , ]χ α β∈  και δεν είναι παντού 

µηδέν στο [ , ]α β ,τότε ( ) 0f d
β

α
χ χ >∫ . 

����γ. Αν ,f g  συνεχείς συναρτήσεις στο [ , ]α β  µε ( ) ( ) (1)f gχ χ≤  για κάθε [ , ]χ α β∈ ,τότε 

( ) ( )f d g d
β β

α α
χ χ χ χ≤∫ ∫ . 

Απόδειξη 

Η συνάρτηση ( ) ( ) ( ), [ , ]h g fχ χ χ χ α β= − ∈  είναι συνεχής ως διαφορά συνεχών συναρτήσεων. 

Για κάθε ],[ βαχ ∈  λόγω της  (1)  είναι ( ) 0 ( ) ( ) 0 [ ( ) ( )] 0h g f g f d
β

α
χ χ χ χ χ χ≥ ⇔ − ≥ ⇒ − ≥ ⇔∫  

∫∫∫∫ ≤⇔≥−
β

α

β

α

β

α

β

α
χχχχχχχχ dgdfdfdg )()(0)()( . 

����δ. Αν ,f g  συνεχείς συναρτήσεις στο [ , ]α β  µε ( ) ( )f gχ χ≤  για κάθε [ , ]χ α β∈  και οι συναρτήσεις 

δεν είναι ίσες στο [ , ]α β ,τότε ( ) ( )f d g d
β β

α α
χ χ χ χ<∫ ∫ . 

 
 

Α Σ Κ Η Σ Ε Ι Σ 
 

1η: Η συνάρτηση f  είναι συνεχής στο [1,3]  µε (2) 0f ≠ .Θεωρούµε τη συνάρτηση 

( )3
2008 4

1
( ) 5 ( ) 2 1g f dχ χ χ χ χ= + −∫ . 

i. ∆είξτε ότι η εξίσωση ( ) 0g χ =  στο (0, )+∞  έχει ακριβώς µία ρίζα. 

ii. Να βρείτε το εµβαδόν ( )Ε Ω  του χωρίου Ω  που ορίζεται από την 
gC ,τους άξονες ,χ χ ψ ψ′ ′  και 

την ευθεία χ ρ= ,όπου ρ  η θετική ρίζα της εξίσωσης ( ) 0g χ = . 

Λύση 

Το πεδίο ορισµού της g  είναι το R . 

i. Έχουµε 
2008

( ) 0f χ ≥  για κάθε [1,3]χ ∈ .Αφού (2) 0f ≠  η 
2008

f  δεν είναι παντού µηδέν στο 

[1,3] ,εποµένως 
3

2008

1
( ) 0f dχ χ >∫ . 

Η g  είναι συνεχής και (0) 1 0g = − < ,
3

2008

1

1 5
( ) ( ) 0
2 16

g f dχ χ= >∫ .Άρα 
1

(0) ( ) 0
2

g g < ,οπότε σύµφω-

να µε το θεώρηµα του Bolzano υπάρχει ένα τουλάχιστον 
1

(0, )
2

ρ∈  τέτοιο,ώστε ( ) 0g ρ = . 

Η g  είναι παραγωγίσιµη ως πολυωνυµική µε ( )3
2008 3

1
( ) 20 ( ) 2g f dχ χ χ χ′ = +∫ .Για κάθε [0, )χ ∈ +∞  

είναι ( ) 0g χ′ > ,οπότε στο [0, )+∞  η g  είναι γνησίως αύξουσα.Άρα το ρ  είναι το µόνο σηµείο µηδενι-

σµού της g  στο (0, )+∞ . 

ii. Από το ερώτηµα i) είναι ( )3 3
2008 4 2008

41 1

1 2
( ) 0 5 ( ) 2 1 0 ( )

5
g f d f d

ρ
ρ χ χ ρ ρ χ χ

ρ
−

= ⇔ + − = ⇔ =∫ ∫ . 

Αφού η g  είναι γνησίως αύξουσα στο [0, )+∞  έχουµε 0 (0) ( ) ( ) ( ) 0g g g gχ ρ χ ρ χ≤ ≤ ⇒ ≤ ≤ ⇒ ≤ . 
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Είναι 
3

2008 4

0 0 0 1
( ) ( ) ( ) 5( ( ) ) 2 1g d g d f d d

ρ ρ ρ
χ χ χ χ χ χ χ χ χ Ε Ω = = − = − + − =  ∫ ∫ ∫ ∫  

5
3 3

2008 4 2008 2

01 0 0 1
0

5( ( ) ) (2 1) 5( ( ) )
5

f d d d f d

ρ
ρ ρ ρχ

χ χ χ χ χ χ χ χ χ χ
 

 − − − = − − − =   
 

∫ ∫ ∫ ∫  

2 2
3

2008 5 2 2

1

2 4 3
( ( ) )

5 5
f d

ρ ρ ρ ρ
χ χ ρ ρ ρ ρ ρ

− −
− − + = − − + =∫  τετρ.µονάδες. 

 

2η: α. Η συνάρτηση :[ , ]f Rα β →  είναι συνεχής µε 
2
( ) 0f d

β

α
χ χ =∫ .∆είξτε ότι ( ) 0f χ =  για κάθε 

[ , ]χ α β∈ . 

β. Η συνάρτηση :[1,4]g R→  είναι συνεχής και 
4 4

2

1 1

( )
( ) 2 ln 2 2 (1)

g
g d d

χ
χ χ χ

χ
+ =∫ ∫ . 

i. Να βρείτε το εµβαδόν Ε  του χωρίου που ορίζεται από την 
gC ,τον άξονα χ χ′  και τις ευθείες 1χ =  

και 4χ = . 

ii. Για ένα µιγαδικό w  έχουµε 1w− = Ε .Να δείξετε ότι 

2
3

2

w
w w

−
− ≤ ≤ . 

iii. ∆είξτε ότι υπάρχει ακριβώς ένα (1,4)ξ ∈  τέτοιο,ώστε 
1

( )
3 6

g
ξ

ξ = − . 

Λύση 

α. Έστω ότι για κάποιο 
0

[ , ]χ α β∈  είναι 
0

( ) 0f χ ≠ .Έχουµε 
2
( ) 0f χ ≥  για κάθε [ , ]χ α β∈  και η 

2
f  

δεν είναι παντού µηδέν στο [ , ]α β ,οπότε 
2
( ) 0f d

β

α
χ χ >∫ .Άτοπο.Άρα ( ) 0f χ =  για κάθε [ , ]χ α β∈ . 

β. i.
4 4

2

1 1

( )
(1) ( ) 2 ln 4 0

g
g d d

χ
χ χ χ

χ
⇔ − + = ⇔∫ ∫

4 4
2 4

1
1 1

( )
( ) 2 [ln ] 0

g
g d d

χ
χ χ χ χ

χ
− + = ⇔∫ ∫  

4 4 4
2

1 1 1

( ) 1
( ) 2 0

g
g d d d

χ
χ χ χ χ

χχ
− + = ⇔∫ ∫ ∫

4
2

1

( ) 1
[ ( ) 2 ] 0

g
g d

χ
χ χ

χχ
− + = ⇔∫  

4
2

1

1
( ( ) ) 0g dχ χ

χ
− =∫ .Σύµφωνα µε το α) πρέπει 

1 1
( ) 0 ( )g gχ χ

χ χ
− = ⇔ =  για κάθε [1,4]χ ∈  

Η g  είναι συνεχής στο [1,4]  µε ( ) 0g χ > .Άρα το ζητούµενο εµβαδόν είναι 
4

1
( )g dχ χΕ = =∫  

44 4

1 1 1

1
( ) 2 2g d dχ χ χ χ

χ
 = = = ∫ ∫  τετρ.µονάδες. 

ii. Έχουµε 
2

1 2 1 4 ( 1)( 1) 4 ( 1)( 1) 4 ( ) 3w w w w w w ww w w− = ⇔ − = ⇔ − − = ⇔ − − = ⇔ − + = ⇔  

2

2 3
2 Re( ) 3 Re( )

2

w
w w w

−
− = ⇔ = . 

Αρκεί να δείξουµε ότι: 
2 2

Re( ) Re( ) Re( ) (Re( )) (Im( ))w w w w w w w w− ≤ ≤ ⇔ ≤ ⇔ ≤ + ⇔  

2 2 2 2
(Re( )) (Re( )) (Im( )) (Im( )) 0w w w w≤ + ⇔ ≥ ,που ισχύει. 

iii. 1ος τρόπος: 
1 1 1

( )
3 6 3 6

g
ξ ξ

ξ
ξ

= − ⇔ = − . 

Θεωρούµε τη συνάρτηση 
1 1 1

( ) , [1,4]
3 6

φ χ χ χ
χ

= − + ∈ . 
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Η φ  είναι συνεχής στο [1,4]  και 
5 2

(1) 0, (4) 0
6 3

φ φ= > = − < ,οπότε (1) (4) 0φ φ < .Σύµφωνα µε το θεώ-

ρηµα του Bolzano υπάρχει ένα τουλάχιστον (1,4)ξ ∈  τέτοιο,ώστε 
1 1

( ) 0
3 6

ξ
φ ξ

ξ
= ⇔ = + . 

Η φ  είναι παραγωγίσιµη στο [1,4]  µε 
1 1 1 1

( ) 0
3 32 2

φ χ
χ χ χ χ

 
′ = − − = − + <  

 
,οπότε η φ  είναι γνη-

σίως φθίνουσα και άρα το ξ  είναι µοναδικό. 

2ος τρόπος: Θεωρούµε τη συνάρτηση 

2

1

1
( ) ( ) , [1,4]

6 6
h g t dt

χ χ
χ χ χ= − + ∈∫ . 

Η h  είναι συνεχής στο [1,4]  ως πράξεις συνεχών συναρτήσεων,παραγωγίσιµη στο (1,4)  ως πράξεις πα-

ραγωγισίµων συναρτήσεων µε 
1

( ) ( )
3 6

h g
χ

χ χ′ = − + .Επιπλέον (1) (4) 0h h= = . 

Σύµφωνα µε το θεώρηµα του Rolle υπάρχει ένα τουλάχιστον (1,4)ξ ∈  τέτοιο,ώστε ( ) 0h ξ′ = ⇔  

1
( )

3 6
g

ξ
ξ = − . 

Η h′  είναι παραγωγίσιµη µε 
1 1

( ) 0
32

h ξ
χ χ

 
′′ = − + <  

 
.Άρα η h′  είναι γνησίως φθίνουσα,οπότε το ξ  

είναι µοναδικό. 
 

3η: ∆ίνεται η συνάρτηση 
, 0

( )
ln , 0

f
χ χ

χ
χ χ χ

≤
= 

>
. 

i. Να βρείτε το εµβαδόν ( )Ε Ω του χωρίου Ω  που ορίζεται από την 
f

C ,τον άξονα χ χ′  και τις ευθεί-

ες 1χ = −  και 1χ = . 

ii. ∆είξτε ότι υπάρχει ευθεία 1: ,= + < −ε ψ χ κ κε ψ χ κ κε ψ χ κ κε ψ χ κ κ  τέτοια,ώστε το χωρίο που περικλείεται από την 

fC ,την εεεε  και τις ευθείες 1χ = και eχ =  να είναι ισοδύναµο του Ω . 

Λύση 

i. Στο [ 1,0)−  η f  είναι συνεχής .Επίσης στο (0,1]  η f είναι συνεχής ως γινόµενο συνεχών συναρτήσε-

ων. (0) 0f = .
0 0

lim ( ) lim 0 (0)f f
χ χ

χ χ
− −→ →

= = = .

( )
0( )

0 0 0 0 0

2

1

ln (ln )
lim ( ) lim ( ln ) lim lim lim

1 1
1

f
χ χ χ χ χ

χ χ χχ χ χ

χ χχ

+ + + + +

−∞
−∞ +∞

→ → → → →

′
= = = = =

′  −
 
 

0

lim ( ) 0 (0)f
χ

χ
+→
− = = .Άρα η f  

είναι συνεχής στο µηδέν,οπότε είναι συνεχής στο [ 1,1]− . 

Το ζητούµενο εµβαδόν είναι 
1

1
( ) ( )f dχ χ

−
Ε Ω = ∫ . 

Είναι ( ) 0f χ ≤  για κάθε [ 1,0]χ ∈ −  και ( ) 0f χ ≤  για κάθε (0,1]χ ∈ .Άρα για κάθε [ 1,1]χ ∈ −  έχουµε 

( ) 0f χ ≤ ,οπότε 
1

1
( ) ( )f dχ χ

−
Ε Ω = −∫  (1). 

Εδώ πρέπει να παρατηρήσουµε ότι δεν µπορούµε το 
1

1
( )f dχ χ

−∫  να το γράψουµε 
0 1

1 0
lnd dχ χ χ χ χ

−
+∫ ∫  

γιατί ο ln χ  δεν ορίζεται στο µηδέν. 

Αφού η f  είναι συνεχής στο [ 1,1]−  υπάρχει παράγουσα της f  στο [ 1,1]− . 
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Στο [ 1,0]−  το σύνολο των παραγουσών της f  είναι 

2

1
2

d c
χ

χ χ = +∫ . 

Στο (0,1]  το σύνολο των παραγουσών της f  είναι 

2

ln ln
2

d d
χ

χ χ χ χ χ
′ 

= = 
 

∫ ∫  

2 2 2

2
ln ln

2 2 2 4
d c

χ χ χ χ
χ χ χ− = − +∫ . 

Θεωρούµε τη συνάρτηση 

2

1

2 2

2

, [ 1,0]
2

( )

ln , (0,1]
2 4

c

G

c

χ
χ

χ
χ χ

χ χ


+ ∈ −

= 
 − + ∈

. 

Θέλουµε η G  να είναι παραγωγίσιµη στο µηδέν.Απαιτούµε η G  να είναι συνεχής στο µηδέν γιατί σε δια-
φορετική περίπτωση δεν µπορεί να είναι παραγωγίσιµη στο µηδέν. 

2

1 1
0 0

lim ( ) lim ( ) (0)
2

G c c G
χ χ

χ
χ

− −→ →
= + = = ,

2 2

2 2
0 0

lim ( ) lim ( ln ) ...
2 4

G c c
χ χ

χ χ
χ χ

+ +→ →
= − + = = . 

Άρα η G  είναι συνεχής στο µηδέν αν και µόνο αν 
1 2

c c= . 

Αν 
1 2

c c= ,έχουµε 
0 0

( ) (0)
lim lim 0

0 2

G G

χ χ

χ χ
χ− −→ →

−
= =

−
, 

0 0

( ) (0) ln
lim lim ... 0

0 2 4

G G

χ χ

χ χ χ χ
χ+ +→ →

−  = − = = −  
. 

Άρα 
0

( ) (0)
lim 0 (0)

0

G G
f

χ

χ
χ→

−
= =

−
,οπότε η G  είναι παραγωγίσιµη στο µηδέν µε (0) (0)G f′ = . 

Συνεπώς,αν 
1 2

c c=  η G  είναι παραγωγίσιµη στο [ 1,1]−  µε ( ) ( )G fχ χ′ = . 

Άρα η συνάρτηση 

2

1

2 2

1

, [ 1,0]
2

( )

ln , (0,1]
2 4

c

G

c

χ
χ

χ
χ χ

χ χ


+ ∈ −

= 
 − + ∈

 εκφράζει το σύνολο των παραγουσών της f  

στο [ 1,1]− ,οπότε [ ]1 1 11

1 1 3
(1) ( ) ( ) ( (1) ( 1))

4 2 4
G G G c cχ

−
⇔Ε Ω = − = − − − = − + + =  τετρ. µονάδες. 

ii. Οι συναρτήσεις f  και ( ) , 1ψ χ χ κ κ= + < −  είναι συνεχείς στο [1, ]e ,οπότε το εµβαδόν του χωρίου 

που περικλείεται από την 
f

C  ,την ευθεία ε  και τις ευθείες 1,= = eχ χ  είναι 
1

( ) ( )Ε = −∫
e

f dχ ψ χ χ . 

Για κάθε [1, ]eχ ∈ , ( ) ( ) ln− = − −f χ ψ χ χ χ χ κ . 

Θεωρούµε τη συνάρτηση ( ) ln , [1, ]= − − ∈h eχ χ χ χ κ χ . 

Η h  είναι παραγωγίσιµη µε ( ) lnh χ χ′ = .Για κάθε (1, ]eχ ∈  είναι ( ) 0h χ′ >  και επιπλέον η h  είναι συ-

νεχής στο [1, ]e ,οπότε είναι γνησίως αύξουσα στο [1, ]e .Εποµένως 1 ( ) (1) 1 0e h hχ χ κ≤ ≤ ⇒ ≥ = − − >  

Άρα ( ) 0h χ >  για κάθε [1, ]eχ ∈ . 

Από το ερώτηµα i) έχουµε βρει 

2 2

ln ln
2 4

d c
χ χ

χ χ χ χ= − +∫ . 

2

1 1 1 1 1
1

( ln ) ln ln ( 1)
2

e
ee e e e

d d d d e
χ

χ χ χ κ χ χ χ χ χ χ κ χ χ χ κ
  Ε = − − = − − = − − − =    

∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

2 2 2 2

1

1 3
ln ( 1) ( 1)

2 4 2 2 4 4

e

e e
c e e

χ χ
χ κ κ

 
− + − + − − = − + − − 

 
. 
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Θέλουµε 

2 2
3 3

( ) ( 1)
4 4 4 4( 1)

Ε = Ε Ω ⇔ − + − − = ⇔ = −
−

e e
e

e
κ κ . 

2
2 2 2

1 4( 1) 4 4 0 ( 2) 0
4( 1)

e
e e e e e

e
− < − ⇔ > − ⇔ − + > ⇔ − >

−
 που ισχύει. 

Άρα η ευθεία 

2

:
4( 1)

= −
−

e

e
ε ψ χ ,η fC  και οι ευθείες 1χ =  και eχ =  ορίζουν χωρίο ισοδύναµο του 

Ω . 
 

4η: Θεωρούµε την παραγωγίσιµη συνάρτηση :f R R→  µε συνεχή παράγωγο για την οποία ισχύει:  

0 0
( ) ( ) ( ) ( )tf t dt f f f t dt

χ χ
χ χ χ′ ′+ = −∫ ∫  (1) για κάθε Rχ ∈ . 

Η 
f

C  διέρχεται από το σηµείο 
1

( 1, )e
−Α −  και η εφαπτοµένη της 

f
C  στο (1, (1))fΒ  είναι κάθετη 

στην ευθεία 01: =−+ψχε . 

i. Να βρείτε τον τύπο της f . 

ii. Να µελετήσετε την f  ως προς τη µονοτονία,τα ακρότατα και να βρείτε το σύνολο τιµών της. 

iii. Να βρείτε το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την 
f

C ,την εφαπτοµένη της 
f

C στο Β  

και τις ευθείες 1=χ  και 5=χ . 

Λύση 

i) 
0

0 0
(1) [ ( )] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (2)tf t f t dt f f f d f f f

χ χχ χ χ χ χ χ χ χ χ χ χ′ ′⇔ − + = − ⇔ + =∫ ∫ . 

Για κάθε 
*

Rχ ∈  ,
( ) ( ) ( )

(2) ( ) ( ) ( )
2

f f f
f f f

χ χ χ χ
χ χ χ χ χ

χχ

′ −′⇔ − = ⇔ = ⇔   

( ) ( )
(3)

f fχ χ
χ χ

′ 
= 

 
. 

● Για κάθε ( ,0)χ ∈ −∞ ,
( )

(3) ( ) (4)
1 1

f
c e f c e

χ χ χχ χ
χ

⇔ = ⇔ = . 

Είναι 

(4)
1

( 1) 1
1

f e c
−− = ⇔ = − .Άρα για κάθε ( ,0)χ ∈ −∞  ,

χχχ ef −=)( . 

● Για κάθε ),0( +∞∈χ ,
( )

(3) ( ) (5)
2 2

f
c e f c e

χ χ χχ χ
χ

⇔ = ⇔ = . 

Ο συντελεστής διεύθυνσης της ε  είναι 1−=ελ .Πρέπει (1) 1 (1) 1 (6)f fλε
′ ′= − ⇔ = . 

Για 1=χ  από την (2) λόγω της (6) παίρνουµε 
1

(1)
2

f =  και από την (5) 
2 2

1
(1)

2
f c e c

e
= ⇔ =  

Άρα για κάθε ),0( +∞∈χ ,
χχχ e

e
f

2

1
)( = . 

● Για 0=χ  από την (2) παίρνουµε 0)0( =f . 

Άρα ο τύπος της f  είναι 

, ( ,0]

( ) 1
, (0, )

2

e
f

e
e

χχ χ
χ χχ χ

 − ∈ −∞
= 

∈ +∞


. 

ii. ● Στο ( ,0)−∞  έχουµε ( ) ( 1)f e e e
χ χ χχ χ χ′ = − − = − + . 
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( ) 0 1f χ χ′ = ⇔ = − .Είναι ( ) 0f χ′ >  για κάθε ( , 1)χ ∈ −∞ −  και ( ) 0f χ′ <  για κάθε ( 1,0)χ ∈ − .  

● Στο (0, )+∞  έχουµε 
1

( ) ( ) 0
2

f e e
e

χ χχ χ′ = + > . 

Στο µηδέν η f  είναι συνεχής. 

 
 
    χ  

 

−∞              1−                   0                +∞
 

( )f χ′
 

          +         0        −  
 

 
        +  

 

( )f χ  

 

          �    ( 1)f −     �     (0)f        � 

                 τοπ.µεγ.          τοπ.ελάχ. 

 

Στα διαστήµατα ( , 1],[0, )−∞ − +∞  η f  είναι γνησίως αύξουσα και στο διάστηµα [ 1,0]−  είναι γνησίως 

φθίνουσα.Στο 1−  η f  παρουσιάζει τοπικό µέγιστο το 
1

( 1)f e
−− =  και στο 0  παρουσιάζει τοπικό ελάχι-

στο το (0) 0f = . 

( ) 1
lim ( ) lim ( ) lim lim lim lim 0

( )
f e e

e e e

χ χ
χ χ χχ χ χ χ χ χ

χ χ
χ χ

+∞ 
 +∞ 

− − −→−∞ →−∞ →−∞ →−∞ →−∞ →−∞

′− − = − = = = = =  ′ 
. 

1
lim ( ) lim ( )

2
f e

e

χ

χ χ
χ χ

→+∞ →+∞
= = +∞ . 

1 1 1
( ) ( lim ( ), ( 1)] [ (0), ( 1)] [ (0), lim ( )) (0, ] [0, ] [ , )f R f f f f f f e e e

χ χ
χ χ − − −

→−∞ →+∞
= − ∪ − ∪ = ∪ ∪ +∞ =  

[0, )+∞ . 

iii. Η εφαπτοµένη 
1
ε  της 

f
C  στο Β  είναι 

1 1
: (1) (1)( 1) 1

1 2 2
f fε ψ χ ψ χ ψ χ′− = − ⇔ − = − ⇔ = − . 

Θέτουµε 
2

1
)( −= χχg .∆εδοµένου ότι οι συναρτήσεις gf ,  είναι συνεχείς στο ]5,1[  το ζητούµενο εµβα-

δόν είναι ∫ −=Ε
5

1
)()( χχχ dgf . 

Στο ]5,1[  έχουµε 0)2(
2

1
)()(

2

1
)( >+=′′⇒+=′ χχχχχχχχ ee

e
fee

e
f ,οπότε στο ]5,1[  η f  είναι 

κυρτή,άρα ( ) ( )f gχ χ≥  για κάθε [1,5]χ ∈ .Έτσι έχουµε 
5

1
[ ( ) ( )]f g dχ χ χΕ = − =∫  

5
2

5 5 5 5

1 1 1 1
1

1 1 1 1 1 1
( ) ( ) ( )
2 2 2 2 2 2 2

e d e d d e d
e e e

χ χ χ χ
χ χ χ χ χ χ χ χ χ χ

 
′− + = − − = − − = 

 
∫ ∫ ∫ ∫  

( )55

1 1

1 4
10 ... 2 10

2
e e d e

e

χ χχ χ  − − = = −  ∫  τετρ.µονάδες. 
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5η: Έστω η παραγωγίσιµη συνάρτηση : (0, )g R+∞ →  µε ( ) 0g χ > , ( ) 0g χ′ >  για κάθε (0, )χ ∈ +∞  

και lim ( )g
χ

χ
→+∞

= +∞ .Θεωρούµε τη συνάρτηση 
2

( ) ( )G g t dt
χ

χ
χ = ∫ . 

α. Να βρείτε: 

i. Το πεδίο ορισµού της G . 

ii. Το lim ( )G
χ

χ
→+∞

. 

β. Έστω Ε το εµβαδόν του χωρίου που ορίζεται από την 
g

C ,τον άξονα χ χ′  και τις ευθείες 1χ =  και 

2χ = .∆είξτε ότι υπάρχει ακριβώς ένα (1,2)ξ ∈  τέτοιο,ώστε 
1

( ) lim
( )

g
Gχ

ξ
χ→+∞

Ε = + . 

Λύση 

α.i. Η g  ως παραγωγίσιµη είναι συνεχής στο (0, )+∞ . Για να ορίζεται η G  πρέπει 

0

0

2 0

χ
και χ
χ

>


⇔ >
 >

. 

Άρα (0, )
G

D = +∞ . 

ii. Αφού ( ) 0g χ′ >  για κάθε (0, )χ ∈ +∞ ,η g  είναι γνησίως αύξουσα στο (0, )+∞ . 

Για 0χ >  είναι 
2 2 2

2 ( ) ( ) (2 ) ( ) ( ) (2 )t g g t g g dt g t dt g dt
χ χ χ

χ χ χ
χ χ χ χ χ χ≤ ≤ ⇒ ≤ ≤ ⇒ ≤ ≤ ⇔∫ ∫ ∫  

( ) ( ) (2 )g G gχ χ χ χ χ≤ ≤ . 

Έχουµε lim ( ( ))g
χ

χ χ
→+∞

= +∞  και 
2

lim (2 ) lim ( ) lim ( (2 ))
u

u
g g u g

χ

χ χ
χ χ χ

=

→+∞ →+∞ →+∞
= = +∞⇒ = +∞ .Σύµφωνα µε 

το κριτήριο παρεµβολής  lim ( )G
χ

χ
→+∞

= +∞ . 

β. Είναι 
2 2

1 1
( ) ( )g d g dχ χ χ χΕ = =∫ ∫  και 1 2 (1) ( ) (2)g g gχ χ≤ ≤ ⇒ ≤ ≤  (1).Αφού η g  είναι γνησί-

ως αύξουσα δεν µπορεί παντού στο [1,2]  να είναι ( ) (1)g gχ =  ή ( ) (2)g gχ = ,οπότε από την (1) παίρ-

νουµε 
2 2 2

1 1 1
(1) ( ) (2) (1) (2)g d g d g d g gχ χ χ χ< < ⇔ < Ε <∫ ∫ ∫ . 

Για την g  εφαρµόζεται στο [1,2]  το θεώρηµα ενδιάµεσων τιµών,οπότε υπάρχει ακριβώς ένα 

(1,2)ξ ∈ ,αφού η g  είναι γνησίως αύξουσα, τέτοιο,ώστε ( )g ξΕ = .Επιπλέον 
1

lim 0
( )Gχ χ→+∞

= ,οπότε 

ισχύει το ζητούµενο. 
 

6η: Θεωρούµε τη συνάρτηση 
2

1
( ) 3

2
f χ χ

χ
= + . 

i. Να βρείτε την ασύµπτωτη της 
f

C  στο +∞ . 

ii. Να βρείτε το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την fC ,την ασύµπτωτη του ερωτήµατος i) 

και τις ευθείες 1χ =  και lne eαχ α= −  µε 0α > . 

iii. Αν το α  του ερωτήµατος ii) αυξάνει µε ρυθµό 1 /cm s ,να δείξετε ότι ο ρυθµός µεταβολής του εµ-

βαδού Ε  του ερωτήµατος ii) όταν η ευθεία ln 1e e aαχ α µε= − >  και η ασύµπτωτη του ερωτήµα-

τος i) τέµνονται στο σηµείο ( )2
ln ,3( ln 2)e e e e

α αΑ − − ,ισούται µε  
2

2

1 2 1
lim ( ) /

2 ( ln 2)

e
cm s

e e α
α

→+∞

−
Ε

−
. 

Λύση 

Το πεδίο ορισµού της f  είναι 
*

f
D R= . 
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i. 
3

( ) 1
lim lim 3 3

2

f

χ χ

χ
χ χ→+∞ →+∞

 
= + = 

 
, ( )

2

1
lim ( ) 3 lim 0

2
f

χ χ
χ χ

χ→+∞ →+∞
− = = .Άρα η ευθεία 3ψ χ=  είναι 

πλάγια ασύµπτωτη της 
f

C  στο +∞ . 

ii. Θέτουµε ( ) 3 , Rψ χ χ χ= ∈ . 

Θα βρούµε τη διάταξη των αριθµών 1, ln , 0e eα α α− > . 

Θεωρούµε τη συνάρτηση ( ) ln , 0g e eχχ χ χ= − > . 

Η συνάρτηση g  είναι παραγωγίσιµη µε ( )
e

g e
χχ

χ
′ = − .Παρατηρούµε ότι (1) 0g′ = .Η g′  είναι επίσης 

παραγωγίσιµη µε 
2

( ) 0
e

g eχχ
χ

′′ = + > .Άρα η g′  είναι γνησίως αύξουσα. 

Για 0 1 ( ) (1) ( ) 0g g gχ χ χ′ ′ ′< < ⇒ < ⇒ <  και για 1 ( ) (1) ( ) 0g g gχ χ χ′ ′ ′> ⇒ > ⇔ > . 

Άρα για 1χ =  η g  παρουσιάζει ολικό ελάχιστο το (1)g e= ,οπότε ( ) ( ) 1g e gχ χ≥ ⇒ >  για κάθε 

0χ > .Συνεπώς 1 lne e
α α< − .Θέτουµε lne e

α α κ− =  

Οι συναρτήσεις ,f ψ  είναι συνεχείς στο [1, ]κ ,οπότε το ζητούµενο εµβαδόν είναι 

 
2 2 21 1 1 1

1

1 1 1 1 1 1
( ) ( )

2 2 2 2
f d d d d

κ
κ κ κ κ

χ ψ χ χ χ χ χ
χ χ χ χ

 
Ε = − = = = = − = 

 
∫ ∫ ∫ ∫  

1 1 1 1
1 1

2 2 lne e
ακ α

   − = −   −   
 τετρ.µονάδες. 

iii. Το εµβαδόν συναρτήσει του χρόνου t  είναι 
( )

1 1
( ) 1

2 ln ( )
t

t
e e tα α

 
Ε = − − 

.  

( )

( ) 2

( ) ( )
1 ( )

( )
2 ( ln ( ))

t

e
t e t

t
t

e e t

α τ

α

α α
α
α

′ ′−
′Ε =

−
. 

Η συνάρτηση g  που θεωρήσαµε στο ερώτηµα i) είναι γνησίως αύξουσα στο [1, )+∞ ,οπότε στο διάστηµα 

αυτό είναι «1-1». 

Έστω 
0

t  η χρονική στιγµή που 1α >  και οι ευθείες lne eαχ α= −  και 3ψ χ=  τέµνονται στο Α .Τότε  

0

"1 1"
( )2

0 0 0
ln 2 ln ( ) (2) ( ( )) ( ) 2

g
t

e e e e t g g a t t
α α α

−

− = − ⇔ = ⇔ = . 

2

2

0 2 2 2

1 2 1 2 1
( ) / s

4 ( ln 2) 4 ( ln 2)

e e e
t cm

e e e e

− −
′Ε = =

− −
. 

ln
lim ( ln ) lim (1 )e e e e

e

α α
αα α

α
α

→+∞ →+∞

 − = −  
,

ln (ln ) 1
lim lim lim 0

( )e e eα α αα α α

α α
α

+∞ 
 +∞ 

→+∞ →+∞ →+∞

′
= = =

′
. 

Άρα
1

lim ( ln ) lim 0
lna

e e
e e

α
αα

α
α→+∞ →+∞

− = +∞⇒ =
−

. 

1
lim ( )

2α
α

→+∞
Ε = .Άρα 

2

0 2

1 2 1
( ) lim ( ) /

2 ( ln 2)

e
t cm s

e e α
α

→+∞

−
′Ε = Ε

−
. 
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7η: Η συνάρτηση Rf →],[: γα  είναι συνεχής µε 0)( ≠χf  για κάθε [ , ]χ α γ∈ .Για κάποιο β  µε 

γβα <<  έχουµε ∫∫ <
β

γ

β

α
χχχχ dfdf )()(  (1). 

Θεωρούµε τη συνάρτηση ∫∫=
x

dttfdfg
α

γ

α
χχχ )())(()( , ],[ γαχ ∈ . 

i. Να µελετήσετε την g  ως προς τη µονοτονία. 

ii. Αν το σύνολο τιµών της g  είναι το διάστηµα ],0[ m ,να βρείτε το εµβαδόν του χωρίου που ορίζεται 

από την 
f

C ,τον άξονα χχ ′  και τις ευθείες χ α=  και χ γ= . 

Λύση 

i. 0)(0)()(0)()()1( <⇔<+⇔<−⇔ ∫∫∫∫∫
γ

α

γ

β

β

α

β

γ

β

α
χχχχχχχχχχ dfdfdfdfdf  (2). 

Η g  είναι παραγωγίσιµη µε ∫=′
γ

α
χχχχ dffg )()()( . 

Η f  είναι συνεχής στο ],[ γα  µε 0)( ≠χf ,οπότε διατηρεί σταθερό πρόσηµο στο ],[ γα . 

Είναι 0)( <χf  για κάθε ],[ γαχ ∈ ,γιατί αν ήταν 0)(0)( >⇒> ∫
γ

α
χχχ dff ,άτοπο λόγω της (2). 

Άρα για κάθε ],[ γαχ ∈  είναι 0)( >′ χg ,οπότε η g  είναι γνησίως αύξουσα. 

ii. Αφού η g  είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο ],[ γα  το σύνολο τιµών της είναι το διάστηµα 

]
2

))((,0[)](),([ ∫=
γ

α
χχγα dfgg . 

Σύµφωνα µε την υπόθεση πρέπει mχdχfmχdχf
γ

αm

γ

α
−=⇔= ∫∫

>
)())((

)2(

0

2
 (3). 

Το ζητούµενο εµβαδόν είναι mχdχfχdχf
γ

α

γ

α

)3(
)()(Ε =−== ∫∫  τετρ.µονάδες. 

 

8η: Θεωρούµε την παραγωγίσιµη συνάρτηση RRf →:  µε (0) 0f > , ( ) 0f χ ≠  και ( ) 2f χ <  για 

κάθε [0,1]χ ∈ . Έστω η συνάρτηση 1
2

)
2

(
2

)(
1

0
++= ∫ χdttχfχχg , Rχ ∈ . 

i. Να µελετήσετε την g  ως προς τη µονοτονία και τα ακρότατα. 

ii. ∆είξτε ότι: 1
2

)( +≥ χχg  για κάθε R∈χ . 

iii. Έστω η συνάρτηση )()1()( χfgχφ −= .Να βρείτε το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από 

την φC ,τον άξονα χχ ′  και τις ευθείες 0χ =  και 1χ = . 

Λύση 

Θέτουµε dtduut
22 χχ =⇒= .Για 0=t  και 1=t  παίρνουµε αντίστοιχα 

2
,0 χ== uu .Έτσι έχουµε 

1
2

)()(
2

0
++= ∫ χduufχg

χ
 (1). 

i. Η συνάρτηση 
2

0
( )f u du

χ

∫  είναι παραγωγίσιµη ως σύνθεση παραγωγισίµων συναρτήσεων,οπότε η g  

είναι παραγωγίσιµη µε )1)
2

((22)
2

(2)( +=+=′ χfχχχfχχg . 

Επειδή η f  ως παραγωγίσιµη είναι συνεχής και αφού δεν µηδενίζεται,διατηρεί στο R σταθερό πρόση-

µο.Έχουµε 0)0( >f ,οπότε 
2

( ) 0 ( ) 1 0f fχ χ> ⇒ + >  για κάθε R∈χ . 

00)( =⇔=′ χχg . 
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  χ  

 

−∞                    0                     +∞
 

( )g χ′
             

             −          0          +  

 

( )g χ  

             

             �         1           � 

                      ολ.ελάχ. 

 

Η g  είναι γνησίως φθίνουσα στο ]0,(−∞  και γνησίως αύξουσα στο ),0[ +∞ .Στο µηδέν η  g  παρουσιάζει 

ολικό ελάχιστο το 1)0( =g . 

ii. Αν 0≠χ ,τότε 0
2 >χ  οπότε 0)(

2

0
>∫

χ
duuf ,αφού 0)( >uf .Για κάθε 

*
Rχ ∈  είναι 

⇒>=−− ∫ 0)(1
2

)(
2

0

χ
duufχχg 1

2
)( +> χχg .Επιπλέον 1)0( =g .Άρα 1

2
)( +≥ χχg  για κάθε 

R∈χ . 

iii. D Rφ = .H φ  είναι συνεχής στο R ,οπότε το ζητούµενο εµβαδόν είναι =Ε χdχφ )(
1

0∫ . 

1

0
( ) (1) ( ) ( ) 2 ( ) 0g f f u du fφ χ χ χ= − = + − >∫  για κάθε [0,1]χ ∈ . 

Άρα 
1 1 1 1

0 0 0 0
( ) (1) ( ) (1) ( )d g d f d g f dφ χ χ χ χ χ χ χΕ = = − ⇔ Ε = −∫ ∫ ∫ ∫ . 

Από την (1) παίρνουµε 
1 1

0 0
(1) ( ) 2 (1) ( ) 2 2g f u du g f dχ χ= + ⇔ − = ⇔ Ε =∫ ∫  τετρ.µονάδες. 

 

9η: Α. Η συνάρτηση :f R∆→  είναι συνεχής στο διάστηµα ∆ .Αν η f  είναι αντιστρέψιµη,δείξτε ότι 

και η 
1

f
−
 είναι συνεχής. 

Β. Θεωρούµε τις συναρτήσεις RR
e

e
e

f ∈∈++−+= κχ
κ

χκχχ
κ

χ ,,
4

4

2
2

)2(
2

2

4

)( . 

α. Να βρείτε από τις παραπάνω συναρτήσεις εκείνη τη συνάρτηση f που το εµβαδόν του χωρίου Ω  

που ορίζεται από τον άξονα χχ′  την fC  και τις ευθείες 0χ =  και 1χ =  είναι ελάχιστο. 

β. Θεωρούµε τη συνάρτηση του ερωτήµατος α).∆είξτε ότι είναι αντιστρέψιµη και  να βρείτε το εµβα-

δόν του χωρίου που ορίζεται από τη 1−
f

C ,τον άξονα χχ ′  και τις ευθείες (0)fχ =  και (1)fχ = . 

Λύση 

Α. Επειδή η f  είναι αντιστρέψιµη δεν είναι σταθερή και αφού είναι συνεχής στο ∆  το ( )f ∆  είναι διά-

στηµα.Είναι 
1
: ( )f f R

− ∆ → .Για κάθε χ ∈∆  ισχύει χχff =−
))((

1
 (1). 

Έστω τυχαίος 
0

( )u f∈ ∆ ,τότε για τον 0u  υπάρχει ακριβώς ένα 
0
χ ∈∆  τέτοιο,ώστε 

0 0
( )f uχ = ⇔  

1

0 0
( )f u χ− = . 

Κοντά στο 
0
χ  θέτουµε uχf =)(  και αφού η f  είναι συνεχής στο 

0
χ  έχουµε

0
0 0

lim ( ) ( )f f u
χ χ

χ χ
→

= = . 

Άρα 0uu → .
0 0

1 1 1

0 0
(1) lim ( ( )) lim ( ) ( )

x x u u
f f f u f uχ χ− − −

→ →
⇒ = ⇒ = .Συνεπώς η 

1−
f  είναι συνεχής στο 

0u ,οπότε είναι συνεχής στο ( )f ∆ . 

Β. α. Για κάθε R∈κ  η f  είναι συνεχής και ( ) 0f χ >  για κάθε [0,1]χ ∈ ,οπότε το εµβαδόν του χωρίου 

Ω  είναι: =++−+===ΩΕ ∫∫∫∫∫
1

0

1

0

1

0

4
1

0

1

0
)

4

2
2(

2
)2()

2
2(

4
)()()( χ

κ
χχκχχχ

κ
χχχχ d

e
dde

e
dfdf  
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==++−+= ...
4

4

2]
2

2

[
2

)2(]
2

[
4

4
1

0

1

0 e
e

e

κχ
κχκ

2
2

)2(
2

1

4

4

+−+ κ
κ

 (2). 

Θεωρούµε τη συνάρτηση Rg ∈+−+= κκ
κ

κ ,2
2

)2(
2

1

4

4

)( . 

Η συνάρτηση g  είναι παραγωγίσιµη µε )2
2

)(1(2
3

)( ++−=−+=′ κκκκκκg . 

.10)(
02

2

=⇔=′
>++
κκ

κκ
g  

 
   κ  

 

−∞                     1                      +∞  

 

( )g κ′  

 

             −           0            +  

 

( )g κ  

 

             �    
11

(1)
4

g =      � 

                          ολ.ελάχ. 
                                                      

Άρα το χωρίο Ω έχει ελάχιστο εµβαδόν όταν 1κ = . 

Συνεπώς η ζητούµενη συνάρτηση είναι 
21 1

( ) 2 ,
2 4

f e R
e e

χχ χ χ χ= + + + ∈ . 

β. Για τη συνάρτηση R
e

e
e

f ∈+++= χχχχχ ,
4

1
2

2

2

1
)(  έχουµε ότι είναι παραγωγίσιµη µε  

01
2

212

2

1
)( >++=′ χχχχ e

e
e

e
f .Συνεπώς η f  είναι γνησίως αύξουσα,οπότε είναι "11" −  και άρα 

είναι αντιστρέψιµη. 

Έχουµε −∞=
−∞→

)(lim χf
x

 και  +∞=
+∞→

)(lim χf
x

.Άρα το πεδίο ορισµού της 
1−

f  είναι το  

.)( RRf = Αφού η f  είναι συνεχής στο R  σύµφωνα µε το Α) και η 
1−

f  είναι συνεχής στο 

( )f R R= .Επειδή η f  είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα  έχουµε ([0,1]) [ (0), (1)]f f f= .Άρα για κά-

θε )]1(),0([ ffχ ∈  είναι 
1

( ) [0,1]f χ− ∈ ,οπότε 
1
( ) 0f χ− ≥  για κάθε [ (0), (1)]f fχ ∈ . 

Το ζητούµενο εµβαδόν είναι 
(1) (1)

1 1

1
(0) (0)

( ) ( )
f f

f f
f d f dχ χ χ χ− −Ε = =∫ ∫ . 

Θέτουµε ( )fχ ω=  (3) και έχουµε ωdωfχd )(′= . 

Για )0(fχ = ,
"1 1"

(3) (0) ( ) 0
f

f f ω ω
−

⇒ = ⇒ =  και για  )1(fχ = ,
"1 1"

(3) (1) ( ) 1
f

f f ω ω
−

⇒ = ⇒ = . 

Άρα ∫∫∫∫ −+=−=′=′= − 1

0

1

0

1
0

1

0

1

0

1
1 )(

4

1

2

7
)()]([)()())((Ε ωdωf

e
ωdωfωfωωdωfωωdωfωff  (4). 

Από την (2) του ερωτήµατος α) για 1κ =  παίρνουµε 
1

0

11
( )

4
f dω ω=∫ ,οπότε από την (4) έχουµε 

e

e

4

13
1

+
=Ε  τετρ.µονάδες. 

10η: Η συνάρτηση :[0, )f R+∞ →  είναι αντιστρέψιµη,συνεχής στο µηδέν,δυό φορές παραγωγίσιµη 

στο (0, )+∞  µε ( ) 0f χ′′ >  και η 
f

C  διέρχεται από τα σηµεία )1,1(),0,0( ΑΟ . 

α. ∆είξτε ότι: 
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i. ( )f χ χ≠  για κάθε (0,1) (1, )χ ∈ ∪ +∞ . 

ii. Για κάθε ]1,0[∈χ  είναι ( )f χ χ≤ .  

β. Αν ∫ =′
1

0
)( κχχχ df  (1) µε 

1

2
κ > ,να βρείτε συναρτήσει του κ το εµβαδόν του χωρίου που περι-

κλείεται από τις 
1

,
−

f
C

f
C . 

Λύση 

α.i. Έχουµε (0) 0f =  και (1) 1f = .Έστω ότι για κάποιο 
0

(0,1) (1, )χ ∈ ∪ +∞ είναι 
0 0

( )f χ χ= . 

● Αν 
0

(0,1)χ ∈ εφαρµόζεται για την f  στα  διαστήµατα 
0

[0, ]χ  και 
0

[ ,1]χ  το θεώρηµα µέσης τιµής ο-

πότε υπάρχουν 
1 0 2 0

(0, ), ( ,1)ξ χ ξ χ∈ ∈  τέτοια,ώστε 0

1

0

( )
( ) 1

f
f

χ
ξ

χ
′ = =  και 0

2

0

(1) ( )
( ) 1

1

f f
f

χ
ξ

χ
−

′ = =
−

 

Στο 
1 2

[ , ]ξ ξ  εφαρµόζεται για την f ′  το θεώρηµα Rolle,οπότε υπάρχει
1 2

( , )ξ ξ ξ∈  τέτοιο,ώστε  

( ) 0f ξ′′ = .Άτοπο. 

● Αν 
0

(1, )χ ∈ +∞  εφαρµόζεται για την f  το θεώρηµα µέσης τιµής στα διαστήµατα 
0

[0,1],[1, ]χ  οπότε 

υπάρχουν 
1 2 0

(0,1), (1, )κ κ χ∈ ∈  τέτοια,ώστε 
1

( ) (1) (0) 1f f fκ′ = − =  και 0

2

0

( ) (1)
( ) 1

1

f f
f

χ
κ

χ
−

′ = =
−

. 

Στο 
1 2

[ , ]κ κ  εφαρµόζεται για την f ′  το θεώρηµα Rolle,οπότε υπάρχει 
1 2

( , )ρ κ κ∈  τέτοιο,ώστε  

( ) 0f ρ′′ = .Άτοπο. 

Άρα για κάθε (0,1) (1, )χ ∈ ∪ +∞  είναι ( )f χ χ≠ . 

ii. Θεωρούµε τη συνάρτηση 
( )

( ) , (0,1]
f χ

φ χ χ
χ

= ∈ .Η φ  είναι παραγωγίσιµη στο (0,1]  µε  

2

( ) ( )
( )

f fχ χ χ
φ χ

χ
′ −

′ = .Αν (0,1)χ ∈ ,στο [0, ]χ  εφαρµόζεται για την f  το θεώρηµα µέσης τιµής,οπότε 

υπάρχει 
0

(0, )χ χ∈  τέτοιο ώστε 
0

( )
( )

f
f

χ
χ

χ
′ = . 

Η f ′  είναι γνησίως αύξουσα στο (0, )+∞ .Άρα 
0 0

( )
( ) ( ) ( )

f
f f f

χ
χ χ χ χ χ

χ
′ ′ ′< ⇒ < ⇔ < ⇔  

( ) ( ) 0f fχ χ χ′ − > .Συνεπώς ( ) 0φ χ′ >  για κάθε (0,1)χ ∈ .Επιπλέον η φ  είναι συνεχής στο (0,1] ,οπό- 

τε είναι γνησίως αύξουσα στο (0,1] .Για κάθε (0,1] 1 ( ) (1) 1 ( )fχ χ φ χ φ χ χ∈ ⇒ ≤ ⇒ ≤ = ⇒ ≤ . 

Επιπλέον (0) 0f =  και άρα έχουµε ( )f χ χ≤  για κάθε [0,1]χ ∈ . 

β. Τα σηµεία ,Ο Α  είναι κοινά σηµεία της fC  µε την ευθεία ψ χ= .Οι 
1

,
−

f
C

f
C είναι συµµετρικές ως 

προς την ευθεία ψ χ= ,οπότε τα σηµεία ,Ο Α είναι κοινά τους σηµεία.Με βάση το ερώτηµα α) και από το 

γεγονός ότι η f  είναι κυρτή στο [0, )+∞  ένα ενδεικτικό σχήµα στο [0,1] είναι το παρακάτω: 
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Αν 

1 2
,Ε Ε  είναι τα εµβαδά των χωρίων που ορίζονται από την 1,

f f
C C −  αντίστοιχα µε την ευθεία ψ χ=  

λόγω συµµετρίας των 
1

,
−

f
C

f
C  ως προς την χψ =  έχουµε 

21
Ε=Ε ,οπότε το ζητούµενο εµβαδόν 

είναι 

1
2

1 1 1 1

1
0 0 0 0

0

2 2 ( ( )) 2 2 ( ) 2 2 ( ) ( )
2

f d d f d f d
χ

χ χ χ χ χ χ χ χ χ χ
 

′Ε = Ε = − = − = − = 
 

∫ ∫ ∫ ∫  

[ ]
(2)11

0 0
1 2 ( ) 2 ( ) 1 2 2 1f f dχ χ χ χ χ κ κ′− + =− + ⇔ Ε = −∫  τετρ. µονάδες. 

Σηµείωση: Η f  είναι κυρτή στο [0, )+∞ ,επιπλέον ως αντιστρέψιµη είναι «1-1» και αφού είναι συνεχής 

στο [0, )+∞  θα είναι γνησίως αύξουσα στο [0, )+∞ .Άρα το ερώτηµα α) µπορεί να προκύψει γεωµετρικά.  

 
 

11η: Θεωρούµε τις παραγωγίσιµες συναρτήσεις Rgf →+∞),0[:,  για τις οποίες έχουµε ότι: 

● 0)(,0)0( >= χff  για κάθε ),0( +∞∈χ  και )(2)( χχ ff =′   (1) για κάθε ),0[ +∞∈χ . 

● g′  συνεχής, 1)1( −=g  και ( ) ( )1 1
3

0 0 0 0

2
( ) ( ) ( ) ( )

3
g t g d dt f g d dt

χ χ
χ χ χ χ χ χ χ χ χ′− = − + + +∫ ∫ ∫ ∫  (2) 

για κάθε ),0[ +∞∈χ . 

i. Να βρείτε το εµβαδόν Ε του χωρίου Ω που περικλείεται από τις 
g

C
f

C ,  και την ευθεία 2=χ . 

ii. Αν για το µιγαδικό z έχουµε Ε=
8

3
z  και 1

2 +−= izzz ,όπου Ε  το εµβαδόν του ερωτήµατος i), 

εξετάστε αν η εικόνα του z ανήκει στο χωρίο Ω. 
Λύση 

i. Για κάθε ),0( +∞∈χ , cff
f

f
+=⇔=′⇔=

′
⇔ χχχ

χ
χ

)(1))((1
)(2

)(
)1( . 

Η f είναι συνεχής στο [0, )+∞ ,οπότε
0 0

lim ( ) lim ( ) (0) 0f c f c c
χ χ

χ χ
+ +→ →

= + ⇔ = ⇔ = . 

Άρα 
2

)()( χχχχ =⇔= ff , 0>χ .Επιπλέον (0) 0f = ,άρα 
2

)( χχ =f  για κάθε ),0[ +∞∈χ . 

Η (2) γράφεται 
1

0 0
( ) ( )g t dt g d

χ
χ χ χ−∫ ∫

1

0

1 3
( )

3
g dχ χ χ χ χ′= − + ∫ χ+  (3). 

Παραγωγίζουµε την (3) και παίρνουµε : 

1)()]([
2

)()(1)(
2

)()(
1

0

1
0

1

0

1

0

1

0
+−+−=−⇔+′+−=− ∫∫∫∫ χχχχχχχχχχχχχχχ dggdggdgdgg  

2
)(1)1(

2
)( χχχχ −=⇔++−=⇔ ggg  για κάθε ),0[ +∞∈χ . 
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Αν 
2

( )g χ χ= − , 0χ ≥  επαληθεύεται η (2),οπότε είναι η συνάρτηση που προκύπτει από την (2). 

Οι 
g

C
f

C ,  είναι συµµετρικές ως προς τον άξονα χχ ′ . 

 
Έστω 

1
Ε  το εµβαδόν του χωρίου που ορίζεται από την 

f
C ,τον άξονα χχ ′ και την ευθεία 2=χ . Λόγω 

συµµετρίας είναι 
3

16
]

3

3

[2
2

2
1

2
2
0

2

0
===Ε=Ε ∫

χ
χχ d   (4). 

ii. Για τον µιγαδικό z  λόγω της (4) έχουµε 2=z . 

izizzizzzizzz
3

1

3

1
141

2
1

2 −=⇔+−=⇔+−=⇔+−= .Η εικόνα του z είναι )
3

1
,

3

1
( −Μ . 

Παρατηρούµε ότι  το Μ  βρίσκεται στο 4ο τεταρτηµόριο.Από το Μ  φέρνουµε χ χ′ΜΚ ⊥  και έστω Λ  το 

σηµείο τοµής του ΜΚ  µε την gC .Έχουµε 
1 1

( )
3 3

ΜΚ = − =  και
1 1

( ) ( )
3 9

gΛΚ = = . 

Είναι ( ) ( )ΜΚ > ΛΚ ,οπότε το Μ  βρίσκεται έξω από το χωρίο Ω. 

 

12η: α. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο ],[ βα ,δείξτε ότι: ∫∫ ≤
β

α

β

α
χχχχ dfdf )()( . 

β. Για µια συνάρτηση f έχουµε ότι είναι συνεχής στο R  και R∈βα ,  µε βα < . 

Έστω οι µιγαδικοί Riz ∈+= ψχψχ ,,  και ∫∫ +−+=
β

α

β

α
χχψχχβαχ idfdfw ))(()( . 

Αν η εικόνα του z βρίσκεται  στον κυκλικό δίσκο που έχει κέντρο την αρχή των αξόνων και ακτί-

να 2=ρ ,επιπλέον 8=w ,να βρείτε την ελάχιστη τιµή που µπορεί να έχει το εµβαδόν Ε  του χωρίου 

που ορίζεται από την 
f

C ,τον άξονα χ χ′  και τις ευθείες χ α=  και χ β= . 

Λύση 

α. Η f  είναι συνεχής στο ],[ βα .Για κάθε ],[ βαχ ∈  είναι 0)(0)( ≥⇒≥ ∫
β

α
χχχ dff . 

Επιπλέον έχουµε ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f f f f d f d f d
β β β

α α α
χ χ χ χ χ χ χ χ χ− ≤ ≤ ⇒ − ≤ ≤ ⇔∫ ∫ ∫  

∫∫ ≤
β

α

β

α
χχχχ dfdf )()( . 
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β.  Για το ολοκλήρωµα ∫ −+
β

α
χχβα df )(  θέτουµε u=−+ χβα  (1) και έχουµε 

 χddu −= ⇔ dud −=χ .Για βχαχ == ,  από την (1) αντίστοιχα παίρνουµε αβ == uu , ,οπότε 

είναι ∫∫∫ =−=−+
β

α

α

β

β

α
χχχχβα dfduufdf )()()( . 

Ο w γράφεται ( ) ( ( ) ) ( ( ) )( ) ( ( ) )w f d f d i f d i f d z
β β β β

α α α α
χ χ χ ψ χ χ χ χ χ ψ χ χ= + = + =∫ ∫ ∫ ∫ . 

Έχουµε 2≤z ,οπότε

( )
( ) 2 ( ) 2 ( )w f d z f d f d

β β β

α α α

α
χ χ χ χ χ χ= ≤ ≤ ⇒∫ ∫ ∫ ∫≤

β

α
χχ dfw )(2  

⇔ 44)(8)(2 ≥Ε⇔≥⇔≥ ∫∫
β

α

β

α
χχχχ dfdf .Άρα 4Εmin =  τετρ. µονάδες. 

 

13η: Η συνάρτηση Rf →+∞),1[:  µε 1)(
22 −= χχf  είναι συνεχής στο [1, )+∞  και παραγωγίσιµη 

στο (1, )+∞  µε ( ) 0f χ′ <  για κάθε (1, )χ ∈ +∞ . 

i. Να βρείτε τον τύπο της f . 

ii. Να φτιάξετε τη γραφική παράσταση της f . 

iii. Να βρείτε την παράγωγο της συνάρτησης ))(ln()( χfχχg −= . 

iv. Να βρείτε το εµβαδόν του χωρίου που ορίζεται από τον άξονα χχ′ ,την fC  και τις ευθείες 2χ =  

και 3χ = . 

Λύση 

i. Είναι 0)1( =f .Η f  είναι γνησίως φθίνουσα στο [1, )+∞  οπότε έχουµε:  

⇔≤⇒≥ )1()(1 fχfχ 0)( ≤χf .Άρα 1)(
2 −−= χχf , ),1[ +∞∈χ . 

ii. Έστω ),( ψχ  τυχαίο σηµείο της fC ,τότε έχουµε 11
2222 =−⇔−= ψχχψ  (1).Η (1) είναι εξίσωση 

ισοσκελούς υπερβολής µε εστίες στον άξονα χ χ′  και κορυφές ( 1,0), (1,0)′Α − Α .Επειδή 1≥χ  και 

0≤ψ  η γραφική παράσταση της f  είναι το µέρος του δεξιού κλάδου της παραπάνω υπερβολής που 

βρίσκεται στην τέταρτη γωνία των αξόνων. 

 
iii. Για το πεδίο ορισµού της  g  πρέπει fD∈χ  και 0)( >− χχ f .Για κάθε 1≥χ  είναι  

01)(
2 >−+=− χχχfχ .Άρα ),1[ +∞=gD . 
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)1ln()(
2 −+= χχχg .H g  είναι παραγωγίσιµη στο ),1( +∞  ως σύνθεση παραγωγισίµων συναρτήσε-

ων µε 

1

1

1

1

1

1

)1(
)(

22

2

2

2

−
=

−+

−
+

=
−+

′−+
=′

χχχ

χ

χ

χχ

χχ
χg . 

0
( ) 22
0

21 1 1 1

[ln( 1)]ln( 1)( ) (1) 1
lim lim lim lim

1 1 ( 1) 1x x x x

g g χ χχ χχ
χ χ χ χ+ + + +→ → → →

′+ −+ −−
= = = = +∞

′− − − −
. 

Άρα η g  δεν είναι παραγωγίσιµη στο 1.Τελικά η g  είναι παραγωγίσιµη στο (1, )+∞  µε 
2

1
( )

1
g χ

χ
′ =

−
 

iv. Η f  είναι συνεχής στο ]3,2[  µε 0)( <χf  για κάθε ]3,2[∈χ .  

 

Άρα το ζητούµενο εµβαδόν είναι 
3 3 3

2

2 2 2
( ) ( ) 1f d f d dχ χ χ χ χ χΕ = = − = −∫ ∫ ∫ . 

2
3 3 3

2 2 3 2

2
22 2 2

( ) 1 [ 1] ( 1) 6 2 2 3
1

d d d
χ

χ χ χ χ χ χ χ χ χ
χ

′ ′Ε = − = − − − = − − =
−

∫ ∫ ∫  

2
3 3

2

2 22 2

( 1) 1 1
6 2 2 3 6 2 2 3 ( 1 )

1 1
d d

χ
χ χ χ

χ χ

− +
− − = − − − + =

− −
∫ ∫  

−−=−+−−=⇔
−

−−− ∫ 3226)]1[ln(3226Ε2

1

1
Ε3226

3
2

23

2 2
χχχd

χ

 

( ) 3 2 2 1 3 2 2
ln(3 2 2) ln(2 3) 6 2 2 3 ln 3 2 3 ln

22 3 2 3

+ +
− + − + = − − ⇔ Ε = − −

+ +
 τετρ.µον. 
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14η: Η συνάρτηση : (0, )f R+∞ →  είναι συνεχής µε 0)( ≠χf  για κάθε (0, )χ ∈ +∞ . 

Θεωρούµε τη συνάρτηση 
ln

1
( ) ( )

t
g f e dt

χ
χ = ∫ . 

α. i. Να βρείτε το πεδίο ορισµού της g . 

ii. Να λύσετε την εξίσωση 0)( =χg . 

β. Έστω ότι (1) 0f < .Αν ( )Ε Ω  είναι το εµβαδόν του χωρίου που ορίζεται από την 
g

C ,τον άξονα 

χ χ′  και τις ευθείες 1χ =  και eχ = ,επίσης 
1

( )Ε Ω  το εµβαδόν του χωρίου που ορίζεται από την 

fC ,τον άξονα χ χ′  και τις ευθείες 1χ =  και eχ = ,δείξτε ότι:  

i. 
1

(1) ( ) ( )g = Ε Ω −Ε Ω . 

ii. Yπάρχει ένα τουλάχιστον (0, )ξ ∈ +∞  τέτοιο,ώστε 
1

( 1) ( ) [ ( ) ( )]e f ξ ξ− = Ε Ω −Ε Ω . 

Λύση 

α. i. Θεωρούµε τη συνάρτηση 
1

( ) ( )
t

F f e dt
χ

χ = ∫  και τη συνάρτηση ( ) ( )
t

h t f e= .Για το πεδίο ορισµού 

της h  πρέπει 0
t

e >  που ισχύει για κάθε t R∈ .Άρα 
h

D R= . 

Η h  είναι συνεχής στο R  και επειδή 1 R∈  το πεδίο ορισµού της F  είναι 
F

D R= . 

( ) (ln )g Fχ χ= . 

Για το πεδίο ορισµού της g  πρέπει:

0 0

0

ln ln
F

D R

χ χ
και και χ
χ χ

 > >
 

⇔ ⇔ > 
 ∈ ∈

.Άρα (0, )
g

D = +∞ . 

ii. Παρατηρούµε ότι ( ) 0g e = .Για κάθε (0, )χ ∈ +∞  είναι 
ln1 ( )

( ) ( ) 0
f

g f e
χ χ

χ
χ χ

′ = = ≠ .Επιπλέον στο 

(0, )+∞  η g′  είναι συνεχής,οπότε διατηρεί σταθερό πρόσηµο.Άρα η g  είναι γνησίως µονότονη .Συνεπώς 

το e  είναι µοναδική ρίζα της εξίσωσης ( ) 0g χ = . 

β.i. Αν (1) 0f <  είναι (1) 0g′ <  και αφού η g′  διατηρεί σταθερό πρόσηµο στο (0, )+∞  είναι ( ) 0g χ′ <  

για κάθε (0, )χ ∈ +∞ .Άρα η g  είναι γνησίως φθίνουσα. 

1 ( ) ( ) 0e g g eχ χ≤ ≤ ⇒ ≥ = .Είναι 
1

( ) ( )
e

g dχ χΕ Ω = ∫ . 

Επίσης η f  διατηρεί σταθερό πρόσηµο στο (0, )+∞  και αφού (1) 0f <  είναι ( ) 0f χ <  για κάθε 

(0, )χ ∈ +∞ .Άρα 
1

1
( ) ( )

e

f dχ χΕ Ω = −∫ . 

[ ] 111 1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (1) ( )

e e ee
g d g d g f d gχ χ χ χ χ χ χ χ χ′Ε Ω = = = − = − +Ε Ω ⇔∫ ∫ ∫  

1
(1) ( ) ( )g = Ε Ω −Ε Ω . 

ii. Η g  είναι συνεχής στο [1, ]e  και παραγωγίσιµη στο (1, )e  µε 
( )

( )
f

g
χ

χ
χ

′ = .Σύµφωνα µε το θεώρηµα 

µέσης τιµής υπάρχει ένα τουλάχιστον (1, ) (0, )eξ ∈ ⊆ +∞  τέτοιο,ώστε 
( ) (1)

( )
1

g e g
g

e
ξ

−
′ = ⇔

−
 

( )( ) (1)

1

if g

e

ξ
ξ

−
= ⇔

− 1
( 1) ( ) [ ( ) ( )]e f ξ ξ− = Ε Ω −Ε Ω . 
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