
ΤΟ ΘΕΩΡΗΜΑ MORLEY 
 
   Ένα από τα ποιο εκπληκτικά θεωρήµατα της στοιχειώδους Γεωµετρίας 
ανακαλύφτηκε γύρω στο 1899 από τον Morley , ο οποίος το ανέφερε στους φίλους 
του κι εκείνοι το διέδωσαν σ’ όλο τον κόσµο µε την µορφή «µαθηµατικού 
κουτσοµπολιού».  
   Μετά από δέκα µια τριγωνοµετρική απόδειξη δόθηκε από τον Μ Satyanarayana και 
µια στοιχειώδης απόδειξη από τον  M.T. Naraniengar. 
 
   Ορισµός 1. Έστω γωνία χΟψ. Ονοµάζουµε τριχοτόµο προσκείµενη στην πλευρά 

Οχ, την εσωτερική ηµιευθεία Οτ της χΟψ για την οποία ισχύει � �1
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xOτ χ ψ= Ο  (σχ.1) 

 
Σχ.1 

   Όµοια ορίζεται και η τριχοτόµος  Οτ΄ που είναι προσκείµενη στην γωνία Οψ. 
 
Παρατήρηση 1: Κάθε γωνία έχει δυο τριχοτόµους, µια προσκείµενη στην µια πλευρά 
της και µια προσκείµενη στην άλλη.  
  Γενικά οι τριχοτόµοι δεν µπορούν να κατασκευαστούν µε κανόνα και διαβήτη, 
µπορούν όµως να κατασκευαστούν µε άλλους τρόπους (π.χ. µε νεύση) 
 
Το θεώρηµα Morley    Οι τριχοτόµοι που είναι προσκείµενες στις πλευρές ενός 
τριγώνου, τέµνονται ανά δυο, ορίζοντας ισόπλευρο τρίγωνο. 
 
Απόδειξη 1η ( τριγωνοµετρική ) 
 
 
 
 
 
 



Λήµµα 1:  Για κάθε χ∈ℝ  ισχύει: 
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Απόδειξη 
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Λήµµα 2:   Αν Α+Β+Γ=π τότε  2 2 22
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Απόδειξη 
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Περνάµε τώρα στην απόδειξη του θεωρήµατος 
Στο τρίγωνο ΑΒ∆ από τον νόµο των ηµιτόνων έχουµε: 
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Άρα  
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Οµοίως βρίσκουµε: 
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Από τον νόµο των συνηµιτόνων στο τρίγωνο Α∆Ε έχουµε: 
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Η παραπάνω έκφραση είναι συµµετρική ως προς Α,Β,Γ άρα µένει αµετάβλητη κατά 
τον υπολογισµό των ∆Ζ και Ε∆ . Συνεπώς το τρίγωνο ∆ΕΖ είναι ισόπλευρο. 
 
 
  
 
 
  Πολλές µαθηµατικές αποδείξεις (όπως η παραπάνω) είναι µακροσκελείς και 
πολύπλοκες. Άλλες πάλι είναι µικρές αλλά πολύ έξυπνα κατασκευασµένες. Τέτοιου 
είδους είναι η δεύτερη απόδειξη που θα δώσουµε για το θεώρηµα Morley. 
    Η βασική ιδέα είναι να ξεκινήσουµε αντίστροφα από ένα ισόπλευρο τρίγωνο και να 
κατασκευάσουµε ένα άλλο τρίγωνο όµοιο προς το αρχικό τρίγωνο ΑΒΓ. 
 

 
  |Πάνω στις πλευρές ΕΖ,Ε∆,∆Ζ κατασκευάζουµε ισοσκελή τρίγωνα ΚΕΖ,ΜΕ∆ ,ΛΖ∆ 
ώστε οι γωνίες των βάσεών τους να ικανοποιούν τις σχέσεις 
                                       α+β+γ=1200  και α<600,β<600,γ<600. 
  Προεκτείνουµε τις πλευρές αυτών των ισοσκελών κάτω από τις βάσεις τους µέχρι να 
συναντηθούν στα σηµεία Α,Β,Γ. 
  Αφού α+β+γ+600=1800 αναφερόµενοι στο παραπάνω σχήµα µπορούµε να 
υπολογίσουµε κάποιες γωνίες ακόµη όπως πχ �ΚΕΑ=γ, �ΕΑΖ=600-α,�∆ΓΖ=600-γ, 
�ΕΒ∆ =600-β. 



  Επίσης �ΑΖΓ=1800-β=900+900-β=900+
�
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ΑΜΓ . Η ΜΖ (ως διάµεσος των ΜΕ∆,Ε∆Ζ) 

είναι διχοτόµος της �ΑΜΓ  και αφού �
�
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ΑΜΓ
ΑΖΓ = +  το Ζ θα έγγεντρο  του τριγώνου 

ΑΜΓ. Όµοια τα σηµεία Ε,∆ είναι τα έγγεντρα των τριγώνων ΒΛΑ και ΒΓΚ. Αυτό 
σηµαίνει ότι σε κάθε µια απο τις κορυφές Α,Β,Γ οι τρεις µικρές γωνίες που 
σχηµατίζονται είναι ίσες µεταξύ τους.  
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  ∆ιαλέγοντας για τις α,β,γ τις παραπάνω τιµές και κάνοντας την παραπάνω 
κατασκευή , καταλήγουµε σε τρίγωνο προφανώς όµοιο µε το δοσµένο αρχικό τρίγωνο 
ΑΒΓ. 
 


