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ΘΕΩΡΗΜΑ GAUSS-LUCAS 
   εισαγωγή    
  

   Έστω Ρ(χ) ένα πολυώνυµο µε πραγµατικούς συντελεστές και βαθµό 
τουλάχιστον 2.Σύµφωνα µε το θεώρηµα Rolle του διαφορικού λογισµού, 
µεταξύ δυο διαδοχικών ριζών του Ρ υπάρχει πάντοτε µια ρίζα της 
παραγώγου του Ρ΄. Το αντίστροφο δεν ισχύει γενικά. Για παράδειγµα το 
πολυώνυµο Ρ(χ)=χ2-χ+1 δεν έχει πραγµατικές ρίζες, ενώ η παράγωγός 

του Ρ΄(χ)=2χ-1 έχει µια ρίζα χ= 1

2
. Ωστόσο θεωρώντας τις µιγαδικές ρίζες 

του Ρ(χ) που είναι οι αριθµοί 1 2

1 3 1 3
,

2 2

i i
x x

− +
= =   και τις εικόνες 

τους Α,Β στο επίπεδο (σχ.1), µπορούµε να πούµε και πάλι ότι κατά 
κάποιο τρόπο η ρίζα της παραγώγου είναι ανάµεσα στις ρίζες χ1,χ2 του 
Ρ(χ). ( ανάµεσα στα σηµεία Α και Β του ευθύγραµµου τµήµατος ΑΒ). 

 
σχήµα 1 

 
   Θεωρώντας το πολυώνυµο Ρ(z)=z3-z2+z=z(z2-z+1) παρατηρούµε ότι οι 

ρίζες του είναι οι αριθµοί z1=0  και 2 3

1 3 1 3
,

2 2

i i
z z

− +
= =  ενώ οι ρίζες 

της παραγώγου Ρ΄(z)=3z2-2z+1 είναι οι αριθµοί 1 2

1 2 1 2
,

3 3

i i
r r

+ −
= =  
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αν παραστήσουµε τις ρίζες αυτές στο επίπεδο θα πάρουµε το παρακάτω 
σχήµα 2. 
 

 
Παρατηρούµε ότι στην περίπτωση αυτή οι ρίζες της παραγώγου 
βρίσκονται µέσα στο τρίγωνο που ορίζουν οι ρίζες του πολυωνύµου. 
  
   Στην εργασία αυτή θα δούµε ότι γενικά η θέση των (µιγαδικών) ριζών 
ενός (µιγαδικού) πολυωνύµου Ρ(z) δεσµεύει την θέση των ριζών της 
παραγώγου του Ρ΄(z).  Συγκεκριµένα θα αποδείξουµε ότι οι ρίζες της 
παραγώγου ενός πολυωνύµου, ανήκουν στο κυρτό περίβληµα των 
ριζών του πολυωνύµου. Το αποτέλεσµα αυτό στην βιβλιογραφία 
αναφέρεται ως θεώρηµα των Gauss-Lucas. 
 
   Ας ξεκινήσουµε καταρχάς µε κάποιες υπενθυµίσεις για τις έννοιες που 
εµπλέκονται στην παραπάνω διατύπωση του θεωρήµατος. 
   Πρώτα απ’ όλα εµφανίζεται η έννοια των ριζών ενός πολυωνύµου. 
Σύµφωνα µε το θεµελιώδες θεώρηµα της άλγεβρας ένα πολυώνυµο του 

C[z] µε βαθµό ν, δηλαδή  ένα πολυώνυµο νου βαθµού µε µιγαδικούς 

συντελεστές και απροσδιόριστη µεταβλητή z, έχει πάντοτε ν ακριβώς 
µιγαδικές ρίζες, όπου κάθε ρίζα είναι µετρηµένη τόσες φορές, όσος είναι 
ο βαθµός πολλαπλότητάς της. 
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   Έτσι δεδοµένου ότι  ο αριθµός ρ είναι ρίζα του Ρ(z) αν και µόνο αν το 
z-ρ είναι παράγοντας του P(z) , αν υποθέσουµε ότι z1,z2,…,zk είναι οι 
ρίζες του P(z) µε πολλαπλότητες m1,m2,…,mk τότε θα ισχύει 

                       P(z)= 1 2
1 2( ) ( ) ...( ) kmm m

kz z z z z z− − −            (1) 

και για την παράγωγο θα έχουµε   Ṕ (z)=        

1 21
1 1 2( ) ( ) ...( ) kmm m

km z z z z z z−− − − + 1 2 1
2 1 2( ) ( ) ...( ) kmm m

km z z z z z z−− − − +…+
1 2 1

1 2( ) ( ) ...( ) kmm m
k km z z z z z z −− − −       (2) 

   Από τις σχέσεις (1),(2) προκύπτει ότι  

   1 2

1 2

( )
...

( )
k

k

mm mP΄ z

P z z z z z z z
= + + +

− − −
 για κάθε z≠z1,z2,…,zk   (3) 

 

   ∆εύτερον, εµφανίζεται η έννοια του κυρτού περιβλήµατος ενός 
συνόλου σηµείων. 

   Ένα υποσύνολο Μ του επιπέδου λέµε ότι είναι κυρτό , αν για κάθε 
ζεύγος σηµείων του Α, Β , το ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ περιέχεται στο Μ. 

   παράδειγµα 1. Το τρίγωνο, ο κύκλος και το παραλληλόγραµµο είναι 
κυρτά σχήµατα. (σχ.3) 

 

σχήµα 3 

   παράδειγµα 2. Κάθε κυρτό πολύγωνο είναι κυρτό σχήµα. (ένα 
πολύγωνο λέγεται κυρτό όταν η ευθείες που ορίζουν οι πλευρές του 
αφήνουν το πολύγωνο στο ίδιο ηµιεπίπεδο). σχ. 4 
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σχήµα 4 

   παράδειγµα 3. Τα παρακάτω σχήµατα δεν είναι κυρτά.(σχ.5) 

 

σχήµα 5 

πρόταση 1.  Η τοµή δυο κυρτών συνόλων είναι κυρτό σύνολο. 

απόδειξη 

   Ας είναι Μ, Ν δυο κυρτά σύνολα και Α, Β δυο σηµεία που ανήκουν 

στην τοµή Μ∩Ν. Τότε Α∈Μ, Α∈Ν και Α∈Μ, Β∈Ν οπότε αφού τα Μ, Ν 
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είναι κυρτά θα έχουµε ΑΒ∈Μ και ΑΒ∈Ν δηλαδή ΑΒ∈ Μ∩Ν κι έτσι η 

τοµή Μ∩Ν είναι κυρτό σύνολο. 

   πρόταση 2. Η τοµή i
i I

M
∈

∩ µιας οικογένειας συνόλων {Μi} i∈I κυρτών 

συνόλων Μi είναι κυρτό σύνολο. (Το σύνολο δεικτών Ι µπορεί να είναι 
πεπερασµένο ή άπειρο) 

   απόδειξη 

   Αν Μ= i
i I

M
∈

∩  και Α, Β∈Μ τότε Α, Β ∈Μi για κάθε i∈I. Τότε όµως 

ΑΒ∈Μi για κάθε i∈I,  άρα ΑΒ∈Μ κι έτσι το Μ είναι κυρτό. 

   παρατήρηση 2.1:  Η ένωση δυο κυρτών συνόλων δεν είναι γενικά 
κυρτό σύνολο όπως βλέπουµε και στο παρακάτω σχήµα 6 

 

σχήµα 6 

   Αν Μ είναι ένα τυχαίο υποσύνολο του επιπέδου , τότε υπάρχουν 
πάντοτε κυρτά σύνολα του επιπέδου που περιέχουν το Μ. (πχ ολόκληρο 
το επίπεδο είναι ένα τέτοιο σύνολο). Η τοµή όλων των κυρτών συνόλων 
που περιέχουν το Μ, καλείται κυρτό περίβληµα του Μ και συµβολίζεται 
µε conv(M). 
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 Οι παρακάτω ιδιότητες του κυρτού περιβλήµατος είναι προφανείς 

   α) Μ⊂ conv(M) 

   β) M=conv(M) ⇔ M κυρτό. 

   γ) το conv(M) είναι το ελάχιστο κυρτό σύνολο του επιπέδου που περι- 

        έχει το Μ. 

   Στα παρακάτω σχήµατα (σχ.6) βλέπουµε το conv(M) για κάποια 
σύνολα Μ 

 

σχήµα 7 
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   Το κυρτό περίβληµα ενός πεπερασµένου συνόλου σηµείων του 
επιπέδου, που είναι και η περίπτωση που µας ενδιαφέρει στην παρούσα 
εργασία, είναι ένα κυρτό πολύγωνο µε κορυφές κάποια από τα εν λόγω 
σηµεία. 

 

σχήµα 8 

   Θα περιγράψουµε τώρα µια µέθοδο για την κατασκευή του κυρτού 
περιβλήµατος όταν το σύνολο Μ είναι  πεπερασµένο σύνολο σηµείων. 
Έστω ότι Μ={Α,Β,C,D,E,F}.  Επειδή το σύνολο Μ είναι πεπερασµένο, 
θα υπάρχει µια ευθεία a η οποία αφήνει όλα τα σηµεία στο ίδιο 
ηµιεπίπεδο. (σχ.8). Θεωρούµε το πλησιέστερο σηµείο Α προς την a και 
φέρνουµε παράλληλη b προς αυτήν.  Και αυτή η ευθεία αφήνει στο ίδιο 
ηµιεπίπεδο όλα τα σηµεία του Μ εκτός του Α και κάποιων άλλων 
ενδεχοµένως σηµείων του Μ που απέχουν από την a την ίδια απόσταση 
µε το Α. Στρέφουµε τώρα την ηµιευθεία Αb περί το Α κατά την θετική 
φορά µέχρι να συναντήσουµε το πρώτο από τα υπόλοιπα σηµεία του Μ. 
Η γωνία στροφής προφανώς είναι µικρότερη ή ίση από 1800 και άρα είναι 
κυρτή. Ας είναι C το σηµείο του παραπάνω βήµατος. Το τµήµα ΑC είναι 
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τµήµα του συνόρου του κυρτού περιβλήµατος. Στρίβουµε στην συνέχεια 
κατά την θετική φορά την ηµιευθεία Cc µέχρι να εντοπίσουµε το πρώτο 
σηµείο F από τα εναποµείναντα σηµεία του Μ. To τµήµα CF είναι το 
επόµενο τµήµα στο σύνορο του κυρτού περιβλήµατος.  Συνεχίζουµε την  
παραπάνω διαδικασία στροφών µέχρις εξαντλήσεως των σηµείων του Μ, 
οπότε µετά από κάποιο βήµα στην στροφή που θα κάνουµε θα 
συναντήσουµε το αρχικό σηµείο Α (ή ένα άλλο ενδεχοµένως σηµείο του 
Μ πάνω στην a). Προφανώς το πολύγωνο που προκύπτει µε τον τρόπο 
αυτό είναι κυρτό και περιέχει στο εσωτερικό του ή στο σύνορό του όλα 
τα σηµεία του Μ. Εποµένως αυτό θα είναι το κυρτό του περίβληµα.  

   παρατήρηση 2.2: Αν Α1,Α2,…,Ακ είναι ένα σύνολο Μ   κ σηµείων του 
επιπέδου τότε το κυρτό τους περίβληµα µπορεί να περιγραφεί και ως το 

σύνολο των σηµείων Α για τα οποία ισχύει Α=
1

k

i i
i

Aλ
=

∑ όπου λi≥0 και 

λ1+λ2+…+λκ=1.(όπου τα Αi θεωρούνται ως σηµεία του διανυσµατικού 

χώρου R2). 

   Η παρακάτω πρόταση είναι βασική για την εργασία µας. 

   πρόταση 3.  Αν Τ είναι ένα εξωτερικό σηµείο ενός κυρτού 
πολυγώνου Π του επιπέδου, τότε υπάρχει ευθεία που διέρχεται από το 
Α και δεν έχει κοινά σηµεία µε το Π. 

   απόδειξη 



 
 ΘΕΩΡΗΜΑ  GAUSS-LUCAS 

Κασαπίδης Γεώργιος 
                                                                                                                                                                  Μαθηµατικός   

9 

 

σχήµα 9 

   Έστω C η πλησιέστερη προς το Τ κορυφή του πολυγώνου. Στο C 
συναντώνται οι πλευρές  CA ,CD που ορίζουν τις ευθείες f, g. Αυτές οι 
ευθείες ορίζουν τέσσερις διαδοχικές γωνίες µε κορυφή το C. Αφού το C 
είναι το πλησιέστερο σηµείο του Τ, το Τ δεν µπορεί να ανήκει στην 

γωνιακή περιοχή BCD. Αν Τ∈Cf τότε η παράλληλη από το Τ προς την  

CD είναι η ζητούµενη ευθεία. Αν Τ∈Cg τότε η παράλληλη από το Τ προς 

την BC είναι η ζητούµενη. Αν Τ∈gCf τότε η παράλληλη προς BC ή CD 

είναι η ζητούµενη. Αν Τ∈ fCD  τότε η παράλληλη προς CD είναι η 

ζητούµενη, και τέλος αν Τ∈ gCB η παράλληλη προς την CB είναι η 

ζητούµενη ευθεία. 

   παρατήρηση 3.1: Ένας άλλος τρόπος για να δικαιολογήσουµε την 
πρόταση 3 είναι να θεωρήσουµε το πλησιέστερο σηµείο Κ του Π προς το 
σηµείοΤ. H κάθετος προς το ΚΤ στο Τ είναι η ζητούµενη ευθεία. 

 (σχ.10) 
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παρατήρηση 3.2: Η πρόταση 3 ισχύει όχι µόνο για κυρτά πολύγωνα 
αλλά και για κάθε κυρτό σχήµα Μ του επιπέδου. 

 

 

  

   Λήµµα 1 Αν οι εικόνες των µιγαδικών z1,z2,…,zk βρίσκονται στο ίδιο 
ηµιεπίπεδο µιας ευθείας που διέρχεται από το Ο(0,0) τότε 

   α)  z1+z2+…+zk≠0 

   β)  αν επιπλέον m1,…,mk>0 τότε και οι  εικόνες των m1z1
-1,…,mkzk

-1 
βρίσκονται επίσης πάνω στο ίδιο ηµιεπίπεδο µιας ευθείας που διέρχεται 
από το Ο, και συνεπώς m1z1

-1+…+mkzk
-1
≠0. 

   απόδειξη 

   Ας είναι ψ=λχ η εξίσωση της ευθείας (ε) της υπόθεσης του 
λήµµατος.(υποθέτουµε αρχικά ότι η ε δεν είναι κατακόρυφη). Αν Ρ1 και 
Ρ2 τα ηµιεπίπεδα που ορίζει η (ε) , ως  γνωστό τα σηµεία του Ρ1-(ε) 
ικανοποιούν την ανίσωση ψ<λχ, ενώ τα σηµεία του Ρ2-(ε) ικανοποιούν 
την ανίσωση ψ>λχ. Έστω Α1(χ1,ψ1),…,Ακ(χκ,ψκ) είναι οι εικόνες των 
µιγαδικών z1,z2,…,zk στο επίπεδο. Αν τα παραπάνω σηµεία ανήκουν στο 

Ρ1-(ε) τότε ψi<λχi για κάθε i∈{1,2,…,k} και προσθέτοντας κατά µέλη 
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προκύπτει ψ1+…+ψκ<λ(χ1+…+χκ) ⇒ Im(z1+z2+…+zk)<Re(z1+z2+…+zk) 

πράγµα που σηµαίνει ότι z1+z2+…+zk≠0 (διαφορετικά θα ήταν 0<0). 

   Αν η (ε) είναι η κατακόρυφη χ=0, τότε δίχως βλάβη της γενικότητας 
µπορούµε να υποθέσουµε ότι για τις συντεταγµένες των Αi ισχύει χi<0 για 

κάθε i∈{1,2,…,k}. Άρα Re(z1+z2+…+zk)<0 δηλαδή και πάλι 

z1+z2+…+zk≠0. 

   β) Έστω zn=xn+iyn n∈{1,2,…,k} , τότε                                                                         

z n 
-1=

1 1

n n nz x iy
=

+
=

2 2 2 2 2 2
n n n n

n n n n n n

x iy x y
i

x y x y x y

−
= −

+ + +
 

Αν τα σηµεία Α1,…,Ακ ανήκουν όλα στο ηµιεπίπεδο Ρ1-(ε) στο οποίο 

ψ<λχ τότε εικόνες των mnzn
-1 είναι τα σηµεία Βn 2 2 2 2

( , )n n n n

n n n n

m x m y

x y x y
−

+ +
 

ανήκουν στο ηµιεπίπεδο Q1 που ορίζεται από την δ: ψ=-λχ και την 

ανίσωση ψ>-λχ. Πράγµατι για τα An(xn,yn) ισχύει yn<λxn ⇔- yn>-λxn⇔  

2 2 2 2 2 2 2 2
n n n n n n

n n n n n n n n

y x m y m x

x y x y x y x y

λ λ− − − −
> ⇔ >

+ + + +
. 

   Στην περίπτωση που η (ε) είναι η κατακόρυφη χ=0 και τα Α1,Α2,…,Ακ 

ανήκουν στο ηµιεπίπεδο χ<0 τότε χn<0 ⇒ 
2 2

0n n

n n

m x

x y
<

+
 δηλαδή τα 

σηµεία Bn ανήκουν όλα στο ίδιο ηµιεπίπεδο. 

   Σύµφωνα µε το α) αφού οι εικόνες των m1z1
-1,…,mkzk

-1 ανήκουν στο 
ίδιο ηµιεπίπεδο µιας ευθείας που διέρχεται από το Ο θα έχουµε            
m1z1

-1+…+mkzk
-1
≠0. 

    πόρισµα 1. Αν οι εικόνες των µιγαδικών z1,z2,…,zk  βρίσκονται στο 
ίδιο ηµιεπίπεδο µιας ευθείας που διέρχεται από την εικόνα του z τότε ο 
αριθµός w=(z-z1)+(z-z2)+…+(z-zk) είναι µη µηδενικός.  
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   πράγµατι. Αν z=α+bi και υποθέσουµε ότι οι εικόνες των z1,z2,…,zk   
βρίσκονται στο ηµιεπίπεδο που ορίζεται από την y-b=λ(x-α) τότε ισχύει 

yn-b<λ(xn-a) ⇒ 
1 1

( ) ( )
k k

n n
n n

y b aλ χ
= =

− < −∑ ∑  ⇒ 
1 1

( ) ( )
k k

n n
n n

b y aλ χ
= =

− > −∑ ∑  

άρα Im(w)>λRe(w) κι έτσι θα είναι w≠0. Αν η υποτιθέµενη ευθεία έχει 
εξίσωση χ=α και οι εικόνες των z1,z2,…,zk   βρίσκονται στο ηµιεπίπεδο  

χ-α<0 τότε α-χn>0 ⇒ 
1

( ) 0
k

n
n

a x
=

− >∑  ⇒ Re(w)>0 και συνεπώς w≠0. 

   παρατήρηση 4. Το συµπέρασµα του πορίσµατος µπορεί να εξαχθεί και 
κατευθείαν από το λήµµα ως εξής: Αν w1=z-z1,…,wk=z-zk και 
θεωρήσουµε ένα σύστηµα αξόνων µε άξονες παράλληλους προς τους 
αρχικούς και αρχή στο σηµείο Ζ(α,b), τότε όλες οι εικόνες των wn , 
βρίσκονται στο ίδιο ηµιεπίπεδο µιας ευθείας που διέρχεται από την αρχή 
του νέου συστήµατος και εποµένως w1+…+wk≠0.  

  Αν Α1,Α2,…,Ακ είναι οι εικόνες των ριζών z1,z2,…,zk   ενός πολυωνύµου 
Ρ(z)    αντιστοίχως, τότε το κυρτό περίβληµα του συνόλου {Α1,Α2,…,Ακ} 
είναι όπως προαναφέραµε ένα κυρτό πολύγωνο µε κορυφές κάποια από 
τα παραπάνω σηµεία το οποία περιέχει φυσικά όλα τα σηµεία Αn. 

   πρόταση 4  Έστω  P(z)= 1 2
1 2( ) ( ) ...( ) kmm m

kz z z z z z− − −    ένα πολυώνυµο 
βαθµού ν γραµµένο σε παραγοντοποιηµένη µορφή συναρτήσει των ριζών 
του   z1,z2,…,zk  όπου m1+m2+…+mk=ν. Τότε ισχύουν τα παρακάτω: 

   α)     1 2

1 2

( )
...

( )
k

k

mm mP΄ z

P z z z z z z z
= + + +

− − −
 για κάθε z≠z1,z2,…,zk  

   β)   Αν Q(z)= 1 2

1 2

... k

k

mm m

z z z z z z
+ + +

− − −
    και Q(z)=0 για κάποιο z, τότε 

οι εικόνες των z1,z2,…,zk στο επίπεδο δεν µπορούν να βρίσκονται όλες 
στο ίδιο ηµιεπίπεδο µιας ευθείας που διέρχεται από την εικόνα του z. 

   απόδειξη 

   α)  Είναι ο τύπος (3) που αποδείξαµε παραπάνω. 
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   β)  Έχουµε Q(z)=0 για κάποιο z. Αν όλες οι εικόνες των z1,z2,…,zk 
βρίσκονταν στο ίδιο ηµιεπίπεδο µιας ευθείας που διέρχεται από την 
εικόνα του z, τότε σύµφωνα µε την πόρισµα 1 θα ήταν Q(z)≠0 άτοπο. 

 

   ΘΕΩΡΗΜΑ  (GAUSS-LUCAS):  Έστω πολυώνυµο Ρ(z) (µε 
µιγαδικούς συντελεστές) βαθµού≥2. Τότε οι ρίζες της παραγώγου Ρ΄(z), 
ανήκουν στο κυρτό περίβληµα των ριζών του Ρ(z). 

   απόδειξη 

   Αν P(z)= 1 2
1 2( ) ( ) ...( ) kmm m

kz z z z z z− − −     

              τότε Ṕ (z)=P(z)Q(z) για κάθε z≠z1,z2,…,zk  (5) 

   Aν η εξίσωση Ρ΄(z)=0 έχει ρίζες κάποιους από τους z1,z2,…,zk  τότε η 
πρόταση είναι φανερή. 

   Ας είναι λοιπόν z µια ρίζα της Ρ΄(z)=0 που η εικόνα της Τ δεν ανήκει 
στο κυρτό περίβληµα του συνόλου  { z1,z2,…,zk}.  

  Τότε το Τ θα είναι εξωτερικό σηµείο του κυρτού περιβλήµατος και 
συνεπώς σύµφωνα µε την πρόταση 3, θα υπάρχει ευθεία διερχόµενη από 
το Τ τέτοια ώστε το κυρτό περίβληµα να βρίσκεται εξολοκλήρου σε ένα 
από τα δυο ηµιεπίπεδα που ορίζει η ευθεία αυτή. Σύµφωνα µε το 
προηγούµενο λήµµα θα ισχύει Q(z)≠0. 

   Όµως  Ρ΄(z)=0 ⇔ P(z)Q(z)=0 ⇔ Q(z)=0 αφού το z δεν ανήκει στο 

κυρτό περίβληµα του { z1,z2,…,zk} και καταλήγουµε σε άτοπο. Θα πρέπει 
λοιπόν το z να ανήκει στο κυρτό περίβληµα του { z1,z2,…,zk} κι έτσι το 
θεώρηµα αποδείχτηκε. 
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   παράρτηµα 

   Θα δούµε τώρα και άλλο ένα δεδοµένο που αφορά την θέση των ριζών 
της παραγώγου ενός πολυωνύµου (κρίσιµα σηµεία του πολυωνύµου) 
αναφορικά προς την θέση των ριζών του πολυωνύµου, όταν αυτό έχει 
πραγµατικούς συντελεστές. 

  Στην περίπτωση αυτή όπως είναι γνωστό αν z0 είναι ρίζα του Ρ(z) τότε ο 
συζυγής αριθµός 0z του z0 είναι επίσης ρίζα του Ρ. 

  Θεωρούµε ρίζες z0 για τις οποίες ισχύει z0∈C\R.  Τότε  z0≠ 0z . O κύκλος 

µε κέντρο Re(z0) και ακτίνα |Ιm(z0)| δηλαδή ο κύκλος µε διάµετρο τις 

εικόνες των z0 , 0z  καλείται δίσκος Jensen του Ρ. (σχήµα 11) 
 

 

   Θεώρηµα 2 (Jensen)  Έστω Ρ πολυώνυµο µε πραγµατικούς 
συντελεστές. Τότε τα µη πραγµατικά κρίσιµα σηµεία του Ρ βρίσκονται 
µέσα ή πάνω στο σύνορο κάποιου δίσκου Jensen του Ρ.    

   απόδειξη 

   Έστω n ο βαθµός του πολυωνύµου Ρ και  z1,z2,…,zn οι µιγαδικές του 
ρίζες, όχι κατ’ ανάγκη διαφορετικές µεταξύ τους. 
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   Υποθέτουµε ότι w είναι µια µη πραγµατική ρίζα της παραγώγου Ρ΄, 
δηλαδή Ρ΄(w)=0. Αν Ρ(w)=0 τότε w=zk για κάποιο k και το w ανήκει 
πάνω στο σύνορο του δίσκου Jensen που ορίζεται από το w= zi. 

   Έτσι ας υποθέσουµε ότι Ρ(w)≠0. Θέτουµε w=u+iv , v≠0. 

   Για µια µη πραγµατική ρίζα zk=α+bi , α,b∈R έχουµε για την συζυγή 

ρίζα kz =α-ib.  Θα έχουµε λοιπόν 

                         
2 2

1 1 2 2

( )

w a

w a bi w a bi w a b

−
+ =

− − − + − +
 

   όµως 2 2 2 2( ) ( )w a b w a b− + = − +   κι έτσι 

                                  
2 2

2 2 2 2 2

2 2 (2 2 )(( ) )

( ) | ( ) |

w a w a w a b

w a b w a b

− − − +
=

− + − +
. 

   Θα εκτιµήσουµε το πρόσηµο του φανταστικού µέρους της παραπάνω 
έκφρασης. Αφού ο παρονοµαστής είναι θετικός είναι αρκετό να 
εκτιµήσουµε το πρόσηµο του φανταστικού µέρους του αριθµητή. 

   Όµως 

           2 2 2 2(2 2 )(( ) )) 2(| | ( ) ( ))w a w a b w a u iv a b u iv a− − + = − − − + + − , 

και το φανταστικό µέρος είναι 2 2 2 22( || | ) 2 ( | | )v w a b v v w a b− − + = − − + . 

   Αυτή η παράσταση έχει το πρόσηµο του –v , όταν w είναι έξω από τον 
δίσκο Jensen του z=α+ib (αφού τότε |w-α|2>b2). 

   Αν ο zk=α∈R τότε για την έκφραση 
1

kw z−
 θα έχουµε  

                    
2

1 1 1

| |k

w a u a iv

w z w a w a w aw a

− − −
= = =

− − − −−
   και το φανταστικό 

µέρος της έχει ακριβώς το πρόσηµο του –v. Τώρα στο άθροισµα 
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                               0=
1

( ) 1

( )

n

k k

P΄ w

P w w z=

=
−

∑    εµφανίζονται δυο ειδών ρίζες: 

Μη πραγµατικές µιγαδικές οι οποίες µπορούν να χωριστούν σε ζευγάρια 
µε φανταστικό µέρος οµόσηµο του –v  , και όροι που αντιστοιχούν σε 
πραγµατικές ρίζες οι οποίοι επίσης έχουν το πρόσηµο του –v. Συνεπώς το 
παραπάνω άθροισµα έχει φανταστικό µέρος οµόσηµο του –v≠0 κι έτσι 
δεν µπορεί να είναι ίσο µε µηδέν. Στο άτοπο καταλήξαµε γιατί υποθέσαµε 
ότι ο w δεν ανήκει σε κανένα δίσκο Jensen του Ρ. 

   Άρα ο w οφείλει να βρίσκεται µέσα σε κάποιον δίσκο Jensen και το 
θεώρηµα 2 αποδείχτηκε.   
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