EAAXIXTA ANQ -MEI'TEXTA KATQ ®PAT'MATA

Koaoamidng I'edpyloc Mabnpoatikodg

210 ApOpo aVTO UEAETAUE TNV O YOPOKTNPIOTIKY 1WO10TNTO TOL
cuvoAoL R tov Tpayuotik®v aplOuany.

OPIZMOX 1
‘Eva cbvorlo A amd mpayuatikovg aptduovc (ACR) Adyetor dvem

Qpaypnévo av vmhpyel Evog aplduos yeR wote

>0 Yo Kdbe acA

Kd0e tétotoc ap1Ouoc y Aéyeton ave @paypo tov A.

OPIXMOX 2
‘Eva 6Ovoho A amd mpayuotikove apbuodg (ACR) Aéyston

KATO @paypévo av vrapyel xR oote

y<o. Y kGBe oA

Kdé0e tétotoc ap1Ouoc x Aéyetonl kdto @paypa tov A.

Hopadeiypota

1. 'Eoto A={y: O<<1}. To A eivor kou Gve Kot KAT®
epayuévo. ‘Eva kdto ¢opdyuo eivor to 0 xor éva v

epdyua to 1.



r 1 * 14 7 14
2. Eoto A={— : véN }. To A eivor dve Kol KOTO
1%
epayuévo. ‘Eva kdto opdyuoa eivoar to 0, evd éva dvom

epayua etvor o 1 a@ov 0<£§1 VveN',
1%

3.  Av A={ycQ: 2<*<3}. 'Eva kd1o ¢pdypa tov A givor to 1

Ko Eva v epaypa o aptudg S.

OPIXMOX 3
‘Evac aplOuog y Aéyeton eAdyioto ave @paypa tov A av
(1) etvar dve epdypa tov A

(2) av y givar dveo paypa tov A 10te Y=<y

Av €va oOVOAO £Yel EAQYIOTO AV @PAYUO, TOTE ALTO glvol
LOVOOTKO, O10TL av ¥,V eivor eldylota dveo epdayuoto Tov A T0TE
Oa &yovue ¥=<v (apov y elvor EAAYIOTO AV EPAYL TOV A)

V<y (apov y etval eAdy1oTO Ave GparyLuo Tov A)
apo Y=y

To eldyioto vo epayuo tov A coufoAiletor SUPA (TpopépeTan
«GOVTTA»)

Agyounaote 10 NG Paocikd a&iopa, to omoio pHdMoTa amotele
NV €1001010 O10popa Twv Q kot R.



Alopa Tanpotntog Tov R
Av A eglvar éva un Kevo kKot v @PAYUEVO LDTOGUVOAO TOV
GUVOAOL TOV TPAYUOTIKOV aplOuav, 10te T0 A €xel eAdy1oTO
dvo epayuo oto R.

Opwopog 4
‘Evag apBuodg y Aéyetor puéyrioto KAT® QPAyRo Tov Guvolov A

(ACR) av 1KavomolouvTal 01 ToPUKATO GVVONKEG

(1) oy etvar kGt EPaAyHa Tov A
(2) ov vy eivor kAT Epayuo TOTE >\

To péyloto kKt Qpayuo Otav VILAPYEL £ival LOVOOIKO Kol TO
cvupoiilovpue infA.

Ocopnuo_1 Av A glvar pun kevo Kol KATO @pOyUEVO

VTOGUVOAOD TOoV R, 10TE TO A €)El LEYI0TO KATO PpAyua 610 R,

Amooeitn
‘Eoto —A={-y. y€A}. Av x elvol k4t @paypua tov A ToTE
K<a YaceA dpa —>-a V acA dniadn o — elvar dve gpdypa tov —
A.’Etol —A#J ko —A avo ppayuévo. Apa vapyet to SUpP(-A).Oa
Eyovue Aomdv SUp(-APa YaeA kot av y>a VoA
161€ SUP(-ARVY.



Apa —sup(-Axa kot av o<a VacA 0o elvar —0>-0 <

Sup(-Ak-o< -sSup(-Apw. AnAadn to —SUp(-A) eivar uéyioto
KOT® QPAYHO TOV A,

Ocopnpo 2
O ap1Buodg k givar To eAdytoto aveo epayua (SUPA) Tov GLVOLOD
A av ka1 povo av 1oyvEeL

1) 0Kk givor dve epdyua tov A, nhadn k>a VaceA
i) V&>0,doaceA wote a>K-¢

O apBudg A givan 10 pué€yioto katm epayua tov A (infA) av kot
LOVO Vv 10 DEL

1) oA elvarl kat® epdyua tov A, dnradn A<a VoA

i) Ve>0 d a€A mote a<ite.

amdOEEN

Av « sivar 10 SUP(A) tOTte Tpopovme M (i) 1oyvel evd av
vroBécovpue 6t dev oyvel N (i) Ba Exovpe:

3 >0, YVacA a<k-e. Oumg 1018 0 K-€ €lval ave @pdyua tov A

Ko K-€<K @TOTO.
Avtiotpoga éotm 0Tl oyvovv ot (i),(il). Ao v (i) mpokvmTEL
0T 0 K elvan v @pdryura Tov A. Av 10 K 0gv JTAV TO EAAYIGTO AV®

opaypo Bo vapye K'<Kk mote k' >a VocA kot K'ehdyloto dvo




epayua tov A. Eivan k-k>0 k1 €10t amd v (i) yio e=x-k" Qo
Eyovue: Jo€A : a>k-(k-k) = o>k’ drtomo.

[Mopduota givar n amddeién kot yio to infA.

Acknon 1: 'Eoto A,B#J gpayuéva covolo Kot €6TM OTL UE

A+B ocvpfoiilovpe o cOvoro y+y pe x€A ko yeB. Na detybei
6t Sup(A+B)=sup(A)+sup(B)

Anddeiln

Av y€A+B 1018 y=)1H><SUPA+SUPB 11 €A x2€B) oniaon
VyeA+B y<supA+supB=-sup(A+BxsupA+supB (1)

Aoym tov Bewpruatoc (1) Oa eivon Ve>0 d y1€A: 11 >SupA—% Kol

eniong d 2€B: X2>SUpB-§.

Apa Ve>0 d z=y+y>SUpPA+suUpBe k1 €101 SUP(A+B)=supA+supB.

To 6OvoAo TV PLGIKOV apBuU®Y eV givan dve epayuévo. Avtn
elvor g ONAMGO™N oL QAIVETAL TETPIUUEVT] GAAL OGTOGO ToilEt
vy TOAD onuovTiKd poAo e MOAAEC amodeielc Bempnudtov.
[Tdvtog n amdoelEn tov elvon addvatn Siywg TNV omoooyn Tov
aAELOUOTOG TANPOTNTOC.

Ocopnpo 2: To cvvoro N dev givarl dve ppayuévo.

Amooeitn



‘Eotm 011 10 N givar avo epayuévo. Apod N£J, Ba vrdpyet o

suN xat Ba 1oyvel SUN>V VveN
Apa SUN>V+1 VveN agpob v+1eN

Tote opwg SUPN-Bv VveN dromo dott SUN-1<supN.

Ozopnuo 3: (a&iouo Apyyumon-Evoo&ov)

1
["o kaBe >0 vrtdpyel PLoKOC aPOUOC YV e — < &
1

amooEIln

/4 14 14 4 4 1 4
YrnoBétovue 1o avtifeto. Tote vaapyel €0 mwote —>¢ VveN dpa,
1

VS1 vveN, oniadn 1o N givar dvo epayuévo, dtomo.
g

Ocopnuo 4: Av o,feR kot a>0, to1e VdpPYEl VEN: v-0>[
Amooeitn

7 14 14 a 7
Av 110 k40e vEN ioyve v-0<p 101e vV<— VVEN dromo.

Osopnue 5: Av o,feR kot a<p tOte VRdPYEL PNTOG p pE A<p<f3
AmodeIln

‘Eotw 0>0. Apov B>a < B-0>0 0o vapyet voeN: i<B-0c (1)
Vo

1
Eniong vndpyer peN : p-—>a

Vo



1
Oewpovpe 10 oovoro A={u: neN kot p-—>o}
Vo

[Ipopavig A% kot ACN dpa to A €xEl KATO10 EAAYIGTO GTOLYELO

4 4 K
K Y0l TO OO0 1OYVEL — >0.
V
0

Oa deiovpe TOpa OTL £<B.

Vo
K k-1 1 , ,
Av —>po—>pF-——>pF-(f-a)=«a dtomo 0oy
Vo Vo Vo
k-1 «
Vo Vo.

Apa av o>0 kot a<p t6te vVdpyel peQ vote a<p<p
Av 0<0 tote vapyel KEN note k+a>0 (apov to N dev elvar dvew
Qpayuévo). Apa coupmvo pe to mopamaveo 0o vrapyer peQ
TET010 O0TE KHoa<p <K+ < a<p’-k<P kot p'-k€Q.

noprona: Metald dvo TPAYUATIKOV aplOumy LITAPYOVV ATELPOL
pnrot apibuoi.

doxknon 2
‘Eotow A,B CR kot té€to10 wote =<y VycA VyeB. Acilte 011

o) SUPASy YyeB
B) SupA<infB

amooEIln



a) KdaOe otoryeio yEB gival avo epdyua tov Tov A, apo €GOV
10 SUPA ceivalr 10 eldyioto dve o¢pdyuo tov A Ba €yovue
SUPA<y VyeB.

B) o SUpAcivar kat®m epdyuo tov B apod SUPASy YyeB

apov 1o INfB elvon 1o péyioto xdtm @pdyuo tov B Oa eivor
SUpPASInfB.

aocknon 3

Av A,B ppaypéva vmoshvora tov R ogiEte 0Tl

sup(AJB)=max{supA,supB}.

amooEIln
‘Eotw supAesupB. Tote VycAUB 0Oa eivar y€A M yeB dpa

SUPA>X 11 SUPA>SUpPB>X. Apa VycAUB, supA>X. Avtd onuaivet
ot wpémer SUP(AUB)<SupA (1)
Ouwc woyver sup(AUB)>x VXeAUB dpa sup(AUB)>X VxXeA
emouéveme SUPASSUpP(AUB) (2). And tic (1),(2)poxdmtet 611
sup(AUB)=supA=max{supA,supB}.

AN o opoaio EQapuoyn Tov a&lOUATOC TNG TANPOTNTOS Eival
10 €ENG:



Osopnpo 6
KdBe un apvntikog mpayuotikog aptfudg Exel o Kot Hovo Lo
L1 OPVNTIKY] TETPAYOVIKT pila

amooEIln

Av a=016t1e 0 0 £yel OC TETPpAYOVIKT pila TO UNOEV Kot LOVo.
‘Eotm o>0 kot S={y / xR, ko x°<o}

2

Eivol S yioti o’<a(l+a)? < > < o ONAodN —GS

1+ ) 1+a
10 S givat Gve paypévo d1dtt (a+1)>0 ki ot o apOpdc at+l
etvar dvo epdyuna tov. Ao 10 aiopa g TANPOTNTUS TPOKVTEL
o1t B vTapyeL 10 EAGIGTO AV EPAYU Tov S. Ag givar B=SupS.
"o tov B Ba woydet po amod TIG TPELS TEPMTOGELC:
p>a M B=a 1 B<a
p-a_1 ,
—(,B ). Tote O<y<B o
2/ B

v*=p%-(B* a)+('B —a)’ a+u>a. Apa v>y° VxEeS

4p° 4p°

omtdte y>y VY ES omhadn o y ivar Avo epayuo Tov S Kol udAleTo

Av B>o0 0étovpe y=4—

Y<SUps3$ 1o onoio sivar atomo.
‘Eoto 1dpa 01t B<o. Oswpolue évav Oetikd apBud vy té1010

a-fB°
3

wote V<P xat y<
Tote (B+y)°=p*+2By+y"=p+y(2B+y)<B™+3By<p+(a-p*)=0.. Anhadn
(B+y)’<a dpa B+yeS kat p+y>p=supSatomno.

‘Eto1 teAkd n LoV TEPIMTMOT TOV OTTOUEVEL ETVOL T Bzza.



onuavtikn toporinpnon. I'vopilooue 611 1600 10 Q 660 KOU TO

R wavomotovv 1o aSiopato v oMKE SLOTETOYUEVOV COUOTOC.

Apa 6cov apopd TNV drhyePpd Tovg dEV LTAPYEL KAULA JLOPOPA OE
1010TNTEC MOV  OmoppEéoLVY  amd T OEIOUNTO  TOV  OAIKG
OLOTETAYUEVOD  GOUATOC. %€ Tl OWPEPOVV  TEAIKA TO OVLO

ap1funtikd cvvora Q kot R;

Ag maue médM miow oto mponyovuevo Bedpnuo Kol 0O
Dewpricovpe 6Tt 0=2. Tote SUPSSP Kat P°=2. O apduds B OHOC OC
YVOGTO 0gv givan pntoc. 'Etor o B elvon dppnrog, mpdyuo mov
onuaiver 0Tt oto Q dev 1oyvel To aioua TG TANPOTNTUG dNACON
oto Q d0ev vIhpyEl TAVTO TO SUPEVOC Gv®d PPAYUEVOD VTTOGVVOLOV
tov. ['la T0 Adyo avtd , OMMG EMONUAVALE KOl GTNV OpYY], TO
aiopo TAnpdTog anotelel TV €100m010 dapopd petacd Q kot

R.

TPOTEWVOUEVES ULOKIGELS

1. Av aeRs kot 6€R.-Q. (Betikdc appnrog) dei&te OTL TO

ocvvoro A={a* / yeQ: kot y<c} eivar gpayuévo. [ av a>1

10Te T0 SUPA Aéyeton dvvaun tov o pe ekBetn o, onAaon
a’=SUpA. Av o<l tote t0 INfA AéyeTO SVVOUN TOV O UE
gkbétn o, niaon a’=infA].

2. 'Eoto A,BCR un keva ko gpayuévo vrocvvora tov R,
Agi&te 6t unf(A+B)=IinfA+infB.
prov A+B={y+y/xcA,y<EB}]

3. Bpeite 10 eldyioto dvm Qpayuo Kol To LEYIGTO KATM ppdayua



av VIapyovv) TV akdAovdmv cuvoiwv. EEetdote oo o’
aVTA £YOVV UEYIOTO 1 eAdy1oTO oTotyEio (OnA. e€etdote mOTE
70 Supkat o inf cuuPaivel va aviKovy 6TO0 GHVOAO)

i){% / neN}, i) {i/an*}, i) {(x/x=0 % x=1/n, rEN}

iv) {x/ 0<x<~+/2 X€Q} V) {X/ X *+x-1<0}
vi) {x / x<0 kot X*+x-1<0} vii) {x / x*+3x+10>0}.



