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Σηµείωµα του συγγραφέα 
 

   Ο σκοπός αυτού του βιβλίου είναι να εξοικειώσει τον αναγνώστη 
στα βασικά της µη-Ευκλείδειας γεωµετρίας του Λοµπατσέφσκι. 
   Ο περίφηµος Ρώσος µαθηµατικός N. I. Lobachevsky ήταν 
εξαίρετος στοχαστής, στον οποίο χρεώνεται µια από τις 
µεγαλύτερες µαθηµατικές ανακαλύψεις, η κατασκευή ενός γνήσιου 
γεωµετρικού συστήµατος διαφορετικού από την Ευκλείδεια 
γεωµετρία. Ο αναγνώστης θα βρει µια σύντοµη βιογραφία του  Ν. I. 
Lobachevsky στην παράγραφο 1. 
   Η Ευκλείδεια και η Λοµπατσέφσκια γεωµετρία έχουν πολλά 
κοινά διαφέρουν όµως στους ορισµούς τα θεωρήµατα και τους 
τύπους που έχουν σχέση µε το αίτηµα των παραλλήλων. Για να 
διευκρινίσουµε τους λόγους για τους οποίους διαφέρουν πρέπει να 
δούµε πως γεννήθηκαν και αναπτύχθηκαν οι βασικές γεωµετρικές 
έννοιες, κι αυτό γίνεται στην παράγραφο 2. 
   Εκτός από τις γνώσεις της σχολικής επίπεδης γεωµετρίας και 
τριγωνοµετρίας η ανάγνωση αυτού του φυλλαδίου απαιτεί την 
γνώση ενός µετασχηµατισµού γνωστού ως αντιστροφή, τα 
βασικότερα χαρακτηριστικά του οποίου παρουσιάζονται στην 
παράγραφο 3. Ελπίζουµε πως ο αναγνώστης θα είναι σε θέση να 
κατανοήσει τις αρχές της µε κέρδος για τον εαυτό του και χωρίς 
µεγάλη δυσκολία αφού αυτή ,και η παράγραφος 10, παίζουν πολύ 
σηµαντικό, αν και δευτερεύοντα ρόλο στην έκθεσή µας.    
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Μέρος  1. 
Ένα σύντοµο δοκίµιο της ζωής και του έργου του 

N. I.  Lobachevsky 
 

   Ο Νικόλαος  Ιβάνοβιτς  Λοµπατσέφσκι  γεννήθηκε την 1η  
∆εκεµβρίου του 1792 (20 Νοεµβρίου µε το παλιό ηµερολόγιο) , 
και ήταν ο γιος ενός κακοπληρωµένου δηµοσίου υπαλλήλου. 
Νωρίς στη ζωή του ο Νικόλαος και τα δυο του αδέρφια 
αφέθηκαν µόνο στη φροντίδα της µητέρας τους ,µιας δραστήριας 
και έξυπνης γυναίκας η οποία παρά τα υπερβολικά πενιχρά µέσα 
της, τους έστειλε όλους στην σχολή γραµµάτων του Καζάν. 
   Ο Λοµπατσέφσκι σπούδασε εκεί από το 1802 µέχρι το 1807 και 
στο πανεπιστήµιο του Καζάν από το 1807 µέχρι το 1811. 
Έχοντας εξαιρετικά µαθηµατικά ταλέντα ολοκλήρωσε επιτυχώς 
τις σπουδές του και αφού αποφοίτησε παρέµεινε για να δουλέψει 
στο Πανεπιστήµιο ως καθηγητής, αξίωµα που του παραχωρήθηκε 
το 1816. 
   Η διδασκαλία του Λοµπατσέφσκι άφησε βαθιά εντύπωση στις 
µνήµες των µαθητών του. Οι διαλέξεις του ξεχώριζαν για την 
διαύγεια της σκέψης τους και την πληρότητα της παρουσίασης. 
Οι γνώσεις του σε διάφορους κλάδους της επιστήµης ήταν 
πλατιές και πολύπλευρες, δίνοντάς του την δυνατότητα να 
διδάσκει όχι µόνα µαθηµατικά θέµατα, αλλά επίσης και 
µηχανική, φυσική, αστρονοµία, γεωδαισία και τοπογραφία. 
   Ο Λοµπατσέφσκι εκλέχθηκε πρύτανης στο Πανεπιστήµιο του 
Καζάν το 1827, και κατείχε την θέση αυτή για σχεδόν είκοσι 
χρόνια. Υπήρξε ένας ταλαντούχος και ενεργητικός διαχειριστής, 
που µε τους διορατικούς στόχους του για υψηλότερη εκπαίδευση, 
πέτυχε να κάνει το πανεπιστήµιο του Καζάν ένα µοντέλο 
υψηλότατου εκπαιδευτικού ινστιτούτου της εποχής του. Με 
πρωτοβουλία του το πανεπιστήµιο άρχισε την δηµοσίευση  
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 επιστηµονικών πρακτικών. Ανάµεσα στις κατασκευές που έγιναν 
υπό την εποπτεία του ήταν και το αστρονοµικό αστεροσκοπείο. 
   Αλλά είναι το επιστηµονικό του έργο που έκανε τον 
Λοµπατσέφσκι διάσηµο. Το όνοµά του αποθανατίστηκε για την 
δηµιουργία της µη Ευκλείδειας γεωµετρίας, όπως την ονοµάζουµε 
µετά απ’ αυτόν1. 
   Στις 23 (11) Φεβρουαρίου 1826 ανέγνωσε µια διατριβή σε µια 
συνάντηση του τµήµατος των Φυσικοµαθηµατικών επιστηµών του 
πανεπιστηµίου του Καζάν, στην οποία για πρώτη φορά κοινοποίησε 
την µη Ευκλείδεια γεωµετρία που  ανακαλύφθηκε απ’ αυτόν. Η 
πρώτη δηµοσιευµένη παρουσίαση των αρχών αυτής της γεωµετρίας 
έγινε στα αποµνηµονεύµατά του On the Fundamentals of Geometry 
που δηµοσιεύτηκαν το 1829 και το 1830 στην εφηµερίδα Kazan 
Herald.   
   Πολλοί σύγχρονοι του Λοµπατσέφσκι δεν κατανόησαν τις 
ανακαλύψεις του, και το έργο του στην γεωµετρία ,είχε εχθρική 
υποδοχή τόσο στην Ρωσία όσο και στο εξωτερικό. 

                                                 
1 Το άλλο όνοµα-υπερβολική γεωµετρία- είναι δοσµένο από το γεγονός ότι σ’ αυτήν 
µια ευθεία γραµµή όπως η υπερβολή στην Ευκλείδεια γεωµετρία έχει δυο απείρως 
αποµακρυσµένα σηµεία (βλ. παρ.4) 
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Οι ιδέες του ήταν πολύ τολµηρές και πολύ µακριά από τις 
κρατούσες επιστηµονικές αντιλήψεις της εποχής του, έτσι ώστε 
χρειάστηκε να περάσει πολύς καιρός για να βρούνε την γενική 
αποδοχή η οποία ήρθε µόνο µετά τον θάνατό του. 
   Ο Λοµπατσέφσκι δεν  µεταπείστηκε για την ορθότητα των 
συµπερασµάτων του, παρά τις αντίθετες κριτικές, και συνέχισε µε 
όλη την εσωτερική του ενέργεια και αποφασιστικότητα, να 
εργάζεται πάνω στην ανάπτυξη του γεωµετρικού του συστήµατος, 
δηµοσιεύοντας έναν αριθµό από έργα  πάνω σε προβλήµατα της µη-
Ευκλείδειας γεωµετρίας. Το τελευταίο απ’ αυτά, ολοκληρώθηκε 
από τον Λοµπατσέφσκι όχι πολύ πριν από το θάνατό του, καθ’ 
υπαγόρευση, µιας κι ο ίδιος  δεν ήταν σε θέση να γράψει πια λόγω 
της τύφλωσης που τον επηρέασε στα τελευταία χρόνια της ζωής 
του. 
   Η επιστηµονική δραστηριότητα του Λοµπατσέφσκι δεν 
περιορίζεται µόνο στην γεωµετρία. Αυτός  έχει επίσης διάφορες 
θεµελιώδεις συνεισφορές στην άλγεβρα και στο λογισµό. Η 
µέθοδος προσέγγισης της  λύσης µιας αλγεβρικής εξίσωσης  που 
επεξεργάστηκε είναι πολύ κοµψή και αποτελεσµατική. 
   Οι φιλοσοφικές απόψεις του Λοµπατσέφσκι έχουν µια φανερά 
εκφρασµένη υλιστική κλίση. Αυτός θεωρούσε ότι το πείραµα και η 
πράξη είναι τα ποιο αξιόπιστα µέσα για τον έλεγχο των θεωρητικών 
συµπερασµάτων. Αξίωνε η µαθηµατική διδασκαλία να αναδεικνύει 
τα πραγµατικά φαινόµενα πίσω από τις µαθηµατικές δράσεις. 
   Το 1846 ο Λοµπατσέφσκι απαλλάχθηκε από τα καθήκοντά του 
στο πανεπιστήµιο και διορίστηκε βοηθός επιµελητής της 
εκπαιδευτικής περιοχής του Καζάν. 
   Πέθανε στις 24 (12) Φεβρουαρίου 1856. Το 1896 στο Καζάν 
υψώθηκε µνηµείο για να τιµήσει την µνήµη του.1 
  

                                                 
1 Ο αναγνώστης µπορεί να βρει περισσότερες λεπτοµέρειες για την ζωή του 
Λοµπατσέφσκι στο V.F.Kagan, N. Lobachevsky and His Contribution to the World 
Science by Foreign Languages Publishing House Moscow, 1957. 
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Παράγραφος 2. Η προέλευση των Αξιωµάτων και ο ρόλος τους 

στην Γεωµετρία 
 

   Για να αποσαφηνίσουµε το ρόλο των αξιωµάτων θα δώσουµε µια 
σκιαγράφηση των βασικών βηµάτων στην ανάπτυξη της γεωµετρίας 
από τα αρχαία χρόνια. 
   Το λίκνο της γεωµετρίας ήταν οι χώρες της Αρχαίας Ανατολής 
όπου σηµαντικοί πρακτικοί κανόνες για την µέτρηση γωνιών, 
εµβαδών  κάποιων σχηµάτων, και του όγκου απλών στερεών 
χρησιµοποιούνταν για χιλιάδες χρόνια ανταποκρινόµενοι στην 
ανάγκη καταµέτρησης της γης, στην αρχιτεκτονική και την 
αστρονοµία. Αυτοί οι κανόνες αναπτύχθηκαν εµπειρικά (από το 
πείραµα) και πέρασαν από στόµα σε στόµα. Στα παλαιότερα 
κείµενα που φτάσανε σε µας  συναντάµε συχνά εφαρµογές 
γεωµετρικών κανόνων, αλλά δεν βρίσκουµε προσπάθειες για την 
τυποποίησή τους. 
   Με το πέρασµα του χρόνου ο κύκλος των αντικειµένων στα οποία 
οι αποκτηµένες γεωµετρικές γνώσεις  εφαρµόζονταν, διευρύνθηκε 
και προέκυψε η ανάγκη να τυποποιηθούν οι κανόνες σε όσο το 
δυνατόν ποιο γενική µορφή, το οποίο έφερε µια κίνηση στη 
γεωµετρία από την χειροπιαστή αντίληψη προς τις αφηρηµένες 
έννοιες. Για παράδειγµα, ο κανόνας που αναπτύχθηκε για την 
µέτρηση του εµβαδού ενός ορθογωνίου σχεδίου της γης 
αποδείχτηκε εφαρµόσιµο για την µέτρηση ενός χαλιού, την 
επιφάνεια ενός τοίχου κλπ, µε αποτέλεσµα εξ’ αυτών να αναδυθεί η 
αφηρηµένη έννοια του ορθογωνίου.  
   Έτσι σχηµατίστηκε ένα σύστηµα γνώσεων που ονοµάστηκε 
γεωµετρία. Στα πρώιµά της στάδια αυτή ήταν µια εµπειρική 
επιστήµη, δηλαδή όλα της τα αποτελέσµατα παράγονταν 
κατευθείαν από το πείραµα. 
   Η ανάπτυξη της γεωµετρίας πήρε µια νέα κατεύθυνση όταν έγινε 
γνωστό ότι κάποιες από τις προτάσεις της δεν χρειάζονταν 
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εµπειρική τεκµηρίωση, αφού αυτές µπορούσαν να παραχθούν από 
άλλες προτάσεις, ως συµπεράσµατα, ακολουθώντας κάποιους 
λογικούς κανόνες. Οι προτάσεις της γεωµετρίας τώρα διαιρέθηκαν 
σε δυο κατηγορίες: αυτές που εγκαθιδρύονταν εµπειρικά (που 
αργότερα ονοµάστηκαν αξιώµατα) και αυτές που µπορούσαν να 
αποδειχτούν λογικά µε βάση τα αξιώµατα (θεωρήµατα). 
   Επειδή η λογική τεκµηρίωση δεν απαιτεί ούτε ειδικά µέσα ούτε 
διάφορες κουραστικές µετρήσεις, τεχνικά είναι πολύ απλούστερη 
από την εµπειρική προσέγγιση, οι επιστήµονες από την αρχαιότητα 
φυσιολογικά ήρθαν αντιµέτωποι µε το πρόβληµα της αναγωγής του 
πρώτου είδους προτάσεων (αξιώµατα) σε έναν ελάχιστο αριθµό 
προτάσεων έτσι ώστε να ελαφρυνθεί το έργο των γεωµετρών 
µετακινώντας το κύριο φορτίο της δουλειάς τους, στη σφαίρα της 
λογικής επιχειρηµατολογίας. Αυτός ο στόχος αποδείχτηκε εφικτός  
αφού η γεωµετρία αποµακρύνθηκε από όλες τις ιδιότητες των 
σωµάτων εκτός  της έκτασης, και διαπιστώθηκε ότι όλες οι δυνατές 
γεωµετρικές σχέσεις µπορούν να παραχθούν από έναν περιορισµένο 
αριθµό υποθέσεων ή αξιωµάτων. 
   Έτσι η γεωµετρία µετατράπηκε από εµπειρική σε παραγωγική 
επιστήµη1 η οποία στις µέρες µας  είναι η αξιωµατική παρουσίαση. 
   Το ποιο πρώιµο βιβλίο το οποίο έφτασε σε µας, µε µια 
συστηµατική παρουσίαση των βασικών προτάσεων της γεωµετρίας 
είναι τα Στοιχεία του Ευκλείδη το οποίο γράφτηκε γύρω στο 300 
πΧ. 
Αυτό το έργο έχει την ακόλουθη δοµή: Μετά τους ορισµούς και τα 
αξιώµατα έρχεται στις αποδείξεις των θεωρηµάτων και στις λύσεις 
προβληµάτων. Κάθε νέο θεώρηµα αποδεικνύεται µε βάση τα 
αξιώµατα και τα θεωρήµατα που έχουν αποδειχθεί πιο πριν. Τα 
αξιώµατα δεν αποδεικνύονται αλλά απλώς δηλώνονται. 
   Για δυο χιλιάδες χρόνια τα Στοιχεία του Ευκλείδη απολάµβαναν 
την αδιαµφισβήτητη αυθεντία ανάµεσα στους διανοούµενους. Ένα 

                                                 
1  Μια παραγωγή είναι η εξαγωγή ενός συµπεράσµατος. Μια επιστήµη καλείται 
παραγωγική όταν οι νέες δηλώσεις της παράγονται από προηγούµενες µε λογικό τρόπο. 
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σηµείο όµως  µέσα σ’ αυτά δεν ήταν τελείως νοµιµοποιηµένο. Αυτό 
ήταν το (πέµπτο) αίτηµα  των παραλλήλων διατυπωµένο ως εξής: 
   Αν µια ευθεία τέµνει δυο άλλες και σχηµατίζει µε αυτές ένα ζεύγος 
‘εντός και επί τα αυτά  γωνιών µε άθροισµα µικρότερο από δυο 
ορθές, τότε οι ευθείες, προεκτεινόµενες κατάλληλα, τέµνονται προς το 
µέρος που βρίσκονται οι γωνίες αυτές.1  
   ∆εν δηµιουργήθηκαν αµφιβολίες για την εγκυρότητα του 
Ευκλείδειου αξιώµατος. Η αβεβαιότητα σχετικά µ’ αυτό βρισκόταν 
κάπου αλλού. Ήταν δικαιολογηµένη η θέση του ανάµεσα στα 
αξιώµατα; Μήπως µπορούσε να αποδειχθεί από τα αξιώµατα των 
Στοιχείων κι έτσι να µεταφερθεί στην κατηγορία των θεωρηµάτων; 
   Αρχικά οι προσπάθειες για την απόδειξη του αιτήµατος των 
παραλλήλων αντικατοπτρίζουν την τάση που αναφέραµε  
παραπάνω για τον περιορισµό των γεωµετρικών προτάσεων που 
απαιτούσαν εµπειρική τεκµηρίωση. Με την πάροδο του χρόνου η 
κατάσταση άλλαξε. Η εµπειρική αρχή των αξιωµάτων λησµονήθηκε 
και άρχισαν να τα µεταχειρίζονται σαν αυταπόδεικτες αλήθειες, 
ανεξάρτητες από την εµπειρία ή οποιοδήποτε πείραµα.2  Αυτή η 
οπτική οδήγησε στην πεποίθηση ότι το αίτηµα των παραλλήλων, το 
οποίο είναι δύσκολο να αναγνωριστεί ως αυταπόδεικτο λόγω της 
περίπλοκης διατύπωσής του, δεν είναι στην πραγµατικότητα αξίωµα 
αλλά µια δήλωση που πρέπει να αποδειχθεί. Όµως πολλές 
προσπάθειες προς αυτή την κατεύθυνση δεν είχαν θετικά 
αποτελέσµατα. Σαν τον µαγεµένο θησαυρό, το αίτηµα των 

                                                 
1 Στα σχολικά εγχειρίδια το αίτηµα παραλλήλων του Ευκλείδη, έχει αντικατασταθεί µε 
την ισοδύναµη πρόταση: Μόνο µια παράλληλη ευθεία µπορούµε να φέρουµε προς 
δοθείσα ευθεία από ένα σηµείο που δεν ανήκει πάνω σ’ αυτήν. 
   ∆υο αξιώµατα της Ευκλείδειας, ή άλλης γεωµετρίας , θεωρούνται ισοδύναµα, αν από 
αυτά παράγονται οι ίδιες προτάσεις µε την προϋπόθεση ότι όλα τα άλλα αξιώµατα 
παραµένουν ίδια.   
2 Είναι γνωστό ότι άνθρωποι που γεννήθηκαν τυφλοί αλλά ανάκτησαν την όρασή τους 
χειρουργικώς, δεν µπορούν να ξεχωρίσουν έναν κύβο από µια σφαίρα για κάποιον 
χρόνο µετά την επέµβαση δίχως πρώτα να τα αγγίξουν. Αυτό δείχνει πως υπάρχει 
ανάγκη της εµπειρίας για την ορθή αντίληψη των γεωµετρικών εικόνων, δίχως την 
οποία οι γεωµετρικές έννοιες δεν µπορούν να σχηµατιστούν.  
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παραλλήλων δεν αποκάλυπτε τα µυστικά του στους ερευνητές. Οι 
απόπειρες  για την απόδειξή του, που κατανάλωσαν ένα τροµερό 
ποσό διανοητικών προσπαθειών γενεών στοχαστών,  απέτυχαν ως 
το τίµηµα της ιδεαλιστικής ερµηνείας της ουσίας των αξιωµάτων. 
   Ο ποιο κοινός τύπος εσφαλµένης απόδειξης του Ευκλείδειου 
αιτήµατος παραλλήλων ήταν η αντικατάστασή του µε µια 
ισοδύναµη πρόταση, για παράδειγµα: Μια κάθετη και µια πλάγια 
ευθεία πάνω στην ίδια ευθεία τέµνονται, ή δεν υπάρχει τρίγωνο όµοιο 
προς δοθέν τρίγωνο που να είναι ίσο µε αυτό, ή ο γεωµετρικός τόπος 
των σηµείων που ισαπέχουν από δοσµένη ευθεία και βρίσκονται προς 
το ίδιο µέρος της, είναι µια ευθεία γραµµή, ή τρία σηµεία είναι είτε 
συνευθειακά είτε οµοκυκλικά. Αργότερα διαπιστώθηκε ότι όλες 
αυτές οι προτάσεις είναι   εσφαλµένες αν το Ευκλείδειο αίτηµα δεν 
ισχύει. Συνεπώς  λαµβάνοντας ως αξίωµα κάποια απ’ αυτές είναι 
σαν να υποθέτουµε την εγκυρότητα του Ευκλείδειου αιτήµατος, 
δηλαδή υποθέτουµε ότι είναι ορθό αυτό το οποίο θέλουµε να 
αποδείξουµε. 
  Ο Λοµπατσέφσκι πήρε διαφορετικό δρόµο στην έρευνά του πάνω 
στην θεωρία των παραλλήλων. Ξεκινώντας µε την απόπειρα να 
αποδείξει το αξίωµα των παραλλήλων είδε ότι κάποιος οδηγείται σε 
τελείως αναπάντεχα αποτελέσµατα. Αυτές οι απόπειρες συνίσταντο 
στην χρήση της απόδειξης µε αντίφαση (απαγωγή σε άτοπο) και 
ήταν στηριγµένες στο ακόλουθο επιχείρηµα: Αν το Ευκλείδειο 
αίτηµα παραλλήλων είναι συνέπεια των υπόλοιπων αιτηµάτων των 
Στοιχείων, και αν κάποιος υποθέσει κακόβουλα ότι τουλάχιστον δυο 
ευθείες που δεν τέµνουν δοθείσα ευθεία και που βρίσκονται στο ίδιο 
επίπεδο µ’ αυτήν  µπορούν χαραχθούν από σηµείο εκτός αυτής, τότε 
αυτή η υπόθεση αργά ή γρήγορα, θα οδηγήσει µέσω των συνεπειών 
της σε κάποια αντίφαση. Βρίσκοντας όµως ολοένα κι άλλες νέες 
συνέπειες αυτής της υπόθεσης, ο Λοµπατσέφσκι πείστηκε ότι δεν 
έχει σηµασία πόσο παράδοξες φαίνονται αυτές οι συνέπειες από την 
σκοπιά της Ευκλείδειας γεωµετρίας, κι ότι αυτές µπορούν να 
σχηµατίσουν την βάση µιας νέας επιστηµονικής θεωρίας. 
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   Έτσι στην θεµελίωση της µη Ευκλείδειας γεωµετρίας1 το αξίωµα 
των παραλλήλων διαφέρει από αυτό της Ευκλείδειας και συµπίπτει 
µε την υπόθεση που δόθηκε παραπάνω η οποία από δω και πέρα θα 
αναφέρεται ως Λοµπατσέφσκιο αίτηµα παραλλήλων.   
   Βέβαια παραµένει ακόµα ασαφές το κατά πόσο κάποιος µπορεί µε 
σιγουριά να πει ότι καµιά από τις άπειρες  δυνατές συνέπειες του 
Λοµπατσέφσκιου αξιώµατος παραλληλίας δεν οδηγεί σε αντίφαση. 
Ο Λοµπατσέφσκι σκιαγράφησε έναν τρόπο για την επίλυση αυτού 
του προβλήµατος, επισηµαίνοντας ότι η συνέπεια της γεωµετρίας 
που εξερευνούσε θα ήταν εξασφαλισµένη από την δυνατότητα 
αριθµοποίησής της, δηλαδή από την δυνατότητα  αναγωγής της 
λύσης κάθε γεωµετρικού προβλήµατος σε αριθµητικούς 
υπολογισµούς και αναλυτικούς µετασχηµατισµούς 
χρησιµοποιώντας τους τύπους της υπερβολικής τριγωνοµετρίας που 
παρήγαγε ο ίδιος. Άλλοι επιστήµονες βρήκαν αργότερα αυστηρές 
αποδείξεις της συνέπειας της γεωµετρίας του. 
   Οι έρευνες του Λοµπατσέφσκι στο πεδίο της υπερβολικής 
γεωµετρίας  ήταν πολύ µεγάλης έκτασης καλύπτοντας στοιχεία 
τριγωνοµετρίας, αναλυτικής και διαφορικής γεωµετρίας. 
Χρησιµοποιώντας της µεθόδους της γεωµετρίας του παρήγαγε 
περισσότερους από 200 νέους τύπους για τον υπολογισµό 
ορισµένων ολοκληρωµάτων.   
   Οι ανακαλύψεις του Λοµπατσέφσκι θεωρήθηκαν από τους 
συγχρόνους του, ακόµη και από τους µαθητές του, ως τερατώδεις 
ανοησίες, θρασύτατη περιφρόνηση της λογικής και του κοινού νου2. 
                                                 
1 Έχει βρεθεί ότι εκτός από την γεωµετρία που ανακάλυψε ο Λοµπατσέφσκι, πολλές 
άλλες ακόµα γεωµετρίες µπορούν να κατασκευαστούν. 
2 Βέβαια δεν µπορεί κανείς µε αβάσιµες υποψίες να πει ότι οι σύγχρονοι του 
Λοµπατσέφσκι ήταν ανίκανοι να καταλάβουν τις έρευνές του. Πολλοί δεν εξέφρασαν 
κάποια άποψη πιθανόν γιατί η περιοχή των επιστηµονικών τους ενδιαφερόντων δεν 
περιλάµβανε την σφαίρα των ερευνών του Λοµπατσέφσκι. Επίσης γνωρίζουµε ότι ο 
περίφηµος Γερµανός µαθηµατικός Karl Gauss και ο εξαίρετος Ουγγαρέζος γεωµέτρης 
Janos Bolyai, ανεξάρτητα από τον Λοµπατσέφσκι , έφτασαν στην ιδέα της δυνατότητας 
της κατασκευής µιας µη Ευκλείδειας γεωµετρίας, συµµεριζόµενοι τις απόψεις του. Ο 
Gauss φοβούµενος µήπως δεν γίνει κατανοητός και γελοιοποιηθεί, δεν δηµοσίευσε του 
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Μια τέτοια στάση απέναντι σε µια µεγάλη ιδέα που γκρεµίζει ιερές 
προκαταλήψεις δεν προκαλεί έκπληξη. Η Ηλιοκεντρική θεωρία του 
Κοπέρνικου, η οποία αρνήθηκε αυτό που φαινόταν  προφανές και 
ισχυριζόταν αυτό που ήταν αδιανόητο να φανεί, είχε την ίδια 
εχθρική υποδοχή. Χρειάζεται πολύ βαθύτερη αντίληψη για την 
κατανόηση της αποδεκτικότητας των δυο γεωµετριών. Ας 
περάσουµε τώρα στην παρουσίαση κάποιων από τα ευκολότερα 
στην κατανόηση επιχειρηµάτων. 
   Η παράγραφος πάνω στην επίπεδη γεωµετρία στα σχολικά βιβλία 
µελετά το επίπεδο ανεξάρτητα από τον περιβάλλοντα χώρο. Με 
άλλα λόγια επιπεδοµετρία είναι η γεωµετρία του Ευκλείδειου 
επιπέδου. Γεωµετρίες κάποιων καµπύλων επιφανειών είναι επίσης 
πολύ γνωστές. Ένα παράδειγµα είναι η σφαιρική γεωµετρία, η 
οποία ευρέως χρησιµοποιείται στην αστρονοµία και σε άλλους 
γνωστικούς κλάδους. 
   Σε κάθε επιστήµη οι απλούστερες έννοιες είναι οι ποιο 
θεµελιώδεις. Στην Ευκλείδεια γεωµετρία αυτές είναι οι έννοιες του 
σηµείου, της ευθείας και του επιπέδου. Αυτοί οι όροι διατηρούνται 
στην µη-Ευκλείδεια γεωµετρία, έτσι ώστε ‘ευθεία γραµµή’ να 
σηµαίνει µια γραµµή κατά µήκος της οποίας µετράµε την µικρότερη 
απόσταση µεταξύ δυο σηµείων. Το ‘επίπεδο’ είναι η επιφάνεια που 
έχει την ιδιότητα αν δυο σηµεία µιας ‘ευθείας’ ανήκουν στην 
επιφάνεια, τότε όλα τα σηµεία της ‘ευθείας’ ανήκουν στην 
επιφάνεια. Στην σφαιρική γεωµετρία για παράδειγµα µια σφαίρα 
και οι µέγιστοι κύκλοι της αναφέρονται αντιστοίχως ως ‘επίπεδο’ 
και ‘ευθεία γραµµή’. Αυτή η ορολογία είναι τελείως επίκαιρη αφού 
σε κάθε γεωµετρία η ‘ευθεία’ είναι η απλούστερη απ’ όλες τις 
γραµµές και το ‘επίπεδο’ είναι το απλούστερο απ’ όλες τις 

                                                                                                                                                                      
έρευνες στην µη-Ευκλείδεια γεωµετρία (δηµοσιευµένες το 1832) δεν έτυχαν κάποια 
υποστήριξη  στις ιδέες του Λοµπατσέφσκι, και ο Bolyai βλέποντας πως οι δικές 
αναγνώρισης, εγκατέλειψε τις µαθηµατικές του µελέτες. Έτσι ο Λοµπατσέφσκι έµεινε 
µόνος να παλεύει για την ορθότητα των ιδεών του.   
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επιφάνειες, πολύ βασικές ιδιότητες που παλαιότερα κατείχαν  η 
Ευκλείδεια ευθεία και το Ευκλείδειο επίπεδο.1  
   Θα δώσουµε κάποια χαρακτηριστικά γνωρίσµατα της σφαιρικής 
γεωµετρίας. Για διαφωτιστικούς σκοπούς θα την θεωρήσουµε σαν 
την γεωµετρία της επιφάνειας µιας υδρόγειας σφαίρας. ∆εν είναι 
δύσκολο να αντιληφθούµε ότι δυο ‘ευθείες γραµµές’ σ’ αυτήν την 
γεωµετρία (πχ δυο µεσηµβρινοί) πάντοτε τέµνονται σε δυο 
αντιδιαµετρικά σηµεία της υδρογείου. Επιπλέον το άθροισµα των 
γωνιών ενός σφαιρικού τριγώνου είναι µεγαλύτερο του π. Για 
παράδειγµα, στο τρίγωνο που φράσσεται από το ένα τέταρτο του 
ισηµερινού και από τα τόξα των δυο µεσηµβρινών (σχ.1) όλες οι 
γωνίες του είναι ορθές.2     

                                                 
1 Πρέπει να σηµειώσουµε ότι στην προβολική γεωµετρία δεν υπάρχει η έννοια της 
απόστασης µεταξύ δυο σηµείων. Η ερµηνεία των εννοιών ‘ευθεία γραµµή’ και 
‘επίπεδο’ δεν εφαρµόζεται σε αυτήν την γεωµετρία. 
2 Η γωνία µεταξύ δυο ευθειών στο σηµείο τοµής τους ορίζεται ως η γωνία µεταξύ των 
εφαπτοµένων τους στο σηµείο αυτό. 
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   Φυσικά εκτός από τις υδρόγειες σφαίρες στην γεωγραφία 
χρησιµοποιούνται και  χάρτες της γήινης επιφάνειας. Αυτό είναι 
ισοδύναµο µε την µελέτη της σφαιρικής γεωµετρίας θεωρώντας 
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χάρτες της σφαίρας, το οποίο είναι τελείως δυνατό υπό τον όρο ότι 
έχουµε δείξει πώς θα µετρήσουµε τις πραγµατικές γραµµές και τις 
πραγµατικές γωνίες από τις αναπαραστάσεις τους πάνω στο χάρτη, 
δεδοµένου ότι οι τελευταίες είναι παραµορφωµένες και ο 
χαρακτήρας της παραµόρφωσης δεν είναι οµοιόµορφος πάνω σε 
ολόκληρο το χάρτη. Ένα είδος χάρτη της γης χρησιµοποιεί την 
λεγόµενη Μερκατοριανή προβολή1 (σχ.2). Σ’ αυτήν οι µεσηµβρινοί 
προβάλλονται σαν παράλληλες ευθείες και οι κάθετες που 
αντιστοιχούν στους γεωγραφικούς παράλληλους είναι τέτοιες ώστε 
το τµήµα που αναπαριστά  1ο ενός παραλλήλου έχει το ίδιο µήκος 
ανεξάρτητα του γεωγραφικού πλάτους. Στην πραγµατικότητα όµως 
το µήκος ενός βαθµού ενός παραλλήλου µικραίνει καθώς αυξάνει 
το γεωγραφικό πλάτος. 
   Αφού µια επιφάνεια έχει δυο διαστάσεις, η γεωµετρία που µελετά 
σχήµατα που ανήκουν πάνω σε κάποια επιφάνεια καλείται συνήθως 
διδιάστατη, και η επιφάνεια η ίδια καλείται διδιάστατος χώρος. ∆υο 
τύποι διδιάστατης γεωµετρίας είναι γνωστά από την αρχαιότητα, η 
Ευκλείδεια (για το επίπεδο) και η σφαιρική.  Οι µαθηµατικοί δεν 
έδωσαν καµιά ιδιαίτερη σηµασία στην ύπαρξη διδιάστατης µη 
Ευκλείδειας γεωµετρίας, δηλαδή της σφαιρικής γεωµετρίας, για τον 
απλούστατο λόγο ότι αυτή µελετάται µέσα στον τρισδιάστατο 
Ευκλείδειο χώρο, πράγµα που τους έκανε να µην αναγνωρίσουν τις 
µη-Ευκλείδειες ιδιότητες της σφαίρας ως τέτοιες. 
   Σαν αποτέλεσµα των ερευνών του Λοµπατσέφσκι ήταν η 
συνειδητοποίηση ότι όχι µόνο µπορούµε να συλλάβουµε νοητικά 
την ύπαρξη επιφανειών µε µη Ευκλείδειες ιδιότητες, αλλά και 
τρισδιάστατων µη Ευκλείδειων χώρων. 
   Η εισαγωγή στην ιδέα της τρισδιάστατης Ευκλείδειας γεωµετρίας 
µπορεί να µοιάζει µε µυστήριο εκτός κι αν δώσουµε τις  παρακάτω 
διευκρινήσεις. 

                                                 
1 O Gerhard Mercator (1512-1594) ήταν ένας σπουδαίος Φλαµανδός γεωγράφος. Η 
προβολή που προτάθηκε απ’ αυτόν το 1569 έτυχε καθολικής αποδοχής και οι ναυτικοί 
χάρτες συντάσσονται µε αυτήν από τότε. 
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   Μερικές φορές είναι βολικό να αναπαραστήσουµε τα 
αποτελέσµατα της µελέτης κάποιας κλάσης φαινοµένων µε µια 
γεωµετρική µορφή. Τα δεδοµένα για παράδειγµα της αύξησης 
παραγωγικότητας της εργασίας συχνά παρουσιάζονται µε µορφή 
γραφηµάτων και διαγραµµάτων. Αυτό δείχνει ότι διάφορες 
πραγµατικές διεργασίες µπορούν να περιγραφούν µέσω 
γεωµετρικών εικόνων.  
   Αν ένα γράφηµα θεωρηθεί ως ευθεία του Ευκλείδειου επιπέδου 
τότε προφανώς για την εικόνα του χρησιµοποιείται η διδιάστατη 
Ευκλείδεια γεωµετρία. Σε ποιο σύνθετες καταστάσεις µπορούµε να 
καταφύγουµε σε τρισδιάστατες ή ακόµη και σε  πολυδιάστατες 
Ευκλείδειες και µη Ευκλείδειες γεωµετρίες, χωρίς  να σηµαίνει ότι 
όλες αυτές περιγράφουν εκτατικές σχέσεις. Υπάρχουν θεωρίες που 
χρησιµοποιούν γεωµετρικούς όρους στην τυποποίησή τους, και 
αυτοί οι όροι, γενικά µιλώντας, δεν έχουν σηµασία που να 
σχετίζεται µε έννοιες του χώρου. Έτσι προσθέτοντας τον χρόνο ως 
τέταρτη διάσταση στις τρεις διαστάσεις του πραγµατικού χώρου  
εισάγουµε την έννοια του τετραδιάστατου χώρου στον οποίο ένα 
χρονικό διάστηµα θεωρείται ως ‘τµήµα ευθείας γραµµής’. Στις 
περισσότερες περιπτώσεις αυτή η προσέγγιση δηµιουργεί µόνο την 
εµφάνιση µιας εικόνας, ωστόσο διευκολύνει την ανάλυση των 
φαινοµένων σε κάποιο βαθµό όταν αυτά µελετώνται µ’ αυτήν την 
µέθοδο. 
   Έτσι η κατασκευή της µη-Ευκλείδειας γεωµετρίας είναι 
δικαιολογηµένη από τη δυνατότητα εφαρµογής των 
συµπερασµάτων της σε πραγµατικά αντικείµενα. Το γεγονός ότι 
αυτά τα συµπεράσµατα είναι εκφρασµένα σε γεωµετρική γλώσσα 
δεν έχει πραγµατικές συνέπειες. ∆εν είναι δύσκολο να 
τροποποιήσουµε την γεωµετρική τυποποίηση ώστε αυτή να 
αντιστοιχεί σε ιδιότητες των αντικειµένων και των φαινοµένων του 
ζητήµατος που µας απασχολεί. 
   Η αντικατάσταση κάποιων εννοιών από άλλες να σηµειώσουµε 
ότι είναι µια κοινή πρακτική στα εφαρµοσµένα µαθηµατικά όπου 
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µια θεωρία µπορεί να περιγράφει ποιοτικώς διαφορετικά 
αντικείµενα τα οποία όµως κυβερνώνται από τους ίδιους 
µαθηµατικούς νόµους1.     
    Οι τρισδιάστατες γεωµετρίες απαιτούν ειδική προσοχή. 
Ανεξαρτήτως από τις άλλες εφαρµογές τους αυτές µπορούν να 
ιδωθούν ως υποθέσεις που αξιώνουν να περιγράψουν τις ιδιότητες 
του πραγµατικού χώρου. Ποια είναι πιο κοντά στην 
πραγµατικότητα είναι ένα πρόβληµα το οποίο µπορεί να λυθεί µόνο 
µε το πείραµα. 
   Αλλά ας σηµειώσουµε το ακόλουθο γεγονός, το οποίο είναι 
σηµαντικό για την παραπέρα παρουσίαση. Ένας χάρτης του 
Λοµπατσέφσκιου επιπέδου µπορεί να κατασκευαστεί πάνω στο 
Ευκλείδειο επίπεδο, και µε περισσότερους από έναν τρόπους, 
ακριβώς όπως έγινε και στην περίπτωση της σφαίρας. Θα 
χρησιµοποιήσουµε την ανάλυση ενός τέτοιου χάρτη σαν βάση για 
την µελέτη της υπερβολικής γεωµετρίας που θα κάνουµε εδώ. 
   Η γεωµετρία Λοµπατσέφσκι έτυχε γενικής αναγνώρισης στις 
ακόλουθες περιστάσεις. Το 1868 ο Ιταλός γεωµέτρης Eugenio 
Beltrami (1835-1900)  µελέτησε µια επιφάνεια του Ευκλείδειου 
χώρου η οποία έχει τις ιδιότητες του Λοµπατσέφσκιου επιπέδου, ή 
καλύτερα κάποιου τµήµατος αυτού του επιπέδου (αν η συντοµότερη 
γραµµή πάνω στην επιφάνεια θεωρηθεί ως «ευθεία γραµµή»). Αυτή 
η έρευνα, η οποία λίγο αργότερα οδήγησε σε διάφορους χάρτες του 
Λοµπατσέφσκιου επιπέδου, έπεισε τους επιστήµονες για την 
ορθότητα των ιδεών του Ρώσου γεωµέτρη δίνοντας την ώθηση για 
βαθύτερη σπουδή του έργου του και παρακίνησε το ξεκίνηµα 
πολλών ερευνών στο πεδίο των µη-Ευκλείδειων γεωµετριών. 
   Η εξερεύνηση των µη-Ευκλείδειων γεωµετριών θέτει ένα 
εξαιρετικά σύνθετο πρόβληµα στους φυσικούς, αυτό της εξήγησης 
αν ο φυσικός χώρος είναι Ευκλείδειος όπως πιστεύαµε νωρίτερα, 

                                                 
1 Για την πρακτική εφαρµογή αυτών των αρχών δες την παράγραφο πάνω στις 
προσοµοιώσεις στο V.G. Boltyansky’s Differentiation Explained (Mir Publishers, 
Moscow). 
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και αν όχι σε ποιόν τύπο µη-Ευκλείδειας γεωµετρίας ανήκει1. Για 
να απαντήσουµε  σ’ αυτό είναι αναγκαίο να τσεκάρουµε την 
εγκυρότητα των αξιωµάτων πειραµατικά, εφόσον καταστεί σαφές 
ότι µε την βελτίωση των οργάνων µέτρησης η αξιοπιστία των 
πειραµατικών δεδοµένων θα αυξηθεί και µαζί της η δυνατότητα 
διείσδυσης σε λεπτοµέρειες οι οποίες διέφυγαν από την προσοχή 
παλαιότερων ερευνητών.  
   Έτσι ο Λοµπατσέφσκι έφερε την γεωµετρία πίσω σε µια υλική 
ερµηνεία των αξιωµάτων της ως προτάσεων που εισηγούνται 
βασικές γεωµετρικές ιδιότητες του χώρου, θεωρούµενες από την 
ανθρωπότητα ως πειραµατικά αποτελέσµατα. 
   Ακόµη δεν µπορούµε να θεωρήσουµε το πρόβληµα της 
γεωµετρικής δοµής του φυσικού χώρου πλήρως λυµένο.  παρόλα 
αυτά µπορούµε να σηµειώσουµε ότι στην µοντέρνα θεωρία της 
σχετικότητας ο πραγµατικός χώρος θεωρείται στη βάση ενός 
αριθµού δεδοµένων που είναι µη Ευκλείδεια και έχουν γεωµετρικές 
ιδιότητες πολύ πιο σύνθετες απ’ αυτές του Λοµπατσέφσκιου χώρου. 
Ένα από  τα βαρύτερα πλήγµατα στην πίστη της Ευκλείδειας δοµής 
του πραγµατικού χώρου προήλθε από την ανακάλυψη του φυσικού 
νόµου ότι δεν υπάρχει ταχύτητα που να ξεπερνάει την ταχύτητα του 
φωτός. 
   Τώρα µπορούµε να απαντήσουµε στο ερώτηµα που κανείς ακούει 
συχνά, δηλαδή ποια από τις δυο γεωµετρίες, του Ευκλείδη ή του 
Λοµπατσέφσκι είναι η αληθινή. 
   Παρόµοιο ερώτηµα δεν τίθεται όσον αφορά την διδιάστατη 
Ευκλείδεια και την σφαιρική  γεωµετρία. Αµφότερες είναι αληθείς 
αλλά η καθεµιά έχει διαφορετική σφαίρα εφαρµογών. Οι τύποι της 
σφαιρικής γεωµετρίας δεν µπορούν να χρησιµοποιηθούν για 
επίπεδα σχήµατα όπως και οι τύποι της διδιάστατης Ευκλείδειας 
γεωµετρίας  δεν µπορούν να χρησιµοποιηθούν για σχήµατα πάνω 

                                                 
1 Στην θεώρηση αυτού του προβλήµατος, η πιθανότητα ο πραγµατικός χώρος να είναι 
όντως µη οµοιόµορφος δηλαδή η γεωµετρική του δοµή να είναι διαφορετική στα 
διάφορα σηµεία του, δεν πρέπει να παραµεληθεί. 
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στη σφαίρα. Το ίδιο είναι αληθές και για τις τρισδιάστατες 
γεωµετρίες. Καθεµιά απ’ αυτές είναι λογικά συνεπής και έχει τις  
εφαρµογές της σε κάποιο πεδίο όχι αναγκαία γεωµετρικού 
χαρακτήρα, αλλά θα πρέπει να ακυρωθεί αν της αποδοθεί ένας 
καθολικός χαρακτήρας. 
   Το πρόβληµα της γεωµετρικής δοµής του πραγµατικού χώρου, 
όπως έχουµε σηµειώσει εµπίπτει στο πεδίο της φυσικής και δεν 
µπορεί να λυθεί µέσω της καθαρής γεωµετρίας. Η ιδιαιτερότητά 
του, παρεµπίπτοντος, είναι ότι καµιά γεωµετρία δεν αναπαριστά τις 
χωρικές σχέσεις µε απόλυτη ακρίβεια. Η µοριακή δοµή της ύλης, 
για παράδειγµα, αποκλείει την ύπαρξη στερεών µε διαστάσεις 
αντιληπτές µε την αφή τα οποία να έχουν τις ιδιότητες της ιδεατής 
σφαίρας. Εποµένως η εφαρµογή των γεωµετρικών κανόνων για την 
λύση προβληµάτων υλικής υπόστασης µας  παρέχει µόνο 
προσεγγιστικά αποτελέσµατα. Έτσι η αντίληψή µας για την 
γεωµετρική δοµή του πραγµατικού χώρου συνοψίζεται στην 
επιστηµονικά δικαιολογηµένη πεποίθηση ότι µια γεωµετρία µας 
δίνει καλύτερη περιγραφή των σχέσεων του πραγµατικού χώρου 
από τις άλλες. 
   Αν και η θεωρία της σχετικότητας χρησιµοποιεί τύπους της µη-
Ευκλείδειας γεωµετρίας αυτό δεν σηµαίνει ότι η Ευκλείδεια 
γεωµετρία θα πρέπει να απορριφθεί , όπως συµβαίνει µε την 
αστρονοµία, την αλχηµεία και κάποιες ψευδοεπιστήµες σαν κι 
αυτές. Και οι δυο γεωµετρίες είναι εργαλεία για την εξερεύνηση 
χωρικών µορφών, αλλά η µη-Ευκλείδεια επιτρέπει να γίνουν 
λεπτότερες µελέτες, ενώ η Ευκλείδεια είναι ανεπαρκής για την 
επίλυση πολλών πρακτικά σηµαντικών προβληµάτων τα οποία 
απαιτούν υψηλό βαθµό ακρίβειας. Ταυτόχρονα επειδή 
χαρακτηρίζεται από µεγάλη απλότητα η ευρεία εφαρµογή της είναι 
µονίµως εγγυηµένη. 
  Για να κλείσουµε αυτήν την σύντοµη σκιαγράφηση ας 
σηµειώσουµε τις νέες ιδέες που εισήγαγε ο Λοµπατσέφσκι στην 
ανάπτυξη της γεωµετρίας. 
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   Η επιστηµονική συµβολή αυτού του σπουδαίου στοχαστή δεν 
περιορίζεται µόνο στην αποκάλυψη του χιλιόχρονου µυστηρίου του 
αξιώµατος των παραλλήλων αλλά η σηµασία του έργου του ήταν 
ασύγκριτα µεγαλύτερη. 
   Υποβάλλοντας ένα από τα αξιώµατα του Ευκλείδη σε κριτική 
ανάλυση ο Λοµπατσέφσκι έθεσε τις βάσεις για την επανεξέταση 
κάποιων αρχικών προτάσεων του Ευκλείδειου συστήµατος οι 
οποίες µεταγενέστερα οδήγησαν στην ανάπτυξη αυστηρών 
επιστηµονικών αρχών για την αξιωµατική θεµελίωση της 
γεωµετρίας και άλλων µαθηµατικών κλάδων. 
   Οι ανακαλύψεις του Λοµπατσέφσκι στην υπερβολική γεωµετρία 
ελευθέρωσαν την επιστήµη των χωρικών µορφών από τα στενά 
πλαίσια του Ευκλείδειου συστήµατος. Η γεωµετρία του είχε άµεσες 
εφαρµογές  στην θεωρία των ορισµένων ολοκληρωµάτων και σε 
άλλους µαθηµατικούς τοµείς. 
   Ο Λοµπατσέφσκι ξεκίνησε την διαπραγµάτευση προβληµάτων 
που δεν είχαν εγείρει προηγούµενοι µαθηµατικοί, 
συµπεριλαµβανοµένου κι αυτό της γεωµετρικής δοµής του 
πραγµατικού χώρου. ∆ίχως αυτήν ,η θεωρία της σχετικότητας , ένα 
από τα µεγαλύτερα επιτεύγµατα της µοντέρνας φυσικής, δεν θα 
ήταν εύκολο να αναπτυχθεί. Παίρνοντας τις έρευνες του 
Λοµπατσέφσκι για ξεκίνηµα οι επιστήµονες  οικοδόµησαν µια 
θεωρία η οποία δίνει τη δυνατότητα να αναλύει τις διεργασίες που 
λαµβάνουν χώρα στον πυρήνα του ατόµου.  
   Εν κατακλείδι ας σηµειώσουµε την γνωσιολογική συνεισφορά1 
των ιδεών αυτού του µεγάλου Ρώσου µαθηµατικού. Πριν τον 
Λοµπατσέφσκι η γεωµετρία κυριαρχείτο για αιώνες από την 
ιδεαλιστική οπτική γωνία που πρωτοξεκίνησε από το Έλληνα 
φιλόσοφο Πλάτωνα. Αποδίδοντας στα αξιώµατα του Ευκλείδη έναν 
απόλυτο χαρακτήρα ο Πλάτωνας αρνήθηκε την εµπειρική τους 
αρχή. Ο Λοµπατσέφσκι αποφασιστικά γκρέµισε αυτή την 
προοπτική και επανάφερε την γεωµετρία σε µια υλιστική θέση.     
                                                 
1 Γνωσιολογία-η επιστήµη της νόησης 
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Παράγραφος 3. Αντιστροφή 
 
   Υποθέτουµε ότι υπάρχει ένας κανόνας ο οποίος  επιτρέπει την 
µετάβαση από ένα σχήµα σε ένα άλλο, µε τέτοιο τρόπο ώστε το 
δεύτερο σχήµα να είναι τελείως ορισµένο όταν το πρώτο είναι 
δοσµένο και αντίστροφα. Μια τέτοια µετάβαση καλείται 
γεωµετρικός µετασχηµατισµός. Οι πιο κοινοί στη χρήση τους 
µετασχηµατισµοί είναι η στροφή ενός σχήµατος, η προβολή, και η 
αντιστροφή. Η αντιστροφή χρησιµοποιείται εκτεταµένα στα 
µαθηµατικά, για παράδειγµα σαν µια µέθοδος επίλυσης 
προβληµάτων κατασκευών στη θεωρία συναρτήσεων µιγαδικών 
µεταβλητών, και στη σπουδή των απεικονίσεων στο 
Λοµπατσέφσκιο επίπεδο. 
   Στην παράγραφο αυτή θα ορίσουµε την αντιστροφή , τις έννοιες 
που σχετίζονται µ’ αυτήν και θα µελετήσουµε τις βασικές τους 
ιδιότητες. 
   Έστω κ ένας κύκλος του επιπέδου α, µε ακτίνα r και κέντρο το 
σηµείο Ο. Ας είναι επίσης Α ένα σηµείο που δεν ταυτίζεται µε το 
κέντρο Ο. Λαµβάνουµε το σηµείο Α΄ πάνω στην ακτίνα ΟΑ µε 
τέτοιο τρόπο ώστε το γινόµενο του ΟΑ µε το ΟΑ΄ να ισούται µε το 
τετράγωνο της ακτίνας του κύκλου κ: 
                                                 ΟΑ·ΟΑ΄=r2                          (1) 
   Συµφωνούµε να λέµε ότι τα σηµεία Α και Α΄ είναι συµµετρικά 
ως προς τον κύκλο κ. 
   Αν κάποιο από τα σηµεία Α και Α΄ είναι έξω από τον κύκλο τότε 
το άλλο κείται στο εσωτερικό του κύκλου, και αντίστροφα. Για 
παράδειγµα, από την ανισότητα ΟΑ>r , προκύπτει µε βάση την 
εξίσωση (1) ότι ΟΑ΄< r. Αν κάποιο από τα Α ή Α΄ ανήκει πάνω 
στον κύκλο κ, τότε τα Α και Α συµπίπτουν. 
   Θεωρούµε το σχ.3 στο οποίο ΑΒ είναι η εφαπτοµένη του κύκλου 
κ, και ΒΑ΄ είναι η κάθετη στο ΟΑ.  
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                                             Σχ.3 
 
Αφού ΟΑ΄ είναι η προβολή του τµήµατος ΟΒ του ορθογωνίου 
τριγώνου ΟΑΒ πάνω στη υποτείνουσα ΟΑ, 
                                    ΟΑ·ΟΑ΄=ΟΒ2=r2 
Τα σηµεία Α και Α΄ εποµένως είναι συµµετρικά ως προς τον κ. 
Αυτός είναι προφανώς ο τρόπος κατασκευής του Α΄ όταν το Α είναι 
δοσµένο, και του Α όταν το Α΄είναι δοσµένο. 



24 

 

 
Σχ.4 

Θεώρηµα 1. Αν ο κύκλος q διέρχεται από τα διακριτά σηµεία Α και 
Α΄, συµµετρικά ως προς τον κύκλο κ, τότε οι κύκλοι κ και q είναι 
µεταξύ τους ορθογώνιοι. 
   ∆υο κύκλοι λέµε ότι είναι µεταξύ τους ορθογώνιοι αν αυτοί 
τέµνονται υπο ορθή γωνία, δηλαδή αν οι εφαπτοµένες τους στο 
σηµείο τοµής τους ( ή ισοδύναµα αν οι ακτίνες που φέρονται στο 
σηµείο αυτό) είναι µεταξύ τους κάθετες. 
   Έστω Ρ ένα από τα σηµεία τοµής των κύκλων κ, q (σχ.4). Αφού 
ΟΡ είναι ακτίνα του κ, η εξίσωση (1) λαµβάνει την µορφή 
ΟΑ·ΟΑ΄=ΟΡ2. Από την άλλη µεριά , το γινόµενο των τµηµάτων ΟΑ 
και ΟΑ΄ είναι ίσο µε το τετράγωνο του εφαπτόµενου τµήµατος από 
το Ο προς τον κύκλο q. Έτσι προκύπτει ότι το ΟΡ είναι εφαπτόµενο 
στον q, άρα οι ακτίνες ΟΡ και QP είναι κάθετες µεταξύ τους, 
δηλαδή οι κύκλοι είναι ορθογώνιοι. 
 
   Σηµειώστε ότι ένας κύκλος που περνάει από δυο διακριτά σηµεία, 
συµµετρικά  ως προς µια ευθεία γραµµή, τέµνει την ευθεία  υπό 
ορθές γωνίες. Η αναλογία ανάµεσα στην ιδιότητα αυτή και το 
γεγονός που αποδείχτηκε στο θεώρηµα 1, επάγει την µεταφορά του 
όρου «συµµετρία» στην περίπτωση των δυο σηµείων που είναι έτσι 
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κείµενα  ως προς δοθέντα κύκλο, ώστε ένας κύκλος που διέρχεται 
από αυτά να είναι ορθογώνιος προς τον δοσµένο κύκλο. 
 
   Θεώρηµα 2. Αν οι κύκλοι κ και q είναι µεταξύ τους ορθογώνιοι, 
τότε µια ευθεία που διέρχεται από το κέντρο Ο του κ και τέµνει τον 
q,τον τέµνει σε σηµεία συµµετρικά ως προς κ. 
   Ας σηµειώσουµε τα σηµεία στα οποία η ευθεία γραµµή τέµνει τον 
q µε Α , Α΄ και ένα από τα κοινά σηµεία των δυο κύκλων  κ και q 
µε Ρ (σχ.4) . Αφού οι κύκλοι είναι µεταξύ τους ορθογώνιοι η ευθεία 
ΟΡ είναι εφαπτοµένη στον q, εποµένως, ΟΑΟΑ΄=ΟΡ2. Έτσι 
προκύπτει ότι τα σηµεία Α και Α΄ είναι συµµετρικά ως προς τον 
κύκλο κ. 
   Θεώρηµα 3.  ∆οθέντος ενός τριγώνου ΟΑΒ όπου Ο είναι το 
κέντρο ενός κύκλου κ, και σηµείων Α΄και Β συµµετρικών των Α και Β 
ως προς τον κ, τότε 
                                   <ΟΑΒ=<ΟΒ΄Α΄ και <ΟΒΑ=<ΟΑ΄Β΄  
Θεωρούµε το σχ.5. Από την εξίσωση 

                                 ΟΑ⋅ΟΑ΄=ΟΒ⋅ΟΒ΄ 
η οποία προκύπτει από την συνθήκη (1), λαµβάνουµε 
ΟΑ:ΟΒ΄=ΟΒ:ΟΑ΄. Εποµένως τα τρίγωνα ΟΑΒ και ΟΑ΄Β΄, που 
έχουν µια κοινή γωνία ΑΟΒ, είναι όµοια. Έτσι συνάγουµε ότι το 
θεώρηµα είναι έγκυρο. 
   Σηµειώστε οτι ένας κύκλος µπορεί να περάσει από τις κορυφές 
του τετραπλεύρου ΑΒΒΆ΄ αφού <ΑΆΒ+<Α΄Β΄Β=π. Όπως 
προκύπτει από το Θεώρηµα 1, αυτός ο κύκλος είναι ορθογώνιος 
στον κ. 
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Σχ.5 

      Τώρα ας θεωρήσουµε τον µετασχηµατισµό του επιπέδου που 
συνίσταται στα ακόλουθα: ∆υο σηµεία του επιπέδου, συµµετρικά 
ως προς τον κύκλο κ, αλλάζουν θέσεις µεταξύ τους. Αυτός ο 
µετασχηµατισµός καλείται αντιστροφή, ο κύκλος κ καλείται 
κύκλος της αντιστροφής, και το κέντρο του πόλος της 
αντιστροφής. Αν η αντιστροφή που αντιστοιχεί στον κ, µεταφέρει 
ένα σχήµα Σ στο Σ΄, τότε λέµε ότι το Σ είναι συµµετρικό µε το 
Σ΄και το Σ΄µε το Σ, ως προς τον κύκλο κ. 
   Σηµειώστε ότι δεν υπάρχει σηµείο το οποίο να είναι συµµετρικό 
ως προς τον πόλο της αντιστροφής, που αντιστοιχεί στο κέντρο του 
κύκλου αντιστροφής κ. 
   Είναι εύκολο να δούµε ότι τα σηµεία που βρίσκονται έξω από την 
περιοχή που φράσσεται από τον κύκλο αντιστροφής, 
µετασχηµατίζονται σε σηµεία στο εσωτερικό του, εξαιρουµένου του 
πόλου αντιστροφής, και αντίστροφα. Τα σηµεία του κύκλου 
αντιστροφής µετασχηµατίζονται στον εαυτό τους. Μια ευθεία που 
διέρχεται από τον πόλο Ο της αντιστροφής, µετασχηµατίζεται στον 
εαυτό της εξαιρουµένου του σηµείου Ο. 
 
   Θεώρηµα 4.  Μια ευθεία που δεν διέρχεται από τον πόλο 
αντιστροφής, µετασχηµατίζεται µε αντιστροφή σε κύκλο που διέρχεται 
από τον πόλο αντιστροφής. 
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Σχ.6 

   Έστω Α το ίχνος της καθέτου από το Ο προς την ευθεία l, Β ένα 
τυχαίο σηµείο της ευθείας l και Α΄,Β΄ τα συµµετρικά των Α, Β 
αντίστοιχα ως προς τον κύκλο αντιστροφής κ (σχ.6). 
Κατασκευάζουµε τον κύκλο q µε διάµετρο το τµήµα ΟΑ΄. Από το 
θεώρηµα 3 , <ΟΒΆ΄=<ΟΑΒ, εποµένως <ΟΒΆ΄=π/2. ΄Ετσι το 
σηµείο Β΄ ανήκει στον κύκλο q. Από την άλλη µεριά, έστω C΄ 
σηµείο του q διάφορο του Ο. Τότε η ευθεία ΟC΄ τέµνει την l σε 
κάποιο σηµείο C το οποίο µετασχηµατίζεται µε αυτή την 
αντιστροφή, όπως αµέσως µπορούµε να δούµε, στο σηµείο C΄. Έτσι 
το θεώρηµα έχει αποδειχτεί , όµως οφείλουµε να θυµόµαστε ότι η 
ευθεία l µετασχηµατίζεται σε ένα σχήµα που είναι ο κύκλος q δίχως 
το σηµείο Ο. 
   Ας σηµειωθεί ότι το κέντρο του κύκλου q ανήκει στην κάθετη που 
φέρεται από το Ο προς την l. 
   Αν η ευθεία l δεν έχει κοινά σηµεία µε τον κύκλο αντιστροφής κ, 
τότε ο q κείται στο εσωτερικό του κ. 
   Αν η l είναι εφαπτόµενη του κ σε κάποιο σηµείο του, τότε ο q 
εφάπτεται στον κ στο ίδιο σηµείο. 
   Αν l και κ τέµνονται, τότε ο q περνάει από τα σηµεία τοµής τους.  
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    Θεώρηµα 5. Η αντιστροφή µεταφέρει έναν κύκλο που διέρχεται 
από τον πόλο αντιστροφής , σε µια ευθεία γραµµή η οποία δεν 
διέρχεται από τον πόλο αντιστροφής. 
   Έστω Ο (ο πόλος αντιστροφής), Α και Β τρία διακριτά σηµεία 
πάνω στον κύκλο q, και Α΄,Β΄, δυο σηµεία συµµετρικά των Α,Β ως 
προς τον κύκλο αντιστροφής. ∆υνάµει του θεωρήµατος 4, η ευθεία 
Α΄Β΄ µεταφέρεται σε έναν κύκλο που διέρχεται από τα Ο, Α και Β 
δηλαδή στον κύκλο q. Έτσι προκύπτει ότι ο q έχει απεικονιστεί 
στην ευθεία Α΄Β΄. 
 
    Θεώρηµα 6.  Η αντιστροφή απεικονίζει έναν κύκλο που δεν 
διέρχεται από τον πόλο αντιστροφής σε έναν κύκλο ο οποίος επίσης 
δεν περνά από τον πόλο αντιστροφής. 
 
   Έστω κ είναι ο κύκλος αντιστροφής µε ακτίνα r και κέντρο Ο , 
και q ο δοσµένος κύκλος που δεν διέρχεται από το Ο (σχ.7). 
 

 
σχήµα 7 

 
Θεωρούµε ένα τυχαίο σηµείο Α πάνω στον q και σηµειώνουµε το 
δεύτερο σηµείο τοµής της ευθείας ΟΑ και του q µε Β ,και τα 
συµµετρικά των Α και Β ως προς κ µε Α΄και Β΄. Τότε  
                           ΟΑ·ΟΑ΄=ΟΒ·ΟΒ΄=r2 
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Έτσι  
'' OA

OB

OB

OA
=   (2)     και  ΟΑ·ΟΒ·ΟΑ΄·ΟΒ΄=r4 

To γινόµενο ΟΑ·ΟΒ=g δεν µεταβάλλεται, σύµφωνα µε ένα πολύ 
γνωστό θεώρηµα της στοιχειώδους γεωµετρίας, όταν το σηµείο Α 
αλλάζει θέση πάνω στον q. Εποµένως g είναι µια σταθερή 
ποσότητα, θετική όταν Ο είναι έξω από τον q , και αρνητική όταν το 
Ο είναι µέσα στον q (αφού , στην δεύτερη περίπτωση , οι 
διευθύνσεις του τµήµατος ΟΑ  και ΟΒ είναι αντίθετες). 

  Από τις τελευταίες δυο εξισώσεις παίρνουµε ΟΑ΄·ΟΒ΄=
g

r 4

  

Εποµένως  
4

2

'' r

g

OA

OB

OB

OA
=⋅  και από την εξίσωση (2) προκύπτει  

2' r

g

OB

OA
=  ( το πρόσηµο έχει επιλεχθεί ορθά αφού τα τµήµατα ΟΒ και 

ΟΒ΄ έχουν την ίδια διεύθυνση). Όπως προκύπτει από την τελευταία 
εξίσωση τα σχήµατα που ιχνογραφούνται από τα σηµεία Α και Β΄ 
είναι όµοια, συνεπώς το θεώρηµα έχει αποδειχτεί: Το σηµείο Β΄ 
γράφει έναν κύκλο ( τον οποίο σηµειώνουµε µε q΄). 
   Ο πόλος αντιστροφής Ο θα είναι το κέντρο οµοιοθεσίας των 
κύκλων q ,q́ , εξωτερικό αν g>0, και εσωτερικό αν g<0. Στην πρώτη 
περίπτωση το Ο βρίσκεται έξω, και στην δεύτερη περίπτωση µέσα 
στους κύκλους q, q́ . 
   Αν ο q είναι εφαπτόµενος του κ σε κάποιο σηµείο του, τότε q́  
είναι εφαπτόµενος στον κ στο ίδιο σηµείο. 
   Αν οι κ και q τέµνονται, τότε q́  περνάει επίσης από αυτά τα 
σηµεία τοµής. 
   Ένας κύκλος q ορθογώνιος στον κ , µεταφέρεται στον εαυτό του 
µέσω της αντιστροφής που αντιστοιχεί στον κ ( q́  συµπίπτει µε τον 
q), όπως προκύπτει από το θεώρηµα 2. 
   Αν η ευθεία που διέρχεται από τα κέντρα των κύκλων κ και q 
τέµνει τον q στα σηµεία Μ και Ν, τότε το τµήµα Μ΄Ν΄( όπου Μ΄και 
Ν΄ είναι τα συµµετρικά των Μ και Ν αντίστοιχα ως προς τον κ) θα 
είναι διάµετρος του κύκλου q́ . (σχ. 7). Αυτή η παρατήρηση µπορεί 
να χρησιµοποιηθεί για να κατασκευάσουµε τον κύκλο q́ . 
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   Ας σηµειωθεί ότι τα κέντρα των κύκλων q,q́  δεν είναι 
συµµετρικά ως προς την αντιστροφή που ορίζεται από τον κ. 
 
Θεώρηµα 7.   Τα σηµεία τοµής δυο κύκλων  p και q, ορθογώνιων ως 
προς τον κύκλο κ,  είναι συµµετρικά ως προς κ. 
   Το θεώρηµα είναι φανερό αφού καθένας από τους κύκλους p,q 
µεταφέρεται στον εαυτό του µέσω της αντιστροφής ως προς κ. 
Κατά συνέπεια τα σηµεία τοµής τους Α και Α1 θα εναλλάσσουν  
θέσεις.(σχ.8). 

 
Σχ.8 

 
                                      
Θεώρηµα 8.  Αν Μ και Μ΄είναι δυο σηµεία συµµετρικά ως προς τον 
κύκλο κ πάνω σε δυο καµπύλες m και  m΄, επίσης συµµετρικών ως 
προς κ, τότε οι εφαπτόµενες των m,ḿστα σηµεία Μ και Μ΄ είναι η 
κάθε µια κάθετη στην ευθεία ΜΜ΄ ή ορίζουν µε αυτήν την ευθεία 
ισοσκελές τρίγωνο µε βάση το τµήµα ΜΜ΄.            
   Παίρνουµε πάνω στην m ένα σηµείο Ν, διαφορετικό από το Μ και 
σχεδιάζουµε το σηµείο Ν΄   συµµετρικό του Ν ως προς κ. (σχ.9). 
Είναι φανερό ότι το Ν΄ανήκει στην m΄. Οι ευθείες ΜΜ΄ και ΝΝ΄ 
διέρχονται  από το κέντρο Ο του κύκλου κ. Κατασκευάζουµε τις 
ευθείες ΜΝ και Μ΄Ν΄ σηµειώνοντας το σηµείο τοµής τους µε Ρ. Αν 
‹ΜΟΝ=θ,  ‹ΟΜΝ=φ  τότε δυνάµει του θεωρήµατος 3, ‹ΟΝ΄Μ΄=φ. 
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σχήµα 9 

Εποµένως στο τρίγωνο ΜΜ΄Ρ είναι ‹Μ=φ,  ‹Μ΄=φ+θ 
  Έστω ότι η γωνία θ τείνει στο µηδέν, υπό την συνθήκη ότι το 
σηµείο Μ είναι σταθερό. Τότε στον οριακό σχηµατισµό τα τµήµατα 
ΜΝ και Μ΄Ν΄ θα είναι µετασχηµατισµένα στις εφαπτόµενες των 
m,ḿ στα σηµεία Μ και Μ΄, και το τρίγωνο ΜΜ΄Ρ θα γίνεται 
ισοσκελές. Πράγµατι 

                          
0 0 0 0

lim( ) lim lim lim
θ θ θ θ

ϕ θ ϕ θ ϕ
→ → → →

+ = + =  

Έτσι το θεώρηµα έχει αποδειχτεί. 
 
   Θεώρηµα 9.  Η αντιστροφή διατηρεί τις γωνίες. 
   Ας θεωρήσουµε τις ευθείες m ,n οι οποίες τέµνονται στο σηµείο 
Α. Αν η αντιστροφή ως προς τον κύκλο κ µεταφέρει τις m,n και το 
Α στις m΄, ń  και Α΄, τότε όπως προκύπτει από το θεώρηµα 8 , η 
γωνία µεταξύ των εφαπτόµενων των m,n στο Α, είναι ίση µε την 
γωνία των εφαπτόµενων των m΄,ń  στο σηµείο Α΄. 
   Ένας µετασχηµατισµός ο οποίος διατηρεί τις γωνίες ονοµάζεται 
σύµµορφος. Έτσι όπως προκύπτει από τα προηγούµενα, η 
αντιστροφή είναι ένας σύµµορφος µετασχηµατισµός. 
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Παράγραφος 4. 
Χάρτης του Λοµπατσέφσκιου επιπέδου 
   Θεωρούµε ένα επίπεδο ω και µια ευθεία γραµµή u πάνω σ αυτό η 
οποία το διαιρεί σε δυο ηµιεπίπεδα τ και τ΄. Υποθέτουµε ότι το 
ηµιεπίπεδο τ είναι ο χάρτης ενός διδιάστατου χώρου Η. Θα 
ξεχωρίζουµε το µήκος s µιας γραµµής του Η και το µήκος σ της 
εικόνας της πάνω στο χάρτη. Θα ονοµάζουµε τις ποσότητες s και σ 
αντίστοιχα υπερβολικό και Ευκλείδειο µήκος. 
   Για να µετρήσουµε µήκη πάνω στο υπερβολικό επίπεδο θα 
κάνουµε χρήση των ακόλουθων αρχών: 
   1ο . Το υπερβολικό µήκος του τµήµατος ΜΝ, παράλληλου προς 
την ευθεία γραµµή u και ευρισκόµενο σε απόσταση y από αυτό 
είναι ίσο µε 

y

MN , δηλαδή είναι ο λόγος του Ευκλείδειου µήκους του 

προς την απόστασή του από την ευθεία u. 
   2ο .Αν σ είναι το Ευκλείδειο µήκος και s το υπερβολικό µήκος του 
τόξου µιας καµπύλης ( ή ενός τµήµατος ευθείας µη παράλληλης 
στην u ) και y,y΄ είναι το ελάχιστο και το µέγιστο των αποστάσεων 
των σηµείων της καµπύλης από την ευθεία u, και αν y≠0 ( σχ.10), 
τότε ικανοποιείται η παρακάτω ανισότητα: 

'
s

y y

σ σ
< <  
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  Θα εξηγήσουµε παρακάτω πώς ο χώρος Η µε τις παραπάνω 
ιδιότητες απεικονίζεται στο Λοµπατσέφσκιο επίπεδο. 
 
  Με βάση τις αρχές 1ο  και 2ο  δεν είναι δύσκολο να υποδείξουµε 
µια γενική µέθοδο για την µέτρηση του υπερβολικού µήκους. 
  Θα βρούµε πρώτα το υπερβολικό µήκος s ενός τόξου ΑΒ το οποίο 
έχει την παρακάτω ιδιότητα:   
Αν ένα σηµείο κινείται κατά µήκος της καµπύλης από το Α προς το 
Β, τότε  οι αποστάσεις του από την ευθεία u αυξάνουν. Η απόσταση 
του Α από την u είναι µη µηδενική και το τόξο ΑΒ είναι λείο , 
δηλαδή δεν έχει απότοµες στροφές και γωνίες (σχ.11) 
 

 
   Έστω ότι σχεδιάζουµε πάνω στο τόξο ΑΒ, διαδοχικά από το Α 
µέχρι το Β, τα σηµεία 
                                     Α, Ρ1, Ρ2, …, Ρn-1, B   (*) 
   Με τα σύµβολα 
                          y0 ,y1, y2,…, yn-1,yn 
                                              σ1, σ2,………,σn 

                                               ζ1, ζ2, ……….,ζn 

σηµειώνουµε αντιστοίχως:  Την Ευκλείδεια απόσταση των σηµείων 
(*) από την ευθεία u, το Ευκλείδειο µήκος των τόξων ΑΡ1, Ρ1Ρ2, . . . 
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,Ρn-1B που συγκροτούν το τόξο ΑΒ, και το Ευκλείδειο µήκος των 
χορδών που υποτείνουν αυτά τα τόξα. 
   Σχηµατίζουµε τα αθροίσµατα : 
                                Σ = 

n

n

yyy

σσσ
+++ ....

2

2

1

1          

                                               Σ΄= 
11

2

0

1 ....
−

+++
n

n

yyy

σσσ  

                                Ζ = 
n

n

yyy

ζζζ
+++ ....

2

2

1

1  

∆υνάµει της 2ης αρχής θα έχουµε  Σ <s < Σ΄          (3) 
σύµφωνα µε τις αρχικές συνθήκες 0< y0 <y1 <…..<yn. 
Τώρα ας θεωρήσουµε την διαφορά 
Σ΄-Σ = )(...)()( 1

1
12

21

2
01

10

1
−

−

−++−+− nn
nn

n yy
yy

yy
yy

yy
yy

σσσ  

  Το δεξί µέλος αυτής της εξίσωσης θα αυξηθεί αν καθεµιά από τις 
ποσότητες σ1,σ2,…,σn αντικατασταθεί από  το µέγιστο αυτών των 
ποσοτήτων ( σηµειωµένο µε σ΄) και κάθε παρονοµαστής 
αντικατασταθεί µε y0

2. Συνεπώς 
Σ΄-Σ < )()...( 02

0

112012
0

yy
y

΄
yyyyyy

y

΄
nnn −=−++−+− −

σσ  

 
   Αν σ΄ τείνει στο µηδέν , προκύπτει ότι η διαφορά Σ΄-Σ επίσης 
τείνει στο µηδέν. 
   Μετατρέπουµε τώρα το άθροισµα Ζ στην µορφή  
                         Ζ= 

n

n

n

n

yyy σ

ζσ

σ

ζσ

σ

ζσ
⋅++⋅+⋅ ...

2

2

2

2

1

1

1

1  

   Σηµειώνοντας το ελάχιστο των λόγων 
n

n

σ

ζ

σ

ζ

σ

ζ
,...,

2

2

1

1  µε α και το 

µέγιστο µε β θα έχουµε ότι 
                                             αΣ ≤ Ζ ≤ βΣ                (4) 
   Έστω ότι ο αριθµός n αυξάνει απεριόριστα και την ίδια στιγµή 
έστω ότι καθεµιά από τις  ποσότητες σ1,σ2,…,σn καθώς και η σ΄, 
τείνουν  στο µηδέν. Τότε όπως δείξαµε παραπάνω , η διαφορά    Σ΄-
Σ επίσης θα τείνει στο µηδέν ενώ οι ποσότητες α και β θα τείνουν 
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στην µονάδα.1 Μετά απ’ αυτά από τις ανισότητες (3) και (4)  
προκύπτει ότι καθένα από τα αθροίσµατα Σ, Σ΄, Ζ τείνει στην ίδια 
οριακή τιµή και αυτή  η τιµή είναι ίση µε το υπερβολικό µήκος s 
του τόξου ΑΒ. 
   Είναι ποιο βολικό να χρησιµοποιούµε το άθροισµα Ζ αφού αυτό 
περιλαµβάνει µήκη Ευκλειδείων ευθυγράµµων τµηµάτων και όχι 
τόξων. 
   Έτσι 
              s = lim Z = lim (

n

n

n

n

yyy σ

ζσ

σ

ζσ

σ

ζσ
⋅++⋅+⋅ ...

2

2

2

2

1

1

1

1 )   (5) 

όπου το πέρασµα στο όριο εκτελείται µε την συνθήκη που 
αναφέραµε παραπάνω. 
   Ας σηµειωθεί ότι το y1 στην εξίσωση (5) µπορεί να ληφθεί ίσο µε 
την απόσταση ενός αυθαίρετου σηµείου του τµήµατος ΑΡ1 από την 
ευθεία u, το y2 ίσο µε την απόσταση ενός τυχαίου σηµείου του 
τµήµατος Ρ1Ρ2 από την u, και ούτω καθεξής ,πράγµα που µπορεί να 
αλλάζει την τιµή του Ζ όµως δεν επηρεάζει το όριό του. 

 
   Αν το τόξο της καµπύλης µπορεί να διαιρεθεί σε έναν 
πεπερασµένο αριθµό από µέρη που ικανοποιούν τις παραπάνω 
συνθήκες που αναφέραµε για το τόξο ΑΒ, τότε το υπερβολικό 
µήκος του ισούται µε το άθροισµα των µηκών των µερών του. Για 
παράδειγµα διαιρέσαµε το τόξο AD στο σχήµα 12 στα µέρη AB, 
BC και CD, αλλά µπορούµε να σηµειώσουµε τα σηµεία της 
διαµέρισης πάνω στο CD, µετακινούµενοι από το D προς το C. 
                                                 
1  Ο λόγος της χορδής προς το τόξο στο οποίο η χορδή υποτείνει είναι γνωστό ότι τείνει 
στην µονάδα αν το µήκος του τόξου τείνει στο µηδέν ( υπό την προϋπόθεση ότι είναι 
τόξο λείας καµπύλης).  
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    Έστω ότι µετακινούµε τα σηµεία του ηµιεπιπέδου τ µε τέτοιο 
τρόπο ώστε το υπερβολικό µήκος ενός τόξου που βρίσκεται σε 
κάποια θέση πάνω σ’ αυτό να είναι ίσο µε το υπερβολικό µήκος του 
ίδιου τόξου στην νέα του θέση. Θα ονοµάζουµε αυτό τον 
µετασχηµατισµό σηµείων υπερβολική κίνηση, µια έννοια 
παρόµοια µε την κίνηση πάνω στο Ευκλείδειο επίπεδο, όπως  πχ  η 
στροφή κατά κάποια γωνία γύρω από ένα σηµείο. 
   Αν µια υπερβολική κίνηση µεταφέρει το σχήµα F στο F1, θα λέµε 
ότι τα δυο σχήµατα είναι υπερβολικώς ίσα. 
   Ας θεωρήσουµε τώρα τις απλούστερες υπερβολικές κινήσεις. 
(1) Αν κάθε σηµείο του ηµιεπιπέδου τ  µεταφέρεται κατά την ίδια 
απόσταση και κατά µια διεύθυνση παράλληλη προς την ευθεία u, 
τότε κάθε σχήµα µεταφέρεται σε ένα σχήµα υπερβολικώς ίσο προς 
το αρχικό σχήµα , αφού ούτε οι Ευκλείδειες αποστάσεις ούτε οι 
αποστάσεις των σηµείων του από την u αλλάζουν.  
   Έτσι συνάγουµε ότι η Ευκλείδεια µετατόπιση στο ηµιεπίπεδο τ 
κατά µήκος της ευθείας γραµµής u είναι υπερβολική κίνηση. 
   (2)  Έστω ότι ο µετασχηµατισµός οµοιότητας µε κέντρο ένα 
αυθαίρετο σηµείο Ο πάνω στην ευθεία u και µε θετικό συντελεστή 
οµοιότητας µεταφέρει το τµήµα ΜΝ στο τµήµα Μ1Ν1 (σχ.13). 
Σηµειώνουµε τις αποστάσεις των σηµείων Ν και Ν1 από την u µε y 
και y1. από την οµοιότητα των τριγώνων ΟΜΝ και ΟΜ1Ν1 έχουµε        

1

11

yy

ΝΜ
=

ΜΝ  . 
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   Από την εξίσωση (5) προκύπτει ότι το υπερβολικό µήκος ενός 
τόξου κάποιας καµπύλης δεν µεταβάλλεται από αυτό τον 
µετασχηµατισµό. Συνεπώς , ο µετασχηµατισµός οµοιότητας µε 
κέντρο πάνω στην ευθεία u και θετικό συντελεστή οµοιότητας 
είναι µια υπερβολική κίνηση. 
   Ο µετασχηµατισµός οµοιότητα λαµβάνεται µε θετικό συντελεστή 
έτσι ώστε το τµήµα Μ1Ν1 να βρίσκεται στο ηµιεπίπεδο τ και όχι στο 
αντικείµενο ηµιεπίπεδο τ΄. 
   (3)  Ας θεωρήσουµε τώρα την αντιστροφή που ορίζεται από τον 
κύκλο κ µε αυθαίρετη ακτίνας R και  κέντρο πάνω στην ευθεία u 
(σχ.14). Έστω Μ και Ν δυο σηµεία αρκούντως κοντά το ένα στο 
άλλο, και Μ΄ , Ν΄ τα συµµετρικά τους ως προς τον κ. Σηµειώνουµε 
µε y , ý τις αποστάσεις από την u των σηµείων τοµής της διχοτόµου 
της γωνίας ΜΟΝ και των τµηµάτων ΜΝ και Μ΄Ν΄. 

 
Αφού τα τρίγωνα ΟΜΝ και ΟΜ΄Ν΄ είναι όµοια θα έχουµε 

y΄

΄΄

y

ΝΜ
=

ΜΝ  

   Από την έκφραση αυτή και την εξίσωση (5) συµπεραίνουµε ότι το 
υπερβολικό µήκος του τόξου µιας  καµπύλης παραµένει 
αµετάβλητο από τον παραπάνω µετασχηµατισµό. Συνεπώς, 
Η αντιστροφή που αντιστοιχεί σε κύκλο µε κέντρο πάνω στην 
ευθεία u είναι µια υπερβολική κίνηση. 
   (4)  Τέλος δεν είναι δύσκολο να δείξουµε ότι η συµµετρία που 
αντιστοιχεί σε άξονα κάθετο στην ευθεία u είναι επίσης µια 
υπερβολική κίνηση. 
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   Κάθε µια από τις υπερβολικές κινήσεις που συζητήσαµε 
παραπάνω αποτελεί ένα σύµµορφο µετασχηµατισµό. Αυτό είναι 
φανερό για τους µετασχηµατισµούς του ηµιεπιπέδου τ κατά µήκος 
της ευθείας u, και των µετασχηµατισµών οµοιότητας και 
συµµετρίας . Για την αντιστροφή θα δούµε στην παρ.3 ότι κι αυτή 
αποτελεί σύµµορφη απεικόνιση. 
   Αφού µια υπερβολική κίνηση έχει την ιδιότητα να µεταφέρει ένα 
σχήµα σε ένα άλλο υπερβολικά ίσο µε το πρώτο, κάθε 
µετασχηµατισµός που συνίσταται από µια ακολουθία διαφόρων 
υπερβολικών κινήσεων θα έχει την ίδια ιδιότητα, δηλαδή είναι µια 
υπερβολική κίνηση επίσης. 
   Αναφέρουµε ,δίχως απόδειξη, ότι κάθε υπερβολική κίνηση µπορεί 
να παρασταθεί σαν µια πεπερασµένη ακολουθία των απλών 
υπερβολικών κινήσεων που συζητήσαµε παραπάνω. 
   Θα δείξουµε τώρα ότι οι νόµοι της γεωµετρίας Λοµπατσέφσκι 
πραγµατώνονται πάνω στο ηµιεπίπεδο τ, αν οι κανόνες µέτρησης 
µηκών ικανοποιούν τις παραπάνω συνθήκες. 
   Στο ηµιεπίπεδο τ θα µπορούσαµε να θεωρήσουµε κάποια σχήµατα 
που χαρακτηρίζονται από τις ίδιες ιδιότητες µε τα αντίστοιχα 
σχήµατα της Ευκλείδειας γεωµετρίας, αλλά πιθανόν µε διαφορετική 
µορφή από τα τελευταία. Θα χρησιµοποιούµε γι΄αυτά το πρόθεµα   
« υπερβολικά ». Για παράδειγµα θα καλούµε την ευθεία κατά µήκος 
της οποίας έχουµε την συντοµότερη απόσταση µεταξύ των σηµείων 
της , ως υπερβολική ευθεία γραµµή και θα ονοµάζουµε τον 
γεωµετρικό τόπο των σηµείων που ισαπέχουν από ένα σταθερό 
σηµείο του τ , ως υπερβολικό κύκλο.  
   Ας ορίσουµε τώρα ποιες καµπύλες του ηµιεπιπέδου τ είναι 
υπερβολικές ευθείες γραµµές. 
   Υπερβολικές ευθείες καταρχήν είναι Ευκλείδειες ακτίνες κάθετες 
στην ευθεία u, όπως προκύπτει από το παρακάτω επιχείρηµα. 
  Έστω Α και Β ανήκουν πάνω σε µια κάθετη προς την ευθεία u 
(σχ.15) και έχουν συνδεθεί µε το τµήµα της ευθείας ΑmΒ και µε 
µια  καµπύλη ή τεθλασµένη γραµµή ΑnΒ. Έστω  ότι οι ευθείες α 
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και b που είναι παράλληλες στην u και επαρκώς κοντά η µια στην 
άλλη,  

 
 
τέµνουν την ΑmΒ στα σηµεία C και D, και την AnB στα  σηµεία E 
και F. Αφού το Ευκλείδειο µήκος του τµήµατος CD, γενικά 
µιλώντας, είναι µικρότερο από αυτό του τόξου EF, και αφού τα 
υπερβολικά τους µήκη µπορούν να θεωρηθούν ίσα µε 

y

CD  και 
y

EF , 

όπου y είναι η απόσταση του D (ή F) από την ευθεία u, τότε το 
υπερβολικό µήκος CD είναι γενικά µικρότερο από το τόξο EF (αυτά 
τα υπερβολικά µήκη µπορεί να είναι ίσα µόνο αν EF είναι ένα 
τµήµα Ευκλείδειας ευθείας κάθετης στην u. Είναι προφανές ότι 
αυτή η συνθήκη δεν επαληθεύεται πάντα αφού σε αντίθετη 
περίπτωση , το τόξο AnB θα έπρεπε να ταυτίζεται µε το τµήµα 
AmB). Έτσι το υπερβολικό µήκος του τµήµατος ΑmΒ είναι 
µικρότερο από το υπερβολικό µήκος του τόξου AnB. 
   Θα δείξουµε τώρα ότι το ηµικύκλιο ενός Ευκλείδειου κύκλου κ  
µε κέντρο πάνω στην ευθεία u είναι επίσης µια υπερβολική ευθεία 
γραµµή. 
   Έστω ότι ο κ τέµνει την u στα σηµεία Α και Β (σχ.16). 
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Φέρνουµε και τον κύκλο q µε κέντρο το Α και υποθέτουµε ότι 
αυτός είναι ο κύκλος της αντιστροφής. Έστω ότι οι δυο κύκλοι 
τέµνονται στα σηµεία Μ και Ν. Ο κύκλος κ που περνάει από τον 
πόλο αντιστροφής , µεταφέρεται µέσω της αντιστροφής ως προς q 
στην ευθεία ΜΝ (βλέπε παρ.3). Αφού η αντιστροφή είναι 
υπερβολική κίνηση , και η ΜΝ είναι κάθετη στην u, προκύπτει ότι 
το ηµικύκλιο κ είναι µια υπερβολική ευθεία. 
   Έτσι οι υπερβολικές ευθείες του ηµιεπιπέδου τ, αναπαρίστανται 
από Ευκλείδειες ηµιευθείες κάθετες στην  u , και από Ευκλείδεια 
ηµικύκλια µε κέντρα πάνω στην ευθεία u. Αργότερα, λαµβάνοντας 
υπόψη το αξίωµα 1, θα δούµε ότι αυτές είναι και οι µόνες 

υπερβολικές ευθείες που υπάρχουν. 
   Υψώνουµε στο ηµιεπίπεδο τ, µια κάθετη στην u στο 
τυχαίο σηµείο της Μ. (σχ.17), παίρνουµε ένα σηµείο 
Α πάνω σ’αυτήν και κατασκευάζουµε τα σηµεία 
Α1,Α2,Α3,…..µε τέτοιο τρόπο ώστε οι ακόλουθες 
ισότητες να ικανοποιούνται: 
                  ΑΑ1=Α1Μ, Α1Α2=Α2Μ, Α2Α3=Α3Μ, . . . 
   Με άλλα λόγια, Α1 είναι το µέσο του τµήµατος ΑΜ, 
Α2 είναι το µέσο του Α1Μ, Α3 είναι το µέσο του 
τµήµατος Α2Μ και ούτω καθεξής.  
   Ας θεωρήσουµε τον µετασχηµατισµό οµοιότητας µε 
κέντρο το Μ και λόγο ½. Αυτός ο µετασχηµατισµός 
είναι µια υπερβολική κίνηση που µεταφέρει τα σηµεία 
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Α,Α1,Α2,…στα σηµεία Α1,Α2,Α3,…αντίστοιχα. 
Έτσι προκύπτει ότι τα υπερβολικά µήκη των τµηµάτων ΑΑ1, Α1Α2, 
Α2Α3,…είναι ίσα µεταξύ τους. Έτσι η κατασκευή που εκτελέσαµε 
παραπάνω αραδιάζει υπερβολικώς ίσα τµήµατα ΑΑ1, Α1Α2, 
Α2Α3,…από το σηµείο Α πάνω στην υπερβολική ευθεία ΑΜ. Από 
την κατασκευή προκύπτει ότι ουδέποτε θα φθάσουµε το σηµείο Μ 
όσα πολλά τµήµατα κι αν κατασκευάσουµε. Συνεπώς , Μ είναι ένα 
απείρως αποµακρυσµένο σηµείο πάνω στην ευθεία ΑΜ. Αφού Μ 
είναι τυχαίο σηµείο της u, συµπεραίνουµε ότι κάθε σηµείο πάνω 
στην u είναι ένα απείρως αποµακρυσµένο σηµείο του ηµιεπιπέδου 
τ. 
   Η µέθοδος του αραδιάσµατος των υπερβολικώς ίσων τµηµάτων  
ΑΒ1, Β1Β2, Β2Β3,…πάνω στην υπερβολική ευθεία ΑΜ (σχ.17) 
µπορεί επίσης να γίνει προς την αντίθετη διεύθυνση από την 
παραπάνω και η διαδικασία επίσης να συνεχιστεί επ’ άπειρο. Έτσι 
προκύπτει ότι το σηµείο πάνω στην ΑΜ, που είναι απείρως 
αποµακρυσµένο µε την Ευκλείδεια έννοια της γεωµετρίας, θα είναι 
επίσης ένα απείρως αποµακρυσµένο σηµείο πάνω στην υπερβολική 
ευθεία γραµµή ΑΜ. 
  Κάθε σηµείο της υπερβολικής ευθεία γραµµής ΑΜ, εκτός από τα 
δυο σηµεία που σηµειώσαµε παραπάνω, θα έχουν πεπερασµένη 
υπερβολική απόσταση από το Α, αφού για αρκούντως µεγάλη τιµή 
του ακεραίου n αυτό ανήκει είτε στο τµήµα ΑΑn είτε στο τµήµα 
ΒΒn. Έτσι η υπερβολική ευθεία ΑΜ, έχει δυο και µόνο δυο απείρως 
αποµακρυσµένα σηµεία. 
   Αν η υπερβολική ευθεία γραµµή αναπαρασταθεί µε ένα ηµικύκλιο 
που το κέντρο του βρίσκεται πάνω στην ευθεία u, τότε τα σηµεία 
τοµής του ηµικυκλίου µε την u θα είναι τα απείρως αποµακρυσµένα 
σηµεία της.  
   Μια Ευκλείδεια ευθεία γραµµή, ας σηµειωθεί ότι έχει µόνο ένα 
απείρως αποµακρυσµένο σηµείο, που είναι το κοινό σηµείο της 
δοσµένης ευθείας και όλων των ευθειών που είναι παράλληλες προς 
αυτήν. 
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   Τώρα µπορούµε να δούµε ότι όλα τα αξιώµατα του 
Λοµπατσέφσκιας γεωµετρίας ικανοποιούνται στο ηµιεπέπεδο τ. Θα 
περιοριστούµε στην ανάλυση δυο εξ’ αυτών. 
 
   Αξίωµα 1. Από δυο διαφορετικά σηµεία,διέρχεται µια και µόνο µια 
ευθεία. 
   Αν δυο δοσµένα σηµεία Α και Β ανήκουν πάνω στην Ευκλείδεια 
κάθετη προς την ευθεία u, τότε αυτή η κάθετη είναι η επιθυµητή 
υπερβολική ευθεία. ∆ιαφορετικά βρίσκουµε πάνω στην ευθεία u 
ένα σηµείο Ν που να ισαπέχει από τα Α και Β, και µε κέντρο αυτό 
το σηµείο σχεδιάζουµε το Ευκλείδειο ηµικύκλιο ακτίνας ΝΑ. 
(σχ.18). Αυτή τότε είναι η επιθυµητή υπερβολική ευθεία. 

 
 
   Για να δικαιολογήσουµε ότι δυο διαφορετικές υπερβολικές 
ευθείες l  και l΄ δεν µπορούν να διέρχονται από δυο διακριτά σηµεία 
Α και Β, είναι αρκετό να υποθέσουµε ότι τα Α και Β ανήκουν πάνω 
στην Ευκλείδεια κάθετο l προς την ευθεία u (σχ.19) , αφού όλες οι 
άλλες περιπτώσεις µπορούν να αναχθούν σ’ αυτήν µε κατάλληλες 
υπερβολικές κινήσεις. 
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   Για έναν τέτοιο σχηµατισµό των σηµείων Α και Β η συντοµότερη 
υπερβολική απόσταση µεταξύ τους ,όπως δείξαµε παραπάνω, είναι 
µόνο κατά µήκος της Ευκλείδειας ευθείας l και συνεπώς οι l , l΄ 
συµπίπτουν πάνω στο τµήµα ΑΒ. Ας υποθέσουµε τώρα ότι το 
σηµείο C ανήκει στην l΄ όχι όµως στην l και ότι το Β ανήκει πάνω 
στην l΄ µεταξύ των Α και C. Τότε το τόξο AC του Ευκλειδείου 
ηµικυκλίου κ µε κέντρο πάνω στην u είναι µέρος µιας υπερβολικής 
ευθείας η οποία δεν συµπίπτει µε την l΄ πάνω στο τµήµα AC. Όµως 
αυτό , όπως ήδη έχουµε δείξει είναι αδύνατο. Εποµένως η l και η l΄ 
συµπίπτουν παντού. 
   Έτσι προκύπτει ότι δεν υπάρχουν άλλες υπερβολικές ευθείες από 
τις Ευκλείδειες ηµιευθείες τις κάθετες προς την u , και τα 
Ευκλείδεια ηµικύκλια µε κέντρο πάνω στην u. Μια και µόνο ευθεία 
διέρχεται από δυο δοσµένα σηµεία, και είναι κάποιου από τους δυο 
προηγούµενους τύπους ευθειών. 
 
   Αξίωµα 2. ∆υο υπερβολικές ευθείες µπορούµε να φέρουµε 
παράλληλες προς µια υπερβολική ευθεία p από ένα σηµείο P που δεν 
ανήκει στην ευθεία p. 
   ∆υο υπερβολικές ευθείες καλούνται παράλληλες αν αυτές έχουν 
κοινό ένα απείρως αποµακρυσµένο σηµείο. Ειδικότερα οι 
υπερβολικές ευθείες που αναπαρίστανται από Ευκλείδειες κάθετες 
στην u, είναι παράλληλες. Το κοινό τους σηµείο στο άπειρο πάνω 
στο ηµιεπίπεδο τ , ταυτίζεται µε το ένα που αυτές µοιράζονται µε το 
Ευκλείδειο  επίπεδο ω. 
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   Έστω ότι σηµειώνουµε µε Α και Β τα απείρως αποµακρυσµένα 
σηµεία της υπερβολικής ευθείας p (σχ.20). 

 
   Φέρνουµε από το Ρ και το Α το Ευκλείδεια ηµικύκλιο m µε 
κέντρο Μ πάνω στην ευθεία u και επίσης από το Β και Ρ το 
Ευκλείδειο ηµικύκλιο n µε κέντρο Ν πάνω στην u. Αυτά τα 
ηµικύκλια είναι οι προαναφερόµενες υπερβολικές ευθείες που είναι 
παράλληλες στην υπερβολική ευθεία p προς τις δυο διαφορετικές 
διευθύνσεις της, δηλαδή η m στην διεύθυνση από το Β προς το Α 
και η n στην διεύθυνση από το Α προς το Β. 
   Τρεις τύποι υπερβολικών ευθειών που διέρχονται από το Ρ 
υπάρχουν: (1) Αυτές που τέµνουν την ευθεία p , (2) οι παράλληλες 
προς την  p, (3) αυτές που ούτε παράλληλες είναι προς την p ούτε 
τέµνουν την p. 
   Υπάρχει άπειρο πλήθος ευθειών του πρώτου και τρίτου τύπου , 
αλλά µόνο δυο ευθείες του δεύτερου τύπου. 
   Για να κατασκευάσουµε µια υπερβολική ευθεία γραµµή του 
πρώτου είδους , παίρνουµε ένα αυθαίρετο σηµείο Κ του τµήµατος 
ΜΝ και γράφουµε το ηµικύκλιο κ µε ακτίνα ΚΡ και κέντρο Κ 
(σχ.21) 
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  Αν το ίδιο το κάνουµε για ένα αυθαίρετο σηµείο L πάνω στην 
ευθεία u , έξω από το τµήµα ΜΝ αποκτούµε τον τρίτο τύπο 
υπερβολικής ευθείας. (σχ.21). 
   Μπορούµε τώρα να ξεκαθαρίσουµε το γεγονός ότι το Αξίωµα 2 
είναι ισοδύναµο µε το αίτηµα των παραλλήλων του Λοµπατσέφσκι 
που τυποποιήθηκε στην παράγραφο 2. 
   Αν δυο υπερβολικές ευθείες ούτε τέµνονται ούτε είναι 
παράλληλες θα τις ονοµάζουµε αποκλίνουσες. Οι ευθείες p ,l  
(σχ.21) για παράδειγµα, είναι αποκλίνουσες. 
   Έτσι στο ηµιεπίπεδο τ ,τα αξιώµατα και κατά συνέπεια τα 
θεωρήµατα της Λοµπατσέφσκιας γεωµετρίας ικανοποιούνται. 
Εποµένως το ηµιεπίπεδο τ µαζί µε τους κανόνες µέτρησης 
τµηµάτων που εγκαθιδρύσαµε παραπάνω είναι ένα Λοµπατσέφσκιο 
επίπεδο, ή καλύτερα ένας χάρτης  του Λοµπατσέφσκιου επιπέδου 
στο Ευκλείδειο επίπεδο. 
   Είναι διδακτικό να συγκρίνουµε αυτήν την απεικόνιση µε αυτήν 
της επιφάνειας της Γης στην Μερκατοριανή προβολή. Στην 
περίπτωση αυτή οι µεσηµβρινοί προβάλλονται σαν παράλληλες 
ευθείες κάθετες προς τις προβαλλόµενες ευθείες των γεωγραφικών 
παραλλήλων. (βλ.σχ.2). Μέγιστους κύκλους συµπεριλαµβανοµένων 
των µεσηµβρινών,   οφείλουµε να τους  θεωρούµε ως «ευθείες 
γραµµές» πάνω στη σφαίρα. Οι γεωγραφικοί παράλληλοι 
,εξαιρουµένου του ισηµερινού, δεν είναι «ευθείες», αν και 
απεικονίζονται σε Ευκλείδειες ευθείες. Οµοίως µεταξύ των 
Ευκλειδείων ευθειών πάνω στο ηµιεπίπεδο τ, οι κάθετες προς την u 
είναι υπερβολικές ευθείες, ενώ οι παράλληλες προς την u δεν είναι 
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υπερβολικές ευθείες. (αυτό θα συζητηθεί µε περισσότερες 
λεπτοµέρειες στην παράγραφο 7). 
   Επιπλέον το µήκος κάποιου βαθµού του γεωγραφικού 
παραλλήλου µικραίνει καθώς αυξάνεται το γεωγραφικό πλάτος, 
αλλά στην Μερκατοριανή προβολή τα τµήµατα παραλλήλων 10 
έχουν σταθερό µήκος ασχέτως του γεωγραφικού πλάτους. Το 
πρότυπο είναι παρόµοιο και στο ηµιεπίπεδο τ (βλ. Αρχή 1) . 
   Είναι σηµαντικό να σηµειώσουµε ότι ο τ-χάρτης είναι σύµµορφος. 
∆ηλαδή το Ευκλείδειο µέτρο µιας γωνίας πάνω σ’ αυτόν τον χάρτη 
είναι ίσο µε την πραγµατική τιµή της στο Λοµπατσέφσκιο επίπεδο.  
   Ας εξηγήσουµε αυτό πρώτα για την ορθή γωνία. Εγγράφουµε ένα 
ηµικύκλιο κ µε κέντρο Μ πάνω στην ευθεία u και από το Μ 
φέρνουµε µια ακτίνα p κάθετη στην u (σχ.22). 
 

 
 

   Τώρα θεωρούµε τις γωνίες 1,2,3,4 που σχηµατίζονται από τις 
υπερβολικές ευθείες κ και p. Υπάρχει υπερβολική κίνηση που 
µεταφέρει την γωνία 1 στην 2 και την 3 στην 4 (συµµετρία ως προς 
p) και υπερβολική κίνηση που µεταφέρει την 1 στην 3 και την 2 
στην 4  ( αντιστροφή ως προς κ ). Έτσι στο Λοµπατσέφσκιο επίπεδο                
( αντίστοιχα στον τ-χάρτη ) ˆ ˆ ˆ ˆ1 2 3 4= = = , συνεπώς καθεµιά από τις 
γωνίες αυτές είναι ορθή. 
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   ∆ουλεύοντας κάνοντας χρήση το σχ. 22, ας σηµειώσουµε  το 
σηµείο τοµής  των ευθειών l, p µε Α, και ένα εκ των σηµείων τοµής 
των ευθειών κ και u µε Ν (σχ.23). 

 
   Το Ευκλείδειο ηµικύκλιο n µε κέντρο Ν και ακτίνα ΝΑ θα διαιρεί 
την γωνία 1 του σχ.22 σε δυο γωνίες 5 και 6, η Ευκλείδεια τιµή των 
οποίων είναι εύκολο να δούµε ότι είναι ίδια. Η αντιστροφή που 
αντιστοιχεί στον n µεταφέρει την κ στην p και την p στην κ, κι έτσι 
οι γωνίες 5 και 6 εναλλάσουν  θέσεις. Έτσι συµπεραίνουµε ότι όχι 
µόνο οι Ευκλείδειες τιµές των γωνιών 5 και 6 είναι ίσες, αλλά 
επίσης και οι πραγµατικές (υπερβολικές) τιµές τους. ∆ηλαδή στο 
Λοµπατσέφσκιο επίπεδο (και πάνω στον τ-χάρτη) καθεµιά είναι ίση 
µε το µισό της ορθής γωνίας. 
   Ας σηµειώσουµε µε L το σηµείο τοµής των γραµµών u και n, που 
κείται προς το ίδιο µέρος µε τα σηµεία Μ , Ν, και ας γράψουµε τον 
κύκλο l ακτίνας LA (σχ..23). Ο κύκλος l διαιρεί την γωνία 6 στις 

γωνίες 7 και 8. Είναι άµεσο να δούµε ότι 8̂
8

NAL
π

= =  

Και αφού 6̂
4

π
= , τότε 7̂

8

π
= . Έτσι οι Ευκλείδειες τιµές των γωνιών 

7 και 8 είναι ίσες. Ταυτόχρονα οι υπερβολικές τιµές τους είναι 
επίσης ίσες , αφού αυτές οι γωνίες αντιµετατίθενται από την 
αντιστροφή ως προς l. 
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   Με τον ίδιο τρόπο αποδεικνύεται ότι οι γωνίες µε Ευκλείδειες 

τιµές , ,...
16 32

π π
έχουν την ίδια τιµή στο Λοµπατσέφσκιο επίπεδο. 

   Αφού κάθε γωνία µπορεί να παρασταθεί σαν ένα  πεπερασµένο 
άθροισµα , ή σαν όριο ενός αθροίσµατος απείρως αυξανοµένου 
αριθµού από όρους της µορφής 

                                       , , , , ,...
2 4 8 16 32

π π π π π
 

Το σύµµορφο του τ-χάρτη έχει αποδειχτεί.  
 
 
Παράγραφος 5. Ο κύκλος στο Λοµπατσέφσκιο επίπεδο 
   
  Θα ορίσουµε πώς ένας κύκλος του Λοµπατσέφσκιου επιπέδου 
µπορεί να αναπαρασταθεί πάνω στον τ-χάρτη. 
  Από το σηµείο Μ της ευθείας  u φέρουµε την Ευκλείδεια ευθεία p 
κάθετη στην u, και παίρνουµε δυο τυχαία σηµεία Β και C πάνω σ’ 
αυτήν στο ηµιεπίπεδο τ. (σχ.24,,ΜΒ>ΜC). 
 
 



49 

 
  Τώρα σχεδιάζουµε το σηµείο Α πάνω στην p έτσι ώστε να 

ικανοποιείται η ισότητα 
CM AM

AM BM
=     (6) 

Από αυτήν την ισότητα συνάγουµε ότι το υπερβολικό µήκος των 
τµηµάτων CA και AB είναι ίδιο. Πράγµατι , ο µετασχηµατισµός 
οµοιότητας µε κέντρο Μ και συντελεστή CM

AM
 µεταφέρει το τµήµα 

AB στο τµήµα CA1 . 
  Σηµειώνοντας το Ευκλείδειο µέσο του τµήµατος BC µε Ο, 
γράφουµε τον Ευκλείδειο κύκλο q µε κέντρο Ο και ακτίνα ΟΒ και 
θεωρούµε το σηµείο Α1 συµµετρικό του Α ως προς την ευθεία u. 
  Αφού  ΟΑ=ΟΜ-ΑΜ, ΟΑ1=ΟΜ+ΜΑ1=ΟΜ+ΑΜ θα έχουµε 
                                                 
1 BM CM AM

BM AM
AM BM

= = . Συνεπώς το Β µεταφέρεται στο Α. CM
AM CM

AM
=  Συνεπώς το 

Α µεταφέρεται στο  C. 
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             ΟΑ·ΟΑ1=ΟΜ
2-ΑΜ2    (7) 

  συνεπώς 
1

( )
2

OM BM CM= +  και δυνάµει της (6) προκύπτει 

                  ΑΜ2=ΒΜ·CM.  
  Έτσι η (7) µπορεί να πάρει την µορφή  
              ΟΑ·ΟΑ1=

1

4
(ΒΜ+CM)2-BM·CM= 

                                1

4
(BM2+2BM·CM+CM2-4BM·CM)  ή 

               OA·OA1=
1

4
(BM-CM)2    (8) 

  αφού 1

2
(BM-CM)=OB από την εξίσωση (8) λαµβάνουµε  

                              OA·OA1=OB2 
 από την οποία συνάγουµε ότι τα σηµεία Α και Α1 είναι 
συµµετρικά ως προς τον κύκλο q. 
  Θα εξηγήσουµε ότι η υπερβολική απόσταση όλων των σηµείων 
της γραµµής q από το σηµείο Α είναι ίδια. 
  Φέρνουµε έναν τυχαίο κύκλο n από τα σηµεία Α και Α1. (σχ.25) 
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Το κέντρο αυτού του κύκλου είναι πάνω στην u και εποµένως , το 
µέρος αυτού που ανήκει στο ηµιεπίπεδο τ , είναι µια υπερβολική 
ευθεία γραµµή. 
  Έστω ότι οι n, q τέµνονται στα σηµεία D και E , και n, u στα 
σηµεία F και G. Γράφουµε τον Ευκλείδειο κύκλο f κέντρου F και 
ακτίνας FA. Οι κύκλοι q , f είναι ορθογώνιοι µεταξύ τους αφού ο f 
διέρχεται από τα σηµεία Α και Α1 που είναι συµµετρικά ως προς q 
(βλ. παρ.3). Συνεπώς η αντιστροφή ως προς f µεταφέρει τον κύκλο 
q στον εαυτό του. 
  Επιπλέον, η ίδια αντιστροφή µεταφέρει την ευθεία p, η οποία δεν 
περνάει από τον πόλο αντιστροφής F, σε έναν κύκλο που διέρχεται 
από το F, καθώς επίσης και από τα σηµεία Α και Α1 (τα οποία 
µένουν σταθερά από την αντιστροφή), δηλαδή στον κύκλο n. Από 
την  άλλη µεριά , ο κύκλος n, ο οποίος διέρχεται από τον πόλο 
αντιστροφής , µεταφέρεται σε ευθεία γραµµή , δηλαδή στην p, αφού 
αυτή η ευθεία οφείλει να περνάει από τα σηµεία Α και Α1. 
  Έτσι προκύπτει ότι τα τόξα AD και AE του κύκλου n 
µεταφέρονται στα τµήµατα ΑΒ και AC ,αντίστοιχα, της ευθείας p. 
Εποµένως τα υπερβολικά µήκη των τµηµάτων AD ,AE της 
υπερβολικής ευθείας n είναι ίσα µε τα υπερβολικά µήκη των 
τµηµάτων AB και AC της υπερβολικής ευθείας p. Μ’ άλλα  λόγια  
οι υπερβολικές αποστάσεις των σηµείων Β,C,D και E από το σηµείο 
Α είναι ίσες. Αυτό δείχνει ότι ο υπερβολικός κύκλος προβάλλεται 
πάνω στον τ-χάρτη ως Ευκλείδειος κύκλος χωρίς  κοινά  σηµεία µε 
την ευθεία u, αλλά η προβολή του κέντρου του Α δεν συµπίπτει µε 
το κέντρο Ο του αντίστοιχου Ευκλείδειου κύκλου. 
  Συµπερασµατικά ας σηµειωθεί ότι κάθε υπερβολική ευθεία που 
διέρχεται από το Α τέµνει τον κύκλο q υπό ορθή γωνία , το οποίο 
είναι το ανάλογο της γνωστής ιδιότητας των διαµέτρων ενός 
Ευκλείδειου κύκλου.  
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Παράγραφος 6. Ισαπέχουσα καµπύλη 
   
  Έστω p , q είναι µια κάθετη και µια πλάγια ευθεία που τέµνουν 
την u στο σηµείο Μ και P1Q1 και P2Q2 τόξα Ευκλειδείων κύκλων µε 
κοινό κέντρο Μ, ή µ’ άλλα λόγια , τµήµατα δυο υπερβολικών 
ευθειών  m1 και m2 (σχ.26). 

 
Αφού m1, m2 τέµνουν την p υπό ορθές γωνίες, τα υπερβολικά µήκη 
των τόξων P1Q1 και P2Q2 δίνουν τις υπερβολικές αποστάσεις των Q1 
και  Q2 από την υπερβολική ευθεία p, και αυτές οι αποστάσεις είναι 
ίσες αφού το τόξο P1Q1 µπορεί να µεταφερθεί µέσω του 
µετασχηµατισµού οµοιότητας κέντρου Μ στο τόξο P2Q2. 
  Έτσι µπορούµε να συµπεράνουµε ότι η γραµµή q είναι ο 
γεωµετρικός τόπος των σηµείων που βρίσκονται σε µια 
συγκεκριµένη απόσταση από την υπερβολική ευθεία p. Αυτή η 
γραµµή (q) καλείται ισαπέχουσα καµπύλη , και η υπερβολική 
ευθεία p καλείται βάση αυτής. Μια ισαπέχουσα καµπύλη  όπως 
είδαµε και στην παράγραφο 4 δεν είναι µια υπερβολική ευθεία 
γραµµή. 
  Η υπόθεση ότι ο τόπος των σηµείων που απέχουν την ίδια 
απόσταση από δοσµένη ευθεία και βρίσκονται προς το ίδιο µέρος 
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αυτής της ευθείας , είναι ευθεία γραµµή, αντιφάσκει προς την 
ιδιότητα της ισαπέχουσας καµπύλης κι έτσι προς το αίτηµα 
παραλλήλων του Λοµπατσέφσκι, και είναι ισοδύναµη µε το 
Ευκλείδειο αίτηµα παραλλήλων. 
  Να σηµειωθεί ότι η υπερβολική ευθεία γραµµή η κάθετη προς τη 
βάση της ισαπέχουσας καµπύλης , τέµνει αυτήν υπό ορθή γωνία 
όπως γίνεται φανερό από το σχ.26. 
  Η αντιστροφή που αντιστοιχεί σε κύκλο µε κέντρο πάνω στην 
ευθεία u και διαφορετικό από το Μ, µεταφέρει την q σε Ευκλείδειο 
κύκλο, ο οποίος, όπως και η υπερβολική ευθεία, τέµνει την γραµµή 
u αλλά το κέντρο του δεν είναι πάνω στην u. 
  Έτσι, µια ισαπέχουσα καµπύλη αναπαρίσταται πάνω στον τ-χάρτη 
είτε σαν Ευκλείδεια ακτίνα που τέµνει την γραµµή u κατά οξεία ή 
αµβλεία γωνία, ή σαν τόξο Ευκλείδειου κύκλου που τέµνει την u το 
κέντρο όµως του οποίου δεν ανήκει στην u. Είναι εύκολο να δούµε 
ότι δεν υπάρχει άλλος τύπος ισαπέχουσας καµπύλης. 
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παράγραφος 7. Ορόκυκλος 
 
   Ας σχεδιάσουµε την διάµετρο p του κύκλου q, κάθετη στην 
γραµµή u, σηµειώνοντας το πλησιέστερο σηµείο τοµής της προς την 
u µε C (σχ.27). 

 
  Αν κρατήσουµε σταθερό το σηµείο C και αυξήσουµε την ακτίνα 
του κύκλου q απεριόριστα µε τέτοιο τρόπο ώστε το κέντρο του να 
κινείται κατά µήκος της ευθείας p κατά την διεύθυνση που δείχνεται 
µε το διάνυσµα , τότε ο οριακός σχηµατισµός q θα 
µετασχηµατίζεται σε µια Ευκλείδεια ευθεία γραµµή h , παράλληλη 
προς την u. 
  Την γραµµή h η οποία δεν είναι µια υπερβολική ευθεία , την 
ονοµάζουµε οριακή γραµµή, ή ορόκυκλο. Έτσι η οριακή µορφή 
ενός κύκλου, ένα σηµείο του οποίου και η εφαπτοµένη σ’ αυτό το 
σηµείο είναι σταθερά και η ακτίνα του αυξάνει απεριόριστα, είναι 
µια ευθεία στην Ευκλείδεια γεωµετρία ,αλλά ένας ορόκυκλος στην 
Λοµπατσέφσκια γεωµετρία. 
  Ας θεωρήσουµε την υπερβολική κίνηση που αναπαρίσταται από 
αντιστροφή που αντιστοιχεί σε κύκλο n µε το κέντρο του Ν πάνω 
στην γραµµή u (σχ.27). Αυτή µεταφέρει την γραµµή h στον 
Ευκλείδειο κύκλο h1 που διέρχεται από το Ν και το κέντρο του 
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οποίου είναι πάνω στην κοινή κάθετο ΝΝ1 των Ευκλείδειων 
ευθειών u και h. Έτσι προκύπτει ότι h1 είναι εφαπτόµενος στην 
γραµµή u. 
  Έτσι, ένας ορόκυκλος αναπαρίσταται στον τ-χάρτη είτε σαν 
Ευκλείδεια ευθεία παράλληλη στην u, είτε σαν Ευκλείδειος κύκλος 
εφαπτόµενος στην u. 
  Έστω ότι σχεδιάζουµε από το Ν έναν Ευκλείδειο κύκλο l µε το 
κέντρο του L πάνω στην u (σχ.27). Αφού οι ακτίνες των 
Ευκλείδειων κύκλων h1,και l είναι κάθετες µεταξύ τους, η 
υπερβολική ευθεία l τέµνει τον ορόκυκλο h1 υπό ορθή γωνία. Έτσι 
µπορούµε να συµπεράνουµε ότι όλες οι υπερβολικές ευθείες που 
περνούν από ένα απείρως αποµακρυσµένο σηµείο πάνω σε έναν 
οροκύκλο, τον τέµνουν υπό ορθή γωνία. 
  Κάθε ορόκυκλος h είναι υπερβολικώς ισοδύναµος µε κάθε άλλον 
ορόκυκλο h1,δηλαδή υπάρχουν  υπερβολικές κινήσεις οι οποίες 
µεταφέρουν τον h στον h1. Αυτές οι υπερβολικές κινήσεις είναι: (α) 
µετασχηµατισµοί οµοιότητας µε κέντρο πάνω στην u, όταν h,h1 
είναι Ευκλείδειες ευθείες παράλληλες στην u, ή Ευκλείδειοι κύκλοι 
µε διαφορετικές ακτίνες που εφάπτονται στην u (σχ. 28 και 29). 
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(β) Μετακίνηση του ηµιεπιπέδου τ κατά µήκος της γραµµής u όταν 
h, h1 είναι Ευκλείδειοι κύκλοι µε ίσες ακτίνες εφαπτόµενοι της u. 
(γ)  Αντιστροφή µε πόλο πάνω στην u όταν µια από τις καµπύλες h , 
h1 είναι Ευκλείδεια ευθεία παράλληλη στην u και η άλλη 
Ευκλείδειος κύκλος εφαπτόµενος στην u. 
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παράγραφος 8. 

Βασικά θεωρήµατα της Γεωµετρίας Λοµπατσέφσκι 
 

  Θεώρηµα 1.Το άθροισµα των γωνιών κάθε τριγώνου είναι 
µικρότερο του π. 
  Ας θεωρήσουµε πρώτα ένα ορθογώνιο τρίγωνο ABC (σχ.30). 

 
Οι πλευρές του a,b,c αναπαρίστανται αντιστοίχως  ένα τµήµα µιας 
Ευκλείδειας καθέτου στην u, ένα τόξο Ευκλείδειου κύκλου µε 
κέντρο Μ και ένα τόξο Ευκλειδείου κύκλου µε κέντρο Ν. Η γωνία 
C είναι η ορθή γωνία. Η γωνία Α είναι ίση µε την γωνία µεταξύ των 
εφαπτοµένων των κύκλων  b,c στο σηµείο Α, ή ισοδύναµα µε την 
γωνία των ακτινών ΝΑ και ΜΑ αυτών των κύκλων. Και τέλος 
� �B BNM= . 
  Έστω ότι σχεδιάζουµε τον Ευκλείδειο κύκλο q µε διάµετρο το 
τµήµα ΒΝ. Αυτός ο κύκλος έχει µόνο το σηµείο Β κοινό µε τον 
κύκλο c, αφού η διάµετρός του είναι ακτίνα του c. Συνεπώς το 
σηµείο Α κείται έξω από τον κύκλο που φράσσεται από τον q, 
οπότε  
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                � � �Α =ΜΑΝ <ΜΒΝ  

  Έτσι λόγω της σχέσης � �

2

π
ΜΒΝ +Β =  αποκτούµε τη σχέση  

                                        � �

2

π
Α+Β <       (9) 

και εποµένως � � �C πΑ+Β+ < . ο.ε.δ. 
  Να σηµειώσουµε ότι κάθε ορθογώνιο τρίγωνο , µπορεί να 
µεταφερθεί µε κατάλληλη υπερβολική κίνηση σε µια θέση όπου η 
µια εκ των πλευρών του να βρίσκεται πάνω στην Ευκλείδεια κάθετη 
προς την γραµµή u. Συνεπώς η µέθοδος που ακολουθήθηκε 
παραπάνω εφαρµόζεται σε κάθε ορθογώνιο τρίγωνο. 
  Όταν είναι δοσµένο ένα σκαληνό τρίγωνο, τότε φέρνοντας ένα 
ύψος του το διαιρούµε σε δυο ορθογώνια τρίγωνα. Το άθροισµα 
των οξειών γωνιών αυτών των ορθογωνίων τριγώνων είναι ίσο µε 
το άθροισµα των γωνιών του αρχικού σκαληνού τριγώνου. Λόγω 
αυτού του γεγονότος µε βάση την ανίσωση (9) συνάγουµε ότι το 
θεώρηµα ισχύει για κάθε τρίγωνο. 
 
  Θεώρηµα 2. Το άθροισµα των γωνιών ενός τετράπλευρου είναι 
µικρότερο από 2π. 
  Είναι αρκετό για την απόδειξη να διαιρέσουµε το τετράπλευρο σε 
δυο τρίγωνα, φέρνοντας µια διαγώνιο.   
 
  Θεώρηµα 3.  ∆υο αποκλίνουσες ευθείες γραµµές έχουν µια και 
µόνο µια κοινή κάθετο. 
   Έστω ότι η µια από τις δυο αποκλίνουσες ευθείες αναπαρίσταται 
στον τ-χάρτη µε µια Ευκλείδεια κάθετη p προς την u στο σηµείο Μ, 
και η άλλη µε ένα Ευκλείδειο ηµικύκλιο q µε το κέντρο του πάνω 
στην u. Έστω επίσης ότι οι p, q δεν έχουν  κοινά σηµεία (σχ.31). 



59 

 
Ένας τέτοιος σχηµατισµός δυο αποκλινουσών ευθειών πάνω στον τ-
χάρτη είναι πάντοτε κατορθωτός µέσω κατάλληλης υπερβολικής 
κίνησης. 
  Φέρνουµε τώρα από το Μ την Ευκλείδεια εφαπτοµένη ΜΝ του q 
και κατασκευάζουµε το Ευκλείδειο ηµικύκλιο m µε κέντρο Μ. 
Είναι φανερό ότι m είναι υπερβολική ευθεία γραµµή που τέµνει 
αµφότερες τις p, q κατά ορθή γωνία. Εποµένως , πάνω στον τ-
χάρτη, η m  παραστάνει την προαναφερθείσα κοινή κάθετη των 
δοσµένων αποκλινουσών ευθειών. 
  ∆υο αποκλίνουσες ευθείες δεν µπορεί να έχουν δυο κοινές 
καθέτους αφού, στην περίπτωση αυτή, θα πρέπει να υπάρχει ένα 
τετράπλευρο µε τέσσερις ορθές γωνίες , το οποίο αντιφάσκει προς 
το θεώρηµα 2. 
    
   Θεώρηµα 4.   Η ορθή προβολή της µιας πλευράς µιας οξείας 
γωνίας πάνω στην άλλη πλευρά της είναι ένα τµήµα. (και όχι µια 
ακτίνα-ηµιευθεία όπως στην Ευκλείδεια γεωµετρία). 
   Η εγκυρότητα του θεωρήµατος αυτού είναι προφανής από το 
σχ.32, στο οποίο το τµήµα ΑΒ1 είναι η ορθή προβολή της πλευράς 
ΑΒ της οξείας γωνίας ΒΑC πάνω στην πλευρά της AC. 
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  Στο ίδιο σχήµα το τόξο DE του Ευκλείδειου κύκλου  µε κέντρο το 
Μ είναι κάθετο στην υπερβολική ευθεία AC. Αυτή η κάθετη δεν 
τέµνει την πλάγια γραµµή ΑΒ. Εποµένως η υπόθεση ότι η κάθετη 
και πλάγια γραµµή ως προς την ίδια ευθεία πάντοτε τέµνονται, 
αντιφάσκει προς το Λοµπατσέφσκιο αξίωµα των παραλλήλων , και 
είναι ισοδύναµο προς το Ευκλείδειο αίτηµα της παραλληλίας.  
 
   Θεώρηµα 5.   Αν οι τρεις γωνίες του τριγώνου ABC είναι ίσες 
αντιστοίχως, προς τις τρεις γωνίες του τριγώνου A΄Β΄C΄, τότε αυτά τα 
τρίγωνα είναι ίσα.    
   Υποθέτουµε ότι το αντίστροφο είναι αληθές και θεωρούµε τα 
τµήµατα ΑΒ1=Α΄Β΄ , ΑC1=Α΄C΄ πάνω στις ακτίνες ΑΒ και AC 
αντίστοιχα. Είναι φανερό ότι τα τρίγωνα ΑΒ1C1 και Α΄Β΄C΄ είναι 
ίσα έχοντας δυο πλευρές και τις περιεχόµενες γωνίες αυτών ίσες. 
Αφού το σηµείο Β1 δεν µπορεί να συµπίπτει µε το σηµείο Β, το 
σηµείο C1 δεν µπορεί να συµπίπτει µε το C, γιατί αλλιώς τα τρίγωνα 
τα τρίγωνα θα ήταν ίσα , το οποίο αντιφάσκει προς την υπόθεση. 
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   Θεωρούµε τις ακόλουθες περιπτώσεις: 
   (α)  Το σηµείο Β1 είναι ανάµεσα στα Α και Β και το σηµείο C1 
ανάµεσα στα Α και C (σχ.33, στο σχήµα αυτό καθώς και στο 
επόµενο υπερβολικές ευθείες παριστάνονται σαν Ευκλείδειες). 
Είναι εύκολο να δούµε ότι το άθροισµα των γωνιών του 
τετράπλευρου ΒCC1B1 είναι 2π, το οποίο είναι αδύνατο βάσει του 
θεωρήµατος 2. 
   (β)   Το σηµείο Β1 βρίσκεται ανάµεσα στα Α και Β, και το σηµείο 
C ανάµεσα στα Α και C1 (σχ.34). Σηµειώνουµε την τοµή των 

τµηµάτων BC και B1C1 µε D. Αφού � �C C΄=  και � �
1C΄ C=  προκύπτει 

ότι � �1C C=  το οποίο είναι αδύνατο αφού η γωνία C είναι εξωτερική 
του τριγώνου CC1D 1. 
   Οι άλλες δυνατές περιπτώσεις ερµηνεύονται µε παρόµοιο τρόπο. 
   Το θεώρηµα έχει αποδειχτεί αφού η υπόθεση που κάναµε 
παραπάνω οδηγεί σε αντίφαση. 
   Όπως προκύπτει από το θεώρηµα 5, στην Λοµπατσέφσκια 
γεωµετρία, δεν υπάρχει τρίγωνο όµοιο µε ένα δοσµένο τρίγωνο που 
να µην είναι ίσο µ’ αυτό.  
 
 

παράγραφος 9. Συµπληρωµατικά σχόλια 
 

   Ένας αριθµός σηµαντικών συµπερασµάτων µπορεί να γραφεί 
θεωρώντας τον τ-χάρτη. 
   Πρώτον, κάθε θεώρηµα της Λοµπατσέφσκιας γεωµετρίας 
ανάγεται πάνω στον τ-χάρτη σε κάποιο θεώρηµα της Ευκλείδειας 
γεωµετρίας. Εποµένως κάθε αντίφαση στην Λοµπατσέφσκια 
γεωµετρία πρέπει αναγκαία να οδηγεί σε µια αντίφαση της 
Ευκλείδειας γεωµετρίας. Έτσι η Λοµπατσέφσκια γεωµετρία είναι 
συνεπής. 

                                                 
1  H απόδειξη του θεωρήµατος ‘η εξωτερική γωνία τριγώνου είναι µεγαλύτερη των δυο 
απέναντι εσωτερικών’ δεν εξαρτάται από το αίτηµα της παραλληλίας. 
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   ∆εύτερον, η εξοικείωση µε την Λοµπατσέφσκια γεωµετρία µας 
διευκολύνει αφάνταστα στην διερεύνηση των σφαλµάτων κατά την 
προσπάθεια απόδειξης του Ευκλειδείου αιτήµατος παραλληλίας, τα 
οποία στις περισσότερες περιπτώσεις δένουν µε την υπόθεση µιας 
πρότασης ισοδύναµης µε το αξίωµα αυτό. Μια απόδειξη ότι αυτές 
οι υποθέσεις αντιφάσκουν µε το Λοµπατσέφσκιο αίτηµα 
παραλληλίας είναι επαρκής για την ανατροπή αυτού.  Αυτή η 
µέθοδος χρησιµοποιήθηκε  στις τρεις περιπτώσεις που συζητήσαµε 
παραπάνω (δηλ. στον τόπο των σηµείων που ισαπέχουν από µια 
ευθεία γραµµή, στην τοµή της κάθετης και της πλάγιας σε  δοσµένη 
ευθεία, στην ύπαρξη όµοιων αλλά µη ίσων τριγώνων). 
   Ας θεωρήσουµε άλλο ένα παράδειγµα. Ο µαθηµατικός Farkas 
Bolyai (πατέρας του Janos Bolyai που µνηµονεύσαµε παραπάνω), 
εισηγήθηκε µια απόδειξη του Ευκλειδείου αιτήµατος βασισµένη 
στην υπόθεση ότι ένας κύκλος πάντοτε µπορεί να γραφεί από τρία 
σηµεία που δεν είναι πάνω στην ίδια ευθεία γραµµή. Ο Bolyai το 
θεώρησε αυτό ως προφανές, όµως αυτό δεν ισχύει στην 
Λοµπατσέφσκια γεωµετρία αφού ένας κύκλος, ένας ορόκυκλος , ή 
µια ισαπέχουσα καµπύλη µπορεί να περνάει από τρία µη 
συνευθειακά σηµεία του Λοµπατσέφσκιου επιπέδου. Εποµένως ο 
κύκλος δεν µπορεί πάντοτε να σχεδιαστεί από τρία τέτοια σηµεία. 
Έτσι η υπόθεση Bolyai είναι ισοδύναµη µε το Ευκλείδειο αίτηµα 
πράγµα το οποίο ακυρώνει την απόδειξή του. 
   Ο Λοµπατσέφσκι δεν έκανε χρήση της µεθόδου κατασκευής ενός 
χάρτη του υπερβολικού επιπέδου στο έργο του. Αυτή προτάθηκε 
αρχικά από τον Ιταλό γεωµέτρη Eugenio Beltrami σε µια διατριβή 
του το 1868, δώδεκα χρόνια µετά το θάνατο του Ρώσου 
µαθηµατικού. 
   Ο χάρτης του Λοµπατσέφσκιου επιπέδου που συζητήσαµε σ’ αυτό 
το βιβλίο διαφέρει σηµαντικά από αυτόν του Beltrami , και εισήχθη 
από τον Γάλλο επιστήµονα Henri Poincare (1854-1912) . 
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παράγραφος 10. Περί Φυσικών Λογαρίθµων και Υπερβολικών 
συναρτήσεων 

 
   Το υλικό αυτής που παρουσιάζουµε εδώ θα χρησιµοποιηθεί στις 
παραγράφους που ακολουθούν. 
   Πρώτα παράγουµε διάφορες σηµαντικές σχέσεις. 
   Εισάγουµε τον συµβολισµό: 

                            11 1
(1 ) , (1 )n n

n na b
n n

+= + = +         (10)  

όπου n είναι θετικός ακέραιος. Προφανώς  

                1 2
1 1

1 1
(1 ) , (1 )

1 1
n n

n na b
n n

+ +

+ += + = +
+ +

    (11) 

   Από την (10) έχουµε 

                  
1 1

(1 )n n
n n

a
b a

n n n
− = + =                        (12) 

                  1
1 1

1 1
(1 )

1 1
n

n nb a
n n

+

+ +− = +
+ +

               (13) 

και   1 1
1

1 1
(1 ) (1 )

1
n n

n nb a
n n

+ +

+− = + − +
+

 

παραγοντοποιώντας το δεξί µέλος της τελευταίας εξίσωσης έχουµε 

  

1

1

1 1 1 1
[(1 ) (1 ) (1 ) ...

( 1) 1

1 1 1
... (1 )(1 ) (1 ) ]

1 1

n n

n n

n n n n n

n n n

−

−

+ + + + +
+ +

+ + + + +
+ +

            (14) 

  Τώρα αντικαθιστώντας 1
1

n
+  για κάθε συµπαράγοντα  1

1
1n

+
+

 µέσα 

στις αγκύλες αυξάνουµε την έκφραση (14) η οποία µετά τις 
απλοποιήσεις δίνει 

                               1

1 1
(1 )n

n nb a
n n+− < +  

   Από αυτήν µέσω της εξίσωσης (12), έχουµε 
                                      bn-αn+1< bn-αn 
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ή                                         αn++1>an 
   Συνεπώς η αn είναι αύξουσα.. 

   Τώρα αντικαθιστούµε 
1

1
1n

+
+

 σε κάθε συµπαράγοντα 
1

1
n

+  µέσα 

στις αγκύλες της εξίσωσης (14) η οποία εξ’ αυτού µειώνεται. Μετά 
τις απλοποιήσεις παίρνουµε  
                                            bn-αn+1>

1 1
(1 )

1
n

n n
+

+
           (15) 

   Είναι εύκολο να δούµε ότι 
                      

                             
1 1

(1 )
1

n

n n
+

+
> 11 1

(1 )
1 1

n

n n
++

+ +
   (16) 

πράγµατι, µετά τις απλοποιήσεις η έκφραση αυτή ανάγεται στην  

                 2
2

1 2
( 1) ( 2)

( 1)

n
n n n

n n

+
> ⇔ + > +

+
 η οποία είναι προφανώς 

ορθή.  Από τις (15),(16), και (13) προκύπτει 
                                        bn-αn+1>bn+1-αn+1 κι έτσι bn>bn+1 δηλαδή η 
ακολουθία bn φθίνει καθώς το n αυξάνει. 
   Αφού α1=2 και b1=4, συµπεραίνουµε από αυτή την ανάλυση ότι  
                       2≤αn<bn≤4 
   Από αυτή την ανισότητα και την εξ.(12) προκύπτει ότι  
                       bn-αn<

4

n
                                     (17) 

   Εφόσον καθώς το n αυξάνει, αn  αυξάνει, bn  µειώνεται και η 
διαφορά bn-αn τείνει στο µηδέν, όπως προκύπτει από την (17), οι 
τιµές των αn και bn οφείλουν να τείνουν στο ίδιο όριο το οποίο 
συνήθως συµβολίζεται µε e, και θα είναι αn<e<bn. Έτσι 

                  e= 11 1
lim(1 ) lim(1 )n n

n nn n
+

→∞ →∞
+ = +           (18) 

και           11 1
(1 ) (1 )n ne

n n
++ < < +                       (19) 

   ειδικότερα για n=1 έχουµε  2<e<4                (20) 
   Από την εξ.(19) προκύπτει η προσεγγιστική ισότητα 
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1

(1 )n e
n

+ ≈                           (21) 

Το σφάλµα αυτής είναι µικρότερο από την διαφορά bn-αn και 

εποµένως µικρότερο από 
4

n
. 

   Έστω χ θετικός ρητός που εκφράζεται µε γνήσιο κλάσµα, και 
θεωρούµε ότι ο θετικός ακέραιος παίρνει τέτοια τιµή ώστε nx=k να 
είναι ακέραιος. Τότε από την σχέση (19) θα έχουµε 

                          (1 ) (1 )k x k xx x
e

k k
++ < < +  

   Συνεπώς η ακόλουθη προσέγγιση θα ικανοποιείται: 

                           (1 )k xx
e

k
+ ≈                                                      (22) 

µε ένα σφάλµα µικρότερο από  

   (1 ) (1 ) (1 ) [(1 ) 1]
x

k x k k kx x x x xe

k k k k k
++ − + = + + − <                      (23) 

   Επιπλέον, από το τον τύπο του διώνυµου του Νεύτωνα έχουµε 

         3
2 3

( 1) ( 1)( 2)) 1
(1 ) 1 ...

2 6
k k

k

x k k k k k
x x x

k k k k

− − −
+ = + + + + +   (24) 

από την οποία έχουµε την προσεγγιστική σχέση 

                                           (1 ) 1kx
x

k
+ ≈ +                                   (25) 

σηµειώνοντας το σφάλµα της προσέγγισης αυτής µε σ , είναι 
φανερό ότι  

2 2
2 2

2

1 ( 1)( 2) 2
[ ... ] (1 ...)

2 3 2
k

k

x k k k x
x x x x

k k k
σ −− − −
= + + + < + + +   

κι έτσι    σ<
( )

2

2 1

x

x−
                                                                     (26) 

Από τις (22),(25) και (26) συµπεραίνουµε ότι 
                                          1xe x≈ +                                              (27) 
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Το σφάλµα της (27) δεν ξεπερνά το 
2

2(1 )

x

x−
, αφού το όριο της 

έκφρασης 
xxe

k
 (βλέπε εξ.23) είναι µηδέν όταν το κ αυξάνει 

απεριόριστα. Αυτό το σφάλµα µπορούµε να το κάνουµε όσο µικρό 
επιθυµούµε αν το χ πάρει ικανοποιητικά µικρές τιµές.  
   Η εξίσωση (27) είναι επίσης έγκυρη στην περίπτωση που ο χ<1 
είναι θετικός άρρητος αριθµός όπως µπορούµε να δικαιολογήσουµε 
θεωρώντας ρητές προσεγγίσεις των τιµών της. 
   Πρέπει να σηµειώσουµε ότι η (27) είναι επίσης έγκυρη για 
αρνητικές τιµές του χ µε απόλυτη τιµή µικρότερη της µονάδας. Το 

σφάλµα στην περίπτωση αυτή δεν ξεπερνάει την τιµή 
( )

2

2 1

x

x+
. 

   Από τις εξισώσεις (22), (24) µπορούµε να αποκτήσουµε µια 
ακόµη προσεγγιστική σχέση , ακριβέστερη από την (27). Αφού 
k →∞ , το όριο του τρίτου όρου στο δεξί µέλος της (24) είναι 21

2
x , 

παίρνουµε  

                             21
1

2
xe x x≈ + +                    (28) 

   Αυτός ο τύπος έχει να κάνει µε το ότι, όταν το χ είναι µικρό το χ3 
µπορεί να αγνοηθεί. ∆εν θα ασχοληθούµε µε την εκτίµηση του 
σφάλµατος του τύπου (28). 
  Θεωρούµε τώρα το σύστηµα των λογαρίθµων µε βάση e, τους 
αποκαλούµενους φυσικούς λογαρίθµους που παίζουν πολύ 
σηµαντικό ρόλο στα µαθηµατικά. 
   Ο φυσικός λογάριθµος του αριθµού χ σηµειώνεται σαν lnx. 
∆υνάµει των γνωστών ιδιοτήτων των λογαρίθµων είναι ln1=0 και 
lne=1.    
   Λαµβάνοντας τον λογάριθµο στα δυο µέλη της (27) αποκτούµε 
την ακόλουθη προσέγγιση: 
                                          ln(1+x)≈x       (29) 
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η οποία ισχύει όταν χ είναι αρκετά µικρός. 
   Οι Υπερβολικές συναρτήσεις, υπερβολικό ηµίτονο και 
συνηµίτονο ( που συµβολίζονται µε sinh και cosh) ορίζονται µέσω 
του αριθµού e, ως εξής: 

                              sinh , cosh
2 2

x x x xe e e e
x x

− −− +
= =    (30) 

   ∆υο ακόµη υπερβολικές συναρτήσεις , η υπερβολική εφαπτοµένη 
και η υπερβολική συνεφαπτοµένη (που συµβολίζονται µεtanh και 
coth) ορίζονται από τις σχέσεις: 

                               
sinh cosh

tanh coth
cosh sinh

x x
x x

x x
= =        (31) 

   Οι υπερβολικές συναρτήσεις έχουν διάφορες ιδιότητες παρόµοιες 
µε τις αντίστοιχες τριγωνοµετρικές συναρτήσεις. 
   Οι παρακάτω προσεγγιστικοί τύποι προκύπτουν από τις (27),(30) 
και (31) για ικανοποιητικά µικρές τιµές του χ: 
                    sinh , cosh 1, tanhx x x x x≈ ≈ ≈                       (32) 
και από τις (28),(30) και (31) 

                     2
2

1 2
sinh , cosh 1 , tanh

2 2

x
x x x x x

x
≈ ≈ + ≈

+
   (33)  

 
 

παράγραφος 11. Μέτρηση τµηµάτων Υπερβολικών 
 Ευθειών Γραµµών 

 
  Στην παράγραφο αυτή θα δείξουµε πως µπορεί να υπολογιστεί το 
υπερβολικό µήκος, υπερβολικών ευθυγράµµων τµηµάτων. 
   Ας θεωρήσουµε πρώτα µια Ευκλείδεια ακτίνα  στο ηµιεπίπεδο τ, 
κάθετη στην γραµµή u στο σηµείο της Μ (σχ.35) και πάνω σ’ αυτήν 

τα σηµεία Α, Β, C, D έτσι ώστε  
MB MD

MA MC
=  ή πράγµα ισοδύναµο 

          
MB MA

MD MC
=  
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   Συµβολίζοντας καθεµιά από τις σχέσεις αυτές µε µ βλέπουµε ότι η 
ο µετασχηµατισµός οµοιότητας µε κέντρο Μ και συντελεστή µ 
µεταφέρει το τµήµα  CD στο ΑΒ. Εποµένως τα υπερβολικά µήκη 
των τµηµάτων αυτών είναι ίσα. 
   Από αυτά προκύπτει ότι το υπερβολικό µήκος του τµήµατος ΑΒ      
( το οποίο θα συµβολίζουµε µε ΑΒh)  χαρακτηρίζεται από τον λόγο 
MB

MA
, ή, µ’ άλλα λόγια είναι µια συνάρτηση αυτού του λόγου. Θα 

δείξουµε ότι ο λογάριθµος µπορεί να επιλεγεί γι’ αυτήν την 
συνάρτηση, δηλαδή ότι µπορούµε να υποθέσουµε ότι  

                                             logh

MB
AB

MA
=                   (34) 

 

  
 

Έστω F σηµείο του τµήµατος ΑΒ. Τότε 
MB MF MB

MA MA MF
= . 

Παίρνοντας λογαρίθµους σ’ αυτήν την σχέση  από την (34) έχουµε  
                                                h h hAB AF FB= +  
το οποίο αντιστοιχεί στον κανόνα της πρόσθεσης τµηµάτων. 
   Γενικά µιλώντας , για βάση του λογαρίθµου στην σχέση (34) 
µπορούµε να πάρουµε κάποιον άλλο-τον ίδιο βέβαια για όλα τα 
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τµήµατα- (διάφορο της µονάδας) θετικό αριθµό. Ωστόσο για να 
ταιριάξει ο κανόνας µε υποθέσεις που περιέχονται στην παράγραφο 
4, περιορίζουµε την επιλογή µας στο φυσικό λογάριθµο και 
συνεπώς γράφουµε την εξ. (34) στην µορφή 

                                          lnh

MB
AB

MA
=                   (35) 

   Πράγµατι, όταν το τµήµα ΑΒ είναι επαρκώς µικρό συγκρινόµενο 
µε το τµήµα ΜΑ, τότε, από τις σχέσεις 

          ln ln ln(1 )
MB MA AB AB

MA MA MA

+
= = +  

δυνάµει των εξ. (29) και (35),  έχουµε   h

AB
AB

MA
≈   η οποία 

αντιστοιχεί σε µια αρχή που υποθέσαµε στην παράγραφο 4. 
   Να σηµειώσουµε εν συντοµία ότι τα υπερβολικά µήκη των 
τµηµάτων ΑΒ και ΒΑ, υπολογισµένα µέσω της εξ. (35) , είναι ίσα 
κατ’ απόλυτη τιµή αλλά έχουν αντίθετα πρόσηµα. Αυτό εξηγεί το 
ότι αντιστρέφοντας την κατεύθυνση ενός τµήµατος αλλάζει το 
πρόσηµο του υπερβολικού µήκους. Αν η κατεύθυνση ενός 
τµήµατος δεν µας ενδιαφέρει, τότε το δεξί µέλος της εξ. (35) πρέπει 
να περιέχει την απόλυτη τιµή του λογαρίθµου. 
   Τώρα θεωρούµε το Ευκλείδειο ηµικύκλιο q µε κέντρο Μ πάνω 
στην γραµµή u το οποίο τέµνει την u στα σηµεία Ν΄ και Ν, και την 
Ευκλείδεια κάθετο στο Μ στο σηµείο Α. (σχ. 36). 
   Έστω Β σηµείο του τόξου ΑΝ. Φέρνουµε την Ευκλείδεια ευθεία 
ΝΒ και σηµειώνουµε το σηµείο τοµής της µε την ΜΑ µε Β΄. ∆εν 
είναι δύσκολο να δείξουµε ότι τα τµήµατα ΑΒ και ΑΒ΄ των 
υπερβολικών ευθειών q και ΜΑ είναι ίσα. Πράγµατι , η αντιστροφή 
που αντιστοιχεί στον κύκλο q́  (µε ακτίνα ΝΑ και κέντρο Ν) 
µεταφέρει την q στην Ευκλείδεια ευθεία ΜΑ. Έτσι το Α 
µεταφέρεται στον εαυτό του και το σηµείο Β στο Β΄, αφού 
αµφότερα τα Β και Β΄ κείνται   πάνω στην Ευκλείδεια ευθεία  που 
διέρχεται από τον πόλο αντιστροφής. Συνεπώς 
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                                lnh h

MB
AB AB

MA

′
′= =  

   Σηµειώνοντας την γωνία ΝΜΒ µε θ, θα είναι � 090
2

MNB
θ

= −   

και 

                    0tan(90 ) cot
2 2

θ θ′ ′ΜΒ ΜΒ
= = − =

ΜΑ ΜΝ
 

Έτσι 

                                        ln cot
2h

θ
ΑΒ =                       (36) 

   Αν C είναι σηµείο του τόξου ΒΝ (σχ.36) και NMC ϕ∠ =  τότε από 
την εξ. (36) προκύπτει 

       lncot , lncot ln cot
2 2 2h h h hAC BC AC AB
ϕ ϕ θ

= = − = −  

Έτσι  

                                    ln(cot tan )
2 2hBC
ϕ θ

=                   (37) 

   Έχουµε αποκτήσει λοιπόν τους τύπους για τον υπολογισµό του 
υπερβολικού µήκους ενός τµήµατος, είτε αυτό περιέχεται πάνω σε 
Ευκλείδεια ακτίνα κάθετη στην u, είτε πάνω σε Ευκλείδειο 
ηµικύκλιο. 
 

Παράγραφος 12. Βασικοί τύποι της υπερβολικής 
τριγωνοµετρίας 

 
      Θεωρούµε ένα ορθογώνιο τρίγωνο ABC στο τ-ηµιεπίπεδο 
(σχ.37). Η πλευρά του BC είναι τµήµα της Ευκλείδειας ευθείας ΟΒ 

(ΟΒ⊥u), η πλευρά CA είναι το τόξο ενός Ευκλειδείου κύκλου µε 

ακτίνα 1 και κέντρο Ο και η πλευρά ΑΒ είναι τόξο Ευκλειδείου 
κύκλου ακτίνας l και κέντρου Μ. Η C∠  είναι ορθή, 

.A a B β∠ = ∠ =  
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   Φέρνουµε από το Α την κάθετο ΑΝ στην u και εισάγουµε  τον 
συµβολισµό: 
   ΟΒ=p,   ΝΑ=q,   MO=m,   MN=n,   ,NMA θ ϕ∠ = ∠ΝΟΜ =  
   Συµβολίζουµε τα υπερβολικά µήκη των πλευρών BC, CA και AB 
του δοσµένου τριγώνου µε α,b και c αντίστοιχα. ( τα l,m,n,p,q είναι 
Ευκλείδεια µήκη). 
   Ισχύει   ,OAM a OMB β∠ = ∠ =   
αφού οι εφαπτόµενες στις πλευρές της γωνίας Α στο Α είναι 
κάθετες στις πλευρές της γωνίας ΟΑΜ, και οι εφαπτόµενες στο Β 
στις πλευρές της γωνίας Β είναι κάθετες προς τις πλευρές της 
γωνίας ΟΜΒ. 
   Θα εγκαθιδρύσουµε τώρα ένα πλήθος σχέσεων µεταξύ των 
παραπάνω ποσοτήτων. 
   Από τα τρίγωνα ΟΜΒ και ΟΑΜ έχουµε 

                               
2 2 2

2 2 21 2 ( )

p l m

l m mn OA

= −

= + − =
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Έτσι  
               2 2 21 2 ( ), 1 2( )p m n m p l mn− = − + = −       (38) 
επιπλέον δυνάµει της εξ. (35), 

                                    ln ln
1

p
a p= =  

Συνεπώς 

                                    
1a ae p e
p

−= =  

                 
21 1 1 1

sinh ( ) ( )
2 2 2

a a p
a e e p

p p
− −

= − = − =  

                  
21 1 1 1

cosh ( ) ( )
2 2 2

a a p
a e e p

p p
− +

= + = + =  

   Λόγω των παραπάνω η εξ. (38) µας δίνει 

                   
2( )

sinh cosh
m n m l mn

a a
p p

− −
= =           (39) 

Από το τρίγωνο ΟΑΝ έχουµε 
                           sinφ=q,          cosφ=n-m                     (40) 
   Εποµένως 

                       
1 cos 1

cot
2 sin

n m

q

ϕ ϕ

ϕ

+ + −
= =  

                        
1 cos 1

tan
2 sin

n m

q

ϕ ϕ

ϕ

− − +
= =  

   Όµως από την εξ. (36) ln cot
2

b
ϕ

=   άρα 

              
1 1

cot , tan
2 2

b bn m n m
e e

q q

ϕ ϕ−+ − − +
= = = =  

   Έτσι    
1

sinh , cosh
n m

b b
q q

−
= =                   (41) 

   επιπλέον από τα τρίγωνα ΟΒΜ και ΟΑΝ έχουµε 
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                sin , cos
q n

l l
θ θ= =                            (42) 

                 sin , cos
p m

l l
β β= =                         (43) 

   Άρα 

             
1 cos 1 cos

cot , tan
2 sin 2 sin

l n l n

q q

θ θ θ θ

θ θ

+ + − −
= = = =  

               

             
1 cos 1 cos

tan , cot
2 sin 2 sin

l m l m

p p

β β β β

β β

− − + +
= = = =  

   Αφού από την εξ. (37) 

                                       (lncot tan )
2 2

c
θ β

=   θα έχουµε 

            
2( )( )

cot tan
2 2

c l n l m l l n lm mn
e

pq pq

θ β + − + ⋅ − −
= = =  

            
2( )( )

tan cot
2 2

c l n l m l nl lm mn
e

pq pq

θ β− − + − − −
= = =  

   εποµένως 

                     
2( )

sinh cosh
l n m l mn

c c
pq pq

− −
= =  

   Τέλος από το τρίγωνο ΟΑΜ έχουµε  α=φ-θ 
   Βάζοντας τις εξισώσεις (40) και (42) στο λογαριασµό παίρνουµε: 

                         
( )

sin sin cos cos sin
qn q n m

a
l

ϕ θ ϕ θ
− −

= − =  

             
2 2 2( ) ( )

cos cos cos sin sin
n n m q n n m l n

a
l l

ϕ θ ϕ θ
− + − + −

= + = =  

αφού 2 2 2.q l n= −  Έτσι  

                               
2

sin , cos
qm l mn

a a
l l

−
= =                   (45) 
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   Από τις (39),(41), (43), (44) και (45) προκύπτει 

         
2 2

( ) ( )
tanh , tanh , tanh

m n m l n m
a b n m c

l mn l mn

− −
= = − =

− −
   (46) 

                      
2

2
tan , cot

qm l mn
a a

l mn qm

−
= =

−
                       (47) 

                       tan , cot
p m

m p
β β= =                                       (48) 

 
   ∆εν είναι δύσκολο µέσω των εξισώσεων (39),(41), και (43)-(48), 
να επαληθεύσουµε την εγκυρότητα των παρακάτω τύπων οι οποίοι 
αποτελούν τους βασικούς τύπους της υπερβολικής γεωµετρίας: 
                           
          cosh cosh coshc a b= ⋅                                       (49) 
                         sinh sinh sinb c α= ⋅                                          (50) 
                         sinh sinh sinb c β= ⋅                                          (51) 
                         tanh sinh tana b α= ⋅                                         (52) 
                         tanh sinh tanb b β= ⋅                                         (53) 
                         tanh tanh cosa c β= ⋅                                        (54) 
                         tanh tanh cosb c α= ⋅                                         (55) 
                         cos cosh sinaα β= ⋅                                         (56) 
                        cos cosh sinbβ α= ⋅                                          (57) 
                        cosh cot cotc α β= ⋅                                          (58) 
  Οι εξισώσεις (49)-(58) µπορούν να αναδιατυπωθούν σε ακόµη 
γενικότερη µορφή αν οι ποσότητες a,b,c µέσα σ’ αυτές 

αντικατασταθούν µε , ,
a b c

r r r
 αντιστοίχως, το οποίο είναι ισοδύναµο 

εναλλαγή της κλίµακας του υπερβολικού µήκους. Το r είναι µια 
σταθερή κοινή για όλα τα τµήµατα. 
   Είναι τυπικό ότι προσεγγιστικές σχέσεις παρόµοιες µε τους 
τύπους της Ευκλείδειας τριγωνοµετρίας , µπορούν να παραχθούν 
από τις προηγούµενες σχέσεις µεταξύ των στοιχείων ενός 
ορθογωνίου τριγώνου, δεδοµένων επαρκώς µικρών τιµών των a,b.c. 
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Για παράδειγµα, από τις (32) και (33) βάσει των (50),(52) και (54) 
έχουµε: 
             sin , tan , cosa c a b a cα α α≈ ≈ ≈  
   Από την (49) βρίσκουµε 

                         2 2 21 1 1
1 (1 )(1 )

2 2 2
c b c+ ≈ + +  

   κι έτσι προκύπτει 

                               2 2 2 2 21 1 1 1

2 2 2 4
c a b a b≈ + +  

   Μετά τις απλοποιήσεις, και αγνοώντας τον τελευταίο όρο στο δεξί 
µέλος αφού είναι πολύ µικρός, φτάνουµε στην  
                                2 2 2c a b≈ +  
   Έτσι ο τύπος (49) αντιστοιχεί στο Πυθαγόρειο Θεώρηµα της 
Ευκλείδειας γεωµετρίας. 
 
 
 
 

παράγραφος 13. Το µήκος κάποιων επίπεδων καµπύλων στην 
Λοµπατσέφσκια Γεωµετρία 

 
      Μήκος του τόξου ενός οροκύκλου. Στο σχ. 38 το τόξο ADB 
του Ευκλείδειου κύκλου µε κέντρο Ο πάνω στην γραµµή u 
αναπαριστάνει ένα τµήµα µιας υπερβολικής ευθείας, και το 
Ευκλείδειο τµήµα ΑΒ, παράλληλο στην u, αναπαριστά το τόξο ενός 
ορόκυκλου το υπερβολικό µήκος των οποίων συµβολίζουµε µε 2α 
και 2s αντίστοιχα. 
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   Από την εξ. (36) έχουµε ln cot
2

a
θ

= , απ’ όπου προκύπτει 

cot
2

ae
θ
= . Επιπλέον , η εφαρµογή της αρχής 10 (παρ.4) οδηγεί  

                στην  
1 1

cot (cot tan ) ( )
2 2 2 2

a aAC
s e e

OC

θ θ
θ −= = = − = −  

   Από τον ορισµό του υπερβολικού ηµιτόνου έχουµε 
                                   s=sinhα                      (59) 
συνεπώς 2s=2sinhα. Έτσι το µήκος του τόξου του οροκύκλου είναι 
διπλάσιο του υπερβολικού ηµιτόνου του µισού της χορδής που 
υποτείνει αυτό το τόξο. 
   Αφού α<s από την (59) βρίσκουµε ότι  
                            α< sinhα  (αν α>0)                         (60) 
   
 Μήκος κύκλου.  Προκαταρκτικά αποδεικνύουµε δυο βοηθητικές 
προτάσεις. 
   (α)   Αν α είναι επαρκώς µικρός αριθµός, τότε tanhα<α  1 . 
    Πράγµατι από την  εξ .(33) έχουµε 

                                                 
1 Αναφέρουµε δίχως απόδειξη, ότι αυτή η ανισότητα είναι έγκυρη για κάθε θετική τιµή 
του α. 
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2

2
tanh

2

a
a a

a
≈ <

+
       (αν α<0) 

   (β)   Βάζοντας µέσα στους υπολογισµούς ότι οι περίµετροι των 
κανονικών n-γώνων που είναι ταυτόχρονα εγγεγραµµένα και 
περιγεγραµµένα σε κύκλο ακτίνας 1, τείνουν όταν το n αυξάνει 
απεριόριστα στο ίδιο όριο που είναι το µήκος αυτού του κύκλου, 

βρίσκουµε       lim2 sin lim2 tan 2
n n

n n
n n

π π
π

→∞ →∞
= =           (61) 

   Ας βρούµε τώρα το µήκος s του υπερβολικού κύκλου ακτίνας R.  
 (όλα τα σύµβολα εδώ αναφέρονται σε υπερβολικά µήκη.) Έστω 
ΑΒ και CD είναι οι πλευρές των κανονικών n-γώνων  που είναι 
εγγεγραµµένα και περιγεγραµµένα σ’ αυτόν τον κύκλο.1 
   Σηµειώνουµε µε p και P, τις περιµέτρους αυτών των πολυγώνων 
και τα µήκη των τµηµάτων AC και ΕF µε ρ και ρ΄. (σχ.39: τα 
υπερβολικά σχήµατα αναπαρίστανται σε αυτό ως Ευκλείδεια). 

                                                 
1 Έστω Α σηµείο του υπερβολικού κύκλου q µε κέντρο Ο.  Κατασκευάζουµε την γωνία 

m

π
ΑΟΜ =  όπου m δοσµένος θετικός ακέραιος, και φέρνουµε την εφαπτοµένη του 

κύκλου στο Α. Αυτή η εφαπτοµένη και η ακτίνα ΟΜ µπορεί είτε να τέµνονται σε 
κάποιο σηµείο Β, είτε να µην τέµνονται. Στην πρώτη περίπτωση το τµήµα ΑΒ θα είναι 
το µισό της πλευράς του κανονικού m-γώνου που είναι περιγεγραµµένο στον  κύκλο q.  
Στην δεύτερη περίπτωση δεν υπάρχει κανονικό m-γωνο περιγεγραµµένο στον q, αν και 
ένα κανονικό n- γωνο υπάρχει αν ο ακέραιος  n, µεγαλύτερος του m, είναι επαρκώς 
µεγάλος.   
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   Από τι εξ. (52) και (50) για τα ορθογώνια τρίγωνα ΟΑΕ και ΟCF, 
όπου Ο είναι το κέντρο του δοσµένου κύκλου, 

                                      tanh sinh tanAE OE
n

π
= ⋅  

                                      sinh sin sinCF OC
n

π
= ⋅  

                                      tanh sinh( ) tan
2

p
R ΄

n n

π
ρ= − ⋅             (62) 

                                      sinh sinh( ) sin
2

P
R

n n

π
ρ= + ⋅               (63) 

   Έστω n αρκετά µεγάλος έτσι ώστε tanh
2 2

p p

n n
< . Σύµφωνα µε την 

(60) , sinh
2 2

P P

n n
< , πολλαπλασιάζοντας τις εξ. (62) και (63) όρο προς 

όρο µε 2n , έχουµε 

   sinh( ) 2 tan sinh( ) 2 sinR ΄ n p s P R n
n n

π π
ρ ρ− ⋅ < < < < + ⋅      (64) 
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   Λαµβάνοντας υπόψη  τις ισότητες (61) και αφού τα ρ, ρ΄ τείνουν 
στο µηδέν όταν το ν αυξάνει απεριόριστα, προκύπτει ότι ο πρώτος 
και ο τελευταίος όρος στην σειρά ανισοτήτων (64) τείνει στο ίδιο 
όριο 2π·sinhR, που συµπίπτει µε την ποσότητα s: 
                                                s=2πsinhR 
   Έτσι το µήκος ενός κύκλου στην Λοµπατσέφσκια γεωµετρία είναι 
ίσο µε το υπερβολικό ηµίτονο της ακτίνας του, πολλαπλασιασµένο 
µε 2π.  
 
Μήκος τόξου ισαπέχουσας καµπύλης.   Έστω P1,P2,…,Pn-1 είναι 
σηµεία που βρίσκονται σε Ευκλείδειες αποστάσεις y1,y2,…,yn-1 από 
την γραµµή u, τα οποία διαιρούν το τµήµα ΑΒ σε n ίσα µέρη (µε 
την Ευκλείδεια έννοια), και ότι το Ευκλείδειο µήκος των τµηµάτων 

ΟΒ και ΑΒ είναι ίσο µε yn και ζ αντίστοιχα. (σχ. 40, ΟΒ⊥u). 

 
Θεωρούµε τα τόξα ΑΑ΄,Ρ1Ρ΄1, … , ΒΒ΄ των Ευκλείδειων κύκλων 
κοινού κέντρου Ο, που παριστάνουν τις κάθετες που άγονται από τα 
σηµεία της ισαπέχουσας ΟΒ΄ πάνω στην βάση της ΟΒ. Το 
υπερβολικό µήκος h καθεµιάς από τις κάθετες αυτές είναι ορισµένο, 

σύµφωνα µε την εξ. (36), από την σχέση lncot
2

h
θ

= . 
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   Ας συµβολίσουµε το υπερβολικά µήκη του τόξου Α΄Β΄ της 
δοθείσας ισαπέχουσας ευθείας και του τµήµατος ΑΒ της βάσης της 
µε s και α.  Αφού οι Ευκλείδειες αποστάσεις των σηµείων 
Ρ΄1,Ρ΄2,…,Β΄ από την u είναι ίσες αντιστοίχως µε y1sinθ, 
y2sinθ,…,ynsinθ, και τα Ευκλείδεια µήκη κάθε κοµµατιού στα οποία 
είναι χωρισµένα τα τµήµατα ΑΒ και Α΄Β΄, είναι ίσα µε 

n

ζ , τότε 

δυνάµει των συµπερασµάτων της παρ.4, θα έχουµε 
              lim , lim

n n
a Z s

→∞ →∞
′= = Ζ  όπου 

               
1 2

1 1 1
( ... )

nn y y y

ζ
Ζ = + + +  

               
1 2

1 1 1
( ... )

sin sin sinn

Z
n y y y

ζ

θ θ θ
′ = + + +   

 
Έτσι  

                                         
1

sin

Z

Z θ

′
=  

   Αφού ο λόγων των ποσοτήτων Ζ΄ και Ζ παραµένει σταθερός, ο 
λόγος των ορίων τους θα έχει την ίδια σταθερή τιµή: 

           
1 1 1

(cot tan ) ( ) cosh
sin 2 2 2 2

h hs
e e h

a

θ θ

θ

−= = + = + =  

Εποµένως 
                                     coshs a h= ⋅  
   ∆ηλαδή, το µήκος τόξου µιας ισαπέχουσας καµπύλης είναι ίσο µε 
την ορθή προβολή του τόξου πάνω στη βάση της ισαπέχουσας 
πολλαπλασιασµένο επί το υπερβολικό συνηµίτονο της απόστασης 
των σηµείων της από τη βάση. 
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Επίλογος 
 
   Κλείνοντας αυτό το βιβλιαράκι θα θέλαµε να κάνουµε γνωστές 
στον αναγνώστη (χωρίς να µπούµε σε αποδείξεις) κάποιες 
προτάσεις οι οποίες αποδίδουν τον ειδικό χαρακτήρα της 
Λοµπατσέφσκιας γεωµετρίας. 
   Πρώτα θα περιγράψουµε µια επιφάνεια του Ευκλείδειου χώρου 
την οποία µνηµονεύσαµε µόνο περνώντας από την παρ.2. 
   Στο σχ. 41 έχουµε ένα Ευκλείδειο επίπεδο στο οποίο υπάρχει µια 
ευθεία α και η καµπύλη t (tractix) µε την ιδιότητα ότι το 
ευθύγραµµο τµήµα που ορίζεται από την εφαπτοµένη της t σε 
κάποιο σηµείο της και την τοµή της µε την ευθεία α, έχει σταθερό 
µήκος ανεξάρτητα από την επιλογή του σηµείου της t. 

 
 

 

 
   Αν η καµπύλη t περιστραφεί γύρω από την ευθεία α, παράγεται 
µια επιφάνεια γνωστή ως ψευδοσφαίρα (σχ. 42). 
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   Η Ψευδοσφαίρα είναι η επιφάνεια που µελετήθηκε από τον 
Beltrami, ο οποίος απέδειξε ότι αυτή έχει ιδιότητες που 
προσιδιάζουν µε τα τµήµατα του Λοµπατσέφσκιου επιπέδου (αν ο 
συντοµότερος δρόµος πάνω στην επιφάνεια θεωρηθεί ως “ευθύς”).  
   Παρόµοια , υπάρχει µια επιφάνεια του Λοµπατσέφσκιου χώρου 
στην οποία (δοσµένης της ίδιας ερµηνείας “ευθεία γραµµή”) οι 
προτάσεις της Ευκλείδειας γεωµετρίας για το επίπεδο 
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ικανοποιούνται. Η επιφάνεια είναι γνωστή ως οροσφαίρα και 
γεννιέται µε περιστροφή ενός ορόκυκλου γύρω από έναν άξονά του.  
   Ας συγκεντρώσουµε τώρα κάποιες από τις απλούστερες 
προτάσεις που είναι χαρακτηριστικές της Λοµπατσέφσκιας 
γεωµετρίας. 
1. ∆υο παράλληλες ευθείες προσεγγίζουν η µια την άλλη κατά την 
διεύθυνση της παραλληλίας τους. (∆ηλαδή η απόσταση µεταξύ 
ενός σηµείου πάνω στην µια απ’ αυτές και πάνω στην άλλη 
µπορεί να γίνει οσοδήποτε µικρή) και αποκλίνουν δίχως όρια 
στην αντίθετη κατεύθυνση. 

2. Έστω ότι η ευθεία γραµµή c τέµνει δυο αποκλίνουσες ευθείες α 
και b στα σηµεία Α και Β. Το µήκος του τµήµατος ΑΒ θα είναι 
ελάχιστο όταν η c συµπίπτει µε την κοινή κάθετη στις δοσµένες 
αποκλίνουσες ευθείες (οι α και b αποκλίνουν δίχως όρια και 
προς τις δυο πλευρές της κοινής καθέτου τους). 

3. Το εµβαδόν ενός τριγώνου ABC είναι � � �( )2r A B Cπ − − −  όπου οι 

γωνίες είναι µετρηµένες σε ακτίνια και r είναι η σταθερή που 
µνηµονεύσαµε στην παρ.12 κοινή για όλα τα τρίγωνα. Τα 
τρίγωνα στα οποία και οι τρεις γωνίες τους είναι µηδενικές 
έχουν το µέγιστο εµβαδόν πr2 (ένα τέτοιο τρίγωνο φαίνεται στο 
σχ. 43). 

4.   Μια γωνία εγγεγραµµένη σε κύκλο δεν είναι πάντοτε ίση µε το 
µισό του αντίστοιχου τόξου της. Ειδικότερα µια γωνία 
εγγεγραµµένη σε ηµικύκλιο είναι πάντοτε οξεία. (και όχι ορθή 
όπως στην Ευκλείδεια γεωµετρία). 

5. ∆οθέντος τυχαίου ακεραίου n, n>6, µπορούµε να 
κατασκευάσουµε κύκλο τέτοιον ώστε η πλευρά του κανονικού 
n-γώνου που εγγράφεται σ’ αυτόν να είναι ίση µε την ακτίνα 
του. Η πλευρά κανονικού εξαγώνου εγγεγραµµένου σε  κύκλο 
είναι πάντοτε µεγαλύτερη από την ακτίνα του κύκλου. 

6. Σε κάποιες περιπτώσεις η Λοµπατσέφσκια γεωµετρία δίνει την 
δυνατότητα να τετραγωνίσουµε τον κύκλο, δηλαδή να 
κατασκευάσουµε χρησιµοποιώντας µόνα χάρακα και διαβήτη, 
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ένα τετράγωνο ισοδύναµο του κύκλου. (ακριβέστερα, έναν 
ισογώνιο ρόµβο, αφού στην υπερβολική γεωµετρία δεν µπορεί 
να υπάρχει τετράπλευρο µε τέσσερις ορθές γωνίες). Στην 
Ευκλείδεια γεωµετρία φυσικά ο τετραγωνισµός του κύκλου 
είναι αδύνατος. 

   Τα παραδείγµατα που δώσαµε παραπάνω δείχνουν πόσο µεγάλες 
σε κάποιες περιπτώσεις είναι οι διαφορές των δυο γεωµετριών. 
 

*   *  * 
   Έχουµε ιχνηλατήσει µόνο λίγα ορόσηµα πάνω στο δρόµο που 
οδηγεί βαθύτερα στην υπερβολική γεωµετρία. Θα είµαστε ευτυχείς 
αν ο αναγνώστης που έχει εισαχθεί στις αρχές αυτής της 
αξιοθαύµαστης επιστήµης µε την δική µας παρουσίαση, επαυξήσει 
το ενδιαφέρον του γι’ αυτήν, και θελήσει να  µελετήσει επιπλέον 
κάποιες ειδικότερες πραγµατείες που την αφορούν, 
συµπεριλαµβανοµένου και του έργου του ιδρυτή της N. I.  
Lobachevsky. 
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