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1. ΘΕΩΡΙΑ ΚΕΦΑΛΑΙΟΤ 1 - ΢ΤΝΑΡΣΗ΢ΕΙ΢ 

1. Οριςμόσ ςυνάρτηςησ 

΢σλάρηεζε (function) είλαη κηα δηαδηθαζία κε ηελ νπνία θάζε ζηνηρείν ελόο ζπλόινπ Α αληηζηνηρίδεηαη ζε 

έλα αθξηβώο ζηνηρείν θάπνηνπ άιινπ ζπλόινπ Β. Σν ζύλνιν Α  ιέγεηαη  πεδίο ορηζκού  ηεο ζπλάξηεζεο, 

ελώ ην Β  ιέγεηαη πεδίν ηηκώλ. 

Σν )(xf  ιέγεηαη ηηκή ηεο  f  ζην  x. Σν γξάκκα x, πνπ ζπκβνιίδεη νπνηνδήπνηε ζηνηρείν ηνπ Α, νλνκάδεηαη 

αλεμάξ-ηεηε κεηαβιεηή, ελώ ην y, πνπ παξηζηάλεη ηελ ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο ζην x θαη εμαξηάηαη από ηελ 

ηηκή ηνπ  x, ιέγεηαη εμαξηεκέλε κεηαβιεηή. 

2. Πράξεισ με ςυναρτήςεισ 

Αλ δύν ζπλαξηήζεηο  f,  g νξίδνληαη θαη νη δύν ζε έλα ζύλνιν Α, ηόηε νξίδνληαη θαη νη ζπλαξηήζεηο: 

 Σν άζξνηζκα gfS  , κε  )()()( xgxfxS  ,  Ax  

 Η δηαθνξά  gfD  ,  κε  )()()( xgxfxD  ,  Ax  

 Σν γηλόκελν gfP  , κε  )()()( xgxfxP  , Ax  θαη 

 Σν πειίθν 
g

f
R  , κε  

)(

)(
)(

xg

xf
xR  ,   όπνπ Ax  θαη 0)( xg . 

3. Γραφική παράςταςη ςυνάρτηςησ  

Αλ f κηα ζπλάξηεζε κε πεδίν νξηζκνύ έλα ζύλνιν Α, ηόηε γξαθηθή παξάζηαζε ή θακπύιε ηεο f ζε έλα 

θαξηεζηαλό ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ Oxy  ιέγεηαη ην ζύλνιν ησλ ζεκείσλ ))((,( xfxM  γηα όια ηα Ax .  

4. Γραφικζσ παραςτάςεισ βαςικϊν ςυναρτήςεων 

΢ηα παξαθάησ ζρήκαηα θαίλνληαη νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο νξηζκέλσλ ζπλαξηήζεσλ πνπ γλσξίζακε ζε 

πξνεγνύκελεο ηάμεηο. 

 O

 y

 x

 y=x

 

 

-2 -1  O  1  x

 y

 2

1

2

 3

  y=x
2

 
(α) Ζ θακπύιε ηεο ζπλάξηεζεο  

      xxf )(  είλαη ε δηρνηόκνο  

       ηεο 1εο θαη 3εο γωλίαο ηωλ  

       αμόλωλ. 

 (β) Ζ θακπύιε ηεο ζπλάξηεζεο  

      
2)( xxf   είλαη κηα παραβοιή. 

-2 -1

 O 1

 
y

x


1
 y

 x2

-2

-1

 1

 2

 

 

-2  O-1  x1

 1

 2

 3

 y

 y=ex

 

(γ) Ζ θακπύιε ηεο ζπλάξηεζεο   (δ) Ζ θακπύιε ηεο εθζεηηθήο ζπλάξηεζεο  
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x

xf
1

)(   είλαη κηα σπερβοιή. 
    xexf )( είλαη “πάλω” από ηνλ άμνλα  

     xx , αθνύ 0xe  γηα θάζε Rx . 

 O

-1

 y

1

 1  x

 y=lnx

 

 

 2π
 y=ημx

 π O  x

 y

 2π

 y=ζςνx

 π O  x

 y

 
(ε) Ζ θακπύιε ηεο ινγαξηζκηθήο  

      ζπλάξηεζεο
xxf ln)( 

 είλαη  

     “δεμηά” ηνπ άμνλα 
yy 

, αθνύ ν  

      ινγάξηζκνο νξίδεηαη κόλν γηα  

      0x . 

 
(ζη) Οη ζπλαξηήζεηο 

xxf εκ)( 
 θαη  

        
xxg ζπλ)( 

 είλαη πεξηνδηθέο κε  

         πεξίνδν 2π. 

5. Μονοτονία – Ακρότατα 

Μηα ζπλάξηεζε  f  ιέγεηαη: 

 γλεζίωο αύμνπζα ζε έλα δηάζηεκα Γ ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο, όηαλ γηα νπνηαδήπνηε ζεκεία 21 , xx  

κε  21 xx  , ηζρύεη )()( 21 xfxf   , θαη 

 γλεζίωο θζίλνπζα ζην Γ, όηαλ γηα νπνηαδήπνηε ζεκεία 21 , xx  κε 21 xx  , ηζρύεη )()( 21 xfxf  . 

 Μηα ζπλάξηεζε πνπ είλαη γλεζίσο αύμνπζα ή γλεζίσο θζίλνπζα ιέγεηαη γλεζίωο κνλόηνλε. 

Μηα ζπλάξηεζε  f  κε πεδίν νξηζκνύ ην Α ιέκε όηη παξνπζηάδεη:  

 ηνπηθό κέγηζην ζην Ax 1 , όηαλ )()( 1xfxf   , γηα θάζε x ζε κηα πεξηνρή ηνπ 1x , θαη 

 ηνπηθό ειάρηζην ζην Ax 2 , όηαλ )()( 2xfxf   , γηα θάζε x ζε κηα πεξηνρή ηνπ 2x . 

 

6. Ιδιότητεσ ορίων 

Αλ νη ζπλαξηήζεηο f θαη g έρνπλ ζην 0x  όξηα πξαγκαηηθνύο αξηζκνύο, δειαδή αλ 1)(lim
0




xf
xx

 θαη 

2)(lim
0




xg
xx

 όπνπ 1  θαη 2  πξαγκαηηθνί αξηζκνί, ηόηε απνδεηθλύεηαη όηη: 

 21))()((lim
0

 


xgxf
xx

 

 1))((lim
0

kxkf
xx




 

 21))()((lim
0




xgxf
xx

 

 
2

1

)(

)(
lim

0 












 xg

xf

xx
 

 νν

xx
xf 1))((lim

0




 

 νν

xx
xf 1)(lim

0




. 

7. ΢υνζχεια ςυνάρτηςησ 

Μηα ζπλάξηεζε f κε πεδίν νξηζκνύ Α ιέγεηαη ζπλερήο, αλ γηα θάζε Ax 0  ηζρύεη )()(lim 0
0

xfxf
xx




. 
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 Υαξαθηεξηζηηθό γλώξηζκα κηαο ζπλερνύο ζπλάξηεζεο ζε έλα θιεηζηό δηάζηεκα είλαη όηη ε 

γξαθηθή ηεο παξάζηαζε είλαη κηα ζπλερήο θακπύιε, δειαδή γηα ην ζρεδηαζκό ηεο δε ρξεηάδεηαη 

λα ζεθώζνπκε ην κνιύβη από ην ραξηί. 

 Απνδεηθλύεηαη όηη νη γλσζηέο καο ζπλαξηήζεηο, πνιπσλπκηθέο, ηξηγσλνκεηξηθέο, εθζεηηθέο, 

ινγαξηζκηθέο, αιιά θαη όζεο πξνθύπηνπλ από πξάμεηο κεηαμύ απηώλ είλαη ζπλερείο ζπλαξηήζεηο. 

8. Παράγωγοσ τησ f ςτο x = x0 

Αλ ην όξην 
h

xfhxf

h

)()(
lim 00

0




ππάξρεη θαη είλαη πξαγκαηηθόο αξηζκόο, ηόηε ιέκε όηη ε  f  είλαη  

παξαγωγίζηκε ζην ζεκείν 0x  ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο. Σν όξην απηό νλνκάδεηαη παξάγωγνο ηεο  f  

ζην x0, ζπκβνιίδεηαη κε )( 0xf   θαη δηαβάδεηαη ― f  ηνλνύκελν ηνπ 0x ‖. Έρνπκε ινηπόλ:  

h

xfhxf
xf

h

)()(
lim)( 00

0
0





 

 Η παξάγσγνο ηεο  f  ζην 0x  εθθξάδεη: 

o ην ξπζκό κεηαβνιήο (rate of change) ηνπ )(xfy   σο πξνο ην x, όηαλ 0xx  .  

o ηνλ ζπληειεζηή δηεύζπλζεο ηεο εθαπηνκέλεο ηεο θακπύιεο πνπ είλαη ε γξαθηθή παξάζηαζε 

κηαο ζπλάξηεζεο  f  ζην ζεκείν ))(,( 00 xfx  

 Η ηαρύηεηα ελόο θηλεηνύ πνπ θηλείηαη επζύγξακκα θαη ε ζέζε ηνπ ζηνλ άμνλα θίλεζήο ηνπ 

εθθξάδεηαη από ηε ζπλάξηεζε )(tfx   ζα είλαη ηε ρξνληθή ζηηγκή 0t  

)()( 00 tftπ  ,δειαδή ν ξπζκόο κεηαβνιήο ηεο )(tf  σο πξνο  t  όηαλ 0tt  . 

΢ΧΟΛΙΟ 

Τπάξρνπλ θαη ζπλαξηήζεηο νη νπνίεο δελ έρνπλ παξάγσγν ζε έλα 

 ζεκείν. Όπσο είλαη, γηα παξάδεηγκα, ε ζπλάξηεζε ||)( xxf   

 ζην 00 x . Γηόηη όηαλ 0h , έρνπκε 

h

fhf

h

)0()0(
lim

0




1lim

0





 h

h

h
, 

ελώ όηαλ 0h , έρνπκε 1lim
)0()0(

lim
00




 h

h

h

fhf

hh
, πνπ ζεκαίλεη όηη δελ ππάξρεη ην 

h

fhf

h

)0()0(
lim

0




. 

9. Παράγωγοσ ςυνάρτηςησ 

Έζησ κηα ζπλάξηεζε  f  κε πεδίν νξηζκνύ ην  Α, θαη Β ην ζύλνιν ησλ Ax  ζηα νπνία ε  f  είλαη 

παξαγσγίζηκε. Σόηε νξίδεηαη κηα λέα ζπλάξηεζε, κε ηελ νπνία θάζε Bx  αληηζηνηρίδεηαη ζην 

h

xfhxf
xf

h

)()(
lim)(

0





. Η ζπλάξηεζε απηή ιέγεηαη (πξώηε) παξάγωγνο (derivative) ηεο f θαη 

ζπκβνιίδεηαη κε f  . 

 Η παξάγσγνο ηεο ζπλάξηεζεο f   ιέγεηαη δεύηεξε παξάγωγνο ηεο f θαη ζπκβνιίδεηαη κε f  . 

 αλ ε ηεηκεκέλε ελόο θηλεηνύ πνπ θηλείηαη επζπγξάκκσο είλαη )(tx  ηε ρξνληθή ζηηγκή  t, ηόηε ε 

ηαρύηεηά ηνπ ζα είλαη )()( txtυ  . Αλ ε ζπλάξηεζε π είλαη παξαγσγίζηκε, ηόηε ε επηηάρπλζε ηνπ 

θηλεηνύ ηε ρξνληθή ζηηγκή t ζα είλαη ε παξάγσγνο ηεο ηαρύηεηαο, δειαδή ζα ηζρύεη  )()( tπtα    

ή ηζνδύλακα  )()( txtα  . 

 O

 y

 x

 y=|x|
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10. Παραγϊγιςη βαςικϊν ςυνάρτηςεων (Αποδείξεισ) 

 Η παράγωγοσ τησ ςταθερήσ ςυνάρτηςησ cxf )(  

Έρνπκε 

0)()(  ccxfhxf  

θαη γηα 0h ,  

0
)()(




h

xfhxf
, 

νπόηε 0
)()(

lim
0




 h

xfhxf

h
. 

Άξα 0)( c . 

 Η παράγωγοσ τησ ταυτοτικήσ ςυνάρτηςησ xxf )(  

Έρνπκε hxhxxfhxf  )()()( , θαη γηα 0h , 

 1
)()(




h

h

h

xfhxf
. 

Δπνκέλσο 11lim
)()(

lim
00




 hh h

xfhxf
. 

Άξα  1)( x . 

 

 Η παράγωγοσ τησ ςυνάρτηςησ ρ
xxf )(  

Έζησ ε ζπλάξηεζε 2)( xxf  . Έρνπκε  

hhxxhxhxxhxxfhxf )2(2)()()( 22222  , 

θαη γηα 0h , hx
h

hhx

h

xfhxf






2

)2()()(
. 

Δπνκέλσο, xhx
h

xfhxf

hh
2)2(lim

)()(
lim

00





. 

Άξα xx 2)(
2   

 O  x

 y

  y=x
2

          
 O

 y

 x

 y=2x

 
          (α)         (β) 

Απνδεηθλύεηαη όηη 

1
)(

 λλ
xλx , όπνπ  λ  θπζηθόο . 

Ο ηύπνο απηόο ηζρύεη θαη ζηελ πεξίπησζε πνπ ν εθζέηεο είλαη ξεηόο αξηζκόο. Άξα  1
)(

 ρρ
xρx ,  

όπνπ  ξ  ξεηόο αξηζκόο . Γηα παξάδεηγκα: 

 O

 y

 c

 x

 y=c

 O

 y

 x

 y=0

 

(α) (β) 

(α) 

 O

 y

 x

 y=x

 

 O

 y

 x

 y=1

 

(β) 



Μαζεκαηηθά Γ.Π.  

 

Επιμζλεια: Γαμβρζλλησ Αργφρησ 7 
 

 
2

2111 1
1)(

1

x
xxx

x













  , 

  
x

xxxx
2

1

2

1

2

1
2

1
1

2

1

2

1




















 

. 

11. Κανόνεσ Παραγϊγιςησ (Αποδείξεισ) 

 Η παράγωγοσ τησ ςυνάρτηςησ )(xcf  

Έζησ ε ζπλάξηεζε )()( xcfxF  . Έρνπκε 

))()(()()()()( xfhxfcxcfhxcfxFhxF  , θαη γηα 0h  

h

xfhxf
c

h

xfhxfc

h

xFhxF )()()()(()()( 






. 

Δπνκέλσο: )(
)()(

lim
)()(

lim
00

xfc
h

xfhxf
c

h

xFhxF

hh








 





. 

Άξα )())(( xfcxfc  . 

 Η παράγωγοσ τησ ςυνάρτηςησ )()( xgxf   

Έζησ ε ζπλαξηεζε )()()( xgxfxF  . Έρνπκε 

))()(())()(()()( xgxfhxghxfxFhxF   

          ))()(())()(( xghxgxfhxf  , 

θαη γηα 0h , 
h

xghxg

h

xfhxf

h

xFhxF )()()()()()( 






. 

Δπνκέλσο 

).()(
)()(

lim
)()(

lim
)()(

lim
000

xgxf
h

xghxg

h

xfhxf

h

xFhxF

hhh










 Άξα  

 )()())()(( xgxfxgxf   

12. Βαςικοί τφποι και κανόνεσ παραγϊγιςησ 

 

0)( c  

1)( x  

1)(  ξξ ξxx  

x
x

2

1
)(   

xx ζπλ)εκ(   

xx εκ)ζπλ(   

xx ee )(  

)())(( xfcxcf   

 

)()())()(( xgxfxgxf   

 

)()()()())()(( xgxfxgxfxgxf   

 

2))((

)()()()(

)(

)(

xg

xgxfxgxf

xg

xf 












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x
nx

1
)(     )())(())(( xgxgfxgf 


 

 

13. Κριτήρια πρϊτησ παραγϊγου 

 

 Αλ κηα ζπλάξηεζε  f  είλαη παξαγσγίζηκε ζε έλα δηάζηεκα Γ θαη ηζρύεη 0)(  xf ,  γηα θάζε 

εζσηεξηθό ζεκείν ηνπ Γ, ηόηε ε  f  είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην Γ. 

 Αλ κηα ζπλάξηεζε  f  είλαη παξαγσγίζηκε ζε έλα δηάζηεκα Γ θαη ηζρύεη 0)(  xf ,   γηα θάζε 

εζσηεξηθό ζεκείν ηνπ  Γ, ηόηε ε  f  είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην  Γ. 

 Αλ γηα κηα ζπλάξηεζε  f  ηζρύνπλ 0)( 0  xf  γηα ),(0 βαx  , 0)(  xf  ζην ),( 0xα  θαη 0)(  xf  

ζην ),( 0 βx , ηόηε ε  f  παξνπζηάδεη ζην δηάζηεκα ),( βα  γηα 0xx  κέγηζην. 

 Αλ γηα κηα ζπλάξηεζε f ηζρύνπλ 0)( 0  xf  γηα ),(0 βαx  , 0)(  xf  ζην ),( 0xα  θαη 0)(  xf  

ζην ),( 0 βx , ηόηε ε  f  παξνπζηάδεη ζην δηάζηεκα ),( βα  γηα 0xx  ειάρηζην. 

Γενικζσ οδηγίεσ εν όψει εξζταςησ 
1. Κάζε θνξά πνπ εξγαδόκαζηε κε κηα ζπλάξηεζε f, ε πξώηε καο δνπιεηά είλαη λα βξνύκε ην πεδίν 

νξηζκνύ ηεο Df. Θέηνπκε, αλ ρξεηάδεηαη, ηνπο εμήο πεξηνξηζκνύο: 

 Οη παξνλνκαζηέο πξέπεη λα είλαη δηαθνξεηηθνί από ην 0, 

 Οη ππόξξηδεο πνζόηεηεο (νπνηαζδήπνηε ηάμεο ξίδαο) πξέπεη λα είλαη κεγαιύηεξεο ή ίζεο ηνπ 

0, 

 Αλ ν ηύπνο ηεο ζπλάξηεζεο πεξηέρεη παξαζηάζεηο ηεο κνξθήο lnf(x) ή logf(x), απαηηνύκε:      

f(x) > 0, 

 Αλ ν ηύπνο ηεο ζπλάξηεζεο πεξηέρεη παξαζηάζεηο ηεο κνξθήο εθf(x) ή ζθf(x), απαηηνύκε: 

 f(x)  θπ + π/2 ή f(x)  θπ, θΕ. 

Δλδερνκέλσο ζηηο αζθήζεηο λα ρξεηαζηεί λα εθαξκόζνπκε ζπλδπαζκό ησλ παξαπάλσ πεξηνξηζκώλ. 

2. Αλ f, g ζπλαξηήζεηο ηόηε ζπκόκαζηε όηη: 

 Df + g = Df  Dg , Df - g = Df  Dg 

 Df g = Df  Dg 

 Df /g = Df  Dg – {xIR| g(x) = 0}  
3. Αλ Cf , Cg νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο δπν ζπλαξηήζεσλ f, g, πξέπεη λα ζπκόκαζηε όηη: 

 ε θξάζε «…ην ζεκείν Α(x0, y0) αλήθεη ζηε Cf ...» ζεκαίλεη: f(x0) = y0 

 Σα ζεκεία ζηα νπνία ε Cf  ηέκλεη ηνλ x΄x έρνπλ ηεηκεκέλεο ηηο ξίδεο ηεο εμίζωζεο f(x) = 0. 

 Σo ζεκείo ηνκήο (αλ ππάξρεη) ηεο Cf  κε ηνλ y΄y είλαη ην Ο(0,f(0)) (αλ βέβαηα 0Df) . 

 Σα θνηλά ζεκεία ησλ Cf,Cg έρνπλ ηεηκεκέλεο ηηο ξίδεο ηεο εμίζωζεο          f(x) = g(x). 

 Σα δηαζηήκαηα ζηα νπνία ε Cf βξίζθεηαη πάλω (αλη. θάηω) από ηελ Cg, βξίζθνληαη από ηε 

ιύζε ηεο αλίζσζεο f(x) > g(x) (αλη. f(x) < g(x)).  

 Γεληθά γηα λα κειεηήζνπκε ηε ζρεηηθή ζέζε ησλ Cf,Cg, ρξεηάδεηαη λα κειεηήζνπκε ην πξόζεκν 

ηεο δηαθνξάο δ(x) = f(x) – g(x). Ιζρύεη: 

 f(x) – g(x) > 0  Ζ Cf βξίζθεηαη πάλω από ηελ Cg 

 f(x) – g(x) < 0  Ζ Cf βξίζθεηαη θαηω από ηελ Cg 

 f(x) – g(x) = 0  Οη Cf,Cg ηέκλνληαη. 

4. Υπνινγηζκόο νξίνπ: Γηα λα ππνινγίζνπκε ην όξην Α = 
 0x x

lim f(x) αθνινπζνύκε πάληνηε ηα εμήο 

βήκαηα: 



Μαζεκαηηθά Γ.Π.  

 

Επιμζλεια: Γαμβρζλλησ Αργφρησ 9 
 

 Αληηθαζηζηνύκε ζηνλ ηύπν ηεο  f όπνπ x ην x0 θαη αλ δελ δεκηνπξγείηαη απξνζδηνξηζηία, ηόηε Α = 

 0x x
lim f(x) = f(x0). (απηή ε ελέξγεηα πξνϋπνζέηεη βέβαηα ηε ζπλέρεηα ηεο f ζην xo) 

 Αλ ε αληηθαηάζηαζε καο νδεγεί ζε θιάζκα ηεο κνξθήο 0/0 θαη ν ηύπνο ηεο f είλαη πειίθν 

πνιπωλύκωλ (ξεηή ζπλάξηεζε), ηόηε παραγοληοποηούκε αρηζκεηή θαη παρολοκαζηή κε ζθοπό 

λα απιοποηήζοσκε ηολ παράγοληα   (x – x0). Αθνύ απινπνηήζνπκε, πξνρωξάκε πάιη ζε 

αληηθαηάζηαζε ηνπ x κε ην x0. 

 Αλ ε αληηθαηάζηαζε καο νδεγεί ζε θιάζκα ηεο κνξθήο 0/0 θαη ν ηύπνο ηεο f έρεη ζηνλ αξηζκεηή 

ή/θαη ζηνλ παξνλνκαζηή ξηδηθό(π.ρ. P(x) ), ηόηε ποιιαπιαζηάδοσκε αρηζκεηή θαη 

παρολοκαζηή κε θαηάιιειε ζσδσγή παράζηαζε.Αθνύ εθηειέζνπκε ηε δηαθνξά ηεηξαγώλωλ, 

πξνρωξάκε πάιη ζε παξα-γνληνπνίεζε αξηζκεηή θαη παξνλνκαζηή, απινπνίεζε ηνπ παξάγνληα (x 

– x0) θαη ηειηθά ζε αληηθαηάζηαζε ηνπ x κε ην x0. 

 Αλ δελ κπνξνύκε λα θάλνπκε θάηη από ηα πξνεγνύκελα, εμεηάδνπκε αλ ην όξην πνπ 

αληηκεηωπίδνπκε είλαη όξην θάπνηαο γλωζηήο παξαγώγνπ: 

Παξάδεηγκα : Να βξεζεί ην Α =


x

x 0

e -1
lim

x
. 

Λύζε: Φαλεξά δελ κπνξνύκε λα εθαξκόζνπκε θακία από ηηο παξαπάλσ νδεγίεο. Αλ f(x) = e
x
, xIR, 

ηόηε f(0) = 1 θαη f ΄(0) = 
h 0

f(0 + h) - f(0)
lim

h
 =  



h

h 0

e -1
lim

h
 άξα Α = f ΄(0) = 1. 

5. Να ζπκόκαζηε πάληνηε ηηο δύν εξκελείεο ηεο παξαγώγνπ f(x0): 

 Δίλαη ν ζπληειεζηήο δηεύζπλζεο ηεο εθαπηνκέλεο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f ζην ζεκείν Α(x0, 

f(x0)))  

 Δίλαη ν ξπζκόο κεηαβνιήο ηεο  f, ωο πξνο x, όηαλ x = x0. 

6. Πξνζνρή ζην πεδίν νξηζκνύ ηεο f ΄: Γελ προθύπηεη από περηορηζκούς ζηολ ηύπο ηες f ΄ αιιά 

θαζορίδεηαη από ηα xDf ζηα οποία ε f είλαη παραγωγίζηκε. 

Παξάδεηγκα: Αλ f(x) = lnx, x > 0, ηόηε f ΄(x) = 
1

x
 κε x > 0 (θη όρη x  0). 

7. Οη παξαθάησ πίλαθεο είλαη « εθ ησλ σλ νπθ άλεπ…» 

 Παξάγωγνη βαζηθώλ ζπλαξηήζεωλ 

f c x x
ξ
 x  εκx ζπλx e

x
 lnx 

f ΄ 0 1 ξx
ξ-1 

1

2 x

 

ζπλx – εκx e
x
 

1

x
 

 Καλόλεο παξαγώγηζεο:  

i. (cf(x))΄ = cf ΄(x) 

ii. (f(x) + g(x))΄ = f ΄(x) + g΄(x) 

iii. (f(x)g(x))΄ =   f (x) g(x) + f(x) g (x)  

iv. 
 

 
 

f(x)

g(x)
= 

  
2

f (x) g(x) - f(x) g (x)

g (x)
 

v. (f(g(x))΄ = f ΄(g(x))g΄(x) (Καλόλαο ηεο αιπζίδαο)  

Δηδηθά γηα ηνλ θαλόλα ηεο αιπζίδαο θαιό είλαη λα ζπκόκαζηε ηα παξαθάησ παξαδείγκαηα 

εθαξκνγήο ηνπ: 

f f 
λ
(x) f(x)  εκf(x) ζπλf(x) e

f(x)
 lnf(x) 

f ΄ λf 
λ-1

(x) f΄(x)
 

f (x)

2 f(x)


 ζπλf(x) f΄(x) -εκf(x)f΄(x) e

f(x)
f΄(x) 

f (x)

f(x)


 



Μαζεκαηηθά Γ.Π.  

 

Επιμζλεια: Γαμβρζλλησ Αργφρησ 10 
 

Αιιά θαη απηά : (α
x
)΄ = (e

xlnα
)΄ = e

xlnα 
(xlnα)΄ = α

x
 lnα 

           (logx)΄ = 
lnx

ln10

 
 
 

= 
1

x ln10
 

8. Γηα ηηο αζθήζεηο πνπ αλαθέξνληαη ζηελ εθαπηνκέλε (ε) ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ζπλάξηεζεο 

f, πξέπεη λα ζπκόκαζηε ηα εμήο: 

 Πξώηε καο δνπιεηά είλαη λα βξνύκε ην ζεκείν επαθήο. Αλ δελ καο δίλεηαη, ηόηε ζεωξνύκε 

όηη είλαη ην Α(x0 , f(x0)) κε x0  Df . 

 Οπνηαδήπνηε «γεωκεηξηθή»  πιεξνθνξία ζρεηηθά κε ηε δηεύζπλζε ηεο εθαπηνκέλεο (ε) 

(π.ρ. ε εθαπηνκέλε (ε) είλαη παξάιιειε/θάζεηε ζε γλωζηή επζεία, ε εθαπηνκέλε (ε) 

ζρεκαηίδεη κε ηνλ x΄x γωλία κε γλωζηή εθαπηνκέλε θ.α.) πξέπεη λα ηελ αμηνπνηνύκε βάζεη 

ηεο ζεκειηώδνπο ηζόηεηαο: ιε = f ΄(xo) = εθω, όπνπ : 

 ιε ν ζπληειεζηήο δηεύζπλζεο ηεο εθαπηνκέλεο (ε) , 

 f ΄(xo) ε παξάγωγνο ηεο  f ζην ζεκείν επαθήο θαη 

 εθω ε εθαπηνκέλε ηεο γωλίαο πνπ ζρεκαηίδεη ε εθαπηνκέλε (ε) κε ηνλ x΄x. 

Θπκόκαζηε πάληα θαη ηα θξηηήξηα: ε1 // ε2  ι1 = ι2 θαη  ε1 ┴ ε2  ι1  ι2 =  – 1.  

(Οη επζείεο ε1, ε2 ζεσξνύληαη κε θαηαθόξπθεο). 

 Η εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο (ε) ηεο γξ. παξάζηαζεο ηεο f ζην (xo, f(xo)) έρεη ηε κνξθή: y 

= f ΄(xo)x + β (1) ή y – f(xo) = f ΄(xo)(x – xo) (2).   

 Αλ καο δίλεηαη όηη ε εθαπηνκέλε (ε) δηέξρεηαη από θάπνην ζεκείν Β(θ, ι), ηόηε νη 

ζπληεηαγκέλεο ηνπ Β ηθαλνπνηνύλ ηελ εμίζσζε ηεο (ε). 

 

9. Μνλνηνλία – Αθξόηαηα ΢πλαξηήζεωλ: Γηα λα κειεηήζνπκε κηα ζπλάξηεζε f σο πξνο ηε 

κνλνηνλία θαη ηα αθξόηαηα, πξέπεη: 

 λα βξνύκε ην πεδίν νξηζκνύ Α ηεο f  θαη λα εμεηάζνπκε αλ είλαη παξαγωγίζηκε, 

 λα βξνύκε ηελ παξάγωγν f ΄(x) 

 λα βξνύκε (αλ ππάξρνπλ) ηηο ξίδεο ηεο f ΄(x) = 0 θαη λα ιύζνπκε κηα από ηηο αληζώζεηο f ΄(x) > 0 ή 

f ΄(x) < 0, 

 λα θαηαζθεπάζνπκε ηνλ πίλαθα πξνζήκνπ ηεο f ΄, ζηνλ νπνίν πάληνηε βάδνπκε ηηο ξίδεο ηεο f ΄(x), 

ηηο ηηκέο γηα ηηο νπνίεο ε f δελ νξίδεηαη θαη ηα άθξα ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο f.  

 ηέινο, κε βάζε ην πξόζεκν ηεο f ΄, λα βξνύκε ηε κνλνηνλία ηεο f ζην αληίζηνηρν δηάζηεκα. 

Πξνζνρή: Μαο αξθεί ε ζπλέρεηα ζηα άθξα ησλ δηαζηεκάησλ γηα λα ραξαθηεξίζνπκε κνλόηνλε ηελ 

f  ζε θιεηζηό δηάζηεκα. Δπίζεο, έλα άθξν δηαζηήκαηνο κπνξεί λα ζπκπεξηιακβάλεηαη ζε δπν 

δηαζηήκαηα κνλνηνλίαο(π.ρ. ε f(x) = x
2
 είλαη γλ. θζίλνπζα ζην (-,0] θαη γλ. αύμνπζα ζην [0, +) ). 

10. Πξνβιήκαηα: Μεξηθέο γεληθέο νδεγίεο γηα ηελ επίιπζε πξνβιεκάησλ είλαη: 

 Γηαβάδνπκε πξνζεθηηθά ην πξόβιεκα θαη ζίγνπξα όρη κόλν κηα θνξά… Γηαβάδνπκε ηελ εθθώλεζε 

κέρξη λα θαηαλνήζνπκε πιήξωο ηα δεδνκέλα θαη ηα δεηνύκελα. Αλ ρξεηαζηεί, θαηαζθεπάδνπκε 

γεωκεηξηθό ζρήκα κε πξνζνρή θαη αθξίβεηα. 

 Βξίζθνπκε ηύπν ν νπνίνο δίλεη ηηο ηηκέο ηνπ κεγέζνπο πνπ πξέπεη λα 

κεγηζηνπνηεζεί/ειαρηζηνπνηεζεί. Σπλήζωο απηόο ν ηύπνο πεξηέρεη πεξηζζόηεξεο από κηα 

κεηαβιεηέο. Από ηα δεδνκέλα ηνπ πξνβιήκαηνο ή/θαη γεληθέο γλώζεηο, επηιέγνπκε θαηάιιειε 

κεηαβιεηή x ώζηε ν ηύπνο πνπ βξήθακε λα εθθξάδεηαη ωο ζπλάξηεζε  f(x).(Προζοτή: ηο σπό 

κεγηζηοποίεζε/ειατηζηοποίεζε κέγεζος πρέπεη λα είλαη ηο f(x) θη ότη ηο x.) 

 Μειεηάκε ηε ζπλάξηεζε f(x) ωο πξνο ηα αθξόηαηα (προζοτή ζηο πεδίο ορηζκού!) θαη 

πξνζδηνξίδνπκε ηελ αθξόηαηε ηηκή. 

 Πξνβιήκαηα θίλεζεο: Αλ έλα ζώκα θηλείηαη πάλσ ζε άμνλα x΄x θαη ε ζέζε ηνπ δίλεηαη από κηα 

ζπλάξηεζε x(t), όπνπ t ν ρξόλνο, ηόηε πξέπεη λα ζπκόκαζηε όηη: 

 Η ηαρύηεηα π(t) είλαη ν ξπζκόο κεηαβνιήο ηεο ζπλάξηεζεο ζέζεο, δειαδή ηζρύεη: σ(t)= x΄(t), 

 Η επηηάρπλζε α(t) είλαη ν ξπζκόο κεηαβνιήο ηεο ηαρύηεηαο, δειαδή ηζρύεη: α(t)= σ΄(t), 

 Τν ζώκα είλαη αθίλεην αλ θαη κόλν αλ  σ(t)= 0, 
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 Τν ζώκα θηλείηαη πξνο ηε ζεηηθή θαηεύζπλζε αλ θαη κόλν αλ σ(t ) > 0, 

  Τν ζώκα θηλείηαη πξνο ηελ αξλεηηθή θαηεύζπλζε αλ θαη κόλν αλ σ(t )< 0, 

 Πξνβιήκαηα ξπζκνύ κεηαβνιήο: (αρξείαζηεο λα’λαη νη νδεγίεο . . . ) 

Δθαξκόδνπκε ηηο νδεγίεο αληηκεηώπηζεο ησλ πξνβιεκάησλ, κόλν πνπ εδώ δελ 

ελδηαθεξόκαζηε γηα κέγηζηε/ειάρηζηε ηηκή ζπλάξηεζεο, αιιά γηα ηηκή ηεο παξαγώγνπ 

ζπλάξηεζεο  f ΄(xo). 

 

2. ΘΕΩΡΙΑ ΚΕΦΑΛΑΙΟΤ 2 - ΢τατιςτική 

Στατιςτικι είναι ζνα ςφνολο αρχϊν και μεκοδολογιϊν για: 

   το ςχεδιαςμό τθσ διαδικαςίασ ςυλλογισ δεδομζνων 

   τθ ςυνοπτικι και αποτελεςματικι παρουςίαςι τουσ 

   τθν ανάλυςθ και εξαγωγι αντίςτοιχων ςυμπεραςμάτων.  

Ο κλάδοσ τθσ Στατιςτικισ που αςχολείται με τον πρϊτο ςτόχο λζγεται ςχεδιαςμόσ πειραμάτων (experimental 
design) ενϊ, με τον δεφτερο αςχολείται θ περιγραφική ςτατιςτική (descriptive statistics), που αποτελεί και το 
αντικείμενο μελζτθσ μασ ςτθ ςυνζχεια. Τζλοσ, θ επαγωγική ςτατιςτική ι ςτατιςτική ςυμπεραςματολογία 
(inferential statistics) περιλαμβάνει τισ μεκόδουσ με τισ οποίεσ γίνεται θ προςζγγιςθ των χαρακτθριςτικϊν ενόσ 
μεγάλου ςυνόλου δεδομζνων, με τθ μελζτθ των χαρακτθριςτικϊν ενόσ μικροφ υποςυνόλου των δεδομζνων.  

Πιεζσζκός – Μεηαβιεηές 
Σε ζνα ςφνολο που  κζλουμε να εξετάςουμε τα ςτοιχεία του ωσ προσ ζνα ι περιςςότερα χαρακτθριςτικά του 
λζγεται πληθυςμόσ (population). Τα ςτοιχεία του πλθκυςμοφ ςυχνά αναφζρονται και ωσ μονάδεσ ι άτομα του 
πλθκυςμοφ. Τα χαρακτθριςτικά ωσ προσ τα οποία εξετάηουμε ζναν πλθκυςμό λζγονται μεταβλητζσ (variables) και 
τισ ςυμβολίηουμε ςυνικωσ με τα κεφαλαία γράμματα ...,,,, BZYX  Οι δυνατζσ  τιμζσ που μπορεί να πάρει μια 

μεταβλθτι λζγονται τιμζσ τησ μεταβλητήσ.  
Τισ μεταβλθτζσ τισ διακρίνουμε: 
1.  Σε ποιοτικζσ ι κατηγορικζσ μεταβλθτζσ, των οποίων οι τιμζσ τουσ δεν είναι αρικμοί. Τζτοιεσ είναι, για 

παράδειγμα, θ ομάδα αίματοσ (με τιμζσ Α, Β, ΑΒ, Ο), το φφλο (με τιμζσ αγόρι, κορίτςι), οι ςυνζπειεσ του 

καπνίςματοσ (με τιμζσ καρδιακά νοςιματα, καρκίνοσ κτλ), όπωσ επίςθσ και θ οικονομικι κατάςταςθ και θ υγεία 

των ανκρϊπων (που μπορεί να χαρακτθριςτεί ωσ κακι, μζτρια, καλι ι πολφ καλι), κακϊσ και το ενδιαφζρον 

των μακθτϊν για τθ Στατιςτικι, που μπορεί να χαρακτθριςτεί ωσ υψθλό, μζτριο, χαμθλό ι μθδαμινό. 

2.  Σε ποςοτικζσ μεταβλθτζσ, των οποίων οι τιμζσ είναι αρικμοί και διακρίνονται: 

i)  Σε διακριτζσ μεταβλθτζσ, που παίρνουν μόνο “μεμονωμζνεσ” τιμζσ. Τζτοιεσ μεταβλθτζσ είναι, για 

παράδειγμα, ο αρικμόσ των υπαλλιλων μιασ επιχείρθςθσ (με τιμζσ 1,2,…), το αποτζλεςμα τθσ ρίψθσ ενόσ 

ηαριοφ (με τιμζσ 1,2,…,6) κτλ. 

ii)  Σε ςυνεχείσ μεταβλθτζσ, που μποροφν να πάρουν αποιαδιποτε τιμι ενόσ διαςτιματοσ πραγματικϊν 

αρικμϊν ),( βα . Τζτοιεσ μεταβλθτζσ είναι το φψοσ και το βάροσ των μακθτϊν τθσ Γϋ Λυκείου, ο χρόνοσ που 

χρειάηονται οι μακθτζσ να απαντιςουν ςτα κζματα μιασ εξζταςθσ, θ διάρκεια μιασ τθλεφωνικισ ςυνδιάλεξθσ 

κτλ. 

Πίλαθες  Καηαλοκής  ΢στλοηήηωλ 

 Ασ υποκζςουμε ότι θxxx ,...,, 21  είναι οι τιμζσ μιασ μεταβλθτισ Χ, που αφορά τα άτομα ενόσ δείγματοσ 

μεγζκουσ v, λθ  . Στθν τιμι ix  αντιςτοιχίηεται θ (απόλυτθ) ςυχνότητα (frequency) iν , δθλαδι ο φυςικόσ 

αρικμόσ που δείχνει πόςεσ φορζσ εμφανίηεται θ τιμι ix  τθσ εξεταηόμενθσ μεταβλθτισ Χ ςτο ςφνολο των 

παρατθριςεων.  Ιςχφει: vλλλ θ  ...21  

 Αν διαιρζςουμε τθ ςυχνότθτα iν  με το μζγεκοσ ν του δείγματοσ, προκφπτει θ ςχετική ςυχνότητα (relative 

frequency) if  τθσ τιμισ ix , δθλαδι   θi
λ

λ
f i

i ,...,2,1,  . 

   Για τθ ςχετικι ςυχνότθτα ιςχφουν οι ιδιότθτεσ: 
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(i)   10  if  για θi ,...,2,1  αφοφ λλi 0 . 

(ii)  1...21  θfff , αφοφ   1
...

...... 2121
21 




λ

λ

λ

λλλ

λ

λ

λ

λ

λ

λ
fff θθ

θ . 

 ΢χετικζσ ςυχνότητεσ if  επί τοισ εκατό ii ff 100%   .Ιςχφει %100%%%% 4321  ffff . 

 Οι ποςότθτεσ iii fνx ,,  για ζνα δείγμα ςυγκεντρϊνονται ςε ζνα ςυνοπτικό πίνακα, που ονομάηεται πίνακασ 

κατανομήσ ςυχνοτήτων ι απλά πίνακασ ςυχνοτήτων. 

 Για μια μεταβλθτι, το ςφνολο των ηευγϊν ),( ii νx  λζμε ότι αποτελεί τθν κατανομή ςυχνοτήτων και το ςφνολο 

των ηευγϊν ),( ii fx , ι των ηευγϊν %),( ii fx , τθν κατανομή των ςχετικϊν ςυχνοτήτων.  

 Στθν περίπτωςθ των ποςοτικϊν μεταβλητϊν χρθςιμοποιοφνται ςυνικωσ και οι λεγόμενεσ αθροιςτικζσ 

ςυχνότητεσ (cumulative frequencies) iN  και οι αθροιςτικζσ ςχετικζσ ςυχνότητεσ (cumulative relative 

frequencies) iF , οι οποίεσ εκφράηουν το πλικοσ και το ποςοςτό αντίςτοιχα των παρατθριςεων που είναι 

μικρότερεσ ι ίςεσ τθσ τιμισ ix . Συχνά οι iF  πολλαπλαςιάηονται επί 100 εκφραηόμενεσ ζτςι επί τοισ εκατό, 

δθλαδι ii FF 100%  . Ιςχφει : Αν οι τιμζσ κxxx ,...,, 21  μιασ ποςοτικισ μεταβλθτισ Χ είναι ςε αφξουςα διάταξη, 

τότε θ ακροιςτικι ςυχνότθτα τθσ τιμισ ix  είναι ii νννN  ...21 . Πμοια, θ ακροιςτικι ςχετικι ςυχνότθτα 

είναι ii fffF  ...21 , για κi ,...,2,1 . Είναι φανερό ότι ιςχφουν οι ςχζςεισ:  1) ,11 Nλ   

1122 ,...,  θθθ NNλNNλ και    2) ,11 Ff   1122 ,...,  θθθ FFfFFf . 

 

Γραθηθή  Παράζηαζε  Καηαλοκής  ΢στλοηήηωλ 

α)  Ραβδόγρακκα 

Το ραβδόγραμμα (barchart) χρθςιμοποιείται για τθ γραφικι παράςταςθ των τιμϊν μιασ ποιοτικισ μεταβλθτισ. Το 
ραβδόγραμμα αποτελείται από ορκογϊνιεσ ςτιλεσ που οι βάςεισ τουσ βρίςκονται πάνω ςτον οριηόντιο ι τον 
κατακόρυφο άξονα. Σε κάκε τιμι τθσ μεταβλθτισ Χ αντιςτοιχεί μια ορκογϊνια ςτιλθ τθσ οποίασ το φψοσ είναι ίςο 
με τθν αντίςτοιχθ ςυχνότθτα ι ςχετικι ςυχνότθτα. Ζτςι ζχουμε αντίςτοιχα το ραβδόγραμμα ςυχνοτήτων και το 
ραβδόγραμμα ςχετικϊν ςυχνοτήτων. Τόςο θ απόςταςθ μεταξφ των ςτθλϊν  όςο και το μικοσ των βάςεϊν τουσ 
κακορίηονται αυκαίρετα. 

    

0

5

10

15

20

25

30

35

40

45

50

Αγόξηα Κνξίηζηα

 fi %

     Σειεόξαζε-

Κηλεκαηνγξάθνο

Γηάβαζκα

εμσζρ. βηβιίσλ

Άιιν  Μνπζηθή  Γηαζθέδαζε  Αζιεηηζκόο  Η/Τ

 
(γ) 

΢αβδόγραμμα ςχετικϊν ςυχνοτιτων για τθν απαςχόλθςθ των μακθτϊν του πίνακα 4 ανάλογα με το φφλο. 

 

β)  Γηάγρακκα  ΢στλοηήηωλ 

 
Στθν περίπτωςθ που ζχουμε μια ποςοτικι μεταβλθτι αντί του ραβδογράμματοσ χρθςιμοποιείται το διάγραμμα 
ςυχνοτήτων (line diagram). Αυτό μοιάηει με το ραβδόγραμμα με μόνθ διαφορά ότι αντί να χρθςιμοποιοφμε 

ςυμπαγι ορκογϊνια υψϊνουμε ςε κάκε ix  (υποκζτοντασ ότι κxxx  ...21 ) μία κάκετθ γραμμι με μικοσ ίςο 

προσ τθν αντίςτοιχθ ςυχνότθτα, όπωσ φαίνεται ςτο ςχιμα 2(α). Μποροφμε επίςθσ αντί των ςυχνοτιτων iλ  ςτον 
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κάκετο άξονα να βάλουμε τισ ςχετικζσ ςυχνότθτεσ if , οπότε ζχουμε το διάγραμμα ςχετικϊν ςυχνοτήτων. 

Ενϊνοντασ τα ςθμεία ),( ii νx  ι ),( ii fx  ζχουμε το λεγόμενο πολφγωνο ςυχνοτήτων ι πολφγωνο ςχετικϊν 

ςυχνοτήτων, αντίςτοιχα.  
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            (α)     (β) 

Διάγραμμα ςυχνοτιτων (α) και πολφγωνο ςυχνοτιτων (β) για τθ μεταβλθτι “αρικμόσ αδελφϊν”  
 

γ)  Κσθιηθό  Γηάγρακκα 

Το κυκλικό διάγραμμα (piechart) χρθςιμοποιείται για τθ γραφικι παράςταςθ τόςο των ποιοτικϊν όςο και των 

ποςοτικϊν δεδομζνων, όταν οι διαφορετικζσ τιμζσ τησ 

μεταβλητήσ είναι ςχετικά λίγεσ. Το κυκλικό 

διάγραμμα είναι ζνασ κυκλικόσ δίςκοσ χωριςμζνοσ ςε 

κυκλικοφσ τομείσ, τα εμβαδά ή τα τόξα των οποίων είναι 

ανάλογα προσ τισ αντίςτοιχεσ ςυχνότητεσ iν  ή τισ 

ςχετικζσ ςυχνότητεσ if  των τιμϊν ix  τθσ μεταβλθτισ. Αν 

ςυμβολίςουμε με iα  το αντίςτοιχο τόξο ενόσ κυκλικοφ 

τμιματοσ ςτο κυκλικό διάγραμμα ςυχνοτιτων, τότε 

iii f
λ

λα o
o

360
360

  για   κi ,...,2,1 . 

δ)  ΢εκεηόγρακκα 

Πταν ζχουμε λίγεσ παρατθριςεισ, θ κατανομι τουσ μπορεί να περιγραφεί με το ςημειόγραμμα (dot diagram), ςτο 

οποίο οι τιμζσ παριςτάνονται γραφικά ςαν 

ςθμεία υπεράνω ενόσ οριηόντιου άξονα. Στο 

ςχιμα  ζχουμε το ςθμειόγραμμα των χρόνων (ςε 

λεπτά) 4,2,3,1,5,6,4,2,3,4,7,4,8,6,3 που 

χρειάςτθκαν δεκαπζντε μακθτζσ, για να λφςουν ζνα πρόβλθμα.      χρόνοσ (ςε λεπτά) 

ε)  Χρολόγρακκα. 
Το χρονόγραμμα ι χρονολογικό διάγραμμα χρθςιμοποιείται για τθ 

γραφικι απεικόνιςθ τθσ διαχρονικισ εξζλιξθσ ενόσ οικονομικοφ, 

δθμογραφικοφ ι άλλου μεγζκουσ. Ο οριηόντιοσ άξονασ 

χρθςιμοποιείται ςυνικωσ ωσ άξονασ μζτρθςθσ του χρόνου και ο 

κάκετοσ ωσ άξονασ μζτρθςθσ τθσ εξεταηόμενθσ μεταβλθτισ. Στο 

ςχιμα ζχουμε το χρονόγραμμα του ποςοςτοφ ανεργίασ ςτθ χϊρα 

μασ από το 1990 ζωσ το 1995. (Ρθγι ΕΣΥΕ). 
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Οκαδοποίεζε  ηωλ  Παραηερήζεωλ 

Οι πίνακεσ ςυχνοτιτων και κατ’αναλογίαν τα αντίςτοιχα διαγράμματα είναι δφςκολο να καταςκευαςτοφν, όταν το 
πλικοσ των τιμϊν μιασ μεταβλθτισ είναι αρκετά μεγάλο. Αυτό μπορεί να ςυμβεί είτε ςτθν περίπτωςθ μιασ 
διακριτισ μεταβλθτισ είτε, πολφ περιςςότερο, ςτθν περίπτωςθ μιασ ςυνεχοφσ μεταβλθτισ, όπου αυτι μπορεί να 
πάρει οποιαδιποτε τιμι ςτο διάςτθμα οριςμοφ τθσ. Σ’αυτζσ τισ περιπτϊςεισ είναι απαραίτθτο να ταξινομθκοφν 
(ομαδοποιθκοφν) τα δεδομζνα ςε μικρό πλικοσ ομάδων, που ονομάηονται και κλάςεισ (class intervals), ζτςι ϊςτε 
κάκε τιμι να ανικει μόνο ςε μία κλάςθ. Τα άκρα των κλάςεων καλοφνται όρια των κλάςεων (class boundaries). 
Συνικωσ υιοκετοφμε τθν περίπτωςθ που μια κλάςθ περιζχει το κάτω άκρο τθσ (κλειςτι αριςτερά) αλλά όχι το άνω 
άκρο τθσ (ανοικτι δεξιά), δθλαδι που οι κλάςεισ είναι τθσ μορφισ * , ). Οι παρατθριςεισ κάκε κλάςθσ κεωροφνται 
όμοιεσ, οπότε μποροφν να “αντιπροςωπευκοφν” από τισ κεντρικζσ τιμζσ, τα κζντρα δθλαδι κάκε κλάςθσ. 

 Το πρϊτο βιμα ςτθν ομαδοποίθςθ των δεδομζνων είναι θ εκλογι του αρικμοφ κ των ομάδων ι κλάςεων. Ο 
αρικμόσ αυτόσ ςυνικωσ ορίηεται αυκαίρετα από τον ερευνθτι ςφμφωνα με τθν πείρα του. Γενικά όμωσ μπορεί να 
χρθςιμοποιθκεί ωσ οδθγόσ ο παρακάτω πίνακασ: 

Μζγεκοσ 
δείγματοσ 

ν 

Αρικμόσ 
κλάςεων 

κ 

Μζγεκοσ 
δείγματοσ 

ν 

Αρικμόσ 
κλάςεων 

κ 

              20  
5020  

  10050   
200100  

5 
6 
7 
8 

400200  
700400   

  1000700   
         1000  

9 
10 
11 
12 

 Το δεφτερο βιμα είναι ο προςδιοριςμόσ του πλάτουσ των κλάςεων. Πλάτοσ μιασ κλάςησ ονομάηεται θ διαφορά 
του κατωτζρου από το ανϊτερο όριο τθσ κλάςθσ. Στθν πλειονότθτα των πρακτικϊν εφαρμογϊν οι κλάςεισ ζχουν το 
ίδιο πλάτοσ. Φυςικά υπάρχουν και περιπτϊςεισ όπου επιβάλλεται οι κλάςεισ να ζχουν άνιςο πλάτοσ, όπωσ, για 
παράδειγμα, ςτισ κατανομζσ ειςοδιματοσ, θμερϊν απεργίασ κτλ. Για να καταςκευάςουμε ιςοπλατείσ κλάςεισ, 
χρθςιμοποιοφμε το εφροσ (range) R του δείγματοσ, δθλαδι τθ διαφορά τθσ μικρότερθσ παρατιρθςθσ από τθ 
μεγαλφτερθ παρατιρθςθ του ςυνολικοφ δείγματοσ. Τότε υπολογίηουμε το πλάτοσ c των κλάςεων διαιρϊντασ το 
εφροσ R διά του αρικμοφ των κλάςεων κ, ςτρογγυλεφοντασ, αν χρειαςτεί για λόγουσ διευκόλυνςθσ, πάντα προσ τα 
πάνω. 

 Το επόμενο βιμα είναι θ καταςκευι των κλάςεων. Ξεκινϊντασ από τθν μικρότερθ παρατιρθςθ, ι για 
πρακτικοφσ λόγουσ λίγο πιο κάτω από τθν μικρότερθ παρατιρθςθ, και προςκζτοντασ κάκε φορά το πλάτοσ c 
δθμιουργοφμε τισ κ κλάςεισ. Αυτονόθτο είναι ότι θ μεγαλφτερθ τιμι του δείγματοσ κα (πρζπει να) ανικει 
οπωςδιποτε ςτθν τελευταία κλάςθ. 

 Το πλικοσ των παρατθριςεων iν  που προκφπτουν από τθ διαλογι για τθν κλάςθ i καλείται ςυχνότητα τησ 

κλάςησ αυτισ ι ςυχνότητα τησ κεντρικήσ τιμήσ ix , θi ,...,2,1 .  

Ρρζπει να προςεχτεί ότι: 

 Καμία παρατιρθςθ δεν μπορεί να μείνει ζξω από κάποια κλάςθ. 

 Οι κεντρικζσ τιμζσ διαφζρουν μεταξφ τουσ όςο και το πλάτοσ των κλάςεων, που εδϊ είναι ίςο με 6. 

 Μία παρατιρθςθ που ςυμπίπτει με το άνω άκρο μιασ κλάςθσ κα τοποκετθκεί κατά τθ διαλογι ςτθν αμζςωσ 
επόμενθ κλάςθ. Για παράδειγμα, ο μακθτισ με φψοσ 180 κα τοποκετθκεί ςτθν πζμπτθ κλάςθ *180, 186). 

Ιζηόγρακκα ΢στλοηήηωλ 

Η αντίςτοιχθ γραφικι παράςταςθ ενόσ πίνακα ςυχνοτιτων με ομαδοποιθμζνα δεδομζνα γίνεται με το λεγόμενο 
ιςτόγραμμα (histogram) ςυχνοτιτων. Στον οριηόντιο άξονα ενόσ ςυςτιματοσ ορκογωνίων αξόνων ςθμειϊνουμε, με 
κατάλλθλθ κλίμακα, τα όρια των κλάςεων. Στθ ςυνζχεια, καταςκευάηουμε διαδοχικά ορκογϊνια (ιςτοφσ), από 
κακζνα από τα οποία ζχει βάςθ ίςθ με το πλάτοσ τθσ κλάςθσ και φψοσ τζτοιο, ϊςτε το εμβαδόν του ορθογωνίου να 
ιςοφται με τη ςυχνότητα τησ κλάςησ αυτήσ. 

α) Κιάζεης Ίζοσ Πιάηοσς 

Θεωρϊντασ το πλάτοσ c ωσ μονάδα μζτρθςθσ του χαρακτθριςτικοφ ςτον οριηόντιο άξονα, το φψοσ κάκε 
ορκογωνίου είναι ίςο προσ τθ ςυχνότθτα τθσ αντίςτοιχθσ κλάςθσ, ζτςι ϊςτε να ιςχφει πάλι ότι το εμβαδόν των 
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ορκογωνίων είναι ίςο με τισ αντίςτοιχεσ ςυχνότθτεσ. Επομζνωσ, ςτον κατακόρυφο άξονα ςε ζνα ιςτόγραμμα 
ςυχνοτιτων βάηουμε τισ ςυχνότθτεσ. Με ανάλογο τρόπο καταςκευάηεται και το ιςτόγραμμα ςχετικϊν ςυχνοτήτων, 
οπότε ςτον κάκετο άξονα βάηουμε τισ ςχετικζσ ςυχνότθτεσ. 
Αν ςτα ιςτογράμματα ςυχνοτιτων κεωριςουμε δφο ακόμθ υποκετικζσ κλάςεισ, ςτθν αρχι και ςτο τζλοσ, με 
ςυχνότθτα μθδζν και ςτθ ςυνζχεια ενϊςουμε τα μζςα των άνω βάςεων των ορκογωνίων, ςχθματίηεται το λεγόμενο 
πολφγωνο ςυχνοτήτων (frequency polygon). Το εμβαδόν του χωρίου που ορίηεται από το πολφγωνο ςυχνοτιτων 
και τον οριηόντιο άξονα είναι ίςο με το άκροιςμα των ςυχνοτιτων, δθλαδι με το μζγεκοσ του δείγματοσ ν. Πμοια 
καταςκευάηεται από το ιςτόγραμμα ςχετικϊν ςυχνοτιτων και το πολφγωνο ςχετικϊν ςυχνοτήτων με εμβαδόν ίςο 
με 1, (βλζπε ςχιμα 6). 
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     (α)         (β) 

Ιςτόγραμμα και πολφγωνο (α) ςυχνοτιτων και (β) ςχετικϊν ςυχνοτιτων για τα δεδομζνα του πίνακα 9. 
 
Με τον ίδιο τρόπο καταςκευάηονται και τα ιςτογράμματα αθροιςτικϊν 
ςυχνοτήτων και αθροιςτικϊν ςχετικϊν ςυχνοτήτων. Αν ενϊςουμε ςε ζνα 
ιςτόγραμμα ακροιςτικϊν ςυχνοτιτων τα δεξιά άκρα (όχι μζςα) των άνω 
βάςεων των ορκογωνίων με ευκφγραμμα τμιματα βρίςκουμε το πολφγωνο 
αθροιςτικϊν ςυχνοτήτων (ogive) τθσ κατανομισ. Στο διπλανό ςχιμα  
παριςτάνεται το ιςτόγραμμα και το πολφγωνο ακροιςτικϊν ςχετικϊν 
ςυχνοτιτων για το φψοσ των μακθτϊν του πίνακα 9 . 

 
Κακπύιες ΢στλοηήηωλ 

Εάν υποκζςουμε ότι ο αρικμόσ των κλάςεων για μια ςυνεχι μεταβλθτι είναι 
αρκετά μεγάλοσ (τείνει ςτο άπειρο) και ότι το πλάτοσ των 
κλάςεων είναι αρκετά μικρό (τείνει ςτο μθδζν), τότε θ 
πολυγωνικι γραμμι ςυχνοτιτων τείνει να πάρει τθ μορφι μιασ 
ομαλισ καμπφλθσ, θ οποία ονομάηεται καμπφλη ςυχνοτήτων 
(frequency curve), όπωσ δείχνει το διπλανό ςχιμα . Οι καμπφλεσ 
ςυχνοτιτων ζχουν μεγάλθ εφαρμογι ςτθ Στατιςτικι, όπου οι 
ιδιότθτεσ τουσ μποροφν να χρθςιμοποιθκοφν για τθν εξαγωγι 
χριςιμων ςυμπεραςμάτων. 

Η κατανομι (β), με “κωδωνοειδι” μορφι λζγεται κανονική 
κατανομή (normal distribution) και παίηει ςπουδαίο ρόλο ςτθ 
Στατιςτικι. Πταν οι παρατθριςεισ “κατανζμονται” ομοιόμορφα ςε ζνα διάςτθμα *α, β+, όπωσ ςτθν κατανομι (α), θ 
κατανομι λζγεται ομοιόμορφη. Πταν οι παρατθριςεισ δεν είναι ςυμμετρικά κατανεμθμζνεσ, θ κατανομι λζγεται 
αςφμμετρθ με κετικι αςυμμετρία όπωσ ςτθν κατανομι (γ) ι αρνθτικι αςυμμετρία όπωσ ςτθν κατανομι (δ). 
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 (δ) (γ) (β) (α)
 

Μερικζσ χαρακτθριςτικζσ κατανομζσ ςυχνοτιτων 

 
 

ΜΕΣΡΑ  ΘΕ΢Η΢  ΚΑΙ  ΔΙΑ΢ΠΟΡΑ΢                     
Ορίηουμε κάποια μζτρα (αρικμθτικά μεγζκθ), που να μασ δίνουν α) τθ κζςθ του “κζντρου” των παρατθριςεων ςτον 

οριηόντιο άξονα και β) τθ διαςπορά των παρατθριςεων, δθλαδι πόςο αυτζσ εκτείνονται γφρω από το “κζντρο” 

τουσ. Τα πρϊτα τα καλοφμε μζτρα θζςησ τθσ κατανομισ (location measures), ενϊ τα δεφτερα μζτρα διαςποράσ ι 

μζτρα μεταβλητότητασ (measures of variability). 

 Εκτόσ από τα μζτρα κζςθσ και διαςποράσ μιασ κατανομισ πολλζσ φορζσ είναι απαραίτθτοσ και ο προςδιοριςμόσ 

κάποιων άλλων μζτρων, που κακορίηουν τθ μορφή τθσ κατανομισ. 

Κατά πόςο δθλαδι θ αντίςτοιχθ καμπφλθ ςυχνοτιτων είναι 

ςυμμετρικι ι όχι ωσ προσ τθν ευκεία 0xx  , για δεδομζνο ςθμείο 0x  

του άξονα x0 . Τα μζτρα αυτά, που ςυνικωσ εκφράηονται ςε 

ςυνάρτθςθ με τα μζτρα κζςθσ και διαςποράσ, καλοφνται μζτρα 

αςυμμετρίασ (measures of skewness) . 

Υπολογίηοντασ από ζνα ςφνολο δεδομζνων κάποια από τα ανωτζρω 

μζτρα, μποροφμε να ζχουμε μια ςφντομθ περιγραφι τθσ μορφισ τθσ 

καμπφλθσ ςυχνοτιτων. Στο ςχιμα 12 οι καμπφλεσ ςυχνοτιτων Α και Β 

είναι ςυμμετρικζσ με το ίδιο “κζντρο” 0x , αλλά θ Β ζχει μεγαλφτερθ 

μεταβλθτότθτα από τθν Α. Οι καμπφλεσ Γ και Δ είναι αςφμμετρεσ, με τθ Γ όπωσ λζμε να παρουςιάηει κετικι 

αςυμμετρία και τθ Δ αρνθτικι αςυμμετρία. Το “κζντρο” τθσ Γ είναι αριςτερότερα του 0x , ενϊ τθσ Δ είναι δεξιότερα 

του 0x . Η Δ παρουςιάηει μεγαλφτερθ μεταβλθτότθτα από τθ  Γ. 

Μέηρα  Θέζες 
Τα πιο ςυνθκιςμζνα μζτρα που χρθςιμοποιοφνται για τθν περιγραφι τθσ κζςθσ ενόσ ςυνόλου δεδομζνων πάνω 
ςτον οριηόντιο άξονα ox , εκφράηοντασ τθν “κατά μζςο όρο” απόςταςι τουσ από τθν αρχι των αξόνων, είναι ο 
αρικμθτικόσ μζςοσ ι μζςθ τιμι (arithmetic mean or average), θ διάμεςοσ (median) 

α) Μέζε  Σηκή  

Η μζςθ τιμι ενόσ ςυνόλου ν παρατθριςεων αποτελεί το ςπουδαιότερο και χρθςιμότερο μζτρο τθσ Στατιςτικισ και 
ορίηεται ωσ το άκροιςμα των παρατθριςεων διά του πλικουσ των παρατθριςεων.  

Πταν ςε ζνα δείγμα μεγζκουσ ν οι παρατθριςεισ μιασ μεταβλθτισ Χ είναι vttt ,...,, 21 , τότε θ μζςθ τιμι ςυμβολίηεται 

με x  και δίνεται από τθ ςχζςθ: 




 



λ

i
i

λ

i
i

λ t
λλ

t

λ

ttt
x

1

121 1...
όπου το ςφμβολο 



λ

i
it

1

 παριςτάνει μια 

ςυντομογραφία του ακροίςματοσ vttt  ...21  και διαβάηεται “άκροιςμα των it  από 1i  ζωσ  ν”. Συχνά, όταν 

δεν υπάρχει πρόβλθμα ςφγχυςθσ, ςυμβολίηεται και ωσ  it  ι ακόμα πιο απλά με  t . 

 B

 A

 Δ
 Γ

 x x0  
 

12 
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Σε μια κατανομι ςυχνοτιτων, αν θxxx ,...,, 21  είναι οι τιμζσ τθσ μεταβλθτισ Χ  ι τα κζντρα των κλάςεων ,εφ’ όςον 

ζχουμε κλάςεισ, με ςυχνότθτεσ θvvv ,...,, 21  αντίςτοιχα, θ μζςθ τιμι ορίηεται ιςοδφναμα από τθ ςχζςθ: 





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Η παραπάνω ςχζςθ ιςοδφναμα γράφεται:  
 


θ

i

θ

i
ii

i
i fx

λ

λ
xx

1 1

όπου if  οι ςχετικζσ ςυχνότθτεσ. 

β)  ΢ηαζκηθός  Μέζος 
 

Στισ περιπτϊςεισ που δίνεται διαφορετικι βαρφτθτα (ζμφαςθ) ςτισ τιμζσ νxxx ,...,, 21  ενόσ ςυνόλου δεδομζνων, 

τότε αντί του αρικμθτικοφ μζςου χρθςιμοποιοφμε τον ςταθμιςμζνο αριθμητικό μζςο ι ςταθμικό μζςο (weighted 

mean). Εάν ςε κάκε τιμι νxxx ,...,, 21  δϊςουμε διαφορετικι βαρφτθτα, που εκφράηεται με τουσ λεγόμενουσ 

ςυντελεςτζσ ςτάκμιςθσ (βαρφτθτασ) νwww ,...,, 21 , τότε ο ςτακμικόσ μζςοσ βρίςκεται από τον τφπο: 




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γ)  Γηάκεζος  
Η μζςθ τιμι δεν ενδείκνυται ωσ μζτρο κζςθσ (“κζντρο”) των παρατθριςεων που ζχουν ακραίεσ τιμζσ . Αντίκετα, ζνα 
άλλο μζτρο κζςθσ που δεν επθρεάηεται από ακραίεσ παρατθριςεισ είναι θ διάμεςοσ (median), θ οποία ορίηεται ωσ 
εξισ: 

Διάμεςοσ (δ) ενόσ δείγματοσ  ν παρατθριςεων οι οποίεσ ζχουν διαταχκεί ςε αφξουςα ςειρά ορίηεται ωσ θ 
μεςαία παρατιρθςθ, όταν το ν είναι περιττόσ αρικμόσ, ι ο μζςοσ όροσ (θμιάκροιςμα) των δφο μεςαίων 
παρατθριςεων όταν το  ν  είναι άρτιοσ αρικμόσ. 
Ή  
θ διάμεςοσ είναι θ τιμι για τθν οποία το πολφ 50% των παρατθριςεων είναι μικρότερεσ από αυτιν και το πολφ 
50% των παρατθριςεων είναι μεγαλφτερεσ από τθν τιμι αυτιν 

Γηάκεζος ζε Οκαδοποηεκέλα Γεδοκέλα 
Θεωροφμε ιςτόγραμμα ακροιςτικϊν ςχετικϊν ςυχνοτιτων με τθν πολυγωνικι γραμμι, ςχιμα 13. Η διάμεςοσ, όπωσ 
ορίςτθκε, αντιςτοιχεί ςτθν τιμι δx   τθσ μεταβλθτισ Χ (ςτον οριηόντιο άξονα), ζτςι ϊςτε το 50% των 
παρατθριςεων να είναι μικρότερεσ ι ίςεσ του δ. Δθλαδι, θ διάμεςοσ κα ζχει ακροιςτικι ςχετικι ςυχνότθτα 

%50iF . Εφόςον ςτον κάκετο άξονα ζχουμε τισ ακροιςτικζσ ςχετικζσ ςυχνότθτεσ, από το ςθμείο Α (50% των 

παρατθριςεων) φζρουμε τθν xAB 0//  και ςτθ ςυνζχεια τθ xΓB 0 . Τότε, ςτο ςθμείο Γ αντιςτοιχεί θ διάμεςοσ δ 
των παρατθριςεων. 
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Μέηρα  Γηαζποράς 

α)  Δύρος   
Το απλοφςτερο από τα μζτρα διαςποράσ είναι το εφροσ ι κφμανςη (range) (R), που ορίηεται ωσ θ διαφορά τθσ 
ελάχιςτθσ παρατιρθςθσ από τθ μζγιςτθ παρατιρθςθ, δθλαδι: 
Εφροσ R Μεγαλφτερη παρατήρηςη-Μικρότερη παρατήρηςη 
Πταν ζχουμε ομαδοποιθμζνα δεδομζνα, το εφροσ δίνεται από τθ διαφορά του κατϊτερου ορίου τθσ πρϊτθσ κλάςθσ 
από το ανϊτερο όριο τθσ τελευταίασ κλάςθσ.  
Το εφροσ είναι ζνα αρκετά απλό μζτρο, που υπολογίηεται εφκολα δε κεωρείται όμωσ αξιόπιςτο μζτρο διαςποράσ, 
γιατί βαςίηεται μόνο ςτισ δυο ακραίεσ παρατθριςεισ. 

β)  Γηαθύκαλζε  
Ωσ ζνα μζτρο διαςποράσ παίρνουμε τον μζςο όρο των τετραγϊνων των αποκλίςεων των it  από τθ μζςθ τιμι τουσ 

x . Το μζτρο αυτό καλείται διακφμανςη  ι διαςπορά (variance) και ορίηεται από τθ ςχζςθ 
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τφποσ αυτόσ αποδεικνφεται ότι μπορεί να πάρει τθν ιςοδφναμθ μορφι: 
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διευκολφνει ςθμαντικά τουσ υπολογιςμοφσ κυρίωσ όταν θ μζςθ τιμι x  δεν είναι ακζραιοσ αρικμόσ. 
Πταν ζχουμε πίνακα ςυχνοτιτων ι ομαδοποιθμζνα δεδομζνα, θ διακφμανςθ ορίηεται από τθ ςχζςθ: 
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λ
s

1

22 )(
1

ι τθν ιςοδφναμθ μορφι: .
1

1

2

122

































 






θ

i

θ

i
ii

ii
v

vx

vx
v

s  

όπου κxxx ,...,, 21  οι τιμζσ τθσ μεταβλθτισ (ι τα κζντρα των κλάςεων) με αντίςτοιχεσ ςυχνότθτεσ κννν ,...,, 21 .  

Κλάςεισ 
[  -  ) 

Κεντρικζσ 

τιμζσ ix  

Συχνότθτα 

iλ  

 
2
ix  

 

iiλx  

 

ii λx 2  

156-162 
162-168 
168-174 
174-180 
180-186 
186-192 

159 
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171 
177 
183 
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  2 
  8 
12 
11 
  5 
  2 

25281 
27225 
29241 
31329 
33489 
35721 

  318 
1320 
2052 
1942 
  915 
  378 

  50562 
217800 
350892 
344619 
167445 
  71442 

             Σφνολο: 40ν  — 

6930

ii λx
 

1202760

2 ii λx
 

 

Επομζνωσ: 53,4
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

















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γ)  Σσπηθή Απόθιηζε 

Η διακφμανςθ είναι μια αξιόπιςτθ παράμετροσ διαςποράσ, αλλά ζχει ζνα μειονζκτθμα. Δεν εκφράηεται με τισ 
μονάδεσ με τισ οποίεσ εκφράηονται οι παρατθριςεισ. Για παράδειγμα, αν οι παρατθριςεισ εκφράηονται ςε cm, θ 

διακφμανςθ εκφράηεται ςε 2cm . Αν όμωσ πάρουμε τθ κετικι τετραγωνικι ρίηα τθσ διακφμανςθσ, κα ζχουμε ζνα 
μζτρο διαςποράσ που κα εκφράηεται με τθν ίδια μονάδα μζτρθςθσ του χαρακτθριςτικοφ, όπωσ ακριβϊσ είναι και 
όλα τα άλλα μζτρα κζςθσ, που εξετάςαμε ζωσ τϊρα. Η ποςότθτα αυτι λζγεται τυπική απόκλιςη (standard 

deviation), ςυμβολίηεται με s και δίνεται από τθ ςχζςθ:  2ss   

Αξίηει να ςθμειωκεί ότι αν θ καμπφλθ ςυχνοτιτων για το χαρακτθριςτικό 
που εξετάηουμε είναι κανονική ή περίπου κανονική, τότε θ τυπικι 
απόκλιςθ  s  ζχει τισ παρακάτω ιδιότθτεσ: 

i)  το 68% περίπου των παρατθριςεων βρίςκεται ςτο διάςτθμα 

),( sxsx   

ii)  το 95% περίπου των παρατθριςεων βρίςκεται ςτο διάςτθμα  

)2,2( sxsx   

iii)  το 99,7% περίπου των παρατθ-ριςεων βρίςκεται ςτο διάςτθμα 

           )3,3( sxsx   

iv)  το εφροσ ιςοφται περίπου με ζξι τυπικζσ αποκλίςεισ, δθλαδι R 6s . 

 
δ)΢σληειεζηής Mεηαβοιής 

Ζνα μζτρο με το οποίο μποροφμε να ξεπεράςουμε τισ δυςκολίεσ των διαφορετικϊν μονάδων μζτρθςθσ των 
μεταβλθτϊν  και το οποίο μασ βοθκά ςτθ ςφγκριςθ ομάδων τιμϊν, που είτε εκφράηονται ςε διαφορετικζσ μονάδεσ 
μζτρθςθσ είτε εκφράηονται ςτθν ίδια μονάδα μζτρθςθσ, αλλά ζχουν ςθμαντικά διαφορετικζσ μζςεσ τιμζσ, είναι ο 
ςυντελεςτήσ μεταβολήσ ι ςυντελεςτήσ μεταβλητότητασ (coefficient of variation), ο οποίοσ ορίηεται από το λόγο: 

x

s
CV 

ηιμήμέζη

απόκλιζηηςπική
 

Ο ςυντελεςτισ μεταβολισ επί τοισ εκατό, είναι %100%100
ηιμήμέζη

απόκλιζηηςπική
% 

x

s
CV  και ςυνεπϊσ είναι  

ανεξάρτθτοσ από τισ μονάδεσ μζτρθςθσ και παριςτάνει ζνα μζτρο ςχετικήσ διαςποράσ των τιμϊν  και όχι τθσ 
απόλυτθσ διαςποράσ, όπωσ ζχουμε δει ζωσ τϊρα.  

Αν %12% ACV  και %25% BCV  λζμε ότι ζχουμε μεγαλφτερθ ομοιογζνεια ςτα δεδομζνα Α παρά ςτα Β αφοφ 

12<25.  

Γενικά δεχόμαςτε ότι ζνα δείγμα τιμϊν μιασ μεταβλθτισ κα είναι ομοιογενζσ, εάν ο ςυντελεςτισ μεταβολισ δεν 

ξεπερνά το 10%. Δθλ . αν 10% CV  

Εφαρμογή 3, ςελ. 99 
Ζςτω vxxx ,...,, 21  ν παρατθριςεισ με μζςθ τιμι x  και τυπικι απόκλιςθ xs . 

α) Αν vyyy ,...,, 21  είναι οι παρατθριςεισ που προκφπτουν αν προςκζςουμε ςε κακεμιά από τισ vxxx ,...,, 21  μια 

ςτακερά c, τότε: i) cxy  , ii) xy ss   

β) Αν vyyy ,...,, 21  είναι οι παρατθριςεισ που προκφπτουν αν πολλαπλαςιάςουμε τισ vxxx ,...,, 21  επί μια ςτακερά  

c, τότε : i) xcy  ,  ii) xy scs ||
 

 

 

 

 

x s x s x s x x s x s x s     3 2 2 3

99,7%

95%

68%
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 s
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2. Γενικζσ οδηγίεσ εν όψει εξζταςησ
 

1.Παρουςίαςη ςτατιςτικϊν δεδομζνων 
Για τθ ςυμπλιρωςθ πινάκων ςυχνοτιτων κυμόμαςτε πάντοτε: 

 Tισ βαςικζσ ιδιότθτεσ των ςυχνοτιτων, δθλαδι: 
 0  νi   ν  και  ν1 + ν2 + … + νκ = ν  , όπου  ν  το  μζγεκοσ  το  

δείγματοσ  και  κ  το  πλικοσ  των  πικανϊν  τιμϊν . 
 0  fi   1 και f1 + f2 + … + fk = 1 

(αντ. 0  fi%   100  και  f1% + f2% + + … + fk% = 100), 
 N1 = ν1 , Ni + 1 = Ni + νi για i = 1,…,κ - 1 και Νκ = ν, 
 F1 = f1, Fi + 1 = Fi + fi για i = 1,…,κ - 1 και Fκ = 1 

(αντ. F1% = f1%, Fi + 1% = Fi% + fi για i = 1,…,κ - 1 και Fκ% = 100) 

 αi = 360ο
fi και α1 + α2 + …+ ακ = 360ο  

 Αν το μζγεκοσ ν του δείγματοσ διαιρεί το 100, τότε οι fi% είναι ακζραια 
πολλαπλάςια των νi (αφοφ το πθλίκο 100/ν είναι ακζραιοσ). Γενικά, οι 
ςυχνότθτεσ νi, fi  ι νi, fi % είναι πάντοτε ανάλογεσ. 

 Το πλικοσ ι το ποςοςτό παρατθριςεων που ζχουν τιμι: 
 το πολφ xi είναι ίςεσ με Ni ι Fi% 
 τουλάχιςτον xi είναι ν – Νi -1 ι (100 – Fi – 1)%  

 Για τα ιςτογράμματα προςζχουμε: 
 Το πολφγωνο ςυχνοτιτων (νi, fi, fi%) ζχει κορυφζσ τα μζςα των 

άνω βάςεων των ορκογωνίων του ιςτογράμματοσ. Η αρχι και το 
τζλοσ είναι τα μζςα δυο υποκετικϊν κλάςεων ςυχνότθτασ 0. 

 Το πολφγωνο ακροιςτικϊν ςυχνοτιτων (νi, fi, fi%) ζχει κορυφζσ 
τα δεξιά άκρα των άνω βάςεων των ορκογωνίων του 
ιςτογράμματοσ. Η αρχι είναι το αριςτερό άκρο τθσ κάτω βάςθσ 
του ορκογωνίου τθσ πρϊτθσ κλάςθσ. Δεν κεωροφμε κλάςεισ 
ςυχνότθτασ μθδζν. 

 Χαρακτθριςτικά εμβαδά: 
 Μεταξφ πολυγϊνου ςυχνοτιτων νi και οριηόντιου 

άξονα: ν 
 Μεταξφ πολυγϊνου ςχετ. ςυχν. fi και οριηόντιου 

άξονα: 1 
 Μεταξφ πολυγϊνου ςχετ. ςυχν. fi% και οριηόντιου 

άξονα: 100 

 Στα ομαδοποιθμζνα δεδομζνα (κλάςεισ) κεωροφμε πάντοτε ότι οι 
παρατθριςεισ είναι ομοιόμορφα κατανεμθμζνεσ. Αυτό ςθμαίνει ότι για 
να βροφμε το πλικοσ ι το ποςοςτό παρατθριςεων που ανικουν ςε ζνα 
τμιμα κλάςθσ, παίρνουμε το αντίςτοιχο τμιμα τθσ ςυχνότθτασ νi ι fi% 
τθσ κλάςθσ. 

 
2. Εφρεςη μζτρων θζςησ και διαςποράσ 
Τρία από τα 6 μζτρα που ζχουμε ςυναντιςει, το εφροσ R , θ τυπικι απόκλιςθ S 
και ο ςυντελεςτισ μεταβολισ CV υπολογίηονται πάντοτε με τον ίδιο τρόπο : 

 R = Μζγιςτθ παρατιρθςθ – Ελάχιςτθ παρατιρθςθ 

 S = 2S  

 
 

Παραπομπζσ/Σημειώςεισ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Δεσ και τα λυμζνα παρ. 4 
και 5 ςτισ ςελ. 130- 131 
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 CV = 
S

X
 

Ο ενδεδειγμζνοσ τρόποσ εφρεςθσ των υπόλοιπων μζτρων κζςθσ και διαςποράσ 
είναι: 
 

A. Δείγμα λίγων παρατηρήςεων t1 , t2 , … , tν  (ν  15)  

 Η μζςθ τιμι υπολογίηεται από τον τφπο: 
λ

i

i=1

1
X = t

λ
  

 
 Για να βροφμε τθ διάμεςο δ, διατάςςουμε αρχικά τισ παρατθριςεισ ςε 

αφξουςα ςειρά και : 
 Αν το πλικοσ ν των παρατθριςεων είναι περιττόσ αρικμόσ, θ διάμεςοσ 

δ είναι θ μεςαία* παρατιρθςθ.   [*κζςθ (ν+1)/2] 
 Αν το πλικοσ ν των παρατθριςεων είναι άρτιοσ αρικμόσ, θ διάμεςοσ δ 

είναι το ημιάθροιςμα  των δφο μεςαίων** παρατθριςεων ***κζςεισ 
ν/2 και (ν/2)+1+ 

 
 Για να βροφμε τθ διακφμανςθ S2 χρθςιμοποιοφμε : 

 τον τφπο S2 =
λ

2

i

i=1

1
(t - X)

λ
 , όταν θ μζςθ τιμι X  είναι ακζραιοσ 

αρικμόσ, ι 

 τον τφπο S2 =

2
λ

iλ
i=12

i

i=1

t
1

t -
λ λ

  
  
  
 
 
 
 


 , όταν θ μζςθ τιμι X  είναι δεκαδικόσ 

αρικμόσ. 
 Παρατήρηςη : Αν ςτισ παρατθριςεισ μασ εμφανίηονται ςυχνζσ επαναλιψεισ 
των ίδιων αρικμϊν , είναι προτιμότερο να εργαςτοφμε με τθν κατανομι (xi , νi) 
(περίπτωςθ Β) , ζςτω κι αν το μζγεκοσ ν είναι μικρό. 
 
Β. Δείγμα με γνωςτή κατανομή ςυχνοτήτων  (xi , νi) ή ςχετικϊν ςυχνοτήτων   
(xi , fi), όπου xi οι πιθανζσ τιμζσ τησ μεταβλητήσ. 

 Η μζςθ τιμι υπολογίηεται από τον τφπο: 
θ

i i

i=1

1
X = x λ

λ
   ι  

θ

i i

i=1

X = x f  

 
 Για να βροφμε τθ διάμεςο δ, χρθςιμοποιοφμε τθν κατανομι των 

ακροιςτικϊν ςυχνοτιτων Νi. Συγκεκριμζνα: 
 Αν ν περιττόσ, τότε: 

 ςτθν περίπτωςθ που υπάρχει τιμι Ni = 
   

 
 (δθλαδι ίςθ με τθν 

κζςθ τθσ μεςαίασ παρατιρθςθσ), τότε δ = xi. 

 ςτθν περίπτωςθ που δεν υπάρχει τιμι Ni = 
   

 
, τότε βρίςκουμε 

τισ τιμζσ Νi , Ni+1 για τισ οποίεσ ιςχφει: Νi < 
   

 
 < Ni+1 . Τότε ιςχφει: 

δ = xi+1. 
 

 
Παραπομπζσ/Σημειώςεισ 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Δεσ το λυμζνο παρ. 7 
ςτη ςελ. 156  
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 Αν ν άρτιοσ, τότε: 

 ςτθν περίπτωςθ που υπάρχει τιμι Ni = 
 

 
 (δθλαδι ίςθ με τθν 

κζςθ τθσ πρϊτθσ από τισ δφο μεςαίεσ παρατιρθςεισ), τότε   

 δ = 
         

 
. 

 ςτθν περίπτωςθ που δεν υπάρχει τιμι Ni = 
 

 
 (δθλαδι ίςθ με τθν 

κζςθ τθσ πρϊτθσ από τισ δφο μεςαίεσ παρατιρθςεισ), τότε 

βρίςκουμε τισ τιμζσ Νi , Ni+1 για τισ οποίεσ ιςχφει: Νi < 
 

 
 +1≤ Ni+1 . 

Τότε ιςχφει: δ = xi+1 
 Παρατήρηςη: Μια ςφνκετθ περίπτωςθ είναι να δοκεί θ κατανομι ςχετικϊν 
ςυχνοτιτων (xi , fi) , χωρίσ  να γνωρίηουμε το μζγεκοσ ν του δείγματοσ. Τότε 
χρθςιμοποιοφμε τθν ακροιςτικι ςχετικι ςυχνότθτα Fi% ωσ εξισ : 

 Aν ςε κάποια πικανι τιμι xi ςυμπλθρϊνεται το 50% των 

παρατθριςεων, τότε θ διάμεςοσ δ είναι ίςθ με : δ = i i+1x + x

2
 

 Aν δεν ςυναντάμε το 50% ςτισ τιμζσ τθσ Fi% , τότε θ διάμεςοσ ιςοφται με 
τθν πικανι τιμι xi , τθσ οποίασ θ αντίςτοιχθ τιμι Fi% ξεπερνάει πρϊτθ 
το 50%. 

 
 Για να βροφμε τθ διακφμανςθ S2 χρθςιμοποιοφμε : 

 τουσ τφπουσ : S2 =
θ

2

i i

i=1

1
(x - X) λ

λ
    ι  S2 =

θ
2

i i

i=1

(x - X) f  , όταν θ μζςθ 

τιμι X  είναι ακζραιοσ αρικμόσ, ι 

 τουσ τφπουσ  S2 =

#
2

θ

i iθ
i=12

i i

i=1

x λ
1

x λ -
λ λ

  
  
  
 
 
 
 


  ι  S2 =

2
θ θ

2

i i i i

i=1 i=1

x f - x f
   
  

   
   

όταν θ μζςθ τιμι X  είναι δεκαδικόσ αρικμόσ. 

(# ο τφποσ  παίρνει και τθ μορφι S2 =
θ

2 2

i i

i=1

1
x λ - λX

λ

 
 
 
 ) 

 
Γ. Ομαδοποιημζνα δεδομζνα (xi οι κεντρικζσ τιμζσ των κλάςεων) 

 Η μζςθ τιμι υπολογίηεται από τον τφπο: 
θ

i i

i=1

1
X = x λ

λ
   ι  

θ

i i

i=1

X = x f  

 
 Για να βροφμε τθ διάμεςο δ, καταςκευάηουμε πίνακα ακροιςτικϊν 

ςχετικϊν ςυχνοτιτων Fi% και ενεργοφμε ωσ εξισ: 
 Αν υπάρχει τιμι Fi% = 50%, τότε θ διάμεςοσ ιςοφται με το άνω άκρο τθσ 

αντίςτοιχθσ κλάςθσ. 
 Αν ιςχφει Fi% < 50 < Fi+1%, τότε εφαρμόηουμε τθν αναλογία: 

                              

              
 

     

    
  

 Αν δοκεί το πολφγωνο των ακροιςτικϊν ςχετικϊν ςυχνοτιτων Fi% τότε 
από τον κατακόρυφο άξονα, ςτο φψοσ του 50% φζρνουμε οριηόντια 
γραμμι μζχρι το πολφγωνο. Κατόπιν, φζρνουμε κατακόρυφθ από το  

Παραπομπζσ/Σημειώςεισ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Δεσ το λυμζνο παρ. 7 
ςτη ςελ. 156  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Δεσ το λυμζνο παρ. 8 
ςτη ςελ. 157  

 
 
 
 
 

Δεσ το λυμζνο παρ. 9 
ςτη ςελ. 157  
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ςθμείο που ςυναντιςαμε το πολφγωνο προσ τον οριηόντιο άξονα. Το 
ςθμείο του οριηόντιου άξονα που ςυναντάμε μασ δίνει τθν τιμι τθσ 
διαμζςου δ. 
Προςοχή: Επειδι με τον παραπάνω τρόπο δεν είναι δυνατό να 
προςδιοριςτεί με ακρίβεια θ διάμεςοσ, πικανότατα κα μασ δίνεται 
δεδομζνο που οδθγεί ςε απ΄ευκείασ εφρεςθ τθσ διαμζςου.(π.χ. «…θ 
ευκεία x = 10 διαιρεί το χωρίο μεταξφ του πολυγώνου ςυχνοτιτων και 
του οριηόντιου άξονα ςε δυο ιςεμβαδικά χωρία…»).   

 Για να βροφμε τθ διακφμανςθ S2 χρθςιμοποιοφμε : 

 τουσ τφπουσ : S2 =
θ

2

i i

i=1

1
(x - X) λ

λ
    ι  S2 =

θ
2

i i

i=1

(x - X) f  , όταν θ μζςθ 

τιμι X  είναι ακζραιοσ αρικμόσ, ι 

 τουσ τφπουσ  S2 =

#
2

θ

i iθ
i=12

i i

i=1

x λ
1

x λ -
λ λ

  
  
  
 
 
 
 


  ι  S2 =

2
θ θ

2

i i i i

i=1 i=1

x f - x f
   
  

   
   

όταν θ μζςθ τιμι X  είναι δεκαδικόσ αρικμόσ. 

(# ο τφποσ  παίρνει και τθ μορφι S2 =
θ

2 2

i i

i=1

1
x λ - λX

λ

 
 
 
 ) 

! ! ! Αν μεταβλθκοφν ομοιόμορφα οι παρατθριςεισ ενόσ δείγματοσ , τότε τα 

μζτρα δεν υπολογίηονται ξανά από τθν αρχι. Γνωρίηουμε (εφ. 3 ςελ 99) ότι : 
1. Αν ςε κάκε παρατιρθςθ προςτεκεί ο ίδιοσ αρικμόσ c , τότε : 

΄X = X + c , δϋ= δ + c, Rϋ = R,  Sϋ2= S2 και Sϋ = S. 

2. Aν κάκε παρατιρθςθ πολλαπλαςιαςτεί με τον ίδιο αρικμό c  0, τότε : 
΄X = c X  , δϋ= cδ, Rϋ = |c|R, Sϋ2= c2

S2 και  Sϋ= |c| S. 
3. Aν κάκε παρατιρθςθ μεταβλθκεί κατά ποςοςτό t% , τότε εφαρμόηουμε 

τα 

ςυμπεράςματα τθσ περίπτωςθσ (2) με c = 1+
t

100
 ι c = 1-

t

100
 για  τθν 

αφξθςθ ι τθ μείωςθ αντίςτοιχα . 
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Δεσ το λυμζνο παρ. 21 
ςτη ςελ. 166 
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Ιδιότητεσ 
Ρζρα απ’το να υπολογίηουμε τα διάφορα μζτρα κζςθσ και διαςποράσ , κα 
πρζπει να γνωρίηουμε και τισ ςτατιςτικζσ τουσ ιδιότθτεσ:  

Ιδιότητεσ μζςησ τιμήσ και διαμζςου  
Πλεονεκτήματα             Μειονεκτήματα 

Μζςη τιμή 

 Για τον υπολογιςμό τθσ 
χρθςιμοποιοφνται όλεσ οι τιμζσ. 

 Είναι μοναδικι για κάκε ςφνολο 
δεδομζνων. 

 Είναι εφκολα κατανοθτι. 

 Ο υπολογιςμόσ τθσ είναι ςχετικά 
εφκολοσ. 

 Ζχει μεγάλθ εφαρμογι για 
περαιτζρω ςτατιςτικι ανάλυςθ. 

 Επθρεάηεται πολφ από 
ακραίεσ τιμζσ. 

 Μπορεί να μθν αντιςτοιχεί ςε 
δυνατι τιμι τθσ μεταβλθτισ. 
Πταν θ Χ είναι διακριτι, με 
ακζραιεσ τιμζσ, τότε θ μζςθ 
τιμι μπορεί να μθν είναι 
ακζραιοσ. 

 Δεν υπολογίηεται για ποιοτικά 
δεδομζνα. 

. 
Διάμεςοσ 

 Είναι εφκολα κατανοθτι. 

 Δεν επθρεάηεται από ακραίεσ 
τιμζσ. 

 Υπολογίηεται και ςτθν περίπτωςθ 
που οι ακραίεσ κλάςεισ είναι 
ανοικτζσ. 

 Ο υπολογιςμόσ τθσ είναι απλόσ. 

 Είναι μοναδικι ςε κάκε ςφνολο 
δεδομζνων. 

 Δε χρθςιμοποιοφνται όλεσ οι 
τιμζσ για τον υπολογιςμό τθσ. 

 Είναι δφςκολθ θ εφαρμογι 
τθσ για περαιτζρω ςτατιςτικι 
ανάλυςθ. 

 Δεν υπολογίηεται για ποιοτικά 
δεδομζνα. 

 Για τον υπολογιςμό τθσ 
μπορεί να χρειαςτεί 
προςζγγιςθ . 

 

ΠΡΟ΢ΟΧΗ !!! 
1. Αν  ιςχφει  θ  ςχζςθ  x < δ  ζχουμε αρνητική αςυμμετρία  
Αν  ιςχφει  θ  ςχζςθ   x = δ ζχουμε ςυμμετρική κατανομή (όχι κατ΄ανάγκθ 
κανονικι). 
Αν  ιςχφει  θ  ςχζςθ  x > δ  ζχουμε θετική αςυμμετρία. 

2. Ιςχφει 
λ

i

i=1

t = ν x (πρζπει να κυμάςτε αυτι τθν ιδιότθτα, χρθςιμεφει ςτισ 

περιπτϊςεισ που ςυγχωνεφουμε δείγματα ι χωρίηουμε ζνα δείγμα ςε  
μικρότερα. Μασ οδθγεί ςτον ςτακμικό μζςο, όπωσ ζχουμε δει ςε αςκιςεισ.) 
3. Η μζςθ τιμι είναι πάντοτε αρικμόσ ανάμεςα ςτθν μεγαλφτερθ και ςτθ 
μικρότερθ παρατιρθςθ .Η διάμεςοσ είναι θ τιμι για τθν οποία το πολφ 50% 
των παρατθριςεων είναι μικρότερεσ από αυτιν και το πολφ 50% των 
παρατθριςεων είναι μεγαλφτερεσ από τθν τιμι αυτι.  

Ροιο είναι όμωσ το καλφτερο μζτρο κζςθσ μιασ κατανομισ; Η επιλογι του 
καταλλθλότερου μζτρου κζςθσ εξαρτάται από το ςκοπό για τον οποίο κα 
χρθςιμοποιθκεί. Αν επικυμοφμε περαιτζρω ςτατιςτικι επεξεργαςία, τότε θ  

 
 
 

Παραπομπζσ/Σημειώςεισ 
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μζςθ τιμι προςφζρεται περιςςότερο. Αν όμωσ ο ςκοπόσ είναι βαςικά 
περιγραφικόσ, τότε πρζπει να χρθςιμοποιείται το μζτρο που περιγράφει 
καλφτερα τα δεδομζνα. Η παρουςία ακραίων παρατθριςεων (πολφ μικρϊν ι 
πολφ μεγάλων αναφορικά με τισ άλλεσ παρατθριςεισ) είναι ςυχνά ζνα από τα 
βαςικότερα κριτιρια για τθν επιλογι κατάλλθλου μζτρου κζςθσ. Η  διάμεςοσ 
μζνει γενικά ανεπθρζαςτθ από τισ ακραίεσ τιμζσ του δείγματοσ. Η μζςθ τιμι 
όμωσ επθρεάηεται ςθμαντικά από τισ τιμζσ αυτζσ, επομζνωσ δεν ενδείκνυται 
ςε τζτοιεσ περιπτϊςεισ.  

 

Ιδηόηεηες κέηρωλ δηαζποράς θαη ζτεηηθής δηαζποράς 
 

Πλεονεκτήματα             Μειονεκτήματα 
Εφροσ 

 Είναι πολφ απλό ςτον υπολογιςμό. 

 Χρθςιμοποιείται αρκετά ςτον 
ζλεγχο ποιότθτασ. 

 Μπορεί να χρθςιμοποιθκεί για τθν 
εκτίμθςθ τθσ τυπικισ απόκλιςθσ. 

 Δε κεωρείται αξιόπιςτο μζτρο 
διαςποράσ, επειδι βαςίηεται μόνο 
ςτισ δυο ακραίεσ παρατθριςεισ. 

 Δε χρθςιμοποιείται για περαιτζρω 
ςτατιςτικι ανάλυςθ. 

΢υντελεςτήσ μεταβολήσ 

 Είναι κακαρόσ αρικμόσ. 

 Χρθςιμοποιείται ωσ μζτρο 
ςφγκριςθσ τθσ μεταβλθτότθτασ, 
όταν ζχουμε ίδιεσ ι και 
διαφορετικζσ μονάδεσ μζτρθςθσ. 

 Χρθςιμοποιείται ωσ μζτρο ομοι-
ογζνειασ ενόσ πλθκυςμοφ. 

 Δεν ενδείκνυται ςτθν περίπτωςθ 
που θ μζςθ τιμι είναι κοντά ςτο 
μθδζν. 

ΠΡΟ΢ΟΧΗ !!! 
1. Η τυπικι απόκλιςθ είναι πάντοτε μθ αρνθτικόσ αρικμόσ . 
2. Ο ςυντελεςτισ μεταβολισ είναι πάντοτε κακαρόσ αρικμόσ (χωρίσ μονάδεσ 
μζτρθςθσ) και το όριο ομοιογζνειασ είναι το 10% ι 0,1 (μζχρι και αυτι τθν τιμι 
του CV το δείγμα κεωρείται ομοιογενζσ). 
3. Στισ περιπτϊςεισ που οι παρατθριςεισ μεταβάλλονται ομοιόμορφα , για τον 
ςυντελεςτι μεταβολισ CV ιςχφουν: 

 
 

Παραπομπζσ/Σημειώςεισ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Διαςπορά και τυπική απόκλιςη 

 Λαμβάνονται υπόψθ για τον 
υπολογιςμό τουσ όλεσ οι 
παρατθριςεισ. 

 Ζχουν μεγάλθ εφαρμογι ςτθ 
ςτατιςτικι ςυμπεραςματολογία. 

 Σε κανονικοφσ πλθκυςμοφσ το 68%, 
95%, 99,7% των παρατθριςεων 
βρίςκονται ςτα διαςτιματα sx  , 

sx 2  και sx 3  αντίςτοιχα. 

 Το κυριότερο μειονζκτθμα τθσ 
διαςποράσ είναι ότι δεν 
εκφράηεται ςτισ ίδιεσ μονάδεσ με 
το χαρακτθριςτικό. Το 
μειονζκτθμα αυτό παφει να 
υπάρχει με τθ χρθςιμοποίθςθ 
τθσ τυπικισ απόκλιςθσ 

 Απαιτοφνται περιςςότερεσ 
αλγεβρικζσ πράξεισ για τον 
υπολογιςμό τουσ παρά ςτα άλλα 
μζτρα. 
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 Στον πολλαπλαςιαςμό των παρατθριςεων επί c (ι ςτθ μεταβολι 
κατά ποςοςτό) ο CV μζνει ο ίδιοσ. 

 Στθν πρόςκεςθ ενόσ αρικμοφ c ςε κάκε παρατιρθςθ ο CV αλλάηει 
(αφοφ μζνει ίδια θ τυπικι απόκλιςθ ενϊ θ μζςθ τιμι αλλάηει). 

 

3.Καλοληθή Καηαλοκή (Καηαλοκή Gauss) 
Αν ζχουμε κανονικι ι περίπου κανονικι κατανομι παρατθριςεων, τότε 
οπωςδιποτε κυμόμαςτε τα παρακάτω: 

 Ιςχφουν : x = δ και R   6S. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 Συνικωσ μασ δίνονται δφο πλθροφορίεσ ςχετικά με τισ επτά 
χαρακτθριςτικζσ τιμζσ x - 3s, x - 2s, x - s, x , x + s, x + 2s, x + 3s, 
οπότε γράφοντασ τισ αντίςτοιχεσ ςχζςεισ προκφπτει ζνα ςφςτθμα με 
αγνϊςτουσ x , s το οποίο και λφνουμε. 

 Τα ποςοςτά των παρατθριςεων ςε κάκε διάςτθμα δθλϊνουν 
ταυτόχρονα και τθν πικανότθτα να επιλζξουμε τυχαία ζνα ςτοιχείο 
του δείγματοσ και να ανικει ςτο αντίςτοιχο διάςτθμα. 

 
 

 

 

 

 

 

Παραπομπζσ/Σημειώςεισ 
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1. ΘΕΩΡΙΑ ΚΕΦΑΛΑΙΟΤ 3 - Πιθανότητεσ 

Πείραμα Σφχησ 
Κάζε πείξακα θαηά ην νπνίν ε γλώζε ησλ ζπλζεθώλ θάησ από ηηο νπνίεο εθηειείηαη θαζνξίδεη 

πιήξσο ην απνηέιεζκα ιέγεηαη αηηηνθξαηηθό (deterministic) πείξακα. 

Τπάξρνπλ όκσο θαη πεηξάκαηα ησλ νπνίσλ δελ κπνξνύκε εθ ησλ πξνηέξσλ λα πξνβιέςνπκε ην 

απνηέιεζκα, κνινλόηη επαλαιακβάλνληαη (θαηλνκεληθά ηνπιάρηζηνλ) θάησ από ηηο ίδηεο ζπλζήθεο. 

Έλα ηέηνην πείξακα νλνκάδεηαη πείξακα ηύρεο (random experiment).  

Δειγματικόσ  Χϊροσ 
Όια ηα απνηειέζκαηα πνπ κπνξνύλ λα εκθαληζηνύλ ζε έλα πείξακα ηύρεο ιέγνληαη δπλαηά 

απνηειέζκαηα ή δπλαηέο πεξηπηώζεηο ηνπ πεηξάκαηνο. Σν ζύλνιν ησλ δπλαηώλ απνηειεζκάησλ 

ιέγεηαη δεηγκαηηθόο ρώξνο (sample space) θαη ζπκβνιίδεηαη ζπλήζσο κε ην γξάκκα  Ω. Αλ δειαδή 

θωωω ,...,, 21  είλαη ηα δπλαηά απνηειέζκαηα ελόο πεηξάκαηνο ηύρεο, ηόηε ν δεηγκαηηθόο ρώξνο ηνπ 

πεηξάκαηνο ζα είλαη ην ζύλνιν: 

},...,,{ 21 θωωωΩ  . 

Ενδεχόμενα 
Σν ζύλνιν πνπ έρεη σο ζηνηρεία έλα ή πεξηζζόηεξα απνηειέζκαηα ελόο πεηξάκαηνο ηύρεο ιέγεηαη 

ελδερόκελν (event) ή γεγνλόο. Δίλαη θαλεξό όηη έλα ελδερόκελν είλαη ππνζύλνιν ηνπ δεηγκαηηθνύ 

ρώξνπ. Έλα ελδερόκελν ιέγεηαη απιό όηαλ έρεη έλα κόλν ζηνηρείν θαη ζύλζεην αλ έρεη πεξηζζόηεξα 

ζηνηρεία. Όηαλ ην απνηέιεζκα ελόο πεηξάκαηνο, ζε κηα ζπγθεθξηκέλε εθηέιεζή ηνπ είλαη ζηνηρείν 

ελόο ελδερνκέλνπ, ηόηε ιέκε όηη ην ελδερόκελν απηό πξαγκαηνπνηείηαη ή ζπκβαίλεη. Γη’απηό ηα 

ζηνηρεία ελόο ελδερνκέλνπ ιέγνληαη θαη επλνϊθέο πεξηπηώζεηο γηα ηελ πξαγκαηνπνίεζή ηνπ. Ο ίδηνο 

ν δεηγκαηηθόο ρώξνο Ω ελόο πεηξάκαηνο ζεσξείηαη όηη είλαη ελδερόκελν, ην νπνίν κάιηζηα 

πξαγκαηνπνηείηαη πάληνηε, αθνύ όπνην θαη αλ είλαη ην απνηέιεζκα ηνπ πεηξάκαηνο ζα αλήθεη ζην Ω. 

Γη’απηό ην Ω ιέγεηαη βέβαην ελδερόκελν. Γερόκαζηε αθόκα σο ελδερόκελν θαη ην θελό ζύλνιν   

πνπ δελ πξαγκαηνπνηείηαη ζε θακηά εθηέιεζε ηνπ πεηξάκαηνο ηύρεο. Γη’απηό ιέκε όηη ην   είλαη ην 

αδύλαην ελδερόκελν.  

Σν πιήζνο ησλ ζηνηρείσλ ελόο ελδερνκέλνπ Α ζα ην ζπκβνιίδνπκε κε )(AN .  

Πράξεισ με Ενδεχόμενα 
Tα ελδερόκελα είλαη ππνζύλνια ηνπ δεηγκαηηθνύ ρώξνπ Ω. Δπνκέλσο, κεηαμύ ησλ ελδερνκέλσλ 

ελόο πεηξάκαηνο κπνξνύλ λα νξηζηνύλ νη γλσζηέο πξάμεηο κεηαμύ ησλ ζπλόισλ, από ηηο νπνίεο 

πξνθύπηνπλ λέα ελδερόκελα. Έηζη, αλ  Α θαη  Β είλαη δύν ελδερόκελα, έρνπκε: 

 

 

 Σν ελδερόκελν BA , πνπ δηαβάδεηαη ―Α ηνκή Β‖ ή 

―Α θαη Β‖ θαη πξαγκαηνπνηείηαη, όηαλ πξαγκαηνπνηνύληαη 

ζπγρξόλσο ηα  Α θαη  Β. 

 

 

 

 

 Σν ελδερόκελν BA , πνπ δηαβάδεηαη ―Α έλσζε Β‖ ή 

―Α ή Β‖ θαη πξαγκαηνπνηείηαη, όηαλ πξαγκαηνπνηείηαη έλα 

ηνπιάρηζηνλ από ηα  Α,  Β. 

 

 

 
A B

 Ω

 B A

 

 A B

 Ω

 B A
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 Σν ελδερόκελν A , πνπ δηαβάδεηαη ―όρη Α‖ ή 

―ζπκπιεξσκαηηθό ηνπ Α‖ θαη πξαγκαηνπνηείηαη, όηαλ δελ 

πξαγκαηνπνηείηαη ην Α. Σν A  ιέγεηαη θαη ―αληίζεην ηνπ 

Α‖. 

 

 

 

 

 Σν ελδερόκελν BA , πνπ δηαβάδεηαη ―δηαθνξά ηνπ 

Β από ην Α‖ θαη πξαγκαηνπνηείηαη, όηαλ 

πξαγκαηνπνηείηαη ην Α αιιά όρη ην Β. Δίλαη εύθνιν λα 

δνύκε όηη BABA  . 

 

 

 

΢ηνλ παξαθάησ πίλαθα ηα Α θαη Β ζπκβνιίδνπλ ελδερόκελα ελόο πεηξάκαηνο θαη ην ω έλα 

απνηέιεζκα ηνπ πεηξάκαηνο απηνύ. ΢ηελ αξηζηεξή ζηήιε ηνπ πίλαθα αλαγξάθνληαη δηάθνξεο 

ζρέζεηο γηα ηα Α θαη Β δηαηππσκέλεο ζηελ θνηλή γιώζζα, θαη ζηε δεμηά ζηήιε αλαγξάθνληαη νη ίδηεο 

ζρέζεηο αιιά δηαηππσκέλεο ζηε γιώζζα ησλ ζπλόισλ. 

Σν ελδερόκελν  Α  πξαγκαηνπνηείηαη 

Σν ελδερόκελν  Α  δελ πξαγκαηνπνηείηαη 

Έλα ηνπιάρηζηνλ από ηα  Α  θαη  Β  

πξαγκαην- 

πνηείηαη 

Πξαγκαηνπνηνύληαη ακθόηεξα ηα  Α  θαη  Β 

Γελ πξαγκαηνπνηείηαη θαλέλα από ηα  Α  

θαη  Β 

Πξαγκαηνπνηείηαη κόλν ην  Α 

Η πξαγκαηνπνίεζε ηνπ Α ζπλεπάγεηαη 

ηελ πξαγκαηνπνίεζε ηνπ Β 

Aω  

Aω   (ή Aω ) 

BAω   

 

BAω   

BAω ( )΄ 

BAω   (ή BAω  ΄) 

 

BA  

Αςυμβίβαςτα  Ενδεχόμενα 
Γύν ελδερόκελα Α θαη Β ιέγνληαη αζπκβίβαζηα, όηαλ BA . 

Γύν αζπκβίβαζηα ελδερόκελα ιέγνληαη επίζεο μέλα κεηαμύ ηνπο ή ακνηβαίωο απνθιεηόκελα. 

 
Ζννοια  και  Ιδιότητεσ  ΢χετικήσ ΢υχνότητασ 

Αλ ζε λ εθηειέζεηο ελόο πεηξάκαηνο έλα ελδερόκελν Α  πξαγκαηνπνηείηαη θ θνξέο, ηόηε ν ιόγνο 
v

θ
 

νλνκάδεηαη ζρεηηθή ζπρλόηεηα ηνπ Α θαη ζπκβνιίδεηαη κε Af . Ιδηαίηεξα αλ ν δεηγκαηηθόο ρώξνο ελόο 

πεηξάκαηνο είλαη ην πεπεξαζκέλν ζύλνιν },...,,{ 21 ιωωωΩ   θαη ζε λ εθηειέζεηο ηνπ πεηξάκαηνο 

απηνύ ηα απιά ελδερόκελα ){},...,{},{ 21 ιωωω  πξαγκαηνπνηνύληαη ιθθθ ,...,, 21  θνξέο αληηζηνίρσο, 

ηόηε γηα ηηο ζρεηηθέο ζπρλόηεηεο 
v

θ
f

v

θ
f

v

θ
f ι

ι  ,...,, 2
2

1
1  ησλ απιώλ ελδερνκέλσλ ζα έρνπκε: 

 1. ιif i ,...,2,1,10   (αθνύ vθi 0 ) 

 Ω

 A΄

 A

 

 A B

 Ω

 B A
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 2. 1
...

... 21
21 




v

v

v

θθθ
fff ι

ι . 

Σν ζπκπέξαζκα όηη νη ζρεηηθέο ζπρλόηεηεο πξαγκαηνπνίεζεο ησλ ελδερνκέλσλ ελόο πεηξάκαηνο 

ζηαζεξνπνηνύληαη γύξσ από θάπνηνπο αξηζκνύο (όρη πάληνηε ίδηνπο), θαζώο ν αξηζκόο ησλ δνθηκώλ 

ηνπ πεηξάκαηνο επαλαιακβάλεηαη απεξηόξηζηα νλνκάδεηαη ζηαηηζηηθή νκαιόηεηα ή λόκνο ηωλ 

κεγάιωλ αξηζκώλ. Σν εκπεηξηθό απηό εμαγόκελν επηβεβαηώλεηαη θαη ζεσξεηηθά. 

 

Κλαςικόσ  Οριςμόσ  Πιθανότητασ 
Γεληθά, ζε έλα πείξακα κε λ ηζνπίζαλα απνηειέζκαηα ε ζρεηηθή ζπρλόηεηα ελόο ελδερνκέλνπ κε θ 

ζηνηρεία ζα ηείλεη ζηνλ αξηζκό 
λ

θ
. Γη’απηό είλαη εύινγν ζε έλα πείξακα κε ηζνπίζαλα απνηειέζκαηα 

λα νξίζνπκε σο πηζαλόηεηα ηνπ ελδερνκέλνπ  Α  ηνλ αξηζκό: 

 

)(

)(

λΠεξηπηώζεσΓπλαηώλΠιήζνο

λΠεξηπηώζεσΔπλντθώλΠιήζνο
)(

ΩN

AN
AP  . 

Έηζη, έρνπκε ηνλ θιαζηθό νξηζκό ηεο πηζαλόηεηαο, πνπ δηαηππώζεθε από ηνλ Laplace ην 1812. 

Από ηνλ πξνεγνύκελν νξηζκό πξνθύπηεη άκεζα όηη: 

1.  1
)(

)(
)( 






N

N
P  

2.  0
)(

0
)( 

N
P  

3.  Γηα θάζε ελδερόκελν  Α ηζρύεη 1)(0  AP , αθνύ ην πιήζνο ησλ ζηνηρείσλ ελόο ελδερνκέλνπ 

είλαη ίζν ή κηθξόηεξν από ην πιήζνο ησλ ζηνηρείσλ ηνπ δεηγκαηηθνύ ρώξνπ. 

 

Αξιωματικόσ  Οριςμόσ  Πιθανότητασ 

Έζησ },...,,{ 21 λωωω  έλαο δεηγκαηηθόο ρώξνο κε πεπεξαζκέλν πιήζνο ζηνηρείσλ. ΢ε θάζε 

απιό ελδερόκελν }{ iω  αληηζηνηρίδνπκε έλαλ πξαγκαηηθό αξηζκό, πνπ ηνλ ζπκβνιίδνπκε κε 

)( iωP , έηζη ώζηε λα ηζρύνπλ: 

                1)(0  iωP  

                1)(...)()( 21  λωPωPωP . 

Σνλ αξηζκό )( iωP  νλνκάδνπκε πηζαλόηεηα ηνπ ελδερνκέλνπ }{ iω . 

Ωο πηζαλόηεηα )(AP  ελόο ελδερνκέλνπ  },...,,{ 21 θαααA  νξίδνπκε ην άζξνηζκα 

)(...)()( 21 θαPαPαP  , ελώ σο πηζαλόηεηα ηνπ αδύλαηνπ ελδερνκέλνπ   νξίδνπκε ηνλ αξηζκό 

0)( P . 

Αλ 
v

ωP i

1
)(  , vi ,...,2,1 , ηόηε έρνπκε ηνλ θιαζηθό νξηζκό ηεο πηζαλόηεηαο ελόο ελδερνκέλνπ. ΢ηελ 

πξάμε, ηδηαίηεξα ζηελ πεξίπησζε πνπ δελ ηζρύεη ν θιαζηθόο νξηζκόο ηεο πηζαλόηεηαο, σο 

πηζαλόηεηα ελόο ελδερνκέλνπ Α ιακβάλεηαη ην όξην ηεο ζρεηηθήο ηνπ ζπρλόηεηαο. 

΢ΧΟΛΗΟ 

Όηαλ έρνπκε έλα δεηγκαηηθό ρώξν },...,,{ 21 λωωω  θαη ρξεζηκνπνηνύκε ηε θξάζε ―παίξλνπκε 

ηπραία έλα ζηνηρείν ηνπ Ω‖, ελλννύκε όηη όια ηα δπλαηά απνηειέζκαηα είλαη ηζνπίζαλα κε 

πηζαλόηεηα 
v

ωP i

1
)(  , vi ,...,2,1 . 
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Κανόνεσ  Λογιςμοφ  των  Πιθανοτήτων 
Γηα ηηο πηζαλόηεηεο ησλ ελδερνκέλσλ ελόο δεηγκαηηθνύ ρώξνπ Ω ηζρύνπλ νη παξαθάησ ηδηόηεηεο, 

γλσζηέο σο ―θαλόλεο ινγηζκνύ ησλ πηζαλνηήησλ‖. Οη θαλόλεο απηνί ζα απνδεηρζνύλ ζηελ 

πεξίπησζε πνπ ηα απιά ελδερόκελα είλαη ηζνπίζαλα. Απνδεηθλύεηαη όκσο όηη ηζρύνπλ θαη ζηελ 

πεξίπησζε πνπ ηα απιά ελδερόκελα δελ είλαη ηζνπίζαλα. 

1. Γηα νπνηαδήπνηε αζπκβίβαζηα κεηαμύ ηνπο ελδερόκελα  Α θαη  Β ηζρύεη: 

)()()( BPAPBAP   

 

ΑΠΟΓΔΙΞΗ 

Αλ θAN )(  θαη ιBN )( , ηόηε ην BA  έρεη ιθ   ζηνηρεία, γηαηί αιιηώο ηα Α θαη Β δε ζα ήηαλ 

αζπκβίβαζηα. Γειαδή, έρνπκε )()()( BNANιθBAN  . 

Δπνκέλσο: 

)(

)(
)(

N

BAN
BAP


  

               
)(

)()(

N

BNAN 
  

               
)(

)(

)(

)(

 N

BN

N

AN
 . 

               )()( BPAP  . 

Η ηδηόηεηα απηή είλαη γλσζηή σο απιόο πξνζζεηηθόο λόκνο (simply additive law) θαη ηζρύεη θαη γηα 

πεξηζζόηεξα από δύν ελδερόκελα. Έηζη, αλ ηα ελδερόκελα Α, Β θαη Γ είλαη αλά δύν αζπκβίβαζηα ζα 

έρνπκε )()()()( ΓPBPAPΓBAP  . 

 

2.  Γηα δύν ζπκπιεξσκαηηθά ελδερόκελα  Α  θαη A  ηζρύεη: 

)(1)( APAP   

ΑΠΟΓΔΙΞΗ 

Δπεηδή  AA , δειαδή ηα Α θαη A  είλαη αζπκβίβαζηα, έρνπκε δηαδνρηθά, ζύκθσλα κε ηνλ 

απιό πξνζζεηηθό λόκν: 
  )()()( APAPAAP   

         )()()( APAPP   

     )()(1 APAP  . 

Οπόηε          )(1)( APAP  . 

 

3.  Γηα δύν ελδερόκελα  Α  θαη  Β  ελόο δεηγκαηηθνύ 

ρώξνπ Ω ηζρύεη: 

)()()()( BAPBPAPBAP   

ΑΠΟΓΔΙΞΗ 
Γηα δπν ελδερόκελα  Α  θαη  Β  έρνπκε 

   )()()()( BANBNANBAN  ,   (1) 

αθνύ ζην άζξνηζκα )()( BNAN   ην πιήζνο ησλ 

ζηνηρείσλ ηνπ BA  ππνινγίδεηαη δπν θνξέο. 

Αλ δηαηξέζνπκε ηα κέιε ηεο (1) κε )(N  έρνπκε: 

)(

)(

)(

)(

)(

)(

)(

)(

 N

BAN

N

BN

N

AN

N

BAN 



 

 
A B

 Ω

 B A

 

 Ω

 A΄

 A

 

 
A B

 Ω

 B
 A
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θαη επνκέλσο 

)()()()( BAPBPAPBAP  . 

Η ηδηόηεηα απηή είλαη γλσζηή σο πξνζζεηηθόο λόκνο (additive law). 

 

4.          Αλ BA , ηόηε )()( BPAP   

 

ΑΠΟΓΔΙΞΗ 

Δπεηδή BA  έρνπκε δηαδνρηθά: 

)()( BNAN   

)(

)(

)(

)(

 N

BN

N

AN
  

              )()( BPAP  . 

5. Γηα δύν ελδερόκελα  Α  θαη  Β  ελόο δεηγκαηηθνύ 

ρώξνπ  Ω  ηζρύεη 

)()()( BAPAPBAP  . 

 

ΑΠΟΓΔΙΞΗ 
Δπεηδή ηα ελδερόκελα BA  θαη BA  είλαη αζπκβίβαζηα 

θαη ABABA  )()( , έρνπκε: 

)()()( BAPBAPAP  . 

Άξα  )()()( BAPAPBAP  . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2. Γενικζσ οδηγίεσ εν όψει εξζταςησ 
1. Όηαλ έλα πείξακα ηύρεο απνηειείηαη από ηνπιάρηζηνλ δύν θάζεηο (π.ρ. ξίςε ελόο δαξηνύ θαη 

ελόο θέξκαηνο), ηόηε ν δεηγκαηηθόο ρώξνο Ω πξνζδηνξίδεηαη επθνιόηεξα κε ηελ βνήζεηα ελόο 

δελδξνδηαγξάκκαηνο, ζην νπνίν πεξηγξάθνπκε δηαδνρηθά θάζε θάζε θαη ηα απνηειέζκαηά 

ηεο.  

2. Δλδερόκελα – Γηαγξάκκαηα Venn – Πηζαλόηεηεο: 

Οη παξαθάησ πίλαθεο είλαη απνιύησο απαξαίηεηνη ζηελ επίιπζε αζθήζεσλ: 

 

 

 

 

 Ω

 B

 A

 

 A B

 Ω

 B A

 



Μαζεκαηηθά Γ.Π. 

Επιμζλεια: Γαμβρζλλησ Αργφρησ  33 
 

 Δλδερόκελν ΢πκβνιηζκόο Γηάγξακκα Πηζαλόηεηα 

1 
Πξαγκαηνπνηείηαη ην 

Α 
Α 

 

Ρ(Α) 

2 
Γελ πξαγκαηνπνηείηαη  

ην Α 
Α΄ 

 

Ρ(Α΄) = 1 - Ρ(Α) 

3 

Πξαγκαηνπνηείηαη 

κόλο  
ην Α 

Α – Β = Α  Β΄ 

 

Ρ(Α-Β) = Ρ(Α) - Ρ(Α  Β) 

4 

Πξαγκαηνπνηείηαη  

ην Α ή ην Β 

(Πξαγκαηνπνηείηαη 

 έλα ηοσιάτηζηολ 

 από ηα Α θαη Β) 

Α  Β 

 

Ρ(Α  Β) = Ρ(Α) + P(B) - Ρ(Α 

 Β) 

5 

Πξαγκαηνπνηείηαη 

 ην Α θαη ην Β 

(Πξαγκαηνπνηνύληαη  

ηα Α θαη Β 

ζπγρξόλωο) 

Α  Β 

 

Ρ(Α  Β) 

6 

Γελ πξαγκαηνπνηείηαη 

θαλέλα από ηα Α θαη 

Β 

(Α  Β)΄ = Α΄ 

Β΄ 

 

  


          

7 

Πξαγκαηνπνηείηαη ηο 

ποιύ έλα από ηα Α 

θαη Β 

(Α  Β)΄ = Α΄ 

Β΄ 

 

             

8 

Πξαγκαηνπνηείηαη 

κόλο έλα από ηα Α 

θαη Β 

(Α – Β)  (Β – 

Α) 

 

          =                      

Ρ(Α – Β) + Ρ(Β – Α) 

 Αζπκβίβαζηα ελδερόκελα 

1 
Πξαγκαηνπνηείηαη  

κόλο ηο Α 
Α – Β = Α 

 

Ρ(Α – Β) = Ρ(Α) 

2 

Πξαγκαηνπνηείηαη  

ην Α θαη ην Β 

(Πξαγκαηνπνηνύληαη 

ηα Α θαη Β 

ζπγρξόλωο) 

Α  Β =  

 

Ρ(Α  Β) = 0 

3 

Πξαγκαηνπνηείηαη  

ην Α ή ην Β 

(Πξαγκαηνπνηείηαη 

έλα ηνπιάρηζηνλ από 

ηα Α θαη Β) 

Α  Β 

 

Ρ(Α  Β) = Ρ(Α) + P(B) 



Μαζεκαηηθά Γ.Π. 

Επιμζλεια: Γαμβρζλλησ Αργφρησ  34 
 

4 

Πξαγκαηνπνηείηαη έλα 

ηοσιάτηζηολ από ηα 

Α , Β θαη Γ 
Α  Β  Γ 

 

Ρ(Α  Β  Γ) =  

Ρ(Α) + Ρ(Β) + Ρ(Γ) 

3. Όηαλ γηα θάπνην δεηγκαηηθό ρώξν Ω = {σ1, σ2,…, σλ} ρξεζηκνπνηνύληαη θξάζεηο όπσο 

«…επηιέγνπκε ηπραία έλα ζηνηρείν ηνπ Ω…» , ελλνείηαη όηη όια ηα δπλαηά απνηειέζκαηα είλαη 

ηζνπίζαλα κε πηζαλόηεηα: P(ωi) = 
1

λ
, i = 1,…,λ. 

4. Αλ ηζρύεη: P(A) + P(B) > 1, ηόηε ηα ελδερόκελα Α, Β δελ είλαη αζπκβίβαζηα. Σν αληίζηξνθν 

δελ ηζρύεη γεληθά. 

5. ΢ε δεηγκαηηθό ρώξν Ω κε ηζνπίζαλα ελδερόκελα ηζρύνπλ νη ηζνδπλακίεο: 

 P(A) = 1  A = Ω 

 P(A) = 0  A =  

Οη παξαπάλσ ηζνδπλακίεο δελ ηζρύνπλ γεληθά ζε δεηγκαηηθό ρώξν Ω κε κε ηζνπίζαλα 

ελδερόκελα. 

6. Αλ έρνπκε δεηγκαηηθό ρώξν Ω = {σ1, σ2,…, σλ} κε κε ηζνπίζαλα ελδερόκελα, ηόηε πξέπεη 

αξρηθά είλαη λα βξνύκε όιεο ηηο πηζαλόηεηεο P(ωi), i = 1, 2, …,λ. Γηα λα ην πεηύρνπκε απηό 

ζπλδπάδνπκε θαηάιιεια ηα δεδνκέλα κε ηελ βαζηθή ηδηόηεηα: P(ω1) + P(ω2) + …+ P(ωθ) = 

1. 

7. ΢πγθεληξωηηθόο πίλαθαο ηύπωλ: 

i. P(Α  Β) = P(A) + P(B) – P(Α  Β)  P(A) + P(B) = P(Α  Β) + P(Α  Β) 

ii. P(A΄) = 1 – P(A) 

iii. Αλ Α  Β, ηόηε P(A)  P(B). 

iv. P(A – B) = P(Α  Β΄) = P(A) – P(Α  Β) 

v. P(B – A) = P(B  A΄) = P(B) – P(Α  Β) 

8. Χξήζηκεο ζρέζεηο γηα ηνλ ππνινγηζκό πηζαλνηήηωλ: 

 Γελ μερλάκε πνηέ όηη: 0  P(A)  1, γηα νπνηνδήπνηε ελδερόκελν Α Ω. 

 Με ηε βνήζεηα ηνπ δηπιαλνύ δηαγξάκκαηνο Venn πξνθύπηνπλ νη ζρέζεηο: 

i.    P(Α Β) P(Α) P(Α Β)  

ii.    P(Α Β) P(B) P(Α Β)  

iii.    P(Α Β) P(Α) P(Α Β)  

iv.    P(B A) P(B) P(Α Β)  

v.      P(Α Β ) P(Α Β )  

 

 Αλ Α, Β ελδερόκελα ελόο δεηγκαηηθνύ ρώξνπ Ω, ηόηε ηζρύνπλ νη ηζόηεηεο: 

i. (Α  Β)΄ = Α΄  Β΄ 

ii. (Α  Β) = Α΄  Β΄      (Καλόλεο De Morgan) 

 Αλ καο δεηείηαη λα απνδείμνπκε ζρέζε πνπ πεξηέρεη ηηο πηζαλόηεηεο P(A) θαη P(A΄), ηόηε 

ρξεζηκνπνηνύκε ηελ βαζηθή ηζόηεηα P(A΄) = 1 – P(A) ώζηε λα απαιείςνπκε ηελ P(A΄)(ή 

ηελ P(A)).Αλάινγα εξγαδόκαζηε θαη γηα λα αμηνπνηήζνπκε δεδνκέλε ζρέζε πνπ πεξηέρεη 

ηηο P(A) θαη P(A΄). 

 

 

 


