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Θυμόμαςτε πάντοτε ότι: 
 

1. τισ πράξεισ με μιγαδικοφσ δεν αφινουμε ςυνικωσ μιγαδικό ςτον παρονομαςτι. 
Πολλαπλαςιάηουμε με τον ςυηυγι μιγαδικό του παρονομαςτι και ζτςι ο παρονομαςτισ γίνεται 
πραγματικόσ και ίςοσ με το τετράγωνο του μζτρου του. 

2. Αν z = α+βi, α, β R, τότε ιςχφουν : 

azz 2  = 2Re(z) 

izz 2 = 2Im(z)i 

222
  zzz . 

3. Για τισ δυνάμεισ του i ιςχφει : i
ν
 = i

4κ+υ
 =i

υ
 =  …. , με υ = 0 , 1 , 2 , 3. Σα κ , υ είναι το πθλίκο και το 

υπόλοιπο αντίςτοιχα τθσ διαίρεςθσ του ν με το 4.  
 

4. Αν z = α  αi , με αIR τότε: z
2
 = (α  αi)

2
 =  2α

2
i, οπότε όλεσ οι δυνάμεισ του z με άρτιο εκκζτθ 

μποροφν να εκφραςτοφν πιο απλά, π.χ. (α+αi)
2004

 = ((α+αi)
2
)

1002
= (2α

2
i)

1002
 = -2

1002
∙α

2004
. 

5. Προςοχι ςτθν παραγοντοποίθςθ με το i: α + βi = i(β – αi) κι επειδι |i| = 1, ιςχφει: 

  |α + βi| = |β – αi|. Γενικότερα : | (α)  βi| = |(β)  αi|.  
6. Θ παράςταςθ α

2 
+ β

2
 ςτουσ μιγαδικοφσ γίνεται διαφορά  τετραγώνων: 

α
2
+β

2
 = α

2
-(iβ)

2
 = (α – iβ)(α + iβ). 

7. Κάκε πολυωνυμικι εξίςωςθ με πραγματικοφσ ςυντελεςτζσ που ζχει ρίηα ζναν μιγαδικό z1 , ζχει 

ρίηα και το ςυηυγι του 1z και αντιςτρόφωσ.  

8. Θ εξίςωςθ αχ
2
+βχ+γ = 0, με α,β,γ IR, και Δ<0 , ζχει ρίηεσ δφο ςυηυγείσ μιγαδικοφσ z1 και z2, με 

z1+z2 = -



 και z1∙z2 =




.Οπότε αν z1,z2 ρίηεσ τθσ εξίςωςθσ τότε:  

 z1+z2 = 2Re(z1) = 2Re(z2) = - 



και z1∙z2 = 

2 2

1 2z z



  . 

9. Όταν ζχουμε δεδομζνο ι ηθτοφμενο  ότι ζνασ μιγαδικόσ είναι πραγματικόσ ι φανταςτικόσ 
πικανότατα χρειάηεται να χρθςιμοποιιςουμε τισ ιςοδυναμίεσ: 

 z  πραγματικόσ  zz   Im(z) = 0     

 z  φανταςτικόσ  zz   Re(z) = 0. 
(τεφχοσ 1, ςελ. 24 και ςελ. 57) 

8. Να χρθςιμοποιοφμε το εξισ : z
z

z
z

zzz 
22

2 
  , ρ 0 .   

1. π.χ.:   1z  τότε: z
z


1
 , z
z


1
 , 1zz . 

9. Aν δυο μιγαδικζσ παραςτάςεισ είναι ίςεσ, τότε και οι ςυηυγείσ παραςτάςεισ τουσ κα είναι ίςεσ. 
Αυτι θ παρατιρθςθ, ςε ςυνδυαςμό με τθν προθγοφμενθ, μασ επιτρζπει να αποδεικνφουμε 
ιςότθτεσ με μζτρα μιγαδικϊν παραςτάςεων. (τεφχοσ 1, ςελ. 55) 

10. Aν δίνεται εξίςωςθ τθσ μορφισ z
 μ

 = ( z )
 ν

 με μ, ν  Η
*
, τότε παίρνουμε τα μζτρα των δφο μελϊν 

τθσ ςχζςθσ και χρθςιμοποιϊντασ τισ ιδιότθτεσ του μζτρου βρίςκουμε το |z|. Σότε, ζχοντασ 

ςχζςθ μεταξφ z και z , θ αρχικι εξίςωςθ λφνεται εφκολα  (τεφχοσ 1, ςελ. 61) 
11. ε εξιςϊςεισ μιγαδικϊν ςυχνά χρειάηεται να βάλουμε μζτρα και ςτα δυο μζλθ τθσ αρχικισ 

εξίςωςθσ. Θ εξίςωςθ που προκφπτει δεν είναι ιςοδφναμθ τθσ αρχικισ, και γι’αυτό οι λφςεισ 
που βρίςκουμε πρζπει να επαλθκεφονται. 

12.  Δεν ζχουν νόθμα ανιςϊςεισ μιγαδικϊν, εκτόσ αν αυτοί είναι πραγματικοί. 
13.  Ζνα ςθμείο του επιπζδου Μ(χ , ψ) είναι ιςοδφναμο με τον μιγαδικό z = χ+ψi και λζγεται εικόνα 

του z. Επίςθσ, το αντίςτοιχο διάνυςμα κζςθσ OM = (χ,ψ) είναι ιςοδφναμο με τον μιγαδικό z = 

χ+ψi. 
14. Σο μζτρο ενόσ μιγαδικοφ είναι θ απόςταςθ τθσ εικόνασ του από τθν αρχι των αξόνων. Η 

απόςταςθ των εικόνων δφο μιγαδικών είναι ίςθ με το μζτρο τθσ διαφοράσ τουσ. 
15.  Αν z ζνασ μιγαδικόσ τότε: 

θ εικόνα του –z είναι ςυμμετρικι τθσ εικόνασ του z ωσ προσ το Ο.  
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θ εικόνα του z είναι ςυμμετρικι τθσ εικόνασ του z ωσ προσ τον χϋχ. 

θ εικόνα του z είναι ςυμμετρικι τθσ εικόνασ του z ωσ προσ τον ψϋψ. 

Οι εικόνεσ των z , -z , z  , z  ιςαπζχουν από τθν αρχι των αξόνων δθλαδι:  

zzzz   

16. Θ ιδιότθτα |z| = | z | ςε ςυνδυαςμό με τθν ιδιότθτα z = 
z

z 2||
 , για z  0, μασ επιτρζπουν να 

αποδείξουμε ιςότθτεσ/ανιςότθτεσ με μζτρα μιγαδικϊν. (τεφχοσ 1, ςελ. 51,53,55) 

17.  Γενικά ιςχφει: |z1 – z2|
2
 + |z1 + z2|

2
 = 2|z1|

2
 + 2|z2|

2
 για κάκε z1, z2C. (Άςκ. Α9 ςχολικό 

ςελ.101). ε αςκιςεισ με δεδομζνο π.χ. ότι  z1 + z2 + z3 = 0, θ παραπάνω ιδιότθτα είναι ιδιαίτερα 
χριςιμθ (κα πρζπει βζβαια να τθν αποδείξουμε πριν τθν χρθςιμοποιιςουμε). 

18.  Αν Α θ εικόνα του z1 , Β θ εικόνα του z2 τότε:  

 Θ εξίςωςθ (ωσ προσ z) :  1zz  παριςτάνει κφκλο με κζντρο το Α και ακτίνα ρ. 

τθν περίπτωςθ αυτι ο μιγαδικοί  z με το ελάχιςτο , μζγιςτο μζτρο κα είναι οι 
μιγαδικοί  που είναι τα ςθμεία τομισ του κφκλου και τθσ ευκείασ ΟΑ. 

 Θ εξίςωςθ (ωσ προσ z) : azzzz 221   , με 221  zz  ,   παριςτάνει 

ζλλειψθ με εςτίεσ τα ςθμεία Α, Β μικοσ μεγάλου άξονα 2α. 

 Θ εξίςωςθ (ωσ προσ z) : azzzz 221   , με 221  zz  ,   παριςτάνει 

υπερβολι με εςτίεσ τα ςθμεία Α, Β απόςταςθ κορυφϊν 2α 

 Θ εξίςωςθ (ωσ προσ z) : 21 zzzz   παριςτάνει τθν μεςοκάκετθ ευκεία του ΑΒ.  

Γενικά, κα πρζπει να ερμθνεφουμε μια παράςταςθ ι ςχζςθ μζτρων γεωμετρικά, γνωρίηοντασ ότι: 

 το μζτρο ενόσ μιγαδικοφ z εκφράηει τθν απόςταςθ τθσ εικόνασ του z από το Ο(0,0) και 

 το μζτρο τθσ διαφοράσ δφο μιγαδικϊν |z – w| εκφράηει τθν απόςταςθ των εικόνων των z, w. 
19. Όταν αναηθτοφμε το μιγαδικό z ι το γεωμετρικό τόπο των εικόνων του μιγαδικοφ z που 

ικανοποιεί κάποια ςυνκικθ, να μθν κάνουμε αμζςωσ αντικατάςταςθ του z με χ+ψi , αλλά να 
προχωράμε τισ πράξεισ οδθγώντασ τθ ςυνκικθ ςε όςο πιο απλι μορφι γίνεται. 

20. Αν οι w = x + yi , z = κ + λi με x, y, κ, λIR  ςυνδζονται με κάποια ςχζςθ και γνωρίηουμε τθ 
γραμμι c ςτθν οποία κινείται θ εικόνα Ρ(κ, λ) του z  τότε για να βροφμε τον γ.τ. των εικόνων 
Μ(x, y) του w κα βρίςκουμε τα κ, λ(τα «γνωςτά») ςυναρτιςει των x, y(τα «άγνωςτα»). τθ 
ςυνζχεια αντικακιςτοφμε τα κ, λ ςτθν εξίςωςθ τθσ c και βρίςκουμε ςχζςθ ανάμεςα ςτα x, y που 
κακορίηουν τον γ.τ. των Μ(x, y). (τεφχοσ 1, ςελ 28 και ςελ. 66). 

21. Για να βροφμε τουσ μιγαδικοφσ που ζχουν μζγιςτο ι ελάχιςτο μζτρο εργαηόμαςτε όπωσ 
περιγράφει το κζμα 9 ςτθ ςελ. 70 του πρϊτου τεφχουσ. 

 
1. Ανάλυςθ 

 

1. Προςζχουμε πάντα το πεδίο οριςμοφ μιασ ςυνάρτθςθσ ι μιασ ςυναρτθςιακισ ςχζςθσ. Αν δεν 
δίνεται, θ πρώτθ μασ δουλειά είναι να το βροφμε. 

 

2. Για το πεδίο οριςμοφ τθσ ))(()( xgfxh   ιςχφει Dh = { gDx | fDxg )( }. Προφανϊσ, αν 

το ςφνολο τιμϊν τθσ )(xg  περιζχεται ςτο πεδίο οριςμοφ τθσ f, τότε το πεδίο οριςμοφ τθσ 

))(()( xgfxh   ςυμπίπτει με το πεδίο οριςμοφ τθσ )(xg . 

 

3. Αν μασ δίνεται ο τφποσ ....))(( xgf και γνωρίηουμε τθν )(xg  τότε κάνουμε τθν 

αντικατάςταςθ : ...)(  xyxg και βρίςκουμε τον τφπο τθσ f , αφοφ f(g(x)) =

....)( yf  

 

4. Αν μασ δίνεται ο τφποσ ....))(( xgf  και γνωρίηουμε τθν )(xf = …  τότε ςτθν  )(xf = …  

βάηουμε όπου x το )(xg . Εξιςϊνουμε τισ δφο ιςότθτεσ ....))(( xgf  οι οποίεσ προκφπτουν 

και βρίςκουμε εφκολα τθν )(xg . 
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5. Θ μονοτονία μιασ ςυνάρτθςθσ αναφζρεται πάντοτε ςε κάποιο διάςτθμα ι ζνωςθ διαςτθμάτων. 

Προςοχι : Αν f  ςτο Δ1 και f  ςτο Δ2, τότε δεν ιςχφει απαραίτθτα   f  ςτο Δ1Δ2. Αν 

δίνεται ότι θ ςυνάρτθςθ f είναι γνθςίωσ μονότονθ, χωρίσ να αναφζρεται το ςφνολο ςτο οποίο 
αυτό ςυμβαίνει, τότε κεωρείται ότι θ ςυνάρτθςθ είναι γνθςίωσ μονότονθ ςτο πεδίο οριςμοφ 
τθσ. 

 

6. Αν οι gf ,  ζχουν το ίδιο είδοσ μονοτονίασ τότε θ ςφνκεςθ τθσ g με τθν f  , δθλαδι θ fog , είναι 

γνθςίωσ αφξουςα. Αν οι gf ,  ζχουν διαφορετικό  είδοσ μονοτονίασ τότε θ ςφνκεςθ τθσ g με 

τθν f  , δθλ. θ fog , είναι γνθςίωσ φκίνουςα. (Αποδεικνφονται εφκολα με βάςθ τον οριςμό). 

 

7.Μια ςυνάρτθςθ f ,γνθςίωσ μονότονθ ςτο *α,β+, ζχει ελάχιςτο και μζγιςτο ςτα άκρα του διαςτιματοσ,  
 

ανεξάρτθτα απ’το αν είναι ςυνεχισ ι όχι.  
 

8. Αν μια ςυνάρτθςθ f είναι γνθςίωσ μονότονθ ςτο πεδίο οριςμοφ τθσ τότε 

 κα είναι και «1 – 1»,   

 κα ορίηεται θ αντίςτροφι τθσ f
 –1

, 

 κάκε εξίςωςθ τθσ μορφισ kxf )(  κα ζχει το πολφ μια ρίηα ςτο πεδίο οριςμοφ τθσ f , 

 αν ςε κάποιο χοΔ μθδενίηεται, δθλ. f(xo)= 0, τότε ςτο ςθμείο αυτό κα αλλάηει πρόςθμο. Βρίςκουμε το  
πρόςθμό τθσ χρθςιμοποιϊντασ τον οριςμό τθσ μονοτονίασ. 

 

9.  Για τθν αντίςτροφθ ςυνάρτθςθ
1f  τθσ ςυνάρτθςθσ f  να κυμόμαςτε ότι:  

 ορίηεται μόνο αν θ f  είναι «1-1»  

 ζχει πεδίο οριςμοφ το ςφνολο τιμϊν τθσ f .  

 Είναι γνθςίωσ μονότονθ ςτο ςφνολο τιμϊν τθσ f  αν θ f  είναι γνθςίωσ μονότονθ ςτο 

πεδίο οριςμοφ τθσ  

 ζχει το ίδιο είδοσ μονοτονίασ με τθν f. 

 ζχει γραφικι παράςταςθ ςυμμετρικι τθσ γρ. παράςταςθσ τθσ f ωσ προσ τθν διχοτόμο 1
ου

 
και 3

ου
 τεταρτθμορίου δθλαδι τθν ευκεία ψ = χ. 

(Σο (χο , ψο) ανικει ςτθν γραφικι παράςταςθ τθσ f    f (χο)=ψο και εφόςον θ f  αντιςτρζψιμθ , 

1 f (ψο)=χο   το (ψο , χο) ανικει ςτθν γραφικι παράςταςθ τθσ 
1f ) 

 για κάκε y που ανικει ςτο ςφνολο τιμϊν τθσ f  υπάρχει μοναδικό x που ανικει ςτο πεδίο 

οριςμοφ   τθσ f  ϊςτε:   xyfyxf   )()( 1
. 

10. xxff  ))(( 1
 για κάκε x που ανικει ςτο ςφνολο τιμών τθσ f 

11. xxff  ))((1
 για κάκε x που ανικει ςτο πεδίο οριςμοφ τθσ f 

12. Αν θ γραφικι παράςταςθ τθσ f  τζμνει τθν ψ = χ ςε ζνα ςθμείο τότε και θ γραφικι παράςταςθ τθσ 

1f  κα τζμνει τθν ψ = χ ςτο ίδιο ςθμείο. 

13. Οι γραφικζσ παραςτάςεισ των 
1, ff  κα τζμνονται μόνο πάνω ςτθν ψ = χ όταν θ f  είναι γνθςίωσ 

αφξουςα. Αυτό δεν ιςχφει αν θ f δεν είναι γνθςίωσ αφξουςα. 
 

14. Αν ζνασ αρικμόσ κ ανικει ςτο ςφνολο τιμών μιασ ςυνάρτθςθσ  f  τότε θ εξίςωςθ kxf )(  κα 

ζχει ρίηα ςτο πεδίο οριςμοφ τθσ f ,δθλαδι υπάρχει ζνα τουλάχιςτον χο ςτο πεδίο οριςμοφ τθσ 

f  ϊςτε: kxf o )( . 

15. Από τθν ιςότθτα )()(  ff   μποροφμε να ςυμπεράνουμε α = β , μόνο αν γνωρίηουμε ότι θ 

ςυνάρτθςθ f  είναι «1-1» ι γνθςίωσ μονότονθ ςτο ςφνολο όπου ανικουν τα α, β.( Σο 

αντίςτροφο, δθλαδι αν α = β, τότε )()(  ff   ιςχφει για οποιαδιποτε ςυνάρτθςθ f.) 
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16. Όταν μια ςυνάρτθςθ δεν είναι «1-1» τότε υπάρχουν α, β ςτο πεδίο οριςμοφ τθσ για τα οποία 

ιςχφει )()(  ff   ενϊ α   β. Αυτόσ είναι και ο πιο ςφντομοσ τρόποσ για να δείξουμε ότι μια 

ςυνάρτθςθ  f  δεν είναι «1 – 1». 

17. Αν xοIR, το 
0

lim ( )
x x

f x


ζχει νόθμα μόνο όταν θ f ορίηεται ςε διάςτθμα τθσ μορφισ  (α, xο) ι (xο,β) ι 

(α, xο)  (xο,β). Αν xο = + ι – , τότε  το 
0

lim ( )
x x

f x


 ζχει νόθμα όταν 

θ  f ορίηεται ςε διάςτθμα τθσ μορφισ (α,+) ι ( –,β) αντίςτοιχα. 

18. Αν xοIR{–,+} και το 
0

lim ( )
x x

f x


 είναι ζνασ κετικόσ αρικμόσ ι +, τότε κοντά  

       ςτο xο οι τιμζσ τθσ ςυνάρτθςθσ )(xf  κα είναι κετικζσ. 

            Αντίςτοιχα, αν xοIR{–,+} και το 
0

lim ( )
x x

f x


 είναι ζνασ αρνθτικόσ αρικμόσ ι  –,  

             τότε κοντά ςτο xο οι τιμζσ τθσ ςυνάρτθςθσ )(xf  κα είναι αρνθτικζσ. 

19. Αν το 
0

lim ( )
x x

f x


 υπάρχει και είναι αρικμόσ και θ ςυνάρτθςθ ζχει τιμζσ , κοντά ςτο xο , κετικζσ ι 0 τότε 

0

lim ( )
x x

f x


 0 (προςοχι: μπορεί να είναι 
0

lim ( )
x x

f x


= 0 ακόμθ και αν ιςχφει 0)( xf  κοντά ςτο 

χο). 

20. To  μπορεί να ηθτθκεί χωρίσ να γνωρίηουμε τον τφπο τθσ f αλλά κάποια ςυναρτθςιακι 

ςχζςθ που αλθκεφει ςυνικωσ για κάκε x,yΙR. Σότε: 

 Αν θ ςχζςθ
1
 περιζχει τθν παράςταςθ f(x + y), τότε το 

0

lim ( )
x x

f x


 μπορεί να υπο-λογιςτεί με τθν 

αντικατάςταςθ x = xo + h. Αν x xo, τότε h 0, οπότε ζχουμε: 
0

lim ( )
x x

f x


= 
0

lim ( )o
h

f x h


  και 

ζτςι αξιοποιοφμε τθ ςυναρτθςιακι ςχζςθ. 
(θμ.

1
 : Θυμθκείτε ότι ςε τζτοιεσ περιπτώςεισ για x = y = 0 βρίςκουμε το f(0)) 

 

 Αν θ ςχζςθ
2
 περιζχει τθν παράςταςθ f(xy), τότε το 

0

lim ( )
x x

f x


 μπορεί να υπολογιςτεί με τθν 

αντικατάςταςθ x = xo
.
h. Αν x xo, τότε h 1, οπότε ζχουμε:       

0

lim ( )
x x

f x


= 
1

lim ( )o
h

f x h


  και 

ζτςι αξιοποιοφμε τθ ςυναρτθςιακι ςχζςθ.  
  (θμ.

2
 : Θυμθκείτε ότι ςε τζτοιεσ περιπτώςεισ για x = y = 1 βρίςκουμε το f(1)) 

 

21. Προςοχι!!! Μποροφμε να γράφουμε  

)()(lim o
xx

xfxf
o




 

μόνο όταν γνωρίηουμε ότι θ ςυνάρτθςθ είναι ςυνεχισ ςτο χο. 
Όταν γνωρίηουμε τον τφπο τθσ ςυνάρτθςθσ , αςυνζχεια ενδεχομζνωσ να ζχουμε μόνο ςτα ςθμεία που 
αλλάηει ο τφποσ τθσ. Αν δεν γνωρίηουμε τον τφπο τθσ ςυνάρτθςθσ, τα ςυμπεράςματά μασ , για τθ 
ςυνζχεια,  κα προκφπτουν μόνο από τα δεδομζνα. Mθν ξεχνάμε ότι  εξετάηουμε τθ ςυνζχεια τθσ f ςτο x0 

μόνο όταν x0Df. 

22.  Όταν μασ δίνεται ζνα όριο μιασ παράςταςθσ, που περιζχει μια ςυνάρτθςθ )(xf  και μασ ηθτείται ζνα 

άλλο όριο μιασ διαφορετικισ παράςταςθσ που περιζχει τθν )(xf  , μποροφμε να κζτουμε ωσ 

ςυνάρτθςθ )(xg  τθν παράςταςθ τθσ οποίασ γνωρίηουμε το όριό τθσ , κοντά ςτο χο. Κατόπιν να 

λφνουμε , προςζχοντασ τουσ περιοριςμοφσ,  ωσ προσ )(xf  και τζλοσ να αντικακιςτοφμε τθν )(xf  

ςτθν δεφτερθ παράςταςθ. Προςοχι!!! Θ ςυνάρτθςθ )(xg δεν ορίηεται ςτο χο ενϊ το 
oxx

xg


)(lim  

ιςοφται με το όριο που μασ δίνεται αρχικά.  

0

lim ( )
x x

f x
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23.  Αν γνωρίηουμε ότι )()( xfxg   κοντά ςτο xο και 


)(lim xg
oxx

 τότε κα πρζπει να ιςχφει g(x) > 0 

για x "κοντά" ςτο xo. Άρα 0 < 
)(

1

)(

1

xgxf
 , με 

)(

1
lim

xgoxx
= 0, οπότε (κρ. Παρεμβολισ)  και 

)(

1
lim

xfoxx
= 0. Όμωσ f(x)  g(x) > 0, οπότε 


)(lim xf

oxx
. 

Αντίςτοιχα, αν γνωρίηουμε ότι )()( xfxg   κοντά ςτο xο και 


)(lim xf
o
xx

, τότε προκφπτει: 




)(lim xg
o
xx

.  

24. Προςοχι!!! Δεν υπάρχουν τα όρια x
x




lim  και x
x




lim  . ε περίπτωςθ που τα ςυναντάμε ςε 

κάποια παράςταςθ χρθςιμοποιοφμε το Κ.Π. λαμβάνοντασ υπόψιν μασ τισ ιδιότθτεσ: 1x , 

1x  , xx   για κάκε xIR (θ ιςότθτα ςτθν τελευταία ανίςωςθ ιςχφει μόνο ςτο 0). Γενικά, 

να κυμόμαςτε ότι: 

 Αν αIR {–,+} και lim ( ) 0
x a

f x


 , τότε:  
( )

lim
x

f x

f(x)




= 1(θ απόδειξθ γίνεται με τθν 

αντικατάςταςθ u = f(x) ) 

 Αν αIR {–,+} και lim ( ) ή
x a

f x


   , τότε: 

      

κ

λ

( )
lim
x

f x

x




= 

κ

λ

( )
lim
x

f x

x




= 0, όπου κ, λ  N

*
 (θ απόδειξθ γίνεται με χριςθ τθσ  

ανίςωςθσ 

κ

λ λ

( ) 1f x

x x


  

κ

λλ λ

1 ( ) 1f x

xx x


    και του κριτθρίου παρεμβολισ). 

 

 Για τισ περιπτϊςεισ παραμετρικϊν ορίων ςτο xoIR{–,+} να μελετιςεισ λυμζνα παραδείγματα.    

25. Όταν μασ δίνεται ότι θ Cf ζχει πλάγια αςφμπτωτθ ςτο +  τθν y = αx + β τότε μασ δίνονται τα όρια: 

0))()((lim 


xxf
x

 (οριςμόσ)   

                           
 x

xf

x

)(
lim  και  


))((lim xxf

x
 (πρόταςθ). 

    Αντίςτροφα, αν μασ δοκεί ότι 0))()((lim 


xxf
x

, μποροφμε να ςυμπεράνουμε ότι θ Cf ζχει 

πλάγια αςφμπτωτθ ςτο +  τθν y = αx + β. 
   Αν α = 0, ιςχφουν ακριβϊσ τα ίδια ςυμπεράςματα για τθν οριηόντια αςφμπτωτθ y = β. 
   Αντίςτοιχα ςυμπεράςματα διατυπϊνονται και ςτθν περίπτωςθ που θ Cf ζχει πλάγια αςφμπτωτθ ςτο  –  

τθν y = αx + β. 

26. Απροςδιόριςτεσ  μορφζσ ορίων ζχουμε ςτισ παρακάτω περιπτϊςεισ:         

    (  )-(  ) , (  )-(  )  ,
0

0
  ,   0(  )  , 0(  )  , 




,  1


,0

0
, (  )

0
.     

 ΠΡΟΟΧΗ  ΔΕΝ  ΕΙΝΑΙ ΑΠΡΟΔΙΟΡΙΣΕ  ΜΟΡΦΕ  ΟΙ :
0


 ,

0


. 

Για τισ μορφζσ 
0

0
,




 εφαρμόηουμε κανόνα de L’ Hospital. Για τισ υπολοιπεσ: 

 Μορφι 0(  ):Γράφουμε το γινόμενο f(x)g(x) ςτθν μορφι  
f(x)

1 ( )g x
 ι   

g(x)

1 ( )f x
   οπότε  

προκφπτει  θ  απροςδιόριςτθ μορφι  
0

0
   ι  




. 
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Μορφι (+ ) – (+ ) ι (– ) – (– ) : Αν  ζχουμε    διαφορά  κλαςμάτων, τότε  τα  μετατρζπουμε  ςε   

ομϊνυμα  και  καταλιγουμε  ςτθν  μορφι 
0

0
  ι  




.  Αλλιϊσ μετατρζπουμε τθ διαφορά f(x)-g(x) ςτθ 

μορφι f(x) 









f(x)

g(x)
1 ι g(x) 










g(x)

f(x)
1  οπότε  αν  

g(x)

f(x)
lim

0xx
=1 ι  1

f(x)

g(x)
lim

0xx



, προκφπτει  θ  

απροςδιόριςτθ μορφι  0(  )  αλλιϊσ  αν  
g(x)

f(x)
lim

0xx
 1 ι  1

f(x)

g(x)
lim

0xx



  το  ηθτοφμενο  όριο   

κα  είναι   . 

 Μορφζσ  1


 ,  0
0
,  (  )

0
 :  τθν  περίπτωςθ  αυτι   μετατρζπουμε  τθ  μορφι  f(x)

g(x)
  ςτθ  μορφι  

e
g(x)lnf(x)

 ,αν  f(x)>0,  και  το  πρόβλθμα  μεταφζρεται  ςτθν  εφρεςθ  του  ορίου  
0xx

lim


[g(x)lnf(x)+  που  

ςυνικωσ  καταλιγουμε   ςτθν  μορφι  0(  ). (Τζτοιεσ περιπτώςεισ δεν εμφανίηονται πάντωσ ςτο 
ςχολικό βιβλίο.) 

27. Αν ςε κάποια ςυνάρτθςθ δεν μποροφμε να βροφμε απευκείασ τθν τιμι τθσ ςτο xο ενδεχομζνωσ να 
χρειάηεται να υπολογίςουμε το όριό τθσ ςτο xο. Αν ζχουμε ότι θ ςυνάρτθςθ είναι ςυνεχισ ςτο xο , τότε 

θ τιμι τθσ κα ςυμπίπτει με το όριό τθσ. Αν f  ςυνεχισ ςτο xο, τότε: )(lim)( xfxf
oxx

o


 . 

 Κάκε ςυνεχισ και μθ ςτακερι ςυνάρτθςθ f  ςτο *α , β+ κα ζχει ελάχιςτθ και μζγιςτθ τιμι. 

Προςοχι, ελζγχουμε πάντοτε για τοπικά ακρότατα και ςτα άκρα του διαςτιματοσ. Για να είναι 

ςυνεχισ θ f ςτο *α,β+ πρζπει να είναι ςυνεχισ ςτο (α,β) και )()(lim afxf
x




, 

)()(lim 


fxf
x




. 

28. Αν θ f  είναι ςυνεχισ ςυνάρτθςθ ςτο *α , β+, τότε παραςτάςεισ όπωσ : 1 2( ) ( ) ... ( )f x f x f x



  
,  

με x1, x2,… xν*α , β+ ανικουν ςτο ςφνολο τιμϊν τθσ  f. (Αν m θ ελάχιςτθ και Μ θ μζγιςτθ τιμι τθσ f ςτο 

*α,β+, τότε ιςχφει m  f(xi)  Μ , για κάκε xi*α,β+, i = 1,2,…ν, οπότε με πρόςκεςθ κατά μζλθ δείχνουμε 

ότι  m  1 2( ) ( ) ... ( )f x f x f x



  
  Μ. Ζτςι, από το κεϊρθμα ενδιαμζςων τιμϊν, υπάρχει ξ(α,β) 

τζτοιο ϊςτε: f(ξ) = 1 2( ) ( ) ... ( )f x f x f x



  
). 

29. Αν θ f είναι γνθςίωσ μονότονθ και ςυνεχισ ςε διάςτθμα Δ, τότε μποροφμε να βρίςκουμε το ςφνολο 
τιμών τθσ, ανάλογα με το είδοσ τθσ μονοτονίασ τθσ: 

ΠΕΔΙΟ ΟΡΙΜΟΤ ΣΘ 
ΤΝΕΧΟΤ f 

ΜΟΝΟΣΟΝΙΑ   f ΤΝΟΛΟ ΣΙΜΩΝ ΣΘ f 

(α,β) Γν. αφξουςα ( lim ( ), lim ( )
x a x

f x f x
  

) 

*α,β+ Γν. αφξουςα [f(α),f(β)+ 

*α,β) Γν. αφξουςα [f(α), lim ( )
x

f x
 

) 

(α,β+ Γν. αφξουςα ( lim ( ),
x a

f x


f(β)) 

(α,β) Γν. φκίνουςα ( lim ( ), lim ( )
x x

f x f x
   

) 

*α,β+ Γν. φκίνουςα [f(β),f(α)+ 

*α,β) Γν. φκίνουςα ( lim ( ),
x

f x
 

f(α)] 
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(α,β+ Γν. φκίνουςα  [f(β), lim ( )
x

f x
 

) 
 

30. Όταν μασ δίνεται ότι θ f  είναι παραγωγίςιμθ ςτο χο τότε μασ δίνονται τα όρια:  

)(  
)()(

lim o

o

o

xx
x΄f

xx

xfxf

o







 αλλά και το )()(lim o

xx

xfxf
o




, αφοφ θ ςυνάρτθςθ κα είναι και 

ςυνεχισ. 
 

31. Όταν μασ ηθτείται θ παράγωγοσ  f ΄(xo) και μασ δίνεται ςυναρτθςιακι ςχζςθ που αλθκεφει ςυνικωσ 

για κάκε x,yΙR. Σότε:  

 Αν θ ςχζςθ περιζχει τθν παράςταςθ f(x + y), τότε για να βροφμε τθν f ΄(xo) είναι προτιμότερο να 

χρθςιμοποιιςουμε το 
0

( ) ( )
lim o o

h

f x h f x

h

 
 ϊςτε να αξιοποιιςουμε τθ ςυναρτθςιακι ςχζςθ. 

 Αν θ ςχζςθ περιζχει τθν παράςταςθ f(xy), τότε για να βροφμε τθν f ΄(xo), με xo  0,  είναι 

προτιμότερο να χρθςιμοποιοφμε το 
( ) ( )

lim
o

o

x x
o

f x f x

x x




 με τθν αντικατάςταςθ x = xo

.
h. Αν x xo, 

τότε h 1, οπότε ζχουμε:  

( ) ( )
lim

o

o

x x
o

f x f x

x x




= 

1

( ) ( )
lim o o

h
o o

f x h f x

x h x



 




 και ζτςι αξιοποιοφμε τθ ςυναρτθςιακι ςχζςθ.  

Παράδειγμα: Αν  f  παραγωγίςιμθ ςτο 1 και για κάκε x, yIR
*
 ιςχφει f(xy) = f(x) + f(y), να αποδείξετε ότι θ  f 

είναι παραγωγίςιμθ ςτο IR
*
. 

Απάντθςθ: Για x = y = 1 ζχουμε : f(1) = f(1)+ f(1) f(1)= 0. Οπότε αν xoIR
*
, τότε: 

( ) ( )
lim

o

o

x x
o

f x f x

x x




=

1

( ) ( )
lim o o

h
o o

f x h f x

x h x



 




=

1

( ) ( ) ( )
lim

( 1)

o o

h
o

f x f h f x

x h

 


=

1

1 ( )
lim

1h
o

f h

x h 
= 

1
(1)

o

f
x

  

 

32. Μθν ξεχνάμε ότι θ εφαπτομζνθ ευκεία ζχει ςυντελεςτι διεφκυνςθσ )(/

oxf  και εξίςωςθ 

))(()( /

ooo xxxfxfy  . Αν ζχουμε άςκθςθ με εξίςωςθ εφαπτομζνθσ, είναι απαραίτθτο να 

γνωρίηουμε το ςθμείο επαφισ )(,( oo xfx  . Αν δεν δίνεται ι δεν προκφ-πτει από κάποιο δεδομζνο, 

ξεκινάμε υποκζτοντασ ζςτω  )(,( oo xfx  το ςθμείο ςτο οποίο εφάπτεται θ ευκεία θ οποία….».  

 

33. Όταν ςε άςκθςθ ηθτείται κοινι εφαπτόμενθ ευκεία (ε) των Cf, Cg, χωρίσ να διευκρινίηεται αν θ (ε) 
εφάπτεται ςτισ Cf, Cg ςε κοινό τουσ ςθμείο ι ςε διαφορετικά ςθμεία, τότε: 

 Για τθν περίπτωςθ κοινισ εφαπτομζνθσ ςε κοινό ςθμείο λφνουμε το ςφςτθμα :  

( ) ( )

f g

f x g x

x D D




 
και βρίςκουμε (αν υπάρχουν) τα κοινά ςθμεία των Cf, Cg. Αν Α ( , )o ox y  κοινό ςθμείο 

των Cf, Cg, τότε υπάρχει κοινι εφαπτομζνθ των Cf, Cg ςτο Α όταν ιςχφει: ( ) ( )o of x g x  . 

 Για τθν περίπτωςθ κοινισ εφαπτομζνθσ (ε) των Cf, Cg ςε διαφορετικά ςθμεία, τότε  

κεωροφμε Α 1 1( , ( ))x f x , Β 2 2( , ( ))x g x  τα ςθμεία επαφισ τθσ (ε) με τισ Cf, Cg αντίςτοιχα. Σότε : (ε): 

/

1 1 1( ) ( )( )y f x f x x x    
/ /

1 1 1 1( ) ( ) ( )y f x x x f x f x     

 και    (ε): 
/

2 2 2( ) ( )( )y g x g x x x    
/ /

2 2 2 2( ) ( ) ( )y g x x x g x g x     

οπότε πρζπει να ιςχφουν:  

    
1 2

1 1 1 2 2 2

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

f x g x

x f x f x x g x g x 

 


     
 , απ’όπου υπολογίηουμε τα x1, x2 και ζτςι βρίςκουμε 

τθν ηθτοφμενθ εξίςωςθ τθσ (ε).  
 

34. Για  τθν  εφρεςθ  των  διαςτθμάτων  μονοτονίασ  μιάσ  ςυνάρτθςθσ  f  ακολουκοφμε  τθν  εξισ  
πορεία: 
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ι)βρίςκουμε  το  πεδίο  οριςμοφ  τθσ  f 
ιι)εξετάηουμε  τθν  f  ωσ  προσ  τθν  ςυνζχεια  και  τθν  παραγωγιςιμότθτα. 
ιιι)βρίςκουμε, αν  υπάρχουν  ρίηεσ  τθσ  f´. 
ιv)καταςκευάηουμε  τον  πίνακα  προςιμου  τθσ  f´  
τον  πίνακα  αυτόν  κα  πρζπει  να  υπάρχουν: 

 οι  τιμζσ  που  θ  f  δεν  ορίηεται, 

 οι  τιμζσ  που  θ  f  δεν  παραγωγίηεται, 

 οι  ρίηεσ  τθσ  f´, 

 τα  άκρα  του  πεδίου  οριςμοφ  τθσ  f  (αν  αυτό  είναι  κλειςτό), 

 το  πρόςθμο  τθσ  f´.  
 

35. Αν  f,g  παραγωγίςιμεσ ςε διάςτθμα Δ και ιςχφει f(x) > g(x), για κάκε xΔ, τότε  δεν  ςυνεπάγεται  

f´(x) > g´(x) και  αντιςτρόφωσ αν ιςχφει f´(x) > g´(x), για κάκε xΔ, τότε   δεν  ςυνεπάγεται  f(x)>g(x). Αν  

μασ  δοκεί  όμωσ  μία  ςχζςθ  τθσ  μορφισ   f´(x)>g´(x)  ι f´(x)<g´(x), για κάκε xΔ, τότε  μποροφμε  να  
κεωριςουμε  τθν  ςυνάρτθςθ  h(x)= f(x)-g(x) θ  οποία  προφανϊσ  κα  είναι  γνθςίωσ  μονότονθ ςτο Δ. 
 

36. Ρίηεσ εξιςώςεων: Στισ αςκιςεισ Ανάλυςθσ που αναφζρονται ςε ρίηεσ εξιςώςεων ςυνικωσ ηθτείται 
κάποιο από τα παρακάτω ερωτιματα : 

Α. Υπαρξθ μιασ τουλάχιςτον ρίηασ κάποιασ εξίςωςθσ: Μεταςχθματίηουμε τθν εξίςωςθ ςτθ μορφι  f(x) = 
0  και 

 Ελζγχουμε αν υπάρχουν προφανείσ λφςεισ, ι λφςεισ που προκφπτουν άμεςα από τα δεδομζνα, 
ι 

 Εφαρμόηουμε κεώρθμα Bolzano ι κεώρθμα ενδιάμεςων τιμών ςε κατάλλθλο διάςτθμα ι 

 Βρίςκουμε το ςφνολο τιμών τθσ f  απ’όπου προκφπτει θ φπαρξθ ρίηασ , ι  

 Εφαρμόηουμε κεώρθμα Rolle ι Θ.Μ.Σ. ςε κατάλλθλο διάςτθμα για μια παράγουςα τθσ f , ι 

 Εφαρμόηουμε κεώρθμα Fermat, εφόςον διαπιςτϊνουμε τθν φπαρξθ ακρότατου για τθν 
παράγουςα τθσ  f. 

 
Β. Υπαρξθ το πολφ 1 ρίηασ κάποιασ εξίςωςθσ : Μεταςχθματίηουμε τθν εξίςωςθ ςτθ μορφι  f(x) = 0 και 

 υποκζτουµε ότι ζχει δφο ρίηεσ και µε το Θ. Rolle καταλιγουµε ςε άτοπο, ι 

 δείχνουµε ότι θ f είναι γν. µονότονθ ι «1-1» οπότε δεν μπορεί να ζχει δφο ρίηεσ. 
 
Γ. Υπαρξθ ν τουλάχιςτον ριηών κάποιασ εξίςωςθσ: Μεταςχθματίηουμε τθν εξίςωςθ ςτθ μορφι f(x) = 0 
και 

 χωρίηουµε το πεδίο οριςμοφ τθσ f ςε ν υποδιαςτιµατα και εφαρμόηουμε ςε κάκε διάςτθμα 
ζναν από τουσ τρόπουσ τθσ ενότθτασ Α. Θ επιλογι  των διαςτθµάτων γίνεται µε τθν βοικεια των 
ςθµείων αλλαγισ τθσ µονοτονίασ ι των ςθμείων αςυνζχειασ τθσ f. 

 

∆. Υπαρξθ το πολφ ν ριηών μιασ εξίςωςθσ: Μεταςχθματίηουμε τθν εξίςωςθ ςτθ μορφι  f(x) = 0 και 

δείχνουµε ότι αποκλείεται να ζχει ν+1 ρίηεσ. Αυτό μπορεί να γίνει με τουσ εξισ τρόπουσ: 

 Τποκζτουμε ότι υπάρχουν ν + 1 το πλικοσ ρίηεσ και εφαρµόηουµε το Θ. Rolle ςτα ν διαςτιµατα 
μεταξφ των διαδοχικϊν ριηϊν τθσ f. Αν δεν καταλιγουμε ζτςι ςε  άτοπο, εφαρµόηουµε το Θ. 
Rolle ςτα ν-1 διαςτιµατα μεταξφ των διαδοχικϊν ριηϊν τθσ f ϋ, ι ακόµθ και ςτα ν-2 διαςτιματα 
για τθν fϋϋ κ.ο.κ ζωσ ότου καταλιξουµε ςε άτοπο, ι 

  Δείχνουμε ότι θ f είναι γνθςίωσ µονότονθ ςε κάκε ζνα από ν υποδιαςτιµατα του πεδίου 
οριςμοφ τθσ f. 

θμείωςθ: Αν θ f είναι πολυωνυμικι βακμοφ ν , τότε το ςυμπζραςμα ιςχφει προφανϊσ. 
 
Ε. Υπαρξθ ακριβώσ ν ριηών κάποιασ εξίςωςθσ: Θ περίπτωςθ αυτι είναι ςυνδυαςµόσ των δυο 
προθγουµζνων (Γ , Δ). 
 
Σ. Εφρεςθ πλικουσ ριηών εξίςωςθσ: Μεταςχθματίηουμε τθν εξίςωςθ ςτθ μορφι  f(x) = 0 και βρίςκουµε 
τα διαςτιµατα µονοτονίασ τθσ f. Σότε: 

 Από το ςφνολο τιμϊν ςε κάκε υποδιάςτθμα ςτο οποίο θ f είναι γνθςίωσ μονότονθ προκφπτει θ 
φπαρξθ ρίηασ ι το αντίκετο, ι 

 ελζγχουµε ςε κάκε υποδιάςτθμα ςτο οποίο θ f είναι γνθςίωσ μονότονθ τθν φπαρξθ ρίηασ 
βρίςκοντασ το αντίςτοιχο ςφνολο τιμϊν ι με το Θ. Bolzano. 



 

Γαμβρζλλθσ Αργφρθσ 
gamvrellis@gmail.com 

 

ΣΧΟΛΙΑ 

 

10 

37. i) Για να αποδείξουμε ότι υπάρχει    

ξ(α,β) ϊςτε να ικανοποιεί μια ςυναρτθςιακι 
ςχζςθ, ςτθν οποία υπάρχει ζκφραςθ 
παραγϊγου f΄(ξ) ,ςυνικωσ εφαρµόηουµε το Θ. 
Rolle ςε βοθκθτικι ςυνάρτθςθ ςτο (α,β).  
Για τθν επιλογι µερικϊν τζτοιων ςυναρτιςεων 
δείτε το διπλανό πίνακα 
ii) Για να αποδείξουμε ότι υπάρχουν    

ξ1,ξ2,…(α,β) ϊςτε να ικανοποιοφν μια 
ςυναρτθςιακι ςχζςθ, ςτθν οποία υπάρ-χουν 
εκφράςεισ των παραγϊγων f΄(ξ1), f΄(ξ2),… 
εφαρμόηουμε Θ.Μ.Σ. για τθν f ςε κατάλλθλα 
υποδιαςτιματα του (α,β). Σο πλικοσ των 
υποδιαςτθμάτων είναι το ίδιο με το πλικοσ 
των ξi που αναξθτοφμε και θ επιλογι τουσ 
γίνεται με βάςθ τα δεδομζνα τθσ άςκθςθσ.   
 
 

38. Πρόςθμο ςυνάρτθςθσ ι παραγώγων τθσ  - Απόδειξθ ανιςώςεων. 

 Επίλυςθ ανίςωςθσ: Μπορεί το πρόςθμο να προκφπτει άμεςα από τθν επίλυςθ μιασ εφκολθσ 
ανίςωςθσ ι από τα δεδομζνα τθσ άςκθςθσ. Μθν ξεχνάμε το πρόςθμο ενόσ τριωνφμου. 

 Χριςθ μονοτονίασ: Μεταςχθματίηουμε τθν ανίςωςθ ςτθ μορφι f(x)>0 ι f(x)<0 και μελετάμε τθ 

μονοτονία τθσ f. Αν θ f είναι γνθςίωσ μονότονθ ςε διάςτθμα Δ και ςε κάποιο xoΔ μθδενίηεται, 
τότε ςτο ςθμείο αυτό αλλάηει πρόςθμο.  

      Παράδειγμα: Αν f  γνθςίωσ αφξουςα ςτο IR και 0)( oxf  τότε:   

      για κάκε xε(- ,xο) ιςχφει: x < xο  )()( oxfxf   0)( xf  και  

         για κάκε xε(xο , + ) ιςχφει: x > xο  )()( oxfxf   0)( xf . 

 Χριςθ Bolzano: Αν θ ςυνάρτθςθ f είναι ςυνεχισ ςε ζνα διάςτθμα Δ και ιςχφει ότι f(x)  0, για 

κάκε xΔ, τότε κα διατθρεί ςτακερό πρόςθμο ςτο διάςτθμα αυτό. Σο πρόςθμό τθσ μπορεί να 
προκφψει αν γνωρίηουμε ι μποροφμε να βροφμε  κάποια τιμι τθσ ςυνάρτθςθσ ςτο διάςτθμα 
αυτό, διαφορετικά απλά διατθρεί ςτακερό πρόςθμο. 

 Χριςθ Θ.Μ.Σ. : Αν θ f ΄ είναι γν. μονότονθ, μποροφμε να χρθςιμοποιοφμε το Θ.Μ.Σ. ςε 
κατάλλθλο διάςτθμα για τθν απόδειξθ ανιςοτιτων.  

Παράδειγμα: Αν θ f  κυρτι ςτο IR και 0)0( f , να δείξετε ότι :  

/( ) ( )f x xf x < 0, για κάκε x > 0 

Απάντθςθ: Αν x > 0 ςτο διάςτθμα *0, x+ ιςχφει το Θ.Μ.Σ. για τθν f οπότε υπάρχει ox  μεταξφ του 0 

και του x ϊςτε: 
0

)0()(
)(/






x

fxf
xf o =

x

xf )(
.  

το ςθμείο αυτό χρθςιμοποιοφμε τθ μονοτονία τθσ 
/f , θ οποία είναι γνθςίωσ αφξουςα (αφοφ f  

κυρτι ςτο IR), ωσ εξισ: 

 0 < xo < x  άρα: 
/ / /(0) ( ) ( )of f x f x     

/ /( )
(0) ( )

f x
f f x

x
        

                          ( ) ( )f x x f x    
/( ) ( )f x xf x < 0, για κάκε x > 0. 

 Χριςθ ακροτάτων: Αν θ ςυνάρτθςθ ζχει ελάχιςτθ τιμι ζναν αρικμό α τότε όλεσ οι τιμζσ τθσ κα 

είναι μεγαλφτερεσ από τον αρικμό αυτό, δθλαδι f(x) α , για κάκε xDf. Αν θ ςυνάρτθςθ ζχει 
μζγιςτθ τιμι ζναν αρικμό α τότε όλεσ οι τιμζσ τθσ κα είναι μικρότερεσ από τον αρικμό αυτό, 

δθλαδι f(x) α , για κάκε xDf. 

 Χριςθ κυρτότθτασ: Αν μια ςυνάρτθςθ f  είναι κυρτι ςε ζνα διάςτθμα Δ και Α ))(,( oo xfx  

ζνα τυχαίο ςθμείο τθσ με xoΔ τότε θ γραφικι τθσ παράςταςθ τθσ f  βρίςκεται πιο πάνω από 

τθν εφαπτομζνθ τθσ ςτο ςθμείο Α. Αυτό είναι ιςοδφ- 

             ναμο με τθν ανίςωςθ: yxf )(  για κάκε x ε Δ, με 
/ ( )( ) ( )o o oy f x x x f x      

Ζθτοφμενθ ςχζςθ Βοθκθτικι ςυνάρτθςθ 

f ϋ(ξ) = c g(x) = f(x) – cx 

f ϋ(ξ) = cf (ξ) g(x) = e
-cx 
f(x) 

f ϋ(ξ)(ξ – c) = f(ξ) g(x) = 
f(x)

x - c
 

f ϋ(ξ)(c – ξ) = f(ξ) g(x) = (x – c)f(x) 

f ϋ(ξ) = νξ
ν -1 g(x) = f(x) – x

ν
 

ξf ϋ(ξ) = νf(ξ) g(x) = 
ν

f(x)

x
 

f ϋ(ξ)lnξ = 
f(ξ)

ξ
 g(x) = 

f(x)

lnx
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            Δθλαδι: 
/( ) ( )( ) ( )o o of x f x x x f x    για κάκε xΔ, και θ ιςότθτα ιςχφει μόνο  

             ςτο  ςθμείο επαφισ, δθλαδι για x=xo. 

         Ομοίωσ αν θ  f  είναι κοίλθ ςε ζνα διάςτθμα Δ: 
/( ) ( )( ) ( )o o of x f x x x f x          

         για κάκε xΔ, και θ ιςότθτα ιςχφει μόνο ςτο ςθμείο επαφισ, δθλαδι για x = xo. 

      Παραδείγματα: e
x
  x + 1, για xIR ι lnx ≤ x – 1 για x > 0 (καλό είναι να  

κυμόμαςτε αυτζσ τισ ανιςϊςεισ). 

 Σο πρόςθμο του ορίου: Προςοχι!!! Αυτό δίνει το πρόςθμο τθσ ςυνάρτθςθσ μόνο κοντά ςτο xο. 

 Χριςθ ςυνόλου τιμών: Σο ςφνολο τιμϊν μιασ ςυνάρτθςθσ μασ δείχνει ακριβϊσ ποιεσ είναι οι 
τιμζσ τθσ ςυνάρτθςθσ οπότε ενδεχομζνωσ να προκφπτει και το πρόςθμό τθσ. 

 Η ανιςότθτα του οριςμζνου ολοκλθρώματοσ: Χρθςιμοποιείται όταν ζχουμε οριςμζνο 
ολοκλιρωμα ςε ζνα διάςτθμα *α , β+ ι ςε διάςτθμα *α , x+ με x > α. 

             Αν f  ςυνεχισ ςτο *α,β+ και 0)( xf  για κάκε x*α , β+, τότε  



0)( dxxf .Αν όμωσ 

υπάρχει xο*α , β+ για το οποίο ιςχφει 0)( 0 xf , τότε  



0)( dxxf . Αυτι θ ιδιότθτα, ςε 

ςυνδυαςμό με τθν φπαρξθ ακροτάτου για τθν f  μασ επιτρζπει να αποδεικνφουμε  ανιςϊςεισ. 

Παράδειγμα: Να δείξετε ότι: 
2

1

x
te dt  x – 1. 

Απάντθςθ: Θ f(t) = 
2te , tIR είναι παραγωγίςιμθ ςτο IR με f ϋ(t) = 2t

2te . Εφκολα διαπιςτϊνουμε ότι: f 

ϋ(t) = 0  t = 0  και  f ϋ(t) > 0  t > 0, άρα θ f παρουςιάηει ελάχιςτο ςτο t = 0, το f(0) = 1. Οπότε ιςχφει : 

f(t)  1 f(t) – 1   0  , για κάκε tIR. Με τθ βοικεια τθσ ανιςότθτασ του οριςμζνου ολοκλθρϊματοσ 
ςτο διάςτθμα *1, x+, όπου x > 1, ζχουμε : 

1
[ ( ) 1]

x

f t dt  0  
1

( )
x

f t dt  
1
1

x

dt    
2

1

x
te dt   x – 1. 

Γενικά, να κυμόμαςτε ότι: 
Aν f ςυνεχισ ςτο *α,β+ και m, Μ θ ελάχιςτθ και θ μζγιςτθ τιμι τθσ  f ςτο *α,β+αντί-ςτοιχα, τότε ιςχφει: 

m(β – α) 
β

α
f(x)dx  Μ(β – α) 

39. Χριςθ ανιςότθτων:  
Όταν μασ δίνεται μια ανιςότθτα θ οποία αλθκεφει για κάκε τιμι τθσ μεταβλθτισ που περιζχει τότε:  

 Θ ανιςότθτα μπορεί να χρθςιμοποιθκεί για τθν απόδειξθ ότι μια ςυνάρτθςθ ζχει ελάχιςτο ι 
μζγιςτο ςε ζνα εςωτερικό ςθμείο (είναι εκείνθ θ τιμι του x για τθν οποία θ δοςμζνθ ανιςότθτα 
αλθκεφει ωσ ιςότθτα) ενόσ διαςτιματοσ ςτο οποίο αυτι είναι παραγωγίςιμθ οπότε 
εφαρμόηουμε κεϊρθμα FERMAT.  

 Θ ανιςότθτα μπορεί να χρθςιμοποιθκεί ςτον υπολογιςμό ορίου με τθ βοικεια του κριτθρίου 
παρεμβολισ.  

 Θ ανιςότθτα μπορεί να χρθςιμοποιθκεί μαηί με τθν ιδιότθτα των ορίων: Αν οι ςυναρτιςεισ 

gf ,  κοντά ςτο xο είναι άνιςεσ και τα όρια των gf , ςτο xο υπάρχουν και είναι αρικμοί, τότε 

και τα όριά τουσ κα είναι ομοιοτρόπωσ άνιςα.  

 Θ ανιςότθτα μπορεί να δίνεται για να χρθςιμοποιθκεί για τθν απόδειξθ κάποιου ηθτοφμενου, 
π.χ. το πρόςθμο μιασ παραγϊγου, τθν εφρεςθ μιασ άλλθσ ανιςότθτασ, τθν τιμι κάποιασ 
παραμζτρου κ. α. 

 

40. Για να βροφμε τιμζσ παραμζτρων ώςτε 

  i.  θ ςυνάρτθςθ f να είναι γν. μονότονθ ςε διάςτθμα Δ: 

H f  που μασ δίνεται είναι κατά κανόνα ςυνεχισ ςτο Δ και παραγωγίςιμθ ςτο εςωτερικό του Δ. 
Βρίςκουμε τθν παράγωγο f΄(x) και μελετάμε το πρόςθμο τθσ  f΄(x) για τισ διάφορεσ τιμζσ των 
παραμζτρων, οπότε βρίςκουμε τισ ηθτοφμενεσ.  

 ii. θ ςυνάρτθςθ f να εμφανίηει τοπικό ακρότατο ςτο xo ςτο οποίο θ f είναι παραγωγίςιμθ: 

 Παίρνουμε τθ ςχζςθ f΄(xo)=0, θ οποία είναι αναγκαία λόγω του κεωριματοσ Fermat, αλλά όχι και 
ικανι. Γι’αυτό, με τισ τιμζσ των παραμζτρων που ικανοποιοφν τθν f΄(xo)=0 φτιάχνουμε τον πίνακα 
μεταβολϊν των f, f΄ και επιβεβαιϊνουμε τθν φπαρξθ του τοπικοφ ακρότατου.  

iii. θ ςυνάρτθςθ f να είναι κυρτι(αντ. κοίλθ) ςε διάςτθμα Δ: 



 

Γαμβρζλλθσ Αργφρθσ 
gamvrellis@gmail.com 

 

ΣΧΟΛΙΑ 

 

12 

H f  που μασ δίνεται είναι κατά κανόνα ςυνεχισ ςτο Δ και 2 φορζσ παραγωγίςιμθ ςτο εςωτερικό του 
Δ. Βρίςκουμε τθν παράγωγο f΄΄(x) και μελετάμε το πρόςθμο τθσ  f΄΄(x) για τισ διάφορεσ τιμζσ των 
παραμζτρων, οπότε βρίςκουμε τισ ηθτοφμενεσ.      

      iv. θ Cf να εμφανίηει ςθμείο καμπισ ςτο xo, ςτο οποίο θ f είναι 2 φορζσ παραγωγίςιμθ: 
 Παίρνουμε τθ ςχζςθ f΄΄(xo)=0, θ οποία είναι αναγκαία λόγω γνωςτοφ κεωριματοσ, αλλά όχι και 
ικανι. Γι’αυτό, με τισ τιμζσ των παραμζτρων που ικανοποιοφν τθν f΄΄(xo)=0 φτιάχνουμε τον πίνακα 
μεταβολϊν των f, f΄΄ και επιβεβαιϊνουμε τθν φπαρξθ του ςθμείου καμπισ. 

 

41. Για να αποδείξουμε ότι θ ςυνάρτθςθ f δεν ζχει ακρότατο ςε ανοικτό διάςτθμα (α,β):  

 ελζγχουμε αν θ f είναι γνθςίωσ μονότονθ ςτο (α,β) οπότε το ςυμπζραςμα ιςχφει προφανϊσ, ι  

 υποκζτουμε ότι ζχουμε ακρότατο ςτο xo(α , β)  ςτο οποίο θ f  είναι παραγω-γίςιμθ, οπότε 

από κεϊρθμα Fermat κα ιςχφει 0)(/ oxf  και καταλιγουμε ςε άτοπο.  

42. Για να αποδείξουμε ότι θ ςυνάρτθςθ f δεν ζχει ςθμείο καμπισ ςε ανοικτό διάςτθμα (α,β):  

 ελζγχουμε αν θ f ϋ είναι γνθςίωσ μονότονθ ςτο (α,β) οπότε το ςυμπζραςμα ιςχφει προφανϊσ, ι  

 υποκζτουμε ότι ζχουμε ςθμείο καμπισ ςτο xo(α,β) ςτο οποίο υπάρχει θ  f ΄΄(xo), οπότε από 
γνωςτό κεϊρθμα κα ιςχφει f ΄΄(xo)= 0 και καταλιγουμε ςε άτοπο. 

 

43. τακερζσ ςυναρτιςεισ: 

 Όταν κζλουμε να δείξουμε ότι μια ςυνεχισ ςυνάρτθςθ είναι ςτακερι ςε ζνα διάςτθμα Δ, 
προςπακοφμε να αποδείξουμε ότι ζχει παράγωγο ίςθ με 0 ςτο εςωτερικό του Δ .  

 Αν κζλουμε να δείξουμε ότι δφο παραγωγίςιμεσ ςυναρτιςεισ f, g είναι ίςεσ ςε ζνα διάςτθμα 
Δ, δείχνουμε ότι θ διαφορά τουσ f – g ζχει παράγωγο ίςθ με το 0  ςτο εςωτερικό του Δ, οπότε 
f(x) – g(x) = c. Κατόπιν δείχνουμε ότι c = 0.  

 

44. Εφρεςθ τφπου:  
Όταν μασ δίνεται μια ςυναρτθςιακι ςχζςθ που περιζχει κάποιεσ από τισ f(x), f ΄(x), f ΄΄(x) κλπ. και ηθτάμε 
τον τφπο τθσ f , προςπακοφμε να μεταςχθματίςουμε τθ ςυναρτθςιακι ςχζςθ είτε ςε ιςότθτα παραγϊγου 
με το 0 είτε ςε ιςότθτα παραγϊγων, και χρθςιμοποιοφμε τισ ςυνζπειεσ του Θ.Μ.Σ. Μερικά 
παραδείγματα δίνονται ςτον παρακάτω πίνακα: 
 

Δεδομζνθ ςχζςθ Ιςότθτα παραγϊγου με 0 

1. f ϋ(x) = c 1. [f(x) – cx+ϋ = 0. 

2. f ϋ(x) = cf (x) 2. [e
-cx 
f(x)]ϋ = 0. 

3. f ϋ(x)(x – c) = f(x) 3. 
f(x)

x - c

 
 
 

= 0. 

4. f ϋ(x)(c – x) = f(x) 4. [(x – c)f(x)+ϋ = 0. 

5.   f ϋ(x) = νx
ν -1 5. [f(x) – x

ν
]ϋ = 0. 

6.   xf ϋ(x) = νf(x) 6. 
ν

f(x)

x

 
 
 

= 0. 

7.   f ϋ(x)lnx = 
f(x)

x
, x > 0 7. 

f(x)

lnx

 
 
 

= 0. 

Αν δυςκολευόμαςτε πάρα πολφ: 

 Οδθγοφμε τθ ςχζςθ ςτθ μορφι:  f΄(x) + g(x)f(x) = 0.    (1) 
Αν G μια παράγουςα τθσ g, τότε πολλαπλαςιάηουμε τθν (1) με e

G(x)
 οπότε: 

e
G(x)

f΄(x) + e
G(x)

g(x)f(x) = 0  [e
G(x)

 f(x)]΄= 0. 

 Εξετάηουμε αν εμφανίηεται ιςότθτα τθσ μορφισ: f ΄(x) = f(x), οπότε από γνωςτι εφαρμογι 

προκφπτει ότι f(x) = ce
x
. 

 

45. Αν F μία αρχικι μιασ ςυνάρτθςθσ f ς’ζνα διάςτθμα Δ, τότε θ F είναι ςυνεχισ και παραγωγίςιμθ ςτο Δ 
άρα για τθν F  εφαρμόηονται τα βαςικά κεωριματα των ςυνεχών και παραγωγίςιμων 
ςυναρτιςεων.(π.χ. αν εργαηόμαςτε με περίπλοκεσ ςυνκικεσ που περιζχουν κάποιεσ από τισ  f, f¨ και
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x

a
dttf )(  είναι προτιμότερο να τισ εκφράηουμε όλεσ μζςω τθσ F ϊςτε να επιλζγουμε ευκολότερα το 

κατάλλθλο κεϊρθμα.) 

46. Για τον υπολογιςμό ενόσ αόριςτου ολοκλθρϊματοσ είναι χριςιμο να κυμόμαςτε ότι: 

i)  f΄(x)dx  = f(x) + c. 

ii) Να βάηουμε το … + c ςτο τζλοσ του υπολογιςμοφ του! 
iii) Α. Ολοκλθρϊματα τθσ μορφισ: 

( )P x dx
ax+ β

e  ι ( )P x dxημ(αx+ β)  ι ( )P x dxσυν(αx+ β)  ι ln(ax+ β) dx P(x)  ι 

ημ(αx+ β) dx
κx+λ

e  ι συν(αx+ β) dx
κx+λ

e  όπου P(x) πολυϊνυμο, υπολογίηονται με 

παραγοντικι ολοκλιρωςθ ςτθ ςυνάρτθςθ με ζντονο χρϊμα. Γενικά, αν παρατθροφμε ότι ςτο 

ολοκλιρωμα υπάρχει παράςταςθ τθσ μορφισ )()(/ xgxf  τότε μάλλον χρειάηεται να κάνουμε 

ολοκλιρωςθ κατά παράγοντεσ.  
Β. Θ εφαρμογι παραγοντικισ ολοκλιρωςθσ μια ι περιςςότερεσ φορζσ ςτον υπολογιςμό ενόσ 
ολοκλθρϊματοσ Ι μπορεί να εμφανίςει ξανά το αρχικό ολοκλιρωμα Ι. Δθλαδι, προκφπτει μια ςχζςθ 

τθσ μορφισ : I = A(x) + κ
 .

Ι, με κ  1. Λφνουμε αυτι τθ ςχζςθ ωσ προσ Ι οπότε: I = 
1

1 

.
A(x) + 

c.(’αυτι τθν κατθγορία ανικουν τα ολοκλθρϊματα τθσ μορφισ ημ(αx+ β) dx
κx+λ

e ,

συν(αx+ β) dx
κx+λ

e κ.α.) 

Γ. Αν Ιν ζνα αόριςτο ολοκλιρωμα μιασ ςυνάρτθςθσ ςτθν οποία εμφανίηεται ο φυςικόσ ν, και ηθτείται 
να αποδείξουμε μια ςχζςθ που ςυνδζει τα Ιν, Ιν-1, Ιν-2 κλπ. (αναγωγικόσ τφποσ), τότε χρθςιμοποιοφμε, 
κατά κανόνα, ολοκλιρωςθ κατά παράγοντεσ. 

iv) ε ειδικζσ περιπτϊςεισ χρειάηεται θ διάςπαςθ ενόσ ολοκλθρϊματοσ Ι ςε δυο μζρθ και θ εφαρμογι, 
ςτο ζνα από αυτά, τθσ παραγοντικισ ολοκλιρωςθσ (μία ι και περιςςότερεσ φορζσ). Σότε εμφανίηονται 
δυο αντίκετα ολοκλθρϊματα οπότε ο υπολογιςμόσ του Ι ζχει επιτευχκεί. (τεφχοσ 2 ςελ 434) 
v) Α. Αν παρατθροφμε ότι ςτο ολοκλιρωμα υπάρχει μια ςυνάρτθςθ φ(x) και θ παράγωγόσ τθσ φ΄(x), 

τότε μάλλον χρειάηεται να κάνουμε τθν αντικατάςταςθ φ(x) = t .  
Να μθν ξεχνάμε όταν χρθςιμοποιοφμε τθ μζκοδο τθσ αντικατάςταςθσ, π.χ. φ(x) = t ,  ςτο τζλοσ να 
επαναφζρουμε  το φ(x) ςτθ κζςθ του t! 

 Β. ε οριςμζνεσ περιπτϊςεισ είναι δφςκολθ θ απ’ευκείασ εφρεςθ τθσ κατάλλθλθσ αντικατάςταςθσ. Σε 
τζτοιεσ περιπτώςεισ αναηθτοφμε ζναν όρο φ(x) τθσ ςυνάρτθςθσ μζςα ςτο ολοκλιρωμα και 

 αν θ εξίςωςθ φ(x) = t λφνεται ωσ προσ x, τότε κζτουμε φ(x) = t  και προκφπτει ότι : x = g(t) και 
dx = g΄(t)dt, όπου g θ αντίςτροφθ ςυνάρτθςθ τθσ φ. 

  αν θ εξίςωςθ φ(x) = t δεν λφνεται ωσ προσ x, τότε γράφουμε dt = φ΄(x)dx και 
εκμεταλλευόμαςτε τθ ςχζςθ που προκφπτει (τεφχοσ 2, ςελ 435) 

vi) Αν κζλουμε να υπολογίςουμε ολοκλιρωμα ρθτισ ςυνάρτθςθσ I =
P(x)

dx
Q(x) , και ο βακμόσ του P(x) 

είναι μικρότεροσ του βακμοφ του Q(x), τότε: 

 Αν το P(x) μπορεί να πάρει τθ μορφι P(x) = αQϋ(x), ζχουμε: 

 I =
P(x)

dx
Q(x) = 

α Q (x)
dx

Q(x)

 
 = ln|Q(x)| + c. 

 Αν το P(x) δεν μπορεί να πάρει τθν παραπάνω μορφι, τότε παραγοντοποιοφμε το Q(x) και 

αναλφουμε το κλάςμα 
P(x)

Q(x)
 ςε άκροιςμα κλαςμάτων ωσ εξισ: 

ε κάκε παράγοντα του Q(x) τθσ μορφισ (αx + β) αντιςτοιχεί ζνα κλάςμα 
x 




 

(επίςθσ, ςε κάκε παράγοντα του Q(x) τθσ μορφισ (x–ρ)
ν
 αντιςτοιχεί το άκροιςμα   
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  1

x 




+ +

 
2

2
x 




+ … + 

 x









, ενϊ ςε κάκε παράγοντα του Q(x) τθσ μορφισ (αx

2
 + βx + γ), 

με Δ < 0, αντιςτοιχεί ζνα κλάςμα 
2

x B

x x  

 

 
, αλλά αυτζσ οι περιπτϊςεισ δεν αναφζρονται ςτο 

ςχολικό βιβλίο), οπότε προςδιορίηουμε τουσ ςυντελεςτζσ Αi από τθν ιςότθτα : 
P(x)

Q(x)
= 1

1 1x 




+

2

2 2x 




+… +

x



  




.  

Σότε κα ιςχφει: Ι = 1

1 1

dx
x 



  + 2

2 2

dx
x 



  + … + dx
x



  



 = …             

vi) τον υπολογιςμό ολοκλθρωμάτων με τριγωνομετρικζσ παραςτάςεισ πρζπει να κυμόμαςτε τα εξισ: 

 Αν υπάρχει περιττι δφναμθ του θμx, τότε γράφουμε: 

 θμ
2ν+1

x = θμ
2ν

xθμx = (1 – ςυν
2
x)

ν
θμx  και κζτουμε t = ςυνx. 

 Αν υπάρχει περιττι δφναμθ του ςυνx, τότε γράφουμε: 

 ςυν
2ν+1

x = ςυν
2ν

xςυνx = (1 – θμ
2
x)

ν
ςυνx  και κζτουμε t = θμx. 

 Αν όλεσ οι δυνάμεισ του θμx και του ςυνx είναι άρτιεσ, τότε χρθςιμοποιοφμε τουσ τφπουσ 

αποτετραγωνιςμοφ: θμ
2
x = 

1 2

2

x
 και ςυν

2
x = 

1 2

2

x
. 

47. Σο οριςμζνο ολοκλιρωμα 



dxxf )(  τθσ ΤΝΕΧΟΤ ςυνάρτθςθσ f είναι ο ΠΡΑΓΜΑΣΙΚΟ ΑΡΙΘΜΟ  

)()(  FF  , όπου F παράγουςα τθσ  f ςτο (α,β). 

48. Για τον υπολογιςμό ενόσ οριςμζνου ολοκλθρϊματοσ είναι χριςιμο να κυμόμαςτε ότι: 

i) ( )f x dx



 = ( ) ( )f f a   

ii) Ο υπολογιςμόσ ενόσ οριςμζνου ολοκλθρϊματοσ διαφζρει του υπολογιςμοφ ενόσ αόριςτου 
ολοκλθρϊματοσ ςτα εξισ:  

 Δεν βάηουμε το … + c ςτο τζλοσ του υπολογιςμοφ του οριςμζνου ολοκλθρϊματοσ. 

 Αλλάηουμε τα όρια ολοκλιρωςθσ όταν κάνουμε αντικατάςταςθ. 

 Αν χρθςιμοποιιςουμε αντικατάςταςθ, δεν χρειάηεται να επιςτρζψουμε ςτθν αρχικι μεταβλθτι. 
iii) Οι μζκοδοι 2iii),…, 2vi) που αναφζρκθκαν παραπάνω εφαρμόηονται και ςτα οριςμζνα 
ολοκλθρϊματα.  
 

iv) Μια ςθμαντικι αντικατάςταςθ που μασ διευκολφνει πολλζσ φορζσ ςτον υπολογιςμό του 



dxxf )(  

είναι θ: t = α + β – x. Tότε ιςχφει dt = – dx και τα καινοφρια όρια ολοκλιρωςθσ φαίνονται ςτον διπλανό 
πίνακα: 

 

Ζτςι, το αρχικό ολοκλιρωμα γίνεται: 





dxxf )(  = ( )f a x dx




   

H παράςταςθ f(α + β – x) δθμιουργεί νζεσ δυνατότθτεσ μζςα ςτο ολοκλιρωμα που ςυνικωσ 
οδθγοφν ςτο επικυμθτό αποτζλεςμα.  

vi) Αν ςε άςκθςθ μασ δίνεται ι ζχουμε αποδείξει κάποια ςυναρτθςιακι ςχζςθ, πικανότατα ο 
υπολογιςμόσ ολοκλθρώματοσ κα γίνεται με βάςθ αυτι τθ ςχζςθ. (Δεσ παλαιότερα κζματα 
Πανελλαδικών). 

49.  Ιςχφουν: 

i. Αν f άρτια, τότε 
α

-α

f(x)dx = 2 
α

0

f(x)dx («ςπάμε» το αρχικό ολοκλιρωμα ςτο 0 και κζτουμε ςτο πρϊτο x 

= -t.) 

ii. Αν f περιττι, τότε 
α

-α

f(x)dx = 0 (κζτουμε x = - t). 

x α β 

t β α 
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50. Για το ολοκλιρωμα 
δ

-1

γ

f (x)dx  τθσ αντίςτροφθσ ςυνάρτθςθσ μιασ παραγωγίςιμθσ και 1-1 

ςυνάρτθςθσ f  κζτουμε x = f(u) οπότε: u = f
 -1

(x), dx = f ΄(u)du. Tα νζα άκρα ολοκλιρωςθσ προκφπτουν 
από τισ ςχζςεισ:  

f(u) = γ  u = f
 -1

(γ) και f(u) = δ  u = f
 -1

(δ). 

Αν το ολοκλιρωμα 
δ

-1

γ

f (x)dx  παριςτάνει εμβαδόν (δθλ. f
 -1

(x)  0 για x(γ, δ) ), μποροφμε να 

εκμεταλλευτοφμε τθ ςυμμετρία των Cf , Cf
 -1

 ωσ προσ τθν y = x. Θ χάραξθ των γραφικϊν παραςτάςεων των 
Cf , Cf

 -1
 ς’αυτι τθν περίπτωςθ είναι επιβεβλθμζνθ. 

51. Αν δίνεται ότι 



dxxf )( = κ, με κR, τότε μποροφμε να γράφουμε F(β) = κ, όπου F παράγουςα τθσ f 

ςτο *α,β+.  

52. Θ ιςότθτα 



a

dxxfaff )()()( /
 είναι χριςιμθ για τον υπολογιςμό τιμών τθσ ςυνάρτθςθσ f  

όταν είναι γνωςτόσ ο ρυκμόσ μεταβολισ τθσ f , οπότε μπορεί να υπολογιςτεί το 


a
dxxf )(/

. 

Αντίςτοιχα, θ ιςότθτα 
x

a
dttfafxf )()()( /

 είναι χριςιμθ για τον υπολογιςμό τθσ ςυνάρτθςθσ 

f  όταν είναι γνωςτόσ ο ρυκμόσ μεταβολισ τθσ f  και θ τιμι τθσ )(af  οπότε μπορεί να 

υπολογιςτεί το 
x

a
dttf )(/

.  

53. Για τθν ςυνάρτθςθ F(x) = 
x

a
dttf )(   πρζπει να κυμόμαςτε πάντοτε ότι:  

 Ζχει πεδίο οριςμοφ το διάςτθμα ςτο οποίο θ f(t) ορίηεται, είναι ςυνεχισ και ανικει το α ,  

 είναι παράγουςα τθσ ςυνεχοφσ )(tf , δθλαδι ιςχφει:  F΄(x) = )()(
/

xfdttf
x

a







 . 

54. Για να βροφμε το πεδίο οριςμοφ , (όταν αυτό μασ ηθτείται ι δεν δίνεται), μιασ ςυνάρτθςθσ τθσ μορφισ 

F(x)= 
)(

)(
)()(

xh

xg
dttfx , όπου f ςυνεχισ ςε ζνωςθ διαςτθμάτων Δ1Δ2  κα πρζπει να τεκοφν οι εξισ 

περιοριςμοί για το x:  

o το x να ανικει ςτο Δ1Δ2,  

o το x να ανικει ςτα πεδία οριςμοφ των gh,,  και 

o  Σα )(),( xgxh  να ανικουν και τα δφο ςτο Δ1  ι και τα δφο ςτο Δ2. 

55. Αν κζλουμε να παραγωγίςουμε τθ ςυνάρτθςθ F(x)= 
)(

)(
)()(

xh

xg
dttfx  επιλζγουμε ςτακερό αρικμό α ο 

οποίοσ απαραίτθτα πρζπει να ανικει ςτο πεδίο οριςμοφ τθσ F οπότε ο τφποσ τθσ f παιρνει τθ μορφι:  

F(x)=  
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

h x h x g x

g x a
x f t dt x f t dt f t dt


      και 

F΄(x)=  
( ) ( )

( ) ( ) ( )
h x g x

a
x f t dt f t dt΄


   + φ(x)[f(h(x))

.
h΄(x) – f(g(x))

.
g΄(x)] 

56. Ολοκλθρϊματα τθσ μορφισ ( )
a

f x t dt


  (ι ( )
a

f xt dt


 ι 
a

t
f dt

x

  
 
 

  κ.α.) είναι ςυναρτιςεισ 

του x. ε τζτοια ολοκλθρϊματα πρζπει να αποδεςμεφουμε τθ μεταβλθτι x από τθ ςυνάρτθςθ f  μζςα 
ςτο ολοκλιρωμα και γι’αυτό κάνουμε αντικατάςταςθ ςτθν παράςταςθ εντόσ τθσ  f. Δθλαδι κζτουμε y 

= x + t (ι y = xt  ι y = 
t

x
αντίςτοιχα), οπότε : ( )

a
f x t dt



  = ( )
x

a x
f y dy

 

 . 

57. Αν μασ δίνεται ιςότθτα ςτθν οποία εμφανίηεται ολοκλιρωμα τθσ μορφισ  
x

α

f(t)dt  και ηθτείται θ 

εφρεςθ τθσ f, τότε εξαςφαλίηουμε τθν παραγωγιςιμότθτα των 2 μελϊν τθσ ιςότθτασ και 
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παραγωγίηουμε κατά μζλθ(φροντίηουμε να μθν υπάρχει γινόμενο g(x) 
x

α

f(t)dt , ϊςτε θ παραγϊγιςθ 

να «εξαφανίςει» το 
x

α

f(t)dt ). 

58. ε  αςκιςεισ  που  κα  πρζπει  να  υπολογίςουμε  όρια  ςυναρτιςεων  με  ολοκλθρϊματα  τότε: 

i)ςε  όρια  τθσ  μορφισ  L=
x

lim 
x

α

f(t)dt   ι  L=
x

lim 
ω(x)

φ(x)

f(t)dt   χρθςιμοποιοφμε  το  κριτιριο  ςφγκριςθσ  ι  

παρεμβολισ. 

ii) ςε  όρια  που  οδθγοφν  ςτθ  μορφι    ή   
0

0




χρθςιμοποιοφμε  κανόνεσ  de  L’  Hospital.  

 

59. ΕΜΒΑΔΟΝ  ΕΠΙΠΕΔΩΝ  ΧΩΡΙΩΝ 

 Αν  θ  f  είναι  ςυνεχισ  ςτο  *α,β+, τότε  για  το  εμβαδόν  Ε(Ω)  του  χωρίου  Ω  που  περικλείεται  

από  τθν  Cf,  τον  άξονα  των  x  και  τισ  ευκείεσ  x=α,  x=β  ιςχφει  E(Ω)= 
β

α

dxf(x) .τθν  περίπτωςθ  

που  ιςχφει  f(x) 0   (αντίςτοιχα  f(x) 0 )  για  κάκε  x*α,β+,  ζχουμε  Ε(Ω)= 
β

α

f(x)dx  (αντίςτοιχα  

Ε(Α)=- 
β

α

f(x)dx ). 

 Αν  δίνεται  μια  μόνο  ευκεία  π.χ  θ   x = α,  τότε  θ  άλλθ  κα  είναι  θ  x = ρ, όπου  ρ κα  είναι  θ  
μοναδικι  ρίηα  τθσ  εξίςωςθσ  f(x) = 0.  

 τθν  περίπτωςθ  που  δεν  ζχουμε  καμία  ευκεία ,αλλά  θ  εξίςωςθ  f(x)=0  ζχει  δφο  τουλάχιςτον  
(αλλά  πεπεραςμζνου  πλικουσ)  πραγματικζσ  ρίηεσ,  τότε  το  εμβαδόν  Ε(Ω)  του  χωρίου  Ω  που  

περικλείεται  από  τθν  Cf  και  τον  άξονα  των  x  κα δίνεται από τθν ςχζςθ E(Ω)= 
ν

1

x

x

dxf(x) , όπου 

x1,xν είναι  θ μικρότερθ και θ μεγα-λφτερθ  ρίηα  τθσ  f(x)=0.  

 Αν  θ  f,g  είναι  ςυνεχείσ  ςτο  *α,β+, τότε  για  το  εμβαδόν  Ε(Ω)  του  χωρίου  Ω  που 

περικλείεται από τθν Cf, Cg και τισ ευκείεσ x = α, x = β, E(Ω)= 
β

α

dxg(x)-f(x)  . (Στθν  περίπτωςθ  

αυτι  δεν  μασ  ενδιαφζρει  θ  ςχζςθ  κάκεμιάσ  των Cf,Cg  με  τον  άξονα  των  x  ,  αλλά  μόνο  θ  
μεταξφ  τουσ  κζςθ  ςτο  *α,β+).  

 τθν  περίπτωςθ  που  δεν  ζχουμε  καμία  ευκεία ,αλλά  θ  εξίςωςθ  f(x)=g(x)  ζχει  δφο  
τουλάχιςτον  αλλά  πεπεραςμζνου  πλικουσ  πραγματικζσ  ρίηεσ,  τότε  το  εμβα-δόν  Ε(Ω)  του  χωρίου 

Ω  που  περικλείεται  από  τισ  Cf  ,Cg  κα  δίνεται  από  τθν  ςχζςθ E(Ω) = 
ν

1

x

x

dxg(x)-f(x) , όπου x1,xν 

είναι θ μικρότερθ και θ μεγαλφτερθ ρίηα  τθσ  f(x) = g(x).  

 Αν ηθτείται να υπολογιςκεί το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τισ γραφικζσ 
παραςτάςεισ 3 ςυνεχών ςυναρτιςεων (ςυχνά ηθτείται το εμβαδόν του χωρίου μεταξφ x΄x, Cf , και 
εφαπτομζνθσ τθσ Cf ςε δεδομζνο ςθμείο (xo, f(xo)), τότε καταςκευάηουμε ακριβζσ ςχιμα. Οι κορυφζσ 
του χωρίου μασ οδθγοφν ςτο να χωρίςουμε το χωρίο ςε μικρότερεσ περιοχζσ,  οπότε  με  προςκζςεισ  
ι  αφαιρζςεισ  αυτϊν  κα  φκάνουμε  ςτο  ηθτoφμενο.  

 
 

 


