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Πρόλογος

Το ϐιβλίο αυτό καλύπτει την ύλη ενός εξαµηνιαίου εισαγωγικού µαθήµατος στη Γραµ-
µική ΄Αλγεβρα. Απευθύνεται σε ϕοιτητές των Θετικών Επιστηµών που χρησιµοποιούν τη
Γραµµική ΄Αλγεβρα ως εργαλείο αλλά και σε ϕοιτητές Μαθηµατικών Τµηµάτων που επι-
ϑυµούν να εξετάσουν εφαρµογές της Γραµµικής ΄Αλγεβρας. Το ϐιβλίο συγκεντρώνει την
εµπειρία της διδασκαλίας του µαθήµατος της Γραµµικής ΄Αλγεβρας σε ελληνικά και ξένα
Πανεπιστήµια.

Η ύλη κατανέµεται σε έξι κεφάλαια που πραγµατεύονται τη µεθοδολογία της επί-
λυσης γραµµικών συστηµάτων, την άλγεβρα των πινάκων, τους διανυσµατικούς χώρους
και τις γραµµικές συναρτήσεις, τις ιδιοτιµές και τα ιδιοδιανύσµατα των πινάκων και τέ-
λος τις προβολές των διανυσµάτων. Σε κάθε ενότητα υπάρχει πλήθος παραδειγµάτων.
Στο παράρτηµα µε τίτλο Λύσεις και Υποδείξεις Επιλεγµένων Ασκήσεων δίνονται λύσεις ή
υποδείξεις ή το αποτέλεσµα κάποιων από τις ασκήσεις. ΄Εχει γίνει προσπάθεια να συµπε-
ϱιληφθούν οι αποδείξεις των κυρίων ϑεωρηµάτων χωρίς αυστηρή µαθηµατική γραφή. Για
τις αποδείξεις των ϑεωρηµάτων που δεν έχουν συµπεριληφθεί δίνεται αναλυτική αναφορά.
Ιδιαίτερα παραπέµπουµε στο ϐιβλίο Εισαγωγή στη Γραµµική ΄Αλγεβρα των Θ. Θεοχάρη-
Αποστολίδη, Χ. Χαραλάµπους, Χ. Βαβατσούλα. Το παρόν σύγγραµµα δίνει µεγάλο ϐάρος
στις εφαρµογές, εισάγοντας αυτοτελή ϑέµατα εφαρµογών και συνδέοντας σε κάθε στάδιο
τη ϑεωρία µε τις εφαρµογές της. Στο τέλος κάθε κεφαλαίου δίνεται σύντοµη αναφορά στο
ιστορικό περιβάλλον των εννοιών που αναπτύχθηκαν.

Σε όλο το κείµενο µετά την εµφάνιση κάποιου επιστηµονικού όρου για πρώτη ϕορά,
η οποία επισηµαίνεται µε έντονους τυπογραφικούς χαρακτήρες, ακολουθεί ο ίδιος όρος
στην αγγλική γλώσσα. Στο εδάφιο µε τίτλο Ευρετήρια παραθέτουµε τα ευρετήρια των συµ-
ϐολισµών και των µαθηµατικών όρων στην ελληνική και αγγλική γλώσσα και σηµειώνουµε
τη σελίδα στην οποία ϐρίσκονται.

Το ϐιβλίο αυτό γράφτηκε στα πλαίσια του έργου Κάλλιπος. Εκφράζονται, λοιπόν,
ευχαριστίες στη διαχειριστική οµάδα του έργου για τη ϐοήθεια και τις οδηγίες σε όλα
τα στάδια της παραγωγής του ϐιβλίου. Τέλος, ευχαριστούµε ϑερµά την κ. Μαρία-Ιωάννα
Χριστοφορίδου και τον κ. ∆ήµο Μωυσιάδη για την επιµέλεια του εξωφύλλου και τον κ.
Ιωάννη Καρύδη για τη µετατροπή του συγγράµµατος σε µερφή HTML5.
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Κεφάλαιο 1

Γραµµικά Συστήµατα

Η επίλυση των γραµµικών συστηµάτων αποτελεί ένα από τα κύρια ϑέµατα µελέτης της
Γραµµικής ΄Αλγεβρας. Σε αυτό το κεφάλαιο ϑα µελετήσουµε τις ϐασικές τεχνικές επίλυσης
των γραµµικών συστηµάτων.

1.1 Γραµµικά Συστήµατα

Σε αυτήν την ενότητα ϑα εισάγουµε τη ϐασική ορολογία που αφορά τα γραµµικά συστή-
µατα εξισώσεων. Με k ϑα συµβολίζουµε είτε το σώµα των πραγµατικών αριθµών R, είτε το
σώµα των µιγαδικών αριθµών C. ΄Ενα γραµµικό σύστηµα (linear system) m εξισώσεων
µε n αγνώστους, µε συντελεστές από το σώµα k, είναι ένα σύστηµα γραµµικών εξισώσεων

α11 x1 + α12 x2 + · · ·+ α1n xn = β1

...
...

αm1x1 + αm2x2 + · · ·+ αmnxn = βm,

(1.1.0.1)

όπου όλοι οι συντελεστές aij και όλες οι σταθερές βi ανήκουν στο k. Το i παίρνει τιµές
1, . . . ,m, ενώ το j παίρνει τιµές 1, . . . , n. Τα x1, . . . , xn είναι οι άγνωστοι του γραµµικού
συστήµατος. Λύση (solution) του συστήµατος (1.1.0.1) στο k είναι µία διατεταγµένη
n-άδα (ξ1, ξ2, . . . , ξn) στοιχείων του k, η οποία ικανοποιεί τις εξισώσεις (1.1.0.1), δηλ.

αi1ξ1 + · · ·+ αinξn = βi , για κάθε 1 ≤ i ≤ m.

΄Ενα γραµµικό σύστηµα είναι δυνατόν να έχει περισσότερες από µία λύσεις. Λέµε ότι
το σύστηµα (1.1.0.1) είναι συµβατό (consistent) αν έχει τουλάχιστον µία λύση. Αν δεν
υπάρχει λύση, τότε λέµε ότι το σύστηµα (1.1.0.1) είναι ασύµβατο (inconsistent).

Στη γλώσσα των πινάκων, το σύστηµα (1.1.0.1) γράφεται συνοπτικά ως

AX = B, (1.1.0.2)

όπου

A =

 α11 · · · α1n

...
...

αm1 · · · αmn

 , X =

 x1

...
xn

 και B =

 β1

...
βm

 .
Ο πίνακας A έχει m γραµµές, όσες και οι εξισώσεις του (1.1.0.1), και n στήλες, όσοι
είναι οι άγνωστοι του (1.1.0.1). Ο A γράφεται σε συντοµογραφία A = (aij) και λέγεται

1
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πίνακας των συντελεστών (coefficient matrix) του συστήµατος (1.1.0.2), ο πίνακας B
λέγεται πίνακας των σταϑερών όρων (column of constants) του συστήµατος (1.1.0.2),
ενώ ο πίνακας

[A | B] =

 α11 · · · α1n β1

...
...

...
αm1 · · · αmn βm


λέγεται επαυξηµένος (extended) πίνακας του συστήµατος (1.1.0.2). Θα γράφουµε τον
επαυξηµένο πίνακα [A | B] και ως

[A | B] =

 α11 · · · α1n β1

...
...

...
αm1 · · · αmn βm

 ,
για να τονίσουµε ότι η τελευταία στήλη είναι η στήλη των σταθερών όρων του συστήµατος
AX = B. Η j στήλη του A συµβολίζεται µε Σj και αντιστοιχεί στη µεταβλητή xj. Τα
στοιχεία της Σj είναι οι συντελεστές του xj.

Παραδείγµατα 1.1.1.

1. ΄Εστω το γραµµικό σύστηµα

x1 − 2x2 + 4x5 = 0
−x1 + 2x2 + x3 − 5x5 = 0
−2x1 + 4x2 − 3x3 + x4 − 2x5 = 0

3x1 − 6x2 + 4x3 − 2x4 + 2x5 = 0

, (1.1.1.1)

4 εξισώσεων µε 5 αγνώστους, µε συντελεστές από το R. Ο πίνακας των συντελεστών
του συστήµατος (1.1.1.1) είναι

1 −2 0 0 4
−1 2 1 0 −5
−2 4 −3 1 −2

3 −6 4 −2 2

 ,
ενώ ο επαυξηµένος πίνακας είναι

1 −2 0 0 4 | 0
−1 2 1 0 −5 | 0
−2 4 −3 1 −2 | 0

3 −6 4 −2 2 | 0

 .
Το σύστηµα (1.1.1.1) είναι συµβατό, αφού η 5-άδα (0, 0, 0, 0, 0) ικανοποιεί κάθε
µία από τις 4 εξισώσεις του (1.1.1.1). Μία άλλη λύση του συστήµατος είναι το
στοιχείο (2, 1, 0, 0, 0) τουR5. Ο αναγνώστης µπορεί να επιβεβαιώσει ότι κάθε στοιχείο
του R5 της µορφής (2t, t, 0, 0, 0), για t ∈ R είναι λύση του συστήµατος (1.1.1.1),
αντικαθιστώντας τις τιµές x1 = 2t, x2 = t, x3 = 0, x4 = 0, x5 = 0 στις εξισώσεις του
(1.1.1.1). ΄Αρα το σύστηµα (1.1.1.1) έχει άπειρες λύσεις. Η 5-άδα (2, 1, 1, 0, 0) δεν
είναι λύση του συστήµατος (1.1.1.1), γιατί δεν ικανοποιεί τη δεύτερη εξίσωση:

−2 + 2 · 1 + 1− 5 · 0 = 1 6= 0.
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2. Το γραµµικό σύστηµα µε επαυξηµένο πίνακα τον[
1 −1 | 1
2 −2 | 0

]
αντιστοιχεί στο γραµµικό σύστηµα

x1 − x2 = 1
2x1 − 2x2 = 0

(1.1.1.2)

και είναι ασύµβατο όπως εύκολα µπορεί να επιβεβαιωθεί. Πράγµατι, αν (ξ1, ξ2) ήταν
λύση του συστήµατος (1.1.1.2), τότε σύµφωνα µε την πρώτη εξίσωση ξ1 = 1 + ξ2,
ενώ σύµφωνα µε τη δεύτερη εξίσωση 2ξ1 = 2ξ2 και ξ1 = ξ2. Συνδυάζοντας τις δύο
εκφράσεις για το ξ1 ϐλέπουµε ότι ξ1 = 1 + ξ1, άρα 0 = 1 που είναι αδύνατον. Κατα-
λήξαµε σε άτοπο γιατί υποθέσαµε ότι (ξ1, ξ2) ήταν λύση του συστήµατος (1.1.1.2).
΄Αρα το σύστηµα (1.1.1.2) δεν έχει λύση και είναι ασύµβατο.

3. ΄Εστω ότι ο επαυξηµένος πίνακας ενός γραµµικού συστήµατος είναι
1 −2 0 0 4 | 0
−1 2 1 0 −5 | 0
−2 4 −3 1 −2 | 0

0 0 0 0 0 | 1

 .
Η τελευταία γραµµή του παραπάνω πίνακα αντιστοιχεί στην εξίσωση

0 x1 + 0 x2 + 0 x3 + 0 x4 = 1,

που δεν έχει λύση, αφού είναι αδύνατον να ισχύει 0 = 1. ΄Αρα το γραµµικό σύστηµα
µε τον παραπάνω επαυξηµένο πίνακα είναι ασύµβατο. Γενικότερα, αν ο επαυξη-
µένος πίνακας [A | B] του γραµµικού συστήµατος AX = B έχει µία γραµµή της
µορφής

[ 0 0 · · · 0 | t ],

για κάποια σταθερά t 6= 0, τότε το γραµµικό σύστηµα είναι ασύµβατο.

΄Εστω ότι σε κάποιο γραµµικό σύστηµα εξισώσεων αλλάζουµε τη ϑέση των εξισώσεων
i και j. Στο νέο γραµµικό σύστηµα η i εξίσωση είναι η j του αρχικού συστήµατος και
αντίστοιχα η j εξίσωση του νέου συστήµατος είναι η i εξίσωση του αρχικού. Είναι ξεκάθαρο
ότι το νέο γραµµικό σύστηµα έχει ακριβώς τις ίδιες λύσεις όπως το αρχικό σύστηµα. Ο
επαυξηµένος πίνακας του καινούριου συστήµατος προκύπτει από τον επαυξηµένο πίνακα
του συστήµατος (1.1.0.1) αντιµεταθέτοντας τις γραµµές i και j.

Στη συνέχεια εξετάζουµε πως επηρεάζονται οι λύσεις του συστήµατος (1.1.0.1) αν πολ-
λαπλασιάσουµε την i εξίσωση µε κάποιο µη µηδενικό στοιχείο c του σώµατος k. Το νέο
σύστηµα γραµµικών εξισώσεων διαφέρει από το παλιό µόνο στην i εξίσωση. ∆ηλαδή η i
εξίσωση του συστήµατος (1.1.0.1) είναι

αi1x1 + · · ·+ αinxn = βi , (1.1.1.3)

ενώ η i εξίσωση του καινούριου συστήµατος είναι

(cαi1)x1 + · · ·+ (cαin)xn = cβi . (1.1.1.4)
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΄Ετσι αν (ξ1, ξ2, . . . , ξn) ικανοποιεί την εξίσωση (1.1.1.3) τότε

αi1ξ1 + · · ·+ αinξn = βi ⇒ c(αi1ξ1 + · · ·+ cαinξn) = cβi ⇒
(cαi1)ξ1 + · · ·+ (cαin)ξn = cβi,

δηλ. (ξ1, ξ2, . . . , ξn) είναι λύση της εξίσωσης (1.1.1.4). Το αντίστροφο αποδεικνύεται α-
κριβώς µε τον ίδιο τρόπο, αφού η εξίσωση (1.1.1.3) προέρχεται από την εξίσωση (1.1.1.4)
πολλαπλασιάζοντας την τελευταία µε c−1. Εύκολα, λοιπόν, προκύπτει ότι οι λύσεις των
δύο συστηµάτων είναι ακριβώς οι ίδιες. Παρατηρούµε ότι ο επαυξηµένος πίνακας του
νέου συστήµατος προκύπτει από τον αρχικό πίνακα αν πολλαπλασιάσουµε τα στοιχεία
της i γραµµής µε k.

Τέλος, αν στην i εξίσωση του συστήµατος (1.1.0.1) προσθέσουµε k ϕορές την l εξίσωση
του συστήµατος (1.1.0.1), προκύπτει ένα νέο σύστηµα που διαφέρει από το παλιό µόνο
στην i εξίσωση. ΄Ετσι τώρα η εξίσωση γίνεται

(αi1 + kαl1)x1 + · · ·+ (αin + kαln)xn = βi + kβl. (1.1.1.5)

Και πάλι τα δύο συστήµατα έχουν ακριβώς τις ίδιες λύσεις. Πράγµατι, αν ξ = (ξ1, . . . , ξn)
είναι λύση του συστήµατος (1.1.0.1), αρκεί να ϐεβαιώσουµε ότι η ξ ικανοποιεί την i
εξίσωση του νέου συστήµατος, αφού ήδη ικανοποιεί όλες τις άλλες. Αφού όµως η ξ
ικανοποιεί τις i και l εξισώσεις του συστήµατος (1.1.0.1), ισχύει ότι

αi1ξ1 + · · ·+ αinξn = βi (1.1.1.6)

και
αl1ξ1 + · · ·+ αlnξn = βl. (1.1.1.7)

Πολλαπλασιάζοντας τη σχέση (1.1.1.7) µε k προκύπτει ότι

kαl1ξ1 + · · ·+ kαlnξn = kβl. (1.1.1.8)

Προσθέτοντας τις σχέσεις (1.1.1.6) και (1.1.1.8), ϐρίσκουµε ότι

(αi1 + kαl1)ξ1 + · · ·+ (αin + kαln)ξn = βi + kβl,

δηλ. ικανοποείται η (1.1.1.5). Για το αντίστροφο, δηλαδή για να δείξουµε ότι µία λύση
του νέου συστήµατος είναι και λύση του συστήµατος (1.1.0.1), αρκεί να παρατηρήσουµε
ότι από το νέο σύστηµα µπορούµε να πάµε πίσω στο σύστηµα (1.1.0.1), αφαιρώντας από
την i εξίσωση, k ϕορές την l εξίσωση. Εποµένως, το Ϲητούµενο προκύπτει από όσα είδαµε
προηγουµένως. Συγκεντρώνουµε τις παρατηρήσεις µας στην επόµενη πρόταση.

Πρόταση 1.1.2. ΄Εστω AX = B ένα γραµµικό σύστηµα µε συντελεστές από το k. Αν ο
πίνακας [A′|B′] προκύπτει από τον πίνακα [A|B] µε οποιαδήποτε από τις επόµενες τρεις
ενέργειες :

• αντιµετάθεση δύο γραµµών του [A|B],

• πολλαπλασιασµό µίας γραµµής του [A|B] µε κάποιο µη µηδενικό στοιχείο του k,
• άθροισµα µίας γραµµής του [A|B] µε πολλαπλάσιο µίας άλλης γραµµής του [A|B],

τότε το γραµµικό σύστηµα A′X = B′ έχει ακριβώς τις ίδιες λύσεις µε το σύστηµα AX = B.
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΄Οταν όλες οι σταθερές στον πίνακα B είναι ίσες µε 0, τότε γράφουµε B = 0 και
καλούµε το σύστηµα AX = 0 οµογενές (homogeneous). Το σύστηµα AX = 0 είναι
συµβατό για οποιοδήποτε πίνακα A, αφού το (0, . . . , 0) είναι λύση. Σηµειώνουµε µία
ενδιαφέρουσα ιδιότητα των οµογενών συστηµάτων:

Πρόταση 1.1.3. ΄Εστω το οµογενές σύστηµα AX = 0 µε συντελεστές από το σώµα k µε
λύσεις τα v1 = (p1, . . . , pn), v2 = (q1, . . . , qn). Τότε το κv1 + λv2 είναι λύση του AX = 0,
για κ, λ ∈ k.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι η i εξίσωση του συστήµατος AX = 0 είναι

αi1 x1 + αi2 x2 + · · ·+ αin xn = 0 .

Παρατηρούµε ότι κv1 + λv2 = (kp1 + tq1, . . . , kpn + tqn). Για να δείξουµε, λοιπόν, ότι το
κv1 + λv2 είναι λύση του συστήµατος AX = 0, αρκεί να δείξουµε ότι

αi1 (κp1 + tq1) + · · ·+ αin (κpn + λqn) = 0 .

΄Οµως,
αi1 p1 + · · ·+ αin pn = 0 και αi1 q1 + · · ·+ αin qn = 0.

Εποµένως
καi1 p1 + · · ·+ καin pn = 0 και λαi1 q1 + · · ·+ λαin qn = 0.

Προσθέτοντας τις δύο εξισώσεις προκύπτει ότι :

(καi1 p1 + · · ·+ καin pn) + (λαi1 q1 + · · ·+ λαin qn) = 0⇒
(καi1 p1 + λαi1 q1) + · · ·+ (καin pn + λαin qn) = 0⇒

αi1 (κp1 + λq1) + · · ·+ αin (κpn + λqn) = 0.

Εποµένως το κv1 + λv2 είναι λύση του AX = 0.

Λέµε ότι ο συνδυασµός κv1 +λv2 είναι γραµµικός συνδυασµός (linear combination)
των v1 και v2 µε συντελεστές κ, λ ∈ k. Παρατηρούµε ότι σύµφωνα µε την Πρόταση 1.1.3
αν το v είναι λύση του AX = 0, τότε το κv είναι λύση του AX = 0 για κ ∈ k. Εποµένως
ισχύει η επόµενη παρατήρηση.

Παρατήρηση 1.1.4. Αν το σύστηµα AX = 0 έχει µία µη µηδενική λύση, τότε το
AX = 0 έχει άπειρες λύσεις.

Ασκήσεις Ενότητας 1.1

1. Να ϐρείτε τους επαυξηµένους πίνακες των συστηµάτων:

i) x + y + z = 0
x + 2y − z = 0

2x + 3y = 0
,

ii) x + y + z = 1
x + 2y − z = 2

2x + 3y = 0
,

iii) x − y + = 1
x + y − z = 2

.
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2. Να γράψετε και να λύσετε στον R τα συστήµατα µε τους επόµενους επαυξηµένους
πίνακες.

i)

 0 0 1 0 0 0
0 1 0 1 3 2
0 3 0 0 0 1

, ii)

 1 2 1
0 4 8
1 5 −1

.
3. Να ϐρείτε τις λύσεις του οµογενούς συστήµατος AX = 0 στον R, όταν A είναι ο

µηδενικός 3× 4 πίνακας, δηλαδή ο πίνακας 0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 .

1.2 Στοιχειώδεις Πράξεις Γραµµών

Σε αυτήν την ενότητα αυτή ϑα περιγράψουµε τον αλγόριθµο του Gauss. Ο αλγόριθµος
αυτός χρησιµοποιείται προκειµένου να µεταβούµε από ένανm×n πίνακαA = (aij) σε ένα
νέο πίνακα µε όσο το δυνατόν περισσότερα µηδενικά στοιχεία. Πρώτα ϑα ορίσουµε τους
τρεις τύπους των στοιχειωδών πράξεων γραµµών που επιτρέπεται να χρησιµοποιούµε. Οι
γραµµές τουA συµβολίζονται µε Γ1, . . . ,Γm. Κάθε γραµµή τουA είναι ένας 1×n πίνακας.
΄Ετσι

Γi =
[
ai1 · · · ain

]
, για i = 1, . . . ,m.

΄Οταν γράφουµε bΓi, εννοούµε ότι πολλαπλασιάζουµε όλα τα στοιχεία της γραµµής Γi µε
το στοιχείο b ∈ k. Το αποτέλεσµα είναι ο 1× n πίνακας

bΓi =
[
bai1 · · · bain

]
.

΄Οταν γράφουµε Γi + bΓj, εννοούµε ότι πολλαπλασιάζουµε τα στοιχεία της Γj µε το b και
στη συνέχεια τα προσθέτουµε στα αντίστοιχα στοιχεία της Γi. Το αποτέλεσµα είναι ο 1×n
πίνακας

Γi + bΓj =
[
ai1 + baj1 · · · ain + bajn

]
.

Ορισµός 1.2.1. ΄Εστω ο A = (aij) έναςm×n πίνακας µε στοιχεία από το k και Γ1, . . . ,Γm
οι γραµµές του A. Οι στοιχειώδεις πράξεις γραµµών (elementary row operations) του
A είναι οι εξής :

τύπου 1: αντικατάσταση της γραµµής Γi µε τη γραµµή Γi + aΓj, όπου 1 ≤ i, j ≤ n
και a ∈ k. Θα συµβολίζουµε τη πράξη αυτή µε Γi → Γi + aΓj.

τύπου 2: αντιµετάθεση της γραµµής Γi µε τη γραµµή Γj, όπου 1 ≤ i, j ≤ n. Θα
συµβολίζουµε τη πράξη αυτή µε Γi ↔ Γj.

τύπου 3: αντικατάσταση της γραµµής Γi µε τη γραµµή bΓi, όπου 1 ≤ i ≤ n και
0 6= b ∈ k. Θα συµβολίζουµε τη πράξη αυτή µε Γi → bΓi.

Στη στοιχειώδη πράξη γραµµών τύπου 1, η σειρά των δεικτών έχει µεγάλη σηµασία :
στη γραµµή Γi προσθέτουµε το πολλαπλάσιο aΓj της γραµµής Γj. Αν το a είναι µηδέν,
τότε το αποτέλεσµα είναι η αρχική γραµµή Γi. Στα επόµενα παραδείγµατα, µε A → B
συµβολίζουµε τη µετάβαση στον πίνακα B από τον πίνακα A.
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Παραδείγµατα 1.2.2.

1.

 1 0 1 3 2
4 0 0 0 1
0 1 1 0 0

 −−−−−−−−−−→
Γ2 → Γ2 − 4Γ1

 1 0 1 3 2
0 0 −4 −12 −7
0 1 1 0 0

 .

2.

 1 0 1 3 2
4 0 0 0 1
0 1 1 0 0

 −−−−−→
Γ2 ↔ Γ1

 4 0 0 0 1
1 0 1 3 2
0 1 1 0 0

 .

3.

 1 0 1 3 2
4 0 0 0 1
0 1 1 0 0

 −−−−−−→
Γ3 → 2Γ3

 1 0 1 3 2
4 0 0 0 1
0 2 2 0 0

 .

Λέµε ότι η γραµµή Γi του A είναι µηδενική αν όλα τα στοιχεία της Γi είναι µηδέν,
δηλ.

Γi =
[
0 · · · 0

]
.

Στη συνέχεια προσδιορίζουµε πότε ένας πίνακας είναι σε κλιµακωτή µορφή γραµµών.

Ορισµός 1.2.3. Ο πίνακας A είναι σε κλιµακωτή µορφή γραµµών ( row echelon form)
αν έχει τις εξής ιδιότητες :

• Σε κάθε γραµµή του A, το πρώτο µη µηδενικό στοιχείο, ξεκινώντας από τα αριστερά,
είναι ίσο µε 1. Ονοµάζουµε το 1 καθοδηγητική µονάδα ( leading one) της γραµµής.

• Τα στοιχεία στην ίδια στήλη µε µία καθοδηγητική µονάδα και κάτω από αυτήν, πρέπει
να είναι ίσα µε µηδέν.

• Οι µηδενικές γραµµές, αν υπάρχουν, είναι οι τελευταίες γραµµές του πίνακα.

΄Ενας πίνακας A είναι σε ελαττωµένη κλιµακωτή µορφή γραµµών ( row reduced eche-
lon form) αν

• A είναι σε κλιµακωτή µορφή γραµµών και

• κάθε στήλη του A, µε καθοδηγητική µονάδα, έχει όλα τα στοιχεία κάτω και επάνω
από την καθοδηγητική µονάδα ίσα µε µηδέν.

Αν ο πίνακας A είναι σε κλιµακωτή µορφή γραµµών, τότε η καθοδηγητική µονάδα
της Γi είναι δεξιότερα των καθοδηγητικών µονάδων των παραπάνω γραµµών, δηλ. των
γραµµών Γj, όπου j ≤ i. Τα επόµενα παραδείγµατα αποσαφηνίζουν τις έννοιες που
ορίσαµε προηγουµένως. Σε αυτά, κυκλώνουµε τις καθοδηγητικές µονάδες για να τις
ξεχωρίζουµε.

Παραδείγµατα 1.2.4.

1. Ο µηδενικός m×n πίνακας 0, δηλ. ο m×n πίνακας που έχει όλα τα στοιχεία του
ίσα µε 0, είναι σε ελαττωµένη κλιµακωτή µορφή γραµµών.

2. Οι πίνακες

A =

[
0 1 2 3

0 0 0 1

]
και C =

 1 2 3 4 5

0 1 2 3 0
0 0 0 0 0


είναι σε κλιµακωτή µορφή γραµµών αλλά όχι σε ελαττωµένη κλιµακωτή µορφή
γραµµών.
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3. Οι πίνακες

B =

[
0 1 2 0

0 0 0 1

]
και D =

 1 0 0 −2 6

0 1 0 3 −2
0 0 0 0 0


είναι σε ελαττωµένη κλιµακωτή µορφή γραµµών.

4. Οι πίνακες

E =

[
0 0 0 1
0 1 2 3

]
και F =

[
1 0 3 4 5
0 0 2 0 0

]
δεν είναι σε κλιµακωτή µορφή γραµµών.

Ο στόχος µας είναι να ϕέρουµε τον πίνακα A σε κλιµακωτή µορφή γραµµών. Ο στόχος
αυτός πετυχαίνεται χρησιµοποιώντας τον αλγόριθµο του Gauss (Gaussian elimination
algorithm).

Αλγόριθµος 1.2.1 Αλγόριθµος του Gauss
Είσοδος: ΄Ενας m× n πίνακας A.
΄Εξοδος: Η ελαττωµένη κλιµακωτή µορφή του A.

Βήµα 1 Αν ο A είναι σε ελαττωµένη κλιµακωτή µορφή γραµµών, τότε ο αλγόριθ-
µος τερµατίζει.
Βήµα 2 Βρίσκουµε την αριστερότερη µη µηδενική στήλη του A.
Βήµα 3 Αντιµεταθέτουµε την πρώτη γραµµή µε άλλη γραµµή αν χρειάζεται, έτσι
ώστε στην πρώτη γραµµή της στήλης που εντοπίσαµε στο ϐήµα 2, να υπάρχει µη
µηδενικό στοιχείο.
Βήµα 4 Αν το στοιχείο στην πρώτη γραµµή του ϐήµατος 3 είναι το a, τότε πολλα-
πλασιάζουµε την πρώτη γραµµή µε 1/a και κατασκευάζουµε την καθοδηγητική
µονάδα της πρώτης γραµµής.
Βήµα 5 Αφαιρούµε κατάλληλα πολλαπλάσια της πρώτης γραµµής από τις επό-
µενες γραµµές για να µηδενίσουµε τα στοιχεία της στήλης κάτω από την καθο-
δηγητική µονάδα της πρώτης γραµµής.
Βήµα 6 Επαναλαµβάνουµε τα προηγούµενα ϐήµατα του αλγορίθµου, ξεκινώντας
όµως από τη δεύτερη γραµµή του πίνακα που έχει προκύψει. Συνεχίζουµε µε
αυτόν τον τρόπο, έως ότου προκύψει πίνακας που είναι σε κλιµακωτή µορφή
γραµµών.
Βήµα 7 Ξεκινώντας από την τελευταία µη µηδενική γραµµή του πίνακα του
ϐήµατος 6 και δουλεύοντας προς τα επάνω, αφαιρούµε κατάλληλα πολλαπλάσιο
της γραµµής από τις προηγούµενες για να µηδενίσουµε τα στοιχεία επάνω από
τη καθοδηγητική µονάδα.

Θα αποσαφηνίσουµε τον αλγόριθµο µε τα επόµενα παραδείγµατα.

Παραδείγµατα 1.2.5.

1. Θα εφαρµόσουµε τον αλγόριθµο του Gauss προκειµένου να ϕέρουµε τον πίνακα

A =

 0 0 1 0 0 0
0 2 0 2 6 4
0 3 0 0 0 1


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σε ελαττωµένη κλιµακωτή µορφή γραµµών. Η αριστερότερη µη µηδενική στήλη
είναι η δεύτερη στήλη, ενώ το στοιχείο στη δεύτερη γραµµή αυτής της στήλης είναι
µη µηδενικό. ΄Ετσι στο ϐήµα 3 αντιµεταθέτουµε τις δύο πρώτες γραµµές, ενώ στο
ϐήµα 4 διαιρούµε τη πρώτη γραµµή µε το 2. Στη συνέχεια δείχνουµε τα ϐήµατα
του αλγορίθµου που ϕέρνουν τον A σε κλιµακωτή µορφή γραµµών, (ϐήµατα 2-6).

A −−−−−→
Γ1 ↔ Γ2

 0 2 0 2 6 4
0 0 1 0 0 0
0 3 0 0 0 1

 −−−−−−→
Γ1 → 1

2
Γ1

 0 1 0 1 3 2
0 0 1 0 0 0
0 3 0 0 0 1



−−−−−−−−−−→
Γ3 → Γ3 − 3Γ1

 0 1 0 1 3 2

0 0 1 0 0 0
0 0 0 −3 −9 −5



−−−−−−−−→
Γ3 → −1

3
Γ3

A′ =

 0 1 0 1 3 2

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 3 5
3

 .

Ο A′ είναι σε κλιµακωτή µορφή γραµµών. Για να ϕέρουµε τον A′ σε ελαττωµένη
κλιµακωτή µορφή, αφαιρούµε από την πρώτη γραµµή την τρίτη :

A′ −−−−−−−−−→
Γ1 → Γ1 − Γ3

A′′ =

 0 1 0 0 0 1
3

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 3 5
3


.

Ο A′′ είναι σε ελαττωµένη κλιµακωτή µορφή γραµµών.

2. Ο πίνακας

A =

 1 −1 0 2

0 0 1 1
0 0 0 0


είναι ήδη σε ελαττωµένη κλιµακωτή µορφή γραµµών. Ο αλγόριθµος του Gauss
επιστρέφει τον A.

3. Εφαρµόζουµε τον αλγόριθµο του Gauss στον επόµενο πίνακα B:

B =


2 0 0 3 0
4 0 0 4 2
1 0 0 0 1
0 0 0 1 0

 −−−−−−→
Γ1 → 1

2
Γ1


1 0 0 3

2
0

4 0 0 4 2
1 0 0 0 1
0 0 0 1 0



−−−−−−−−−−→
Γ2 → Γ2 − 4Γ1

Γ3 → Γ3 − Γ1


1 0 0 3

2
0

0 0 0 −2 2
0 0 0 −3

2
1

0 0 0 1 0

 −−−−−−−−→Γ2 → −1
2
Γ2
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
1 0 0 3

2
0

0 0 0 1 −1
0 0 0 −3

2
1

0 0 0 1 0

 −−−−−−−−−−→Γ3 → Γ3 + 3
2
Γ2

Γ4 → Γ4 − Γ2


1 0 0 3

2
0

0 0 0 1 −1
0 0 0 0 −1

2

0 0 0 0 1



−−−−−−−→
Γ3 → −2Γ3


1 0 0 3

2
0

0 0 0 1 −1

0 0 0 0 1
0 0 0 0 1

 −−−−−−−−−→Γ4 → Γ4 − Γ3


1 0 0 3

2
0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1
0 0 0 0 0



−−−−−−−−−−→
Γ1 → Γ1 − 2

3
Γ2


1 0 0 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1
0 0 0 0 0

 .
4. Θεωρούµε τον 3× 3-πίνακα

A =

 1 2 1
0 4 8
1 5 −1


.

Θα ϕέρουµε τον A σε ελαττωµένη κλιµακωτή µορφή γραµµών χρησιµοποιώντας µία
παραλλαγή του αλγορίθµου του Gauss. Θα χρησιµοποιήσουµε την καθοδηγητική
µονάδα της δεύτερης γραµµής (στη δεύτερη στήλη) για να κάνουµε µηδενικά ταυτό-
χρονα στην πρώτη και τρίτη γραµµή. Ο τρόπος αυτός συνήθως απαιτεί περισσότερες
πράξεις από τον αλγόριθµο 1.2.1.

A −−−−−−−−−→
Γ3 → Γ3 − Γ1

 1 2 1
0 4 8
0 3 −2

 −−−−−−→
Γ2 → 1

4
Γ2

 1 2 1

0 1 2
0 3 −2



−−−−−−−−−−→
Γ1 → Γ1 − 2Γ2

Γ3 → Γ3 − 3Γ2

 1 0 −3

0 1 2
0 0 −8

 −−−−−−−−→
Γ3 → −1

8
Γ3

 1 0 −3

0 1 2

0 0 1


−−−−−−−−−−→
Γ1 → Γ1 + 3Γ3

Γ2 → Γ2 − 2Γ3

 1 0 0

0 1 0

0 0 1

 .

Σηµειώνουµε ότι αν στον A εφαρµόσουµε στοιχειώδεις πράξεις γραµµών και καταλή-
ξουµε στον B, τότε αντιστρέφοντας τις πράξεις αυτές καταλήγουµε στον A από τον B, µε
στοιχειώδεις πράξεις γραµµών. ΄Ετσι αν δύο πίνακες B, C, προκύπτουν από τον A µετά
από εφαρµογή στοιχειωδών πράξεων γραµµών, τότε µπορούµε να πάµε από τον B στον
C µε εφαρµογή στοιχειωδών πράξεων γραµµών περνώντας ενδιάµεσα από τον A. Παρα-
τηρούµε επίσης ότι αν οι A′ και A′′ είναι δύο πίνακες σε κλιµακωτή µορφή γραµµών έτσι
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ώστε ο A′ και ο A′′ να προκύπτουν από τον A µετά από εφαρµογές στοιχειωδών πράξεων
γραµµών, τότε είναι δυνατόν A′ 6= A′′. Για παράδειγµα, στο 1.2.5.1, οι A′ και A′′ είναι
σε κλιµακωτή µορφή γραµµών και προέρχονται από τον A. ΄Εχει, λοιπόν, σηµασία η
επόµενη πρόταση.

Πρόταση 1.2.6. ΄Εστω ότι οι πίνακες B, C είναι σε ελαττωµένη κλιµακωτή µορφή γραµ-
µών και ότι οι B και C προέρχονται από τον A µετά από εφαρµογή στοιχειωδών πράξεων
γραµµών. Τότε B = C.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι ο A είναιm×n. Θα χρησιµοποιήσουµε τη µέθοδο της µαθηµατικής
επαγωγής (mathematical induction) στο n, τον αριθµό των στηλών του A. ∆ηλαδή,
πρέπει να δείξουµε ότι η πρόταση ισχύει για την αρχική τιµή του n (επαγωγικό ϐήµα)
και υποθέτοντας ότι η πρόταση είναι αληθής για το n = k (υπόθεση της επαγωγής), ϑα
πρέπει στη συνέχεια να δείξουµε ότι η πρόταση ισχύει για n = k + 1. Η πρόταση είναι
αληθής για n = 1, ϐλ. ΄Ασκηση 1.2.1. Θα υποθέσουµε λοιπόν ότι η πρόταση ισχύει για
τους m × k πίνακες. Στη συνέχεια ϑα αποδείξουµε ότι η πρόταση είναι αληθής όταν
ο A είναι m × (k + 1) και οι B, C, πίνακες σε ελαττωµένη κλιµακωτή µορφή γραµµών,
προέρχονται από τον A µετά από εφαρµογή στοιχειωδών πράξεων γραµµών. Είναι ϕανερό
ότι οι πίνακες που αποτελούνται από τις πρώτες k στήλες των B και C είναι σε ελαττωµένη
κλιµακωτή µορφή γραµµών και προέρχονται από τον πίνακα που αποτελείται από τις
πρώτες k στήλες τουA µετά από εφαρµογή στοιχειωδών πράξεων γραµµών. Εφαρµόζουµε,
λοιπόν, την υπόθεση της επαγωγής για να συµπεράνουµε ότι οι πρώτες k στήλες των B
και C είναι ίσες. ΄Αρα, οι διαφορές των B και C (αν υπάρχουν) ϐρίσκονται στην τελευταία
(k + 1)-στήλη. ∆ουλεύοντας µε την τελευταία µη µηδενική γραµµή του B, είναι εύκολο
να δει κανείς ότι ταυτίζεται µε την τελευταία µη µηδενική γραµµή του C, εξαιτίας της
ϑέσης της καθοδηγητικής µονάδας (είτε στη στήλη (k + 1) είτε σε προηγούµενη στήλη)
και της παρατήρησης ότι οι γραµµές του B προέρχονται από τις γραµµές του C µετά
από εφαρµογή στοιχειωδών πράξεων γραµµών. ∆ηλαδή, οι τελευταίες γραµµές των B και
C ταυτίζονται. ∆ουλεύντας µε αυτόν τον τρόπο από κάτω προς τα επάνω, προκύπτει ότι
B = C.

Ο µοναδικός πίνακας σε ελαττωµένη κλιµακωτή µορφή γραµµών που προκύπτει από
τονA µε την εφαρµογή στοιχειωδών πράξεων γραµµών λέγεται η ελαττωµένη κλιµακωτή
µορφή γραµµών του A.

Ορισµός 1.2.7. Η ϐαθµίδα ( rank) του πίνακα A λέγεται το πλήθος των καθοδηγητικών
µονάδων στην ελαττωµένη κλιµακωτή µορφή του A. Η ϐαθµίδα του A συµβολίζεται µε
rank(A).

Είναι ϕανερό από την Πρόταση 1.2.6, ότι αν ο B προκύπτει από τον A µε κάποια από τις
τρεις στοιχειώδεις πράξεις γραµµών, τότε rank(A) = rank(B).

Παραδείγµατα 1.2.8.

1. ΄Εστω 0 ο µηδενικός m× n πίνακας. Τότε rank(0) = 0.

2. ΄Εστω B ο πίνακας του Παραδείγµατος 1.2.5.3. Τότε rank(B) = 3.

Αν ο B είναι η ελαττωµένη κλιµακωτή µορφή γραµµών του m×n πίνακα A, τότε κάθε µη
µηδενική γραµµή του B έχει καθοδηγητική µονάδα και εποµένως rank(B) ≤ m. Επίσης
αν µία στήλη του B έχει καθοδηγητική µονάδα, τότε όλα τα άλλα στοιχεία της στήλης

https://en.wikipedia.org/wiki/Mathematical_induction
https://en.wikipedia.org/wiki/Mathematical_induction
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αυτής είναι µηδέν. Συνεπώς, κάθε στήλη του B έχει το πολύ µία καθοδηγητική µονάδα
και εποµένως rank(B) ≤ n. Αφού rank(A) = rank(B), συµπεραίνουµε ότι :

Αν ο A είναι m× n πίνακας, τότε rank(A) ≤min(m,n).

Παρατήρηση 1.2.9. ΄Οπως µε τις γραµµές του A, µπορούµε να ορίσουµε ανάλογα τις
στοιχειώδεις πράξεις στηλών (elementary column operations) του A και στη συνέχεια
να αναπτύξουµε τη ϑεωρία για την ελαττωµένη κλιµακωτή µορφή στηλών (column
reduced echelon form) του A, ϐλ. σύγγραµµα [2, Ορισµός 1.2.5]. Ο αλγόριθµος του
Gauss προσαρµόζεται για να ϕέρει τον πίνακαA σε ελαττωµένη κλιµακωτή µορφή στηλών.

Η ελαττωµένη κλιµακωτή µορφή γραµµών ενός πίνακα δεν ισούται κατ΄ ανάγκη µε την
ελαττωµένη κλιµακωτή µορφή στηλών του πίνακα.

Παράδειγµα 1.2.10. Ο πίνακας

A =

 1 0 0 4

0 0 1 0
0 0 0 0


είναι σε ελαττωµένη κλιµακωτή µορφή γραµµών. ΄Οµως, ο A δεν είναι σε ελαττωµένη
κλιµακωτή µορφή στηλών. Οι επόµενες στοιχειώδεις πράξεις στηλών, ϕέρνουν τον A σε
ελαττωµένη κλιµακωτή µορφή στηλών.

A −−−−−−−−−−−→
Σ4 → Σ4 − 4Σ1

 1 0 0 0

0 0 1 0
0 0 0 0

 −−−−−→
Σ2 ↔ Σ3

 1 0 0 0

0 1 0 0
0 0 0 0


Θα δούµε αργότερα ότι η ελαττωµένη κλιµακωτή µορφή γραµµών και η ελαττωµένη

κλιµακωτή µορφή στηλών ενός πίνακα έχουν τον ίδιο αριθµό καθοδηγητικών µονάδων.

Ασκήσεις Ενότητας 1.2

1. Να ϐρείτε όλους τουm×1 πίνακες µε στοιχεία από τον R σε ελαττωµένη κλιµακωτή
µορφή γραµµών.

2. Να περιγράψετε όλους του 2 × 2 πίνακες µε στοιχεία από τον C σε ελαττωµένη
κλιµακωτή µορφή γραµµών.

3. Να περιγράψετε όλους του 2 × 3 πίνακες µε στοιχεία από τον C σε ελαττωµένη
κλιµακωτή µορφή στηλών.

4. Να ϕέρετε τους επόµενους πίνακες σε κλιµακωτή µορφή και σε ελαττωµένη κλιµα-
κωτή µορφή γραµµών και να υπολογίσετε τη ϐαθµίδα τους.

A1 =

 2 1 1
1 3 1
1 1 4

 , A2 =

 2 4 7 4
1 2 3 1
3 6 5 −5

 , A3 =


−3 8 6 −5 −3

1 −2 0 3 1
1 −1 3 2 −5
2 −3 3 5 0
−1 5 9 0 −7

 .
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A4 =

 3 3 3
1 2 −1
0 1 −1

 , A5 =


2 3 3 2
1 1 1 0
3 −2 4 1
0 −5 1 −1

 , A6 =


1 3 0 −3
0 1 2 1
0 9 5 0
1 2 0 4

 .

1.3 Επίλυση Γραµµικών Συστηµάτων

Στην ενότητα αυτή ϑα αναπτύξουµε µία µέθοδο επίλυσης γραµµικών συστηµάτων χρησι-
µοποιώντας τον αλγόριθµο του Gauss. Από την Πρόταση 1.1.2 και τον τρόπο που ορίσαµε
την ελαττωµένη κλιµακωτή µορφή γραµµών προκύπτει το εξής συµπέρασµα.

Πρόταση 1.3.1. ΄Εστω ότι το AX = B είναι ένα γραµµικό σύστηµα µε συντελεστές από το
σώµα k και έστω ότι [R|B′] είναι η ελαττωµένη κλιµακωτή µορφή γραµµών του [A|B]. Το
γραµµικό σύστηµα RX = B′ έχει ακριβώς τις ίδιες λύσεις µε το σύστηµα AX = B.

Ο αλγόριθµος (1.3.1) ϐασίζεται σε αυτή την πρόταση.

Αλγόριθµος 1.3.1 Αλγόριθµος για την επίλυση γραµµικών συστηµάτων
Είσοδος: ΄Ενα γραµµικό σύστηµα AX = B.
΄Εξοδος: Το σύνολο των λύσεων του συστήµατος AX = B.

Βήµα 1 Θεωρούµε τον επαυξηµένο πίνακα [A | B]. Με στοιχειώδεις πράξεις
γραµµών ϕέρνουµε τον [A | B] σε κλιµακωτή µορφή γραµµών [A′ | B′]. Αν µία
οποιαδήποτε γραµµή του [A′ | B′] είναι της µορφής

[ 0 0 · · · 0 | a ]

όπου a 6= 0, τότε το αρχικό σύστηµα AX = B είναι ασύµβατο και ο αλγόριθµος
τερµατίζει. ∆ιαφορετικά συνεχίζουµε στο επόµενο ϐήµα.
Βήµα 2 Φέρνουµε τον [A′|B′] σε ελαττωµένη κλιµακωτή µορφή γραµµών [R|B′′].
Οι άγνωστοι που αντιστοιχούν στις στήλες χωρίς καθοδηγητικές µονάδες γίνονται
παράµετροι, δηλαδή τους επιτρέπουµε να λάβουν οποιαδήποτε τιµή από το k και
λέγονται ελεύθερες µεταβλητές (free variable).
Βήµα 3 Βρίσκουµε τις εξισώσεις που αντιστοιχούν στις µη µηδενικές γραµµές του
[R|B′′]. Λύνουµε ως προς τις µεταβλητές που αντιστοιχούν στις καθοδηγητικές
µονάδες. Οι λύσεις του αρχικού συστήµατος είναι το σύνολο των n-άδων που
προκύπτουν από το Βήµα 3.

Για να ϕέρουµε τον πίνακα [A | B] στη µορφή [A′ | B′] του πρώτου ϐήµατος, µπορού-
µε να χρησιµοποιήσουµε τον Αλγόριθµο του Gauss. Σύµφωνα µε την Πρόταση 1.1.2,
τα συστήµατα AX = B και A′X = B′ του πρώτου ϐήµατος έχουν τις ίδιες λύσεις. Τα
επόµενα παραδείγµατα ϑα διαφωτίσουν τη διαδικασία εύρεσης λύσεων. Θα χρησιµο-
ποιούµε ‘→ · · · →’ για να συµβολίσουµε τη συνολική διαδικασία που ϕέρνει έναν πίνακα
σε ελαττωµένη κλιµακωτή µορφή γραµµών. Με 0 ϑα συµβολίζουµε το µηδενικό πίνακα
οποιασδήποτε διάστασης.

Παραδείγµατα 1.3.2.



14 Χ. Χαραλάµπους, Α. Φωτιάδης Γραµµική ΄Αλγεβρα

1. Θα ϐρούµε το σύνολο των λύσεων του επόµενου οµογενούς συστήµατος επάνω από
το σώµα R:

x1 − 2x2 + 4x5 = 0
−x1 + 2x2 + x3 − 5x5 = 0
−2x1 + 4x2 − 3x3 + x4 − 2x5 = 0

3x1 − 6x2 + 4x3 − 2x4 + 2x5 = 0.

(1.3.2.1)

Παίρνοντας τον επαυξηµένο πίνακα που αντιστοιχεί στο σύστηµα (1.3.2.1) και κά-
νοντας στοιχειώδες πράξεις γραµµών ϐρίσκουµε:

[A |0] =


1 −2 0 0 4 0
−1 2 1 0 −5 0
−2 4 −3 1 −2 0

3 −6 4 −2 2 0

 −→ · · ·

· · · −→


1 −2 0 0 4 0

0 0 1 0 −1 0

0 0 0 1 3 0
0 0 0 0 0 0


.

Το αρχικό σύστηµα (1.3.2.1) γίνεται ισοδύναµο µε το σύστηµα

x1 −2x2 +4x5 = 0
x3 − x5 = 0

x4 +3x5 = 0.

Οι µεταβλητές x2, x5 είναι παράµετροι. Λύνοντας ως προς x1, x3, x4, ϐρίσκουµε ότι

x1 = 2x2 − 4x5

x3 = x5

x4 = −3x5

. (1.3.2.2)

Αν (x1, . . . , x5) είναι λύση του συστήµατος (1.3.2.1), τότε οι x2, x5 µπορούν να πά-
ϱουν τυχαίες τιµές από το R, ενώ οι x1, x3, x4 περιορίζονται από τις σχέσεις (1.3.2.2).
Η τυχαία λύση του συστήµατος (1.3.2.1) είναι µία 5-άδα της µορφής

(2x2 − 4x5, x2, x5,−3x5, x5) όπου x2, x5 ∈ R.

Το σύνολο των λύσεων του συστήµατος (1.3.2.1) είναι το σύνολο

{ (2x2 − 4x5, x2, x5,−3x5, x5) : x2, x5 ∈ R} =

= {(2x2, x2, 0, 0, 0) + (−4x5, 0, x5,−3x5, x5) : x2, x5 ∈ R} =

= {x2(2, 1, 0, 0, 0) + x5(−4, 0, 1,−3, 1) : x2, x5 ∈ R} .

Σηµειώνουµε ότι οι λύσεις του ιδίου συστήµατος επάνω από το C είναι το σύνολο

{x2(2, 1, 0, 0, 0) + x5(−4, 0, 1,−3, 1) : x2, x5 ∈ C}.
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2. Θα λύσουµε επάνω από το σώµα R το γραµµικό σύστηµα

x1 − x2 − x3 + 2x4 − 2x5 = 1
2x1 + x2 − 2x3 + x4 + x5 = 2
x1 − 4x2 − x3 + 5x4 − 7x5 = 1

− x1 + x2 + x3 − x4 + 3x5 = 0
2x1 + x2 − x3 + x4 + 2x5 = 3.

(1.3.2.3)

΄Εστω A ο πίνακας των συντελεστών και B ο πίνακας των σταθερών του συστήµατος
(1.3.2.3). Τότε

[A |B] =


1 −1 −1 2 −2 1
2 1 −2 1 1 2
1 −4 −1 5 −7 1
−1 1 1 −1 3 0

2 1 −1 1 2 3

 −→ · · ·

· · · −→


1 0 0 0 −1/3 1

0 1 0 0 8/3 1

0 0 1 0 1 1

0 0 0 1 1 1
0 0 0 0 0 0


.

Παρατηρούµε ότι rank(A) = rank([A | B]) = 4 και το αρχικό σύστηµα είναι ισοδύ-
ναµο µε το σύστηµα

x1 −1/3 x5 = 1
x2 +8/3 x5 = 1

x3 + x5 = 1
x4 + x5 = 1.

Οι λύσεις του οµογενούς συστήµατος AX = 0 δίνονται από το σύνολο

{ (1/3x5,−8/3x5,−x5,−x5, x5) : x5 ∈ R} =

= {x5(1/3,−8/3,−1,−1, 1) : x5 ∈ R}.

Οι λύσεις του συστήµατος AX = B δίνονται από το σύνολο

{ (1, 1, 1, 1, 0) + t (1/3,−8/3,−1,−1, 1) : t ∈ R}.

3. Θα λύσουµε επάνω από το R το γραµµικό σύστηµα AX = B, όπου

A =

[
0 1 2 3
0 0 1 1

]
, B =

[
1 −1

]
.

Η ελαττωµένη κλιµακωτή µορφή γραµµών του πίνακα [A | B] είναι ο πίνακας[
0 1 0 1 3

0 0 1 1 −1

]
.
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Το αρχικό σύστηµα γίνεται ισοδύναµο µε το

x2 +x4 = 3
x3 +x4 = −1

.

Οι µεταβλητές είναι x1, x4. Λύνουµε ως προς x2, x3 και ϐρίσκουµε ότι

x2 = 3− x4

x3 = −1− x4
.

Το σύνολο των λύσεων του συστήµατος είναι το σύνολο

{(x1, 3− x4,−1− x4, x4) : x1, x4 ∈ R} =

{x1(1, 0, 0, 0) + x4(0,−1,−1, 1) + (0, 3,−1, 0) : x1, x4 ∈ R}.

4. Θα ϐρούµε τις λύσεις του γραµµικού συστήµατος AX = B στον R, όπου

A =

[
1 2
0 1

]
, B =

[
1
−1

]
.

Η ελαττωµένη κλιµακωτή µορφή γραµµών του πίνακα [A | B] είναι ο πίνακας[
1 0 3

0 1 −1

]
.

Το αρχικό σύστηµα είναι ισοδύναµο µε το

x1 = 3
x2 = −1 .

Η µοναδική λύση του συστήµατος είναι το (3,−1). Το σύνολο {(3,−1)} είναι το
σύνολο των λύσεων του γραµµικού συστήµατος AX = B.

5. Θα λύσουµε επάνω από το C τα γραµµικά συστήµατα AX = 0, AX = B και
AX = C, όπου

A =


1 2 0
1 3 0
0 0 1
0 0 0

 , B =


1
2
1
1

 , C =


1
0
i
0

 .

Θα λύσουµε τα συστήµατα αυτά ταυτόχρονα αφού έχουν τον ίδιο πίνακα συντελε-
στών. ΄Ετσι επαυξάνουµε τον A κατά τρεις στήλες,

[
A | 0 B C

]
, και ϕέρνουµε αυτόν

τον επαυξηµένο πίνακα σε ελαττωµένη κλιµακωτή µορφή γραµµών:
1 2 0 0 1 1
1 3 0 0 2 0
0 0 1 0 1 i
0 0 0 0 1 0

 −→ · · · −→


1 0 0 0 −1 3

0 1 0 0 1 −1

0 0 1 0 1 i
0 0 0 0 1 0

 .
΄Επεται ότι

• το (0, 0, 0) είναι η µοναδική λύση του συστήµατος AX = 0,
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• το σύστηµα AX = B δεν είναι συµβατό.
• το (3,−1, i) είναι η µοναδική λύση του συστήµατος AX = C.

Η επόµενη πρόταση γενικεύει όσα είδαµε στα προηγούµενα παραδείγµατα. Η απόδειξη
της πρότασης προκύπτει άµεσα από τον ορισµό της ϐαθµίδας του πίνακα.

Πρόταση 1.3.3. ΄Εστω το γραµµικό σύστηµα AX = B, όπου A έναςm×n πίνακας.
Τότε :

• Το AX = B είναι συµβατό αν και µόνο αν rank(A) = rank([A | B]).

• Αν rank(A) = m, τότε το AX = B είναι συµβατό.

• Αν rank(A) = rank([A | B]) = n, τότε το AX = B έχει ακριβώς µία λύση.

• Αν rank(A) = rank([A | B]) < n, τότε το AX = B έχει άπειρες λύσεις. Η
γενική λύση του AX = B εκφράζεται µε n− rank(A) παραµέτρους.

Εφαρµόζουµε τα προηγούµενα στην περίπτωση του οµογενούς συστήµατος AX =
0, όπου όπου A ένας m × n πίνακας. Αφού rank(A) = rank([A | 0]), το οµογενές
σύστηµα AX = 0 είναι συµβατό και ϐλέπουµε ότι το (0, . . . , 0) είναι λύση του AX = 0.
Οποιαδήποτε στοιχειώδης πράξη γραµµών στον [A | 0] διατηρεί µηδενική την τελευταία
στήλη. ΄Ετσι για την επίλυση του AX = 0 µπορούµε να αγνοήσουµε την τελευταία στήλη
έως το τρίτο ϐήµα του αλγορίθµου επίλυσης. Το (0, . . . , 0) είναι η µοναδική λύση του
AX = 0 αν δεν υπάρχουν παράµετροι, δηλ. αν rank(A) = n. Συνεπώς ισχύει η εξής
πρόταση.

Πρόταση 1.3.4. ΄ΕστωA έναςm×n πίνακας καιR η ελαττωµένη κλιµακωτή µορφή
γραµµών του A. Τότε

• Το σύστηµα AX = 0 είναι (πάντα) συµβατό.

• Το (0, . . . , 0) είναι η µοναδική λύση του AX = 0 αν και µόνο αν rank(A) = n,
δηλ. αν κάθε στήλη της ελαττωµένης κλιµακωτής µορφής γραµµών του A έχει
καθοδηγητική µονάδα.

Ασκήσεις Ενότητας 1.3

1. Τα επόµενα συστήµατα έχουν τον ίδιο πίνακα συντελεστών. Να λυθούν (ταυτόχρονα)
τα τρια πρώτα επάνω από τον R. Για το τέταρτο σύστηµα, να ϐρείτε συνθήκη(ες) στα
a, b, c ∈ R έτσι ώστε να είναι συµβατό.

i) x + y + z = 0
x + 2y − z = 0

2x + 3y = 0

ii) x + y + z = 1
x + 2y − z = 2

2x + 3y = 0

iii) x + y + z = 1
x + 2y − z = 2

2x + 3y = 3 .

iv) x + y + z = a
x + 2y − z = b

2x + 3y = b
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2. Να λυθεί το σύστηµα

x1 − 2 x2 + x3 + 3 x4 − x5 = 0
2 x1 + x2 + x4 + x5 = 3
x1 − 7 x2 + 3 x3 + 8 x4 − 4 x5 = −3

−3 x1 − 4 x2 + x3 + x4 + 3 x5 = 0

.

3. ∆ίνονται οι πίνακες

A =


1 −2 0 1
2 −5 −1 3
−3 4 0 1

0 4 2 −6

 , B =


1
0
3
a

 και X =


x
y
z
t

 .
Να ϐρείτε την τιµή του a ώστε το σύστηµα AX = B να έχει λύση.

4. ΄Εστω ότι ο επαυξηµένος πίνακας του συστήµατος AX = B έχει κλιµακωτή µορφή
γραµµών τον πίνακα [

1 2 0 2 0 3
0 0 1 2 0 1

]
.

Να λυθεί το σύστηµα.

5. ΄Εστω ότι το σύστηµα AX = B έχει σύνολο λύσεων το S = {(1, 2, 0, 1)+ t(1, 1, 1, 2)+
s(0, 1, 2, 1) : t, s ∈ C}. Να λυθεί το σύστηµα AX = 0.

1.4 Ευθείες και Επίπεδα στον R2 και R3

Στην ενότητα αυτή ϑα µελετήσουµε τα συστήµατα των εξισώσεων που έχουν σύνολο λύσεων
ευθείες ή επίπεδα στον R3. Πρώτα, όµως, ϑα µελετήσουµε τις εξισώσεις ευθειών στον R2.

Ευθείες στον R2

Μία ευθεία στον R2 είναι το σύνολο των λύσεων της γραµµικής εξίσωσης ax + by = c,
όπου κάποιο από τα a, b δεν είναι µηδέν. Η εξίσωση αυτή είναι ένα πολύ απλό γραµµικό
σύστηµα. Ο πίνακας των συντελεστών του συστήµατος

[
a b

]
έχει ϐαθµίδα 1. Εποµένως,

η γενική λύση του συστήµατος περιγράφεται µε µία παράµετρο.

Παραδείγµατα 1.4.1.

1. Ο επαυξηµένος πίνακας της εξίσωσης x+ y = 2 είναι ο πίνακας[
1 1 | 2

]
,

ο οποίος είναι ήδη σε ελαττωµένη κλιµακωτή µορφή γραµµών. Το σύνολο λύσεων
του συστήµατος είναι το σύνολο

{(2− y, y) : y ∈ R} = {y(−1, 1) + (2, 0) : y ∈ R}.

Η ευθεία x+ y = 2 απεικονίζεται στο επόµενο σχήµα:
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y

x

(0, 2)

(2, 0)

Σχήµα 1.1: Η ευθεία x+ y = 2.

2. Ο επαυξηµένος πίνακας της εξίσωσης y = 2 είναι ο πίνακας
[
0 1 | 2

]
, ο οποίος

είναι ήδη σε ελαττωµένη κλιµακωτή µορφή γραµµών. Το σύνολο είναι το σύνολο

{(t, 2) : t ∈ R}

και η ευθεία y = 2 απεικονίζεται στο επόµενο σχήµα:

y

x

2

Σχήµα 1.2: Η ευθεία y = 2

3. Η ευθεία
L = {(1, 0) + t(1, 1) : t ∈ R}

ικανοποιεί την εξίσωση x − y = 1. Πράγµατι, αν (x, y) ∈ L, τότε x = 1 + t, y = t,
για κάποιο t ∈ R. Συνεπώς, x = 1 + y ⇒ x − y = 1. Η ευθεία L είναι παράλληλη
µε την ευθεία

{t(1, 1) : t ∈ R}.
Οι δύο ευθείες απεικονίζονται στο επόµενο σχήµα:

y

x

Σχήµα 1.3: Οι ευθείες x− y = 0 και x− y = 1
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Ευθείες και Επίπεδα στον R3

΄Εστω τώρα ένα γραµµικό σύστηµα µε τρεις αγνώστους και m εξισώσεις, µε συντελεστές
από τον R. Για ευκολία το γράφουµε ως AX = B, όπου ο A είναι ένας m × n πίνακας.
Γνωρίζουµε ότι rankA ≤ 3, δηλ. rankA µπορεί να πάρει ακριβώς τέσσερις τιµές, µε
µέγιστη τιµή το 3 και ελάχιστη τιµή το 0. Οι λύσεις του AX = B (αν υπάρχουν) είναι
σηµεία του R3. ΄Οµως, ο R3 έχει (a priori) τρεις ϐαθµούς ελευθερίας. Μία (µη µηδενική)
γραµµική εξίσωση επιβάλλει µία συνθήκη που µειώνει τους ϐαθµούς ελευθερίας. Αν το
σύστηµα είναι ασύµβατο, τότε υπάρχουν συνθήκες που δεν µπορούν να ικανοποιηθούν
ταυτόχρονα. Αν, όµως, το σύστηµα είναι συµβατό, τότε υπάρχουν σηµεία του R3 που
ικανοποιούν ταυτόχρονα όλες τις συνθήκες. ΄Εστω, λοιπόν, ότι το σύστηµα AX = B είναι
συµβατό. Θα εξετάσουµε τι συµβαίνει, ανάλογα µε τη ϐαθµίδα του A.

Πίνακας 1.4.1: Γεωµετρική περιγραφή των λύσεων του AX = B στον R3,
όταν ο A είναι ένας m× 3 πίνακας

i.) Αν rankA = 3, τότε δεν υπάρχει κάποιος ϐαθµός ελευθερίας. Το σύνολο των
λύσεων αποτελείται από µία µοναδική τριάδα, δηλ. η λύση του AX = B είναι
ένα σηµείο.

ii.) Αν rankA = 2, τότε υπάρχει µία παράµετρος και ένας ϐαθµός ελευθερίας και
το σύνολο των λύσεων είναι της µορφής

{t(a1, a2, a3) + (a, b, c) : t ∈ R}.

Η µία παράµετρος µας αναγκάζει να κινούµαστε στον τρισδιάστατο χώρο σε
µία συγκεκριµένη κατεύθυνση. Η γραφική αναπαράσταση του συνόλου των
λύσεων του AX = B είναι η ευθεία που διέρχεται από τα σηµεία (a, b, c) (για
t = 0) και (a1 + a, a2 + b, a3 + c) (για t = 1).

iii.) Αν rankA = 1, τότε υπάρχουν δύο παράµετροι και δύο ϐαθµοί ελευθερίας.
Το σύνολο των λύσεων του AX = B είναι της µορφής

{t(a1, a2, a3) + s(b1, b2, b3) + (a, b, c) : t ∈ R}.

Οι δύο παράµετροι µας επιτρέπουν να κινηθούµε ελεύθερα προς δύο ανεξάρ-
τητες κατευθύνσεις. Η γραφική αναπαράσταση του συνόλου των λύσεων του
AX = B είναι το επίπεδο που περιέχει τα σηµεία (a, b, c) (για t = 0, s = 0),
(a1 + a, a2 + b, a3 + c) (για t = 1, c = 0) και (b1 + a, b2 + b, b3 + c) (για t = 0,
c = 1) .

iv.) Αν rankA = 0, τότε όλες οι γραµµές του A είναι µηδενικές, δηλ. ο A είναι ο
µηδενικός πίνακας. Αυτό σηµαίνει ότι δεν υπάρχει κάποιος περιορισµός, οι
ϐαθµοί ελευθερίας είναι τρεις και το σύνολο λύσεων του συστήµατος είναι όλο
το R3.

Παραδείγµατα 1.4.2.

1. Το xy επίπεδο στον R3 περιγράφεται από την εξίσωση z = 0. Η εξίσωση z = 0 είναι
ένα γραµµικό σύστηµα µε µία εξίσωση και τρεις αγνώστους µε επαυξηµένο πίνακα[

0 0 1 0
]
.



Ευθείες και Επίπεδα 21

Ο πίνακας των συντελεστών του συστήµατος έχει ϐαθµίδα 1. ΄Ετσι, το αντίστοιχο
γραµµικό σύστηµα έχει δύο ϐαθµούς ελευθερίας.

2. Θα εξετάσουµε τις λύσεις της εξίσωσης x + y = 2 στον R3. (Σηµειώνουµε ότι η
εξίσωση x + y = 2 στον R2 αντιστοιχεί σε µία ευθεία, όπως είδαµε στο Παράδειγµα
1.4.1.1). Ο επαυξηµένος πίνακας του γραµµικού συστήµατος x + y = 2 στον R3

είναι [
1 1 0 2

]
.

Το σύστηµα είναι συµβατό, ο πίνακας των συντελεστών του συστήµατος έχει ϐαθµίδα
1 και το σύνολο λύσεων είναι ένα επίπεδο E:

E = {(2− y, y, z) : y ∈ R} = {(2, 0, 0) + y(−1, 1, 0) + z(0, 0, 1) : y, z ∈ R} ,

που απεικονίζεται στο Σχήµα 1.4.

y

z

x

Σχήµα 1.4: Το επίπεδο x+ y = 2 στον R3

Στη συνέχεια, ϐρίσκουµε τα σηµεία τοµής του επιπέδου E µε το xy επίπεδο (z = 0),
δηλ. λύνουµε το γραµµικό σύστηµα

x+ y = 2
z = 0

,

που γράφουµε ως AX = B. Ο επαυξηµένος πίνακας του συστήµατος είναι ο

[
A | B

]
=

[
1 1 0 2
0 0 1 0

]
και το σύνολο των λύσεων του συστήµατος AX = B είναι η ευθεία L που δίνεται
από την εξίσωση

L = {(2− y, y, 0) : y ∈ R} = {(2, 0, 0) + y(−1, 1, 0) : y ∈ R}.

Η ευθεία L περνά από τα σηµεία (2, 0, 0), (για t = 0), και (1, 1, 1), (για t = 1).
Σηµειώνουµε ότι η L είναι παράλληλη προς την ευθεία

{y(−1, 1, 0) : y ∈ R},

που είναι η λύση του οµογενούς συστήµατος AX = 0.
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3. Οι εξισώσεις x1 + 2x2 + 3x3 = 1 και x1 + 2x2 + x3 = 2 περιγράφουν δύο επίπεδα
στον R3. Για να ϐρούµε την τοµή τους, ϑα ϐρούµε τα σηµεία που ικανοποιούν
ταυτόχρονα και τις δύο εξισώσεις.Θα λύσουµε λοιπόν το σύστηµα

x1 +2x2 +3x3 = 1
x1 +2x2 +x3 = 2 .

Φέρνουµε τον επαυξηµένο πίνακα του προηγούµενου συστήµατος σε ελαττωµένη
κλιµακωτή µορφή γραµµών:[

1 2 3 | 1
1 2 1 | 2

]
→
[

1 2 0 | 5/2
0 0 1 | −1/2

]
.

Εποµένως
x1 = 5/2− 2x2

x3 = −1/2

και οι λύσεις του συστήµατος είναι το σύνολο

L = { (5/2, 0,−1/2) + t(−2, 1, 0) : t ∈ R}.

Συνεπώς, η τοµή των επιπέδων x1+2x2+3x3 = 1 και x1+2x2+x3 = 2 είναι η ευθεία
L (ϐλ. Σχήµα 1.6). Παρατηρούµε ότι η L διέρχεται από τα σηµεία (5/2, 0,−1/2)
(t = 0) και (1/2, 1,−1/2) (t = 1). Κάθε τιµή του t ∈ R δίνει ένα σηµείο του R3 επί
της L.

Σχήµα 1.5: Τοµή δύο επιπέδων

4. Ο πίνακας συντελεστών για το οµογενές γραµµικό σύστηµα x = 0, y = 0, z = 0,
είναι ο πίνακας 1 0 0

0 1 0
0 0 1

 .

Η µοναδική λύση αυτού του συστήµατος είναι το (0, 0, 0). Αφού x = 0 περιγράφει το
yz επίπεδο, y = 0 περιγράφει το xz επίπεδο και αντίστοιχα z = 0 περιγράφει το xy
επίπεδο, από την προηγούµενη ανάλυση προκύπτει ότι η τοµή των τριών επιπέδων
είναι η αρχή των αξόνων 0 : (0, 0, 0).

0

Σχήµα 1.6: Τοµή των επιπέδων xy, xz, yz
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5. Θα υπολογίσουµε την τοµή των τριών επιπέδων x1+x2+x3 = 0, x1+2x2−x3 = 1 και
2x1+3x2 = 2 του R3. Φέρνουµε τον επαυξηµένο πίνακα του γραµµικού συστήµατος

x1 +x2 +x3 = 0
x1 +2x2 −x3 = 1
2x1 +3x2 = 2

σε κλιµακωτή µορφή γραµµών: 1 1 1 0
1 2 −1 1
2 3 0 2

→
 1 1 1 0

0 1 −2 1
0 0 0 1

 .
Το σύστηµα αυτό δεν είναι συµβατό, άρα τα τρία επίπεδα δεν έχουν κάποιο κοινό
σηµείο και η τοµή τους είναι το κενό σύνολο.

6. ΄Εστω τα σηµεία (1, 0, 0), (0, 1, 1) και (0, 0, 1) στο R3. Θα ϐρούµε την εξίσωση ενός
επιπέδου που περνά από τα τρία αυτά σηµεία. Η εξίσωση ενός επιπέδου στο R3 έχει
την µορφή

ax+ by + cz = d ή ισοδύναµα ax+ by + cz − d = 0.

Εποµένως, ϑέλουµε να ϐρούµε τα a, b, c, d έτσι ώστε να ικανοποιούνται οι εξής εξι-
σώσεις :

a − d = 0
b +c − d = 0

c − d = 0 .
(1.4.2.1)

Το γραµµικό σύστηµα (1.4.2.1) είναι οµογενές, άρα είναι συµβατό. Φέρνουµε τον
πίνακα των συντελεστών σε ελαττωµένη κλιµακωτή µορφή γραµµών:1 0 0 −1

0 1 1 −1
0 0 1 −1

→
1 0 0 −1

0 1 0 0
0 0 1 −1

 .
Συνεπώς οι λύσεις του οµογενούς συστήµατος (1.4.2.1) είναι το σύνολο

{(d, 0, d, d) : d ∈ R} = {t(1, 0, 1, 1) : t ∈ R}.
΄Ετσι, αν t = 1, ϐρίσκουµε τη λύση (1, 0, 1, 1), δηλ. a = c = d = 1 και b = 0. Η
εξίσωση του επιπέδου είναι

x+ z = 1.

Ο αναγνώστης καλείται να διαπιστώσει ότι όλες οι τιµές στο σύνολο των λύσεων
δίνουν το ίδιο επίπεδο.

Ασκήσεις Ενότητας 1.4

1. Να ϐρεθεί η εξίσωση της ευθείας {(1, 4) + t(1, 2) : t ∈ R}.

2. Να ϐρεθεί η τοµή των επιπέδων x+ 2y − z = 0, x− y + z = 1 στο R3.

3. Να ϐρεθεί η εξίσωση του επιπέδου που περνά από τα σηµεία (0, 0, 0), (1, 0, 0) και
(0, 2, 3).

4. Να ϐρεθούν όλα τα επίπεδα που περνούν από τα σηµεία (0, 0, 0), (1, 0, 1) και (2, 0, 2).
Να εξηγήσετε γιατί δεν υπάρχει µοναδικό επίπεδο που να περνά από αυτά τα σηµεία.
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1.5 Πολυωνυµικές Καµπύλες

Το γράφηµα ενός πολυωνύµου f(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n, όπου ai ∈ R για 0 ≤ i ≤ n

και an 6= 0, για n ∈ N, ονοµάζεται πολυωνυµική καµπύλη ϐαθµού n (polynomial curve
of degree n). Τα σηµεία µίας πολυωνυµικής καµπύλης είναι της µορφής (a, b) ∈ R2 όπου
b = f(a). Στην ενότητα αυτή, ϑα δούµε πως να ϐρίσκουµε την πολυωνυµική καµπύλη
ϐαθµού n που διέρχεται από καθορισµένα σηµεία. Αν τα σηµεία αυτά προκύπτουν ως
πειραµατικά δεδοµένα που έχουµε συγκεντρώσει, τότε η πολυωνυµική καµπύλη δίνει ένα
µοντέλο (model) για το ϕαινόµενο του πειράµατος και µπορεί να χρησιµοποιηθεί για να
περιγράψει τη συµπεριφορά του ϕαινοµένου.

Παράδειγµα 1.5.1. ∆ίνονται τα σηµεία A(2, 4), B(3, 2) και C(5,−8). Θα ϐρούµε µία
πολυωνυµική καµπύλη ϐαθµού 2 που διέρχεται από τα τρία αυτά σηµεία. Στη συνέχεια
ϑα αποδείξουµε ότι υπάρχουν άπειρες πολυωνυµικές καµπύλες ϐαθµού 3 που διέρχονται
από αυτά τα σηµεία. Πρώτα ϑα δείξουµε ότι δεν υπάρχει πολυωνυµική καµπύλη ϐαθµού
1, δηλ. µία ευθεία που να περιέχει τα A,B,C.

• ΄Εστω y = a0 + a1x. Τα σηµεία A,B,C ανήκουν την καµπύλη του y αν ικανοποιού-
νται οι εξισώσεις

a0 +2a1 = 4
a0 +3a1 = 2
a0 +5a1 = −8 .

Ο επαυξηµένος πίνακας του συστήµατος αυτού (µε αγνώστους a0, a1) είναι ο 1 2 4
1 3 2
1 5 −8


.

Παρατηρούµε ότι ο πίνακας των συντελεστών είναι 3× 2 και ότι έχει ϐαθµίδα 2, ενώ
η ϐαθµίδα του επαυξηµένου πίνακα είναι 3. Εποµένως το σύστηµα είναι ασύµβατο
και δεν έχει λύση. Συνεπώς δεν υπάρχει πολυωνυµική καµπύλη ϐαθµού 1 που να
διέρχεται από τα 3 αυτά σηµεία.

• ΄Εστω y = a0 + a1x + a2x
2. Τα σηµεία A,B,C ανήκουν την καµπύλη του y, αν

ικανοποιούνται οι εξισώσεις

a0 +2a1 +4 a2 = 4
a0 +3a1 + 9a2 = 2
a0 +5a1 +25a2 = −8

.

Φέρνουµε τον επαυξηµένο πίνακα του συστήµατος αυτού (µε αγνώστους a0, a1, a2)
σε ελαττωµένη κλιµακωτή µορφή:

 1 2 4 4
1 3 9 2
1 5 25 −8

∣∣∣∣∣∣→
∣∣∣∣∣∣

1 0 0 2
0 1 0 3
0 0 1 −1

 .
Συνεπώς το σύστηµα έχει τη µοναδική λύση (2, 3,−1). ∆ηλ. a0 = 2, a1 = 3, a2 = −1,
και τα A, B, C ανήκουν στην καµπύλη y = 2 + 3x− x2 (ϐλ. επόµενο σχήµα).
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1 2 3 4 5 6
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Σχήµα 1.7: Η παραβολή y = −x2 + 3x+ 2.

• ΄Εστω ότι y = a0 +a1x+a2x
2 +a3x

3. Τα σηµεία A, B και C ανήκουν στην καµπύλη
του y αν ικανοποιούνται οι εξισώσεις

a0 + 2 a1+ 4 a2+ 8 a3 = 4
a0 + 3 a1+ 9 a2+ 27a3 = 2
a0 + 5 a1+ 25a2+ 125a3 = −8 .

(1.5.1.1)

Η ελαττωµένη κλιµακωτή µορφή γραµµών του επαυξηµένου πίνακα του συστήµατος
αυτού είναι  1 0 0 30 2

0 1 0 −31 3
0 0 1 10 −1

 .
Το σύνολο των λύσεων του γραµµικού συστήµατος (1.5.1.1)είναι το σύνολο

{(2, 3,−1, 0) + a3(−30, 31,−10, 1) : a3 ∈ R} .

΄Οταν a3 = 0 τότε η 4-άδα (2, 3,−1, 0) είναι η παραβολή που ϐρήκαµε προηγουµέ-
νως. Για κάθε άλλο a3 ∈ R ϐρίσκουµε µία πολυωνυµική καµπύλη ϐαθµού 3 που
διέρχεται από τα τρία αυτά σηµεία. Η πολυωνυµική καµπύλη ϐαθµού ≤ 3 που
περνά από τα A,B,C είναι γράφηµα του πολυωνύµου

y = (2− 30t) + (3 + 31t)x− (1 + 10t)x2 + tx3,

και υπάρχουν, λοιπόν, άπειρες καµπύλες ϐαθµού 3 που διέρχονται από τα A,B,C.
΄Οταν t = 1 το πολυώνυµο είναι y = −28 + 34x − 11x2 + x3 και το γράφηµά του
είναι η καµπύλη του επόµενου σχήµατος :

1 2 3 4 5 6

−5

0

5 A

B

C

Σχήµα 1.8: Η καµπύλη y = −28 + 34x− 11x2 + x3.
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• Είναι ϕανερό ότι για n ≥ 3, υπάρχουν a0, a1, . . . , an, έτσι ώστε η καµπύλη του
f(x) = a0 +a1x+ · · ·+anx

n να διέρχεται από τα σηµεία A,B,C αφού η ελαττωµένη
κλιµακωτή µορφή γραµµών του επαυξηµένου πίνακα του αντίστοιχου συστήµατος
είναι  1 0 0 30 ∗ · · · ∗ 2

0 1 0 −31 ∗ · · · ∗ 3
0 0 1 10 ∗ · · · ∗ −1


και το σύστηµα είναι συµβατό µε άπειρες λύσεις.

Το Παράδειγµα 1.5.1 αφορά τρία συγκεκριµένα σηµεία του R2. Χρησιµοποιώντας τις
ιδιότητες των οριζουσών που ϑα εισάγουµε στο επόµενο κεφάλαιο, ϑα δούµε ότι από n
διαφορετικά σηµεία του R2 περνούν άπειρες πολυωνυµικές καµπύλες ϐαθµού ≥ n και
ακριβώς µία πολυωνυµική καµπύλη ϐαθµού n − 1, ϐλ. ΄Ασκηση2.3.6. Κλείνουµε αυτήν
την ενότητα µε ένα ερώτηµα που αφορά τα σηµεία A,B,C του Παραδείγµατος 1.5.1.
΄Οπως είδαµε δεν υπάρχει ευθεία που να διέρχεται από τρία αυτά σηµεία. Μήπως όµως
µπορούµε να ϐρούµε την εξίσωση µίας ευθείας που να διέρχεται όσο γίνεται πιο κοντά από
αυτά τα σηµεία ; Το ερώτηµα αυτό έχει νόηµα όταν είµαστε πεπεισµένοι ότι το µοντέλο µας
είναι σωστό και ότι οι συντεταγµένες των σηµείωνδεν έχουν δοθεί µε απόλυτη ακρίβεια,
από λάθος της µέτρησης ή εξαιτίας άλλων περιορισµών του υπολογιστικού συστήµατος.
Μπορούµε πράγµατι να ϐρούµε µία ευθεία που να περιορίζει όσο το δυνατόν την απόκλι-
ση. Η ευθεία αυτή ονοµάζεται ευθεία των ελαχίστων τετραγώνων και ϑα εξετάσουµε τον
υπολογισµό της στην Ενότητα 6.2. Στο Σχήµα (1.9) απεικονίζεται η ευθεία των ελαχίστων
τετραγώνων για τα σηµεία A,B,C του Παραδείγµατος 1.5.1.

1 2 3 4 5 6

−10

−5

0

5

10

A
B

C

Σχήµα 1.9: Η ευθεία των ελαχίστων τετραγώνων για τα A,B,C.

Ασκήσεις Ενότητας 1.5

1. Να ϐρεθεί αν υπάρχει πολυωνυµική καµπύλη ϐαθµού το πολύ 2 που διέρχεται από
τα σηµεία (−2, 5), (1,−4), (3, 0).

2. Να ϐρεθεί πολυωνυµική καµπύλη ϐαθµού το πολύ 3 που διέρχεται από τα σηµεία
(−1, 0), (0, 2), (1, 2), (2, 6).

3. Να ϐρεθεί µία πολυωνυµική καµπύλη ϐαθµού 4 που διέρχεται από τα σηµεία
(−1, 0), (0, 2), (1, 2), (2, 6).
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1.6 Σύντοµα Ιστορικά Στοιχεία

Το πρόβληµα της επίλυσης γραµµικών συστηµάτων απασχόλησε τους µαθηµατικούς από
τα αρχαία χρόνια. ΄Εχουν ϐρεθεί αρχαιολογικά ευρήµατα που δείχνουν ότι ήδη από το
300 π.Χ. οι αρχαίοι Βαβυλώνιοι έλυναν προβλήµατα δύο εξισώσεων µε δύο αγνώστους.
Είναι επίσης γνωστό ότι οι αρχαίοι Κινέζοι, µεταξύ του 200 π.Χ. και 100 π.Χ., εισήγαγαν
την έννοια των πινάκων για την επίλυση τέτοιων συστηµάτων. Στο ϐιβλίο «Εννέα Κεφάλαια
της Μαθηµατικής Τέχνης», που χρονολογείται στη ∆υναστεία Han (206 π.Χ. έως 220 µ.Χ.),
αναλύεται µε παραδείγµατα η µέθοδος που είχαν εφεύρει και που είναι πολύ κοντά στον
αλγόριθµο του Gauss. ΄Οµως τα επιτεύγµατα των αρχαίων Κινέζων δεν έφτασαν στη ∆ύση
και η πρόοδος στη Γραµµική ΄Αλγεβρα ήταν αργή και αποσπασµατική. Ενδεικτικά ανα-
ϕέρουµε τη συνεισφορά του Ιταλού µαθηµατικού Cardano (1501-1576) που στο ϐιβλίο
του «Ars Magna» (το Μεγάλο ΄Εργο), το 1545, ασχολήθηκε µε τη συστηµατική επίλυση
εξισώσεων µε δύο αγνώστους. Σηµαντική επίσης υπήρξε η συνεισφορά του Ελβετού µαθη-
µατικού Cramer (1704-1755), ο οποίος, το 1750, στην προσπάθειά να ϐρει την εξίσωση
της καµπύλης που διέρχεται από κάποια σηµεία, δηµοσίευσε τον κανόνα που σήµερα εί-
ναι γνωστός µε το όνοµά του, ϐλ. Ενότητα 2.3. Τη µεγάλη ώθηση, προς τα εµπρός, έδωσε
το έργο του µεγάλου Γερµανού µαθηµατικού Gauss (1777-1855). Στις αρχές του 1801
ένας µυστήριος αστεροειδής παρατηρήθηκε από τον Ιταλό µοναχό Piazzi για 41 ηµέρες
και µετά εξαφανίστηκε. ΄Ετσι, ένα από τα µεγάλα προβλήµατα, που προσπαθούσαν να
λύσουν οι αστρονόµοι της εποχής, ήταν να ϐρουν την τροχιά του αστεροειδή στον αχανή
ουρανό Ο νεαρός Gauss χρησιµοποίησε τον αλγόριθµο του και τη µέθοδο των ελαχίστων
τετραγώνων, την άνοιξη του 1801, για να λύσει το µυστήριο της τροχιάς του αστεροει-
δούς, ο οποίος ϐρέθηκε και πάλι στο τέλος του έτους πολύ κοντά στις συντεταγµένες που
προέβλεψε ο Gauss. Ο Gauss περιέγραψε κάποιες από τις ιδέες του στο ϐιβλίο που δη-
µοσίευσε το 1809. Η εργασία του ϑεωρείται από τις πρώτες εργασίες που ασχολούνται
µε την επίλυση γραµµικών εξισώσεων χρησιµοποιώντας τεχνικές της µοντέρνας Γραµµι-
κής ΄Αλγεβρας. Για περισσότερα ιστορικά στοιχεία παραπέµπουµε στο σύγραµµα [3]. Για
µία αναλυτική περιγραφή του τρόπου µε τον οποίον ο Gauss ανακάλυψε την τροχιά του
αστεροδειδούς παραπέµπουµε στο σύγραµµα [6].
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Κεφάλαιο 2

Πίνακες

Η χρήση των πινάκων αποτελεί ουσιαστικό εργαλείο της Γραµµικής ΄Αλγεβρας µε ποικίλες
εφαρµογές. Στο κεφάλαιο αυτό ϑα µελετήσουµε τους πίνακες ως αυτοτελή αντικείµενα
και ϑα αναπτύξουµε τις ιδιότητές τους. Θα εξετάσουµε τη συνάρτηση της ορίζουσας και
ϑα εφαρµόσουµε τη µελέτη µας για την επίλυση γραµµικών συστηµάτων.

2.1 Πράξεις Πινάκων

΄Οπως στο Κεφάλαιο 1, µε k συµβολίζουµε είτε το σώµα των πραγµατικών αριθµών R,
είτε το σώµα των µιγαδικών αριθµών C. Για συντοµία, συµβολίζουµε µε Mm×n(k) το
σύνολο των m× n-πινάκων µε συντελεστές από το k. ΄Οταν n = m γράφουµεMn(k) για
αυτό το σύνολο και ο πίνακας A ∈ Mn(k) λέγεται τετραγωνικός (square). Οι πίνακες
οριοθετούνται µε αγκύλες ή παρενθέσεις. ΄Εστω A = (aij) ∈ Mm×n(k). Η i γραµµή του
A αντιστοιχεί σε έναν 1 × n πίνακα, που συνήθως συµβολίζουµε µε Γi. Η j στήλη του A
αντιστοιχεί σε έναν m× 1 πίνακα, που συνήθως συµβολίζουµε µε Σj. ∆ηλαδή,

Γi =
[
αi1 αi2 · · · αin

]
, Σj =


α1j

α2j

...
αmj

 .
∆ύο πίνακες (αij) και (βij) τουMn×m(k) λέγονται ίσοι (equal) αν αij = βij για όλα

τα 1 ≤ i ≤ n και 1 ≤ j ≤ m.

Παραδείγµατα 2.1.1.

1. ΄Εστω ο A ∈M2×3(C), όπου

A =

[
1 1 −1
0 2 4

]
.

Τα έξι στοιχεία του A σχηµατίζουν τρεις στήλες

Σ1 =

[
1
0

]
, Σ2 =

[
1
2

]
, Σ3 =

[
−1
4

]
και δύο γραµµές

Γ1 =
[

1 1 −1
]

και Γ2 =
[

0 2 4
]
.

Το στοιχείο α12 είναι το 1, ενώ το στοιχείο α21 είναι το 0.

29
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2. Ο πίνακας [3] είναι ένας 1× 1-πίνακας.

3. Οι πίνακες περιγράφουν µε συστηµατικό τρόπο ένα σύνολο δεδοµένων. Ο επόµενος
πίνακας αναφέρεται στην κατανοµή των εγγεγραµµένων ϕοιτητών του µαθήµατος
της Γραµµικής ΄Αλγεβρας το έτος 2013-2014. Οι γραµµές αντιστοιχούν στα γένη
(αρσενικό και ϑυλυκό), ενώ οι στήλες αντιστοιχούν στους ϕοιτητές/φοιτήτριες ανά
έτος (πρωτοετείς, δευτεροετείς κοκ).[

40 16 10 12 6 3 3 5
53 11 9 5 4 1 1 4

]
.

Ο πίνακας [
15 4 1 2 3 0 0 1
22 5 2 0 1 0 0 0

]
αναφέρεται στο ίδιο σύνολο και δίνει το πλήθος των ϕοιτητών και ϕοιτητριών που
πέρασαν το µάθηµα το ίδιο ακαδηµαϊκό έτος.

4. ΄Οπως είδαµε στο προηγούµενο κεφάλαιο, σε κάθε γραµµικό σύστηµα αντιστοιχεί
ένας επαυξηµένος πίνακας. ΄Ετσι, το γραµµικό σύστηµα

x1 + x2 = 5
2x1 − x2 = 1

µπορεί να περιγραφεί από τον επαυξηµένο πίνακα[
1 1 5
2 −1 1

]
.

5. ΄Ενα απλό κατευθυνόµενο γράφηµα (simple directed graph) είναι ένα σύνολο
κορυφών και ακµών µεταξύ των κορυφών, µε ϕορά που καθορίζεται από ϐέλη, έτσι
ώστε µεταξύ δύο κορυφών να υπάρχει το πολύ µία ακµή. Σε κάθε διατεταγµένο
γράφηµα µε n κορυφές µπορούµε να αντιστοιχήσουµε έναν τετραγωνικό n × n
πίνακα, A = (aij), όπου

aij =

{
1 εάν υπάρχει ϐέλος από την κορυφή i στην κορυφή j
0 διαφορετικά.

Ο πίνακας A ονοµάζεται πίνακας γειτνίασης (adjacency matrix). ΄Ετσι, το γράφη-
µα

1

2

3

4

Σχήµα 2.1: Κατευθυνόµενο γράφηµα
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έχει πίνακα γειτνίασης τον πίνακα

A =


0 1 0 1
0 0 0 1
1 1 0 0
0 0 1 0

 .

6. Αν ένα κατευθυνόµενο γράφηµα έχει n κορυφές και m ακµές, τότε µπορούµε να
ϑεωρήσουµε τονm×n πίνακα πρόσπτωσης (incindence matrix) του γραφήµατος,
A = (aij), όπου

aij =


-1, αν η ακµή i ξεκινά στην κορυφή j
+1, αν η ακµή i καταλήγει στην κορυφή j
0, διαφορετικά.

Θα γράψουµε τον πίνακα πρόσπτωσης για το προηγούµενο γράφηµα, αφού πρώτα
αριθµήσουµε τις ακµές του.

1

2

3

4

21

3

4

5 6

Σχήµα 2.2: Κατευθυνόµενο γράφηµα µε αριθµηµένες ακµές

Ο πίνακα πρόσπτωσης είναι

A =


−1 1 0 0
−1 0 0 1

0 −1 0 1
1 0 −1 0
0 1 −1 0
0 0 1 −1

 .

7. Ο µηδενικός πίνακας στοMn×m(k) είναι οm×n πίνακας που όλα τα στοιχεία του
είναι το 0 και συµβολίζεται µε 0.

Στα προηγούµενα παραδείγµατα είδαµε ότι η χρήση των πινάκων συστηµατοποιεί τη
γραφή κάποιων δεδοµένων. Η χρησιµότητα, όµως, των πινάκων ϐρίσκεται στο γεγονός ότι
πολλά επιστηµονικά προβλήµατα εκφράζονται µε πίνακες και έτσι µπορούν να επιλυθούν
µε µαθηµατικές µεθόδους, είτε αυτά προέρχονται από την επιστήµη των µαθηµατικών
είτε όχι. Στη συνέχεια ϑα ορίσουµε την πρόσθεση και τον πολλαπλασιασµό πινάκων.
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Ορισµός 2.1.2. Αν οι A = (αij), B = (βij) είναι στοιχεία τουMn×m(k), τότε το άθροισµα
(sum) των A, B ορίζεται ως εξής :

A+B = (αij + βij).

Παραδείγµατα 2.1.3.

1.
[

2 2 1
0 3 4

]
+

[
2 0 1
1 0 −1

]
=

[
4 2 2
1 3 3

]
.

2. Το άθροισµα των πινάκων

[
1 0
0 1

]
και

 0 2
1 3
5 4


δεν ορίζεται αφού οι πίνακες έχουν διαφορετικά µεγέθη.

Είναι ϕανερό ότι η πρόσθεση που ορίσαµε είναι στενά συνδεµένη µε την πρόσθεση του
k. Αν A = (αij) ∈Mn×m(k), συµβολίζουµε µε −A τον πίνακα που έχει στη ϑέση (i, j) το
στοιχείο −αij, δηλ.

−A = (−αij).

Ο πίνακας −A λέγεται αντίθετος (opposite) πίνακας του A. Είναι εύκολο να διαπιστώσει
κανείς ότι ισχύουν οι εξής ιδιότητες :

Πρόταση 2.1.4. ΄Εστω οι A, B, Γ πίνακες τουMn×m(k). Τότε :

• A+ (B + Γ) = (A+ B) + Γ. Η ιδιότητα αυτή λέγεται προσεταιριστική ιδιότητα
(associativity) της πρόσθεσης.

• A+ 0 = A.

• A+ (−A) = 0 = (−A) + A.

• A+B = B+A. Η ιδιότητα αυτή λέγεται αντιµεταθετική ιδιότητα (commutativity)
της πρόσθεσης.

Συµπεραίνουµε ότι, όσο αφορά την πράξη της πρόσθεση πινάκων, το σύνολοMn×m(k)
έχει τις ιδιότητες που έχουν τα συνήθη σύνολα αριθµών. Ορίζουµε τώρα τον πολλαπλα-
σιασµό πινάκων.

Ορισµός 2.1.5. ΄Εστω οι πίνακες A ∈ Mn×m(k) και B ∈ Mm×κ(k). Το γινόµενο
(product) των πινάκων A και B συµβολίζεται µε A · B ή απλά AB και ορίζεται να είναι ο
n× κ πίνακας που στην i γραµµή και j στήλη έχει το στοιχείο

γij = αi1β1j + αi2β2j + · · ·+ αimβmj =
m∑
κ=1

αiκβκj.
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Σχηµατικά

[
γij
]
!

[
αi1 αi2 · · · αin

]

β1j

β2j

...
βmj

 .

Ο πολλαπλασιασµός δεν είναι απαραίτητα αντιµεταθετικός. ΄Ετσι, η σειρά µε την οποία
γράφουµε τους όρους του γινοµένου έχει µεγάλη σηµασία. Για να έχει νόηµα το γινόµενο
A B, ϑα πρέπει ο αριθµός στηλών του πίνακα A να είναι ίσος µε τον αριθµό των γραµµών
του B.

Παραδείγµατα 2.1.6.

1.
[

1 2 0 1
] 

3
0
0
1

 = 1 · 3 + 2 · 0 + 0 · 0 + 1 · 1 = 4.

2.

 0
1
3

 [ 2 1 0 4
]

=

 0 0 0 0
2 1 0 4
6 3 0 12

.
3.
[

1 i
0 1

] [
0 1
0 1

]
=

[
0 1 + i
0 1

]
.

4. Για να έχει νόηµα το γινόµενο A · A ϑα πρέπει ο A να είναι τετραγωνικός πίνακας.
Στην περίπτωση αυτή συµβολίζουµε µε A2 το γινόµενο A · A. Γενικότερα ορίζουµε
τη δύναµη Am για κάθε ϕυσικό αριθµό m > 1 να είναι το γινόµενο A · Am−1.

5. ΄Εστω

A =


0 1 0 1
0 0 0 1
1 1 0 0
0 0 1 0

 .

Τότε

A2 =


0 0 1 1
0 0 1 0
0 1 0 2
1 1 0 0

 και A3 =


1 1 1 0
1 1 0 0
0 0 2 1
0 1 0 2

 .
Στο Κεφάλαιο 1 είδαµε ότι τα γραµµικά συστήµατα

α11 x1 + α12 x2 + · · ·+ α1n xn = β1

...
...

αm1x1 + αm2x2 + · · ·+ αmnxn = βm

γράφονται εν συντοµία ως AX = B, όπου A = (αij) είναι ο πίνακας των συντελεστών
και B ο πίνακας των σταθερών. Ο συµβολισµός αυτός είναι συµβατός µε τον ορισµό του
γινοµένου των πινάκων, αρκεί να ϑεωρήσουµε ως X τον πίνακα-στήλη των αγνώστων. Το
παράδειγµα που ακολουθεί ϑα διασαφηνίσει αυτόν τον ισχυρισµό.
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Παράδειγµα 2.1.7. ΄Εστω οι πίνακες

A =

[
1 2
3 4

]
, X =

[
x1

x2

]
, B =

[
2
5

]
.

Το γινόµενο AX δίνει τον πίνακα

AX =

[
x1 + 2x2

3x1 + 4x2

]
και η ισότητα AX = B µας δίνει τη σχέση:[

x1 + 2x2

3x1 + 4x2

]
=

[
2
5

]
.

Οι πίνακες αυτοί είναι ίσοι αν και µόνο αν

x1 + 2x2 = 2
3x1 + 4x2 = 5 .

Η κύρια διαγώνιος (main diagonal) ενός πίνακα A = (aij) ∈ Mn×m(k) αποτελείται
από όλα τα στοιχεία της µορφής aii. Συµβολίζουµε µε In τον πίνακα τουMn(k) που έχει
όλα τα στοιχεία της κύριας διαγωνίου του ίσα µε 1, ενώ όλα τα υπόλοιπα είναι µηδέν.
Ο πίνακας In λέγεται µοναδιαίος (identity matrix) n × n-πίνακας γιατί όπως ϑα δούµε
παίζει τον ϱόλο της µονάδας στον πολλαπλασιασµό των πινάκων. Για παράδειγµα, ο
πίνακας

I3 =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1


,

είναι ο µοναδιαίος 3× 3 πίνακας.
Η επόµενη πρόταση συγκεντρώνει τις ϐασικές ιδιότητες του πολλαπλασιασµού, που ο

αναγνώστης µπορεί εύκολα να επιβεβαιώσει.

Πρόταση 2.1.8. ΄Εστω οι πίνακεςA ∈Mn×m(k), B,B′ ∈Mm×k(k), Γ ∈Mk×s(k). Τότε :

i) A(BΓ) = (AB)Γ. Η ιδιότητα αυτή λέγεται προσεταιριστική ιδιότητα (associativity)
του πολλαπλασιασµού.

ii) AIm = A = InA = A.

iii) A(B + Γ) = AB + AΓ. Η ιδιότητα αυτή λέγεται δεξιά επιµεριστική ιδιότητα (right
distributivity) του πολλαπλασιασµού.

iv) (A + B)Γ = AΓ + BΓ. Η ιδιότητα αυτή λέγεται αριστερά επιµεριστική ιδιότητα
(left distributivity) του πολλαπλασιασµού.

΄Οπως είδαµε στην Πρόταση 2.1.4, η πρόσθεση των πινάκων έχει την αντιµεταθετική ι-
διότητα. ∆εν συµβαίνει όµως το ίδιο µε τον πολλαπλασιασµό των πινάκων. Τι εννοούµε:
υπάρχουν πίνακες τετραγωνικοί πίνακες A,B ∈Mn(k) έτσι ώστε

AB 6= BA. (2.1.8.1)
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Για παράδειγµα [
1 0
0 0

] [
0 1
0 0

]
=

[
0 1
0 0

]
,

ενώ [
0 1
0 0

] [
1 0
0 0

]
=

[
0 0
0 0

]
.

Παρατηρούµε, επίσης, ότι είναι δυνατόν το γινόµενο δύο µη µηδενικών πινάκων να
είναι ο µηδενικός πίνακας, ϐλ. προηγούµενο παράδειγµα. Ως προς τον πολλαπλασιασµό,
λοιπόν, το σύνολοMn×m(k) διαφέρει ουσιαστικά από τα συνήθη σύνολα αριθµών.

Στη συνέχεια ϑα ορίσουµε το ϐαθµωτό γινόµενο (scalar product) ενός στοιχείου κ ∈ k
µε έναν πίνακα A = (αij) ∈ Mn×m(k). Το γινόµενο αυτό συµβολίζεται µε κA και είναι ο
πίνακας (καij). ΄Ετσι, ο πίνακας κA προκύπτει από τον πίνακα A, αν πολλαπλασιάσουµε
κάθε στοιχείο του A επί το κ. Είναι εύκολο να αποδείξει ο αναγνώστης την επόµενη
πρόταση.

Πρόταση 2.1.9. ΄Εστω A, B δύο πίνακες τουMm×n(k), C ∈Mn×l(k) και κ, λ ∈ k. Τότε :

i) κ(A+B) = κA+ κB.
ii) (κ+ λ)A = κA+ λA.

iii) (κλ)A = κ(λA).
iv) κ(AC) = (κA)C = A(κC).

Ο πίνακας που προκύπτει από έναν πίνακα A, ϑέτοντας ως γραµµές του νέου πίνακα
τις στήλες του A, λέγεται ανάστροφος (transpose) του A και συµβολίζεται µε AT . ΄Ετσι
αν A = (αij) ∈ Mn×m(K), τότε AT = (βij) ∈ Mm×n(k), όπου βij = αji, 1 ≤ i ≤ n,
1 ≤ j ≤ m. Τέλος, αν A = (aij) ∈ Mn×m(C), τότε ο συζυγής (conjugate) του A είναι ο
πίνακας A = (aij).

Παραδείγµατα 2.1.10.

1. ΄Εστω

A =

[
1 0 2 3
0 1 3 5

]
.

Τότε

AT =


1 0
0 1
2 3
3 5

 .

2. ΄Εστω

X =

a1 + b1i
...

an + bni

 ∈Mn×1(C), όπου aj, bj ∈ R, για 1 ≤ j ≤ n και X 6= 0 .

Τότε
XT X ∈M1(R)

και το µοναδικό του στοιχείο είναι ϑετικός πραγµατικός αριθµός. Πράγµατι
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X =

a1 − b1i
...

an − bni


και

XT X =
[
(a2

1 + b2
1) + · · ·+ (a2

n + b2
n)
]
.

Η απόδειξη της επόµενης πρότασης προκύπτει εύκολα µε ϐάση τους ορισµούς.

Πρόταση 2.1.11. ΄Εστω οι πίνακες A,B ∈Mn(k). Τότε :

i) (AB)T = BTAT .

ii) (AT )T = A.

iii) (κA)T = κAT , κ ∈ K.

Ο πίνακας A ∈ Mn(k) λέγεται συµµετρικός (symmetric) αν A = AT , δηλ. αν αij = αji,
1 ≤ i, j ≤ n, ενώ ο A λέγεται αντισυµµετρικός (antisymmetric) αν A = −AT , δηλ. αν
αij = −αji, 1 ≤ i, j ≤ n. Ο πίνακας A λέγεται διαγώνιος (diagonal) αν όλα τα στοιχεία
που ϐρίσκονται επάνω και κάτω από την κύρια διαγώνιο είναι µηδέν, δηλ. αν αij = 0, για
i 6= j, 1 ≤ i, j ≤ n. Ο A λέγεται άνω τριγωνικός (upper triangular) αν όλα τα στοιχεία
κάτω από την κύρια διαγώνιο είναι µηδέν, δηλ. αν αij = 0, για i > j, 1 ≤ i, j ≤ n. Ο
A λέγεται κάτω τριγωνικός (lower triangular) αν όλα τα στοιχεία επάνω από την κύρια
διαγώνιο είναι µηδέν, δηλ. αν αij = 0, για i < j, 1 ≤ i, j ≤ n. Το ίχνος (trace) ενός
πίνακα A = (αij) ∈ Mn(k) είναι το άθροισµα των τιµών της κυρίας διαγωνίου του A και
συµβολίζεται µε TrA:

Tr(A) := α11 + · · ·+ αnn .

Παραδείγµατα 2.1.12.

1. Οι πίνακες

A1 =

[
1 2
2 3

]
, A2 =

 6 1 5
1 0 2
5 2 1

 ,
είναι συµµετρικοί. Τα ίχνη των πινάκων είναι Tr(A1) = 4, Tr(A2) = 7.

2. Οι πίνακες [
0 1
−1 0

]
,

 0 3 6
−3 0 −2
−6 2 0


είναι αντισυµµετρικοί και έχουν ίχνος ίσο µε το 0.

3. Ισχύει ότι [
2 3
7 5

]
=

[
2 5
5 5

]
+

[
0 −2
2 0

]
,

δηλ. ο πίνακας στα αριστερά είναι ίσος µε το άθροισµα ενός συµµετρικού και ενός
αντισυµµετρικού πίνακα. Ο αναγνώστης Ϲητείται στις ασκήσεις να δείξει ότι κάθε
τετραγωνικός πίνακας γράφεται ως άθροισµα ενός συµµετρικού και ενός αντισυµ-
µετρικού πίνακα.
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4. Tr(0) = 0, ενώ Tr(In) = n.

5. Αν ο A ∈Mn(R), τότε ο ATA είναι συµµετρικός πίνακας, δηλ. ο ATA είναι ίσος µε
τον ανάστροφό του, αφού από τις ιδιότητες του γινοµένου, ισχύει ότι :

(ATA)T = AT (AT )T = ATA .

Θα κλείσουµε αυτήν την ενότητα µε µία παρατήρηση που συνδέει τις πράξεις γραµµών
που µελετήσαµε στο προηγούµενο κεφαλαίο µε τον πολλαπλασιασµό των πινάκων. ΄Εστω
ότι Ei↔j είναι ο πίνακας που προκύπτει αν στον In αντιµεταθέσουµε την i µε την j
γραµµή, δηλ.

In −−−−−→
Γi ↔ Γj

Ei↔j .

Ο πίνακας Ei↔j ∈ Mn(k) και ο πολλαπλασιασµός Ei↔j A είναι επιτρεπτός, για κάθε
A ∈ Mn×m(k). ΄Εστω, λοιπόν, ότι ο A ∈ Mn×m(k). ∆εν είναι δύσκολο να δει κανείς
ότι ο πίνακας Ei↔j A ∈ Mn×m(k) προκύπτει αν στον A αντιµεταθέσουµε την i µε την j
γραµµή, δηλ.

A −−−−−→
Γi ↔ Γj

Ei↔j A .

Με άλλα λόγια, η στοιχειώδης πράξη της αντιµετάθεσης δύο γραµµών του A αντιστοιχεί
σε πολλαπλασιασµό (από τα αριστερά) του A µε τον πίνακα Ei↔j. Στην επόµενη ενότητα
ϑα δούµε ότι αυτό ισχύει για κάθε στοιχειώδη πράξη γραµµών.

Παραδείγµατα 2.1.13.

E1↔2

1 2 3
4 5 6
7 8 9

 =

 0 1 0
1 0 0
0 0 1

1 2 3
4 5 6
7 8 9

 =

 4 5 6
1 2 3
7 8 9

 .

Ασκήσεις Ενότητας 2.1

1. Να γίνουν οι εξής πράξεις :

(αʹ)
[

1 2
5 3

]([
2 0
0 4

]
+

[
1 2
3 5

])
,

(ϐʹ)

 1 2 0
3 1 1
0 0 4

 3
0
1

.
2. ∆ίνεται ο πίνακας

A =

 0 a b
−a 0 c
−b −c 0

 .
Να υπολογίσετε τον πίνακα A3. Να παρατηρήσετε ότι η κύρια διαγώνιος του A3 έχει
όλα τα στοιχεία της ίσα µε µηδέν.

3. Να περιγράψετε όλους τους 2 × 2 πίνακες πίνακες που αντιµεταθέτονται µε τους
εξής πίνακες :
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(αʹ)
[

1 0
0 0

]
,

(ϐʹ)
[

2 0
0 6

]
,

(γʹ)
[

1 3
0 1

]
.

4. Να γράψετε τον πίνακα 1 2 3
4 5 6
7 8 9


ως άθροισµα ενός συµµετρικού και ενός αντισυµµετρικού πίνακα.

5. Να αποδείξετε ότι το γινόµενο δύο κάτω τριγωνικών πινάκων στοMm(k) είναι κάτω
τριγωνικός πίνακας. Στη συνέχεια, µε τη µέθοδο της µαθηµατικής επαγωγής, να
επαληθεύσετε ότι για κάθε ϕυσικό αριθµό n, το γινόµενο n κάτω τριγωνικών πινάκων
στοMm(k) είναι κάτω τριγωνικός πίνακας.

2.2 Αντιστρέψιµοι Πίνακες

Η έννοια των αντιστρέψιµων πινάκων είναι κεντρική στη µελέτη µας.

Ορισµός 2.2.1. Ο πίνακας A ∈ Mn(k) λέγεται αντιστρέψιµος ( invertible) πίνακας, αν
υπάρχει πίνακας B έτσι ώστε

AB = In = BA .

Στην περίπτωση αυτή ο πίνακας B λέγεται ο αντίστροφος ( inverse) πίνακας του A, και
συµβολίζεται µε A−1.

Σύµφωνα µε τον ορισµό, για να είναι ο A ∈ Mn(k) αντιστρέψιµος, ϑα πρέπει να
υπάρχει ένας πίνακας B που να ικανοποιεί ταυτόχρονα δύο συνθήκες : AB = In και
BA = In. Θα δούµε αργότερα ότι αν AB = In τότε BA = In και αντίστροφα. ΄Ετσι, για
να ϐρεθεί ο αντίστροφος του πίνακα A (αν υπάρχει), αρκεί να ϐρεθεί πίνακας B που να
πολλαπλασιάζεται από τα αριστερά (ή από τα δεξιά) µε τον A και να δίνει το µοναδιαίο
πίνακα. Θα χρησιµοποιήσουµε αυτήν τη γνώση άτυπα στα επόµενα παραδείγµατα , αφού
ακόµα δεν την έχουµε αποδείξει.

Παραδείγµατα 2.2.2.

1. Ο πίνακας
[

1 0
1 1

]
έχει αντίστροφο τον

[
1 0
−1 1

]
. Πράγµατι,

[
1 0
1 1

] [
1 0
−1 1

]
=

[
1 0
0 1

]
=

[
1 0
−1 1

] [
1 0
1 1

]
.

2. Ο πίνακας A =

[
1 0
0 0

]
δεν έχει αντίστροφο. Πράγµατι αν B είναι ο αντίστροφος

του A τότε AB = In. ΄Οµως, στο γινόµενο AB η τελευταία γραµµή είναι µηδέν και
άρα είναι αδύνατον AB = In.
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3. ΄Εστω A ένας τετραγωνικός n×n πίνακας µε µηδενική τη γραµµή i. Για κάθε τετρα-
γωνικό n×n πίνακα B η γραµµή i του AB ϑα είναι µηδέν. Είναι, λοιπόν, αδύνατον
να ϐρεθεί πίνακας B έτσι ώστε AB = In. Ο πίνακας A δεν είναι αντιστρέψιµος.

4. ΄Εστω A ένας τετραγωνικός n× n πίνακας µε µηδενική τη στήλη j. Για κάθε τετρα-
γωνικό n×n πίνακα B η στήλη j του BA για κάθε πίνακα B ϑα είναι µηδέν. Είναι,
λοιπόν, αδύνατον να ϐρεθεί πίνακας B έτσι ώστε BA = In. Ο πίνακας A δεν είναι
αντιστρέψιµος.

5. Ο µηδενικός τετραγωνικός πίνακας 0 δεν είναι αντιστρέψιµος.

6. Ο µοναδιαίος πίνακας In είναι αντιστρέψιµος : InIn = In, άρα In−1 = In.

7. ΄Εστω

A =

[
a b
c d

]
και ad− bc 6= 0. Τότε αν

B =
1

ad− bc

[
d −b
−c a

]
,

είναι εύκολο να επιβεβαιωθεί ότι A B = B A = I2 και άρα B = A−1. Ο αριθµός
ad−bc λέγεται ορίζουσα (determinant) του A ∈M2(k) και συµβολίζεται µε det(A).

8. ΄Εστω

A =

 α1 0
. . .

0 αn


ένας διαγώνιος πίνακας µε α1 · · ·αn 6= 0, 1 ≤ i ≤ n. Τότε εύκολα µπορεί να
επιβεβαιώσει ο αναγνώστης ότι

A−1 =

 α−1
1 0

. . .

0 α−1
n

 .
9. ΄Εστω ότι ο A είναι αντιστρέψιµος πίνακας και ότι B = A−1. Τότε ο B είναι αντι-

στρέψιµος πίνακας και A = B−1.

10. ΄Εστω ότι ο A είναι αντιστρέψιµος πίνακας. Θα αποδείξουµε ότι για κάθε n ∈ N
ισχύει η παρακάτω ιδιότητα :

(An)−1 = (A−1)n.

Απόδειξη. Για n = 2, επιβεβαιώνουµε ότι πολλαπλασιάζοντας τον πίνακα A2 µε τον
πίνακα (A−1)2, προκύπτει ο µοναδιαίος πίνακας I2:

A2(A−1)2 = (A A)(A−1A−1) = A(A A−1)A−1 = A I2 A
−1 =

A(I2 A
−1) = A A−1 = I2.
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Για γενικό n ∈ N, ο ισχυρισµός ότι ισχύει η ισότητα (An)−1 = (A−1)n αποδεικνύεται
µε τη µέθοδο της µαθηµατικής επαγωγής. ∆ηλαδή, πρέπει να δείξουµε ότι ισχύει
η πρόταση για την αρχική τιµή του n (επαγωγικό ϐήµα) και υποθέτοντας ότι η
πρόταση είναι αληθής για n = k (υπόθεση της επαγωγής), ϑα πρέπει στη συνέχεια
να δείξουµε ότι η πρόταση ισχύει για n = k + 1.

• Για το επαγωγικό ϐήµα, όταν n = 1, η πρόταση είναι προφανώς αληθής, αφού
(A1)−1 = A−1 και (A−1)1 = A−1.

• Θα υποθέσουµε ότι η πρόταση είναι αληθής για n = k, δηλ. ότι (Ak)−1 =
(A−1)k.

• Στη συνέχεια ϑα αποδείξουµε την πρόταση για n = k + 1. Πράγµατι,

Ak+1(A−1)k+1 = (AAk)
(
(A−1)kA−1

)
= A

(
Ak(A−1)k

)
A−1 =

A In A
−1 = A(InA

−1) = A A−1 = In.

Παρατηρούµε ότι το πέρασµα από n = k στο n = k + 1 εµπεριέχει τα ίδια ϐήµατα
όπως και η απόδειξη της πρότασης για n = 2. Αυτό ισχύει για πολλές από τις
αποδείξεις που χρησιµοποιούν τη µέθοδο της µαθηµατικής επαγωγής.

Αν ο A είναι αντιστρέψιµος, τότε ϑέτουµε A0 = In και για n ∈ N ορίζουµε

A−n := (A−1)n.

΄Ετσι, όταν ο A είναι αντιστρέψιµος, η δύναµη Am έχει οριστεί για κάθε ακέραιο m. Τονί-
Ϲουµε ότι είναι ιδιαίτερα άκοµψο να γράφει κανείς 1/A εννοώντας A−1 και ότι κλάσµατα
µε παρανοµαστές συνδυασµούς πινάκων ϑα πρέπει να αποφεύγονται.

Πρόταση 2.2.3. Αν οι πίνακες A,B ∈ Mn(k) είναι αντιστρέψιµοι, τότε και το γινό-
µενό τους είναι αντιστρέψιµος πίνακας και

(AB)−1 = B−1A−1.

Απόδειξη. Από τον ορισµό του αντίστροφου πίνακα προκύπτει ότι

(AB)(B−1A−1) = [A(BB−1)]A−1 = (AIn)A−1 = AA−1 = In.

΄Οµοια (B−1A−1)(AB) = In. ΄Αρα (AB)−1 = B−1A−1.

Η προηγούµενη πρόταση γενικεύεται εύκολα όταν έχουµε περισσότερους από δύο α-
ντιστρέψιµους πίνακες. ΄Ετσι, αν οι πίνακεςA1, A2, . . . , As τουMn(k) είναι αντιστρέψιµοι,
τότε :

(A1A2 · · ·As)−1 = (As)
−1(As−1)−1 · · · (A1)−1.

Θα ορίσουµε τώρα έναν στοιχειώδη πίνακα για κάθε µία από τις στοιχειώδεις πράξεις
γραµµών.

Ορισµός 2.2.4. Υπάρχουν τρεις τύποι στοιχειωδών (elementary) πινάκων:
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• Αν i 6= j και a ∈ k, τότε ο Ei+a·j, είναι ο στοιχειώδης πίνακας που προκύπτει από τον
In αν αντικαταστήσουµε την i γραµµή του In µε τη γραµµή Γi + aΓj, δηλ.

In −−−−−−−−−−→
Γi → Γi + aΓj

Ei+a·j .

• Ο Ei↔j είναι ο στοιχειώδης πίνακας που προκύπτει από τον In αν αντιµεταθέσουµε
την i µε την j γραµµή, δηλ.

In −−−−−→
Γi ↔ Γj

Ei↔j .

• Αν b ∈ k και είναι διάφορο του µηδενός, τότε ο Eb·i είναι ο στοιχειώδης πίνακας και
προκύπτει από τον In αν πολλαπλασιάσουµε τα στοιχεία της i γραµµής µε ένα στοιχείο
b, δηλ.

In −−−−−→
Γi → bΓi

Eb·i .

Στα επόµενα παραδείγµατα ϑα υπολογίσουµε διάφορους στοιχειώδεις πίνακες.

Παραδείγµατα 2.2.5.

1. ΣτονM2(R) οι στοιχειώδεις πίνακες είναι οι εξής :

E1+a·2 =

[
1 a
0 1

]
, E2+a·1 =

[
1 0
a 1

]
, E1↔2 =

[
0 1
1 0

]
,

Eb·1 =

[
b 0
0 1

]
, Eb·2 =

[
1 0
0 b

]
,

όπου a, b ∈ R και b 6= 0.

2. ΣτονM3(R) έχουµε

E1+a·3 =

 1 0 a
0 1 0
0 0 1

 , E2↔3 =

 1 0 0
0 0 1
0 1 0

 , Eb·3 =

 1 0 0
0 1 0
0 0 b

 .
Οι στοιχειώδεις πίνακες είναι αντιστρέψιµοι. Ο αναγνώστης καλείται να ϐρει τον αντί-

στροφο για τους τρεις τύπους στοιχειωδών πινάκων, ϐλ. ΄Ασκηση 2.2.1. Εύκολα µπορεί
να επιβεβαιωθεί η επόµενη πρόταση.

Πρόταση 2.2.6. Αν A = (αij) ∈Mn×m(k), τότε :

i) Ο πίνακας Ei+a·j A προκύπτει από τον A αν αντικαταστήσουµε την γραµµή Γi µε την
Γi + aΓj, δηλ.

A −−−−−−−−−−→
Γi → Γi + aΓj

Ei+a·j A.

ii) Ο πίνακας Ei↔j A προκύπτει από τον A αν αντιµεταθέσουµε την i-γραµµή µε την j-
γραµµή, δηλ.

A −−−−−→
Γi ↔ Γj

Ei↔j A.
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iii) Ο πίνακαςEb·iA προκύπτει από τονA αν πολλαπλασιάσουµε τα στοιχεία της i γραµµής
επί b ∈ k, δηλ.

A −−−−−→
Γi → bΓi

Eb·i A.

Παραδείγµατα 2.2.7.

1. ΄Εστω

A =

[
0 3
2 4

]
και B =

[
2 4
0 3

]
.

Παρατηρούµε ότι A −−−−−→
Γ1 ↔ Γ2

B και B = E1↔2 A.

2. Θα ϕέρουµε τον πίνακα A του προηγούµενου παραδείγµατος σε ελαττωµένη κλιµα-
κωτή µορφή γραµµών.

A =

[
0 3
2 4

]
.

Τότε

A −−−−−→
Γ1 ↔ Γ2

A1 =

[
2 4
0 3

]
−−−−−−→
Γ1 → 1

2
Γ1

A2 =

[
1 2
0 3

]
−−−−−−→
Γ2 → 1

3
Γ2

A3 =

[
1 2
0 1

]
−−−−−−−−−−→
Γ1 → Γ1 − 2Γ2

I2.

΄Επεται ότι

• A1 = E1↔2 A,

• A2 = E 1
2
·1 A1 = E 1

2
·1 E1↔2 A,

• A3 = E 1
3
·2 A2 = E 1

3
·2 E 1

2
·1 E1↔2 A,

• I2 = E1−2·2 A3 = E1−2·2 E 1
3
·2 E 1

2
·1 E1↔2 A.

Σηµειώνουµε την επόµενη παρατήρηση για την ελαττωµένη κλιµακωτή µορφή R ενός
πίνακα A. Η απόδειξή της είναι συνέπεια της Πρότασης 2.2.6 και του αλγορίθµου του
Gauss για την εύρεση της ελαττωµένης κλιµακωτής µορφής γραµµών ενός πίνακα A.

Πρόταση 2.2.8. ΄Εστω R η ελαττωµένη κλιµακωτή µορφή γραµµών ενός πίνακα A ∈
Mn×m(k). Υπάρχουν στοιχειώδεις πίνακες E1, . . . , En έτσι ώστε

R = En · · ·E1 A .

΄Εστω B το γινόµενο των E1, . . . , En της Πρότασης 2.2.8. Αν η ελαττωµένη κλιµα-
κωτή µορφή γραµµών του A είναι ο µοναδιαίος πίνακας, τότε από την Πρόταση 2.2.8,
προκύπτει ότι

In = BA.

΄Ετσι, αν η ελαττωµένη κλιµακωτή µορφή γραµµών του A είναι ο In, ϑα δείξουµε ότι ο
A είναι αντιστρέψιµος και ότι ο αντίστροφός του είναι ο πίνακας B = E1 · · ·En, όπου
E1, . . . , En είναι οι στοιχειώδεις πίνακες της Πρότασης 2.2.8. ΄Ηδη γνωρίζουµε ότι BA =
In. Μένει να δείξουµε ότι AB = In.
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Παράδειγµα 2.2.9. ΄Εστω

A =

[
1 2
3 4

]
.

Ας υποθέσουµε ότι ϑέλουµε να ϐρούµε έναν πίνακα B = (bij) έτσι ώστε AB = I2. Θα
πρέπει να ισχύει ότι[

1 2
3 4

] [
b11 b12

b21 b22

]
=

[
b11 + 2b21 b12 + 2b22

3b11 + 4b21 3b12 + 4b22

]
=

[
1 0
0 1

]
.

Πρέπει λοιπόν να λύσουµε τις επόµενες 4 εξισώσεις :

b11 + 2b21 = 1
3b11 + 4b21 = 0

b12 + 2b22 = 0
3b12 + 4b22 = 1 .

Παρατηρούµε ότι, για να λύσουµε αυτό το σύστηµα, αρκεί να λύσουµε τα εξής δύο γραµ-
µικά συστήµατα, για τα οποία ο (κοινός) πίνακας συντελεστών είναι A.

b11 + 2b21 = 1
3b11 + 4b21 = 0

και b12 + 2b22 = 0
3b12 + 4b22 = 1 .

Θεωρούµε τον επαυξηµένο (κατά δύο στήλες) πίνακα και µε στοιχειώδεις πράξεις γραµµών
τον ϕέρνουµε σε ελαττωµένη κλιµακωτή µορφή γραµµών:[

1 2 1 0
3 4 0 1

]
−→ · · · −→

[
1 0 −2 1
0 1 3/2 −1/2

]
.

Προκύπτει ότι (b11, b21) = (−2, 3/2) ενώ (b12, b22) = (1,−1/2). Εποµένως αν

B =

[
−2 1
3/2 −1/2

]
,

τότε AB = I2. Σηµειώνουµε ότι ο πίνακας B ϐρέθηκε ϕέρνοντας τον πίνακα [A | I2] σε
ελαττωµένη κλιµακωτή µορφή γραµµών, εφαρµόζοντας τον αλγόριθµο του Gauss, δηλ.

[A | I2] −→ · · · −→ [I2 | B] .

Οι στοιχειώδεις πράξεις γραµµών που εφαρµόσαµε στον A µας έδωσαν το µοναδιαίο
πίνακα:

I2 = E1−2·2E− 1
2
·2E2−3·1A ,

ενώ οι ίδιες πράξεις γραµµών εφαρµόστηκαν στον I2 για να καταλήξουµε στον B. ΄Ετσι,

B = E1−2·2 E− 1
2
·2 E2−3·1 I2 = E1−2·2 E− 1

2
·2 E2−3·1 .

Θα γενικεύσουµε τις παρατηρήσεις που κάναµε στο προηγούµενο παράδειγµα. ΄Εστω
ότι A ∈ Mn(k) και ότι ϑέλουµε να ϐρούµε έναν πίνακα B = (bij), έτσι ώστε AB =
In. Αφού ο πίνακας AB ∈ Mn(k) έχει n2 στοιχεία, η ισότητα AB = In, δίνει n2 (το
πλήθος) γραµµικές εξισώσεις. Θέλουµε, λοιπόν, να λύσουµε n2 γραµµικές εξισώσεις µε
n2 αγνώστους. Μπορούµε να οργανώσουµε αυτές τις εξισώσεις σε n γραµµικά συστήµατα
(µε n εξισώσεις και n αγνώστους), τα οποία ονοµάζουµε συστήµατα της εξίσωσης AB = In.
Ο κοινός πίνακας των συντελεστών σε αυτά τα συστήµατα είναι ο πίνακας A. Μπορεί
κανείς να επιλύσει τα συστήµατα αυτά ταυτόχρονα. Ο επαυξηµένος πίνακας είναι ίσος µε
τον πίνακα

[
A In

]
. Ανάλογα µε την ϐαθµίδα του πίνακα A, υπάρχουν δύο περιπτώσεις

για την ελαττωµένη κλιµακωτή µορφή γραµµών του
[
A In

]
.
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• Αν rank(A) = n, τότε όλα τα γραµµικά συστήµατα της εξίσωσης AB = In είναι συµ-
ϐατά και έχουν µοναδικές λύσεις. Οι λύσεις αυτές προκύπτουν από την ελαττωµένη
κλιµακωτή µορφή γραµµών του πίνακα [ A | In ]. Φέρνουµε τον πίνακα [ A | In ]
σε ελαττωµένη κλιµακωτή µορφή γραµµών. Ο πίνακας B προκύπτει στο τελευταίο
ϐήµα:

[ A | In ]→ · · · → [ In | B ] .

ΑνE1, . . . , En είναι οι στοιχειώδεις πίνακες που ϕέρνουν τον πίνακαA σε ελαττωµένη
κλιµακωτή µορφή γραµµών, τότε

Eκ · · · E1 A = In. (2.2.9.1)

Εποµένως
[ A | In ] −→ · · · −→ [ In | Eκ · · ·E1 ].

΄Αρα ο Ϲητούµενος πίνακας B µε την ιδιότητα AB = In είναι ο πίνακας Eκ · · ·E1.
΄Οµως, από τη Σχέση (2.2.9.3) προκύπτει ότι BA = In. Εποµένως ο A είναι αντι-
στρέψιµος και

A−1 = Eκ · · · E1

όπου E1, . . . , En είναι οι στοιχειώδεις πίνακες που ϕέρνουν τον πίνακα A σε ελατ-
τωµένη κλιµακωτή µορφή γραµµών.

• Αν rank(A) < n, τότε
[ A | In ]→ · · · → [ R | C ] , (2.2.9.2)

όπου R είναι η ελαττωµένη κλιµακωτή µορφή γραµµών του A. Αφού R 6= In, η
τελευταία γραµµή του R είναι µηδενική. Θα δούµε ότι η τελευταία γραµµή του C
δεν είναι µηδενική και εποµένως τουλάχιστον ένα από τα γραµµικά συστήµατα της
εξίσωσης AB = In δεν είναι συµβατό. Σύµφωνα µε την Πρόταση 2.2.8, έχουµε ότι

Eκ · · ·E2 E1 A = R , (2.2.9.3)

όπου E1, . . . , Eκ στοιχειώδεις πίνακες. ΄Αρα

[ A | In ] −→ · · · −→ [ R | Eκ · · ·E1 ].

∆ηλαδή ο πίνακας C της Σχέσης (2.2.9.2) είναι το γινόµενο Eκ · · ·E1. Αφού ο
C είναι το γινόµενο αντιστρέψιµων πινάκων, έπεται ότι ο C είναι αντιστρέψιµος
πίνακας, ϐλ. Πρόταση 2.2.3. Εποµένως ο C δεν µπορεί να έχει µία µηδενική
γραµµή, ϐλ. Παράδειγµα 2.2.2. Αφού ο πίνακας R έχει µηδενική την τελευταία
του γραµµή, έπεται ότι τουλάχιστον ένα από τα συστήµατα της εξίσωσης AB = In
δεν είναι συµβατό. Εποµένως όταν rank(A) < n, δεν υπάρχει πίνακας B έτσι ώστε
AB = In και ο πίνακας A δεν είναι αντιστρέψιµος.

Αποδείξαµε λοιπόν την εξής πρόταση:

Θεώρηµα 2.2.10. ΄Εστω οι πίνακες A,B ∈Mn(k).

i) Ο πίνακας A είναι αντιστρέψιµος αν και µόνο αν rank(A) = n.

ii) Αν AB = In (ή BA = In), τότε οι πίνακες A και B είναι αντιστρέψιµοι και
B = A−1.
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Ο ακόλουθος αλγόριθµος κωδικοποιεί τη διαδικασία εύρεσης αντιστρόφου:

Αλγόριθµος 2.2.1 Αλγόριθµος εύρεσης αντιστρόφου
Είσοδος: ΄Ενας τετραγωνικός n× n πίνακας A.
΄Εξοδος: Ο αντίστροφος του A, αν υπάρχει.

Βήµα 1 Παραθέτουµε δεξιά του A τον In και σχηµατίζουµε τον επαυξηµένο
πίνακα

[ A | In ].

• Βήµα 2 Εφαρµόζουµε τον αλγόριθµο του Gauss και ϕέρνουµε τον [ A | In ] σε
ελαττωµένη κλιµακωτή µορφή γραµµών [ R | B ].
• Βήµα 3 Αν R = In τότε ο A είναι αντιστρέψιµος και B = A−1. Αν R 6= In, τότε ο

πίνακας A δεν είναι αντιστρέψιµος.

Θα εφαρµόσουµε τον αλγόριθµο (2.2.1) και το Θεώρηµα 2.2.10 στα επόµενα παρα-
δείγµατα:

Παραδείγµατα 2.2.11.

1. Θα υπολογίσουµε τον αντίστροφο του πίνακα

A =

 1 3 0
2 4 3
1 2 1

 .
Παίρνουµε τον επαυξηµένο πίνακα [ A | In ] και τον ϕέρνουµε σε ελαττωµένη
κλιµακωτή µορφή γραµµών: 1 3 0

2 4 3
1 2 1

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
0 1 0
0 0 1

 −→
 1 3 0

0 −2 3
0 −1 1

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
−2 1 0
−1 0 1

 −→
 1 3 0

0 −1 1
0 −2 3

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
−1 0 1
−2 1 0

 −→
 1 3 0

0 1 −1
0 −2 3

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
1 0 −1
−2 1 0

 −→
 1 0 3

0 1 −1
0 0 1

∣∣∣∣∣∣
−2 0 3

1 0 −1
0 1 −2

 −→
 1 0 0

0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣
−2 −3 9

1 1 −3
0 1 −2

 .
Εποµένως

A−1 =

 −2 −3 9
1 1 −3
0 1 −2

 .
2. ΄Εστω

A =

1 2 3
2 5 6
3 7 9

 .
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Παίρνουµε τον επαυξηµένο πίνακα [ A | In ]. Εφαρµόζοντας στοιχειώδεις πράξεις
γραµµών ϐρίσκουµε ότι1 2 3 | 1 0 0

2 5 6 | 0 1 0
3 7 9 | 0 0 1

 −→ · · · −→
1 2 3 | 1 0 0

0 1 0 | −2 1 0
0 0 0 | −1 −1 1

 .

Παρατηρούµε ότι rankA < 3 και άρα ο A δεν είναι αντιστρέψιµος.

3. ΄Εστω ότι A ∈Mn(K) και A4 + 3A2 + A− 4In = 0 . Τότε

A4 + 3A2 + A = 4In ⇒ A
(1

4
(A3 + 3A+ In)

)
= In.

Σύµφωνα µε το Θεώρηµα 2.2.10, ο πίνακας A είναι αντιστρέψιµος και A−1 =
1
4
(A3 + 3A+ In).

Για τον ανάστροφο πίνακα του A, έχουµε την επόµενη σηµαντική πρόταση:

Πρόταση 2.2.12. ΄Εστω ο πίνακας A ∈ Mn(K). Ο πίνακας A είναι αντιστρέψιµος
αν και µόνο αν ο πίνακας AT είναι αντιστρέψιµος και (AT )−1 = (A−1)T .

Απόδειξη. Αν ο A είναι αντιστρέψιµος, τότε

A A−1 = In ⇔ (A A−1)T = ITn ⇔ (A−1)TAT = In.

΄Αρα AT είναι αντιστρέψιµος και

(AT )−1 = (A−1)T .

Αντίστροφα, αν AT είναι αντιστρέψιµος, τότε A = (AT )T είναι αντιστρέψιµος από το
προηγούµενο ϐήµα.

Η τελευταία παρατήρηση αυτής της ενότητας αφορά την επίλυση γραµµικών συστη-
µάτων, όταν ο πίνακας των συντελεστών είναι αντιστρέψιµος.

Παρατήρηση 2.2.13. Αν ο A ∈ Mn(k) είναι αντιστρέψιµος πίνακας, τότε το σύστηµα
AX = B έχει µοναδική λύση, που προκύπτει από το γινόµενο A−1B.

Απόδειξη.

AX = B ⇒ A−1(AX) = A−1B ⇒ (A−1A)X = A−1B

⇒ InX = A−1B ⇒ X = A−1B .

Η προηγούµενη µέθοδος επίλυσης συστηµάτων χρησιµοποιείται πρακτικά µόνο αν ο
πίνακας A−1 είναι ήδη γνωστός. Συνήθως όµως ο αριθµός των πράξεων που απαιτούνται
για να υπολογιστεί ο A−1 είναι µεγάλος και η µέθοδος αυτή είναι χρονοβόρα.
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Παράδειγµα 2.2.14. Θα ϐρούµε τη λύση του συστήµατος AX = B όπου

A =

1 3 0
2 4 3
1 2 1

 , B =

1
0
1


Στο Παράδειγµα 2.2.11 είδαµε ότι

A−1 =

−2 −3 9
1 1 −3
0 1 −2

 .
΄Αρα

A−1B =

 7
−2
−2


και η µοναδική λύση του συστήµατος AX = B είναι (7,−2,−2).

Ασκήσεις Ενότητας 2.2

1. Να ϐρείτε τον αντίστροφο για τους τρεις τύπους στοιχειωδών πινάκων, (Υπόδειξη :
Πρόταση 2.2.6).

2. Να υπολογίσετε τους αντιστρόφους των εξής πινάκων, αν υπάρχουν.

A =

[
2 1
4 3

]
, B =

 0 2 −1
2 1 1
1 3 0

 , C =

 1 3 0
0 2 −1
2 8 2

 .

3. Να ϐρείτε τις λύσεις των συστηµάτων

AX1 =

[
1
0

]
, AX2 =

[
1
−1

]
, AX3 =

[
0
2

]
, BX4 =

0
0
0

 , BX5 =

1
1
1

 ,
όπου A και B είναι οι πίνακες της προηγούµενης άσκησης.

4. Αν A2 + 2A− In = 0, να αποδείξετε ότι ο πίνακας A ∈Mn(K) είναι αντιστρέψιµος
και να ϐρείτε τον αντίστροφό του ως άθροισµα δυνάµεων του A. Οµοίως, να ϐρείτε
τον αντίστροφο του B ∈Mn(K), όπου 2B3 +B2 − 4B + 3In = 0, και στη συνέχεια
τον (BT )−1.

2.3 Ορίζουσες Πινάκων

΄Οπως ϑα δούµε στον Ορισµό 2.3.2, η ορίζουσα (determinant) είναι µία συνάρτηση

det : Mn(k) −→ k ,
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που σε κάθε πίνακα A τουMn(k) αντιστοιχεί ένα στοιχείο του k. Η τιµή της ορίζουσας
του A συµβολίζεται µε detA ή µε |A|.

Η ορίζουσα ενός 1× 1 πίνακα [α] είναι το α. ∆ηλ. det[α] = α. Η ορίζουσα ενός 2× 2
πίνακα δίνεται από τον τύπο των διαγωνίων

det

[
a b
c d

]
= ad− bc.

Για n > 2, ϑα δώσουµε έναν αναδροµικό τύπο για την ορίζουσα µε τη ϐοήθεια των
οριζουσών κάποιων (n − 1) × (n − 1) υποπινάκων του A. Οι πίνακες αυτοί, λέγονται
ελάσσονες (minors) πίνακες του A και συµβολίζονται µε Aij. Ο Aij είναι ο υποπίνακας
του A που προκύπτει από τον A αν αγνοήσουµε την i γραµµή και την j στήλη του A.

Παραδείγµατα 2.3.1.

1. Αν A =

 1 2 3
4 5 6
7 8 0

, τότε A23 =

[
1 2
7 8

]
.

2

2. Ο ελάσσων πίνακας (In)11 του µοναδιαίου n× n πίνακα είναι ο πίνακας In−1.

3. Στη συνέχεια, ϑα υπολογίσουµε τον (I3)21. Αφού I3 =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

, έπεται ότι (I3)21 =[
0 0
0 1

]
.

4. ΄Εστω ο A ένας διαγώνιος n × n πίνακας. Αν i 6= j τότε Aij έχει (τουλάχιστον) µία
µηδενική γραµµή και στήλη.

5. ΄Εστω ο A ένας άνω (ή κάτω) τριγωνικός πίνακας. Τότε ο πίνακας A11 είναι άνω (ή
κάτω) τριγωνικός πίνακας.

Ορισµός 2.3.2. Η ορίζουσα του A = (αij) ∈Mn(k) δίνεται από τον τύπο

detA = α11 detA11 − α21 detA21 + · · ·+ (−1)n+1αn1 detAn1.

Παραπάνω είδαµε την ανάπτυξη της ορίζουσας του πίνακα A κατά τα στοιχεία της πρώτης
στήλης. ΄Οπως ϑα δούµε, η ορίζουσα τουA µπορεί να υπολογισθεί µε αντίστοιχη ανάπτυξη
κατά τα στοιχεία µίας οποιασδήποτε στήλης ή γραµµής.

Παραδείγµατα 2.3.3.

1. Αν A = [2], τότε detA = 2.

2. Η ορίζουσα του πίνακα A =

[
1 0
2 4

]
είναι detA = 4.

3. ΄Εστω ο πίνακας A =

 1 2 1
3 1 1
0 −1 1

. Τότε :

detA = 1 det

[
1 1
−1 1

]
− 3 det

[
2 1
−1 1

]
+ 0 det

[
2 1
1 1

]
=

= 1 · 2− 3 · 3 + 0 = −7.



Ορίζουσες Πινάκων 49

4. ΄Εστω ο πίνακας

A =


2 1 2 1
0 3 1 1
0 0 −1 1
3 0 0 0

 .

Τότε
detA = 2 detA11 − 0 detA21 + 0 detA31 − 3 detA41 .

Παρατηρούµε ότι δεν υπάρχει λόγος να υπολογίσουµε τους πίνακες A21, A31 και
τις ορίζουσές τους, αφού ϑα πολλαπλασιαστούν µε το 0. Ο πίνακας A41 είναι ο
3 × 3 πίνακας του Παραδείγµατος 3 και είδαµε ότι detA41 = −7. Μένει λοιπόν να
υπολογίσουµε την ορίζουσα του πίνακα A11.

detA11 = det

3 1 1
0 −1 1
0 0 0

 = 3 det

[
−1 1
0 0

]
− 0 det

[
1 1
0 0

]
+ 0

[
1 1
−1 1

]
= 0− 0 + 0 = 0 .

΄Αρα
detA = −3 · (−7) = 21 .

5. Θα δούµε ότι |In| = 1. Θα γράφουµε I αντί για In, για ευκολία συµβολισµού. ΄Ετσι,

det In = det I = 1 det I11 − 0 det I21 + · · ·+ (−1)n+10 det In1 = det I11.

΄Οµως I11 = (In)11 = In−1. ΄Ετσι, επαναλαµβάνοντας n− 1 ϕορές ϐρίσκουµε ότι

det In = det In−1 = · · · = det[1] = 1 .

6. ΄Εστω ο A ένας άνω τριγωνικός πίνακας. Τότε

detA = a11 detA11 + 0 detA21 − · · ·+ (−1)n+10 detAn1 = a11 detA11 .

΄Οµως ο A11 είναι ένας άνω τριγωνικός πίνακας. Επαναλαµβάνοντας τα προηγούµε-
να n− 1 ϕορές ϐρίσκουµε ότι detA = a11 · · · ann. Αποδείξαµε λοιπόν το παρακάτω
συµπέρασµα.

Αν ο A είναι άνω τριγωνικός πίνακας, τότε η ορίζουσα του A ισούται µε το
γινόµενο των στοιχείων της κυρίας διαγωνίου του A.

Αναφέρουµε κάποιες από τις ιδιότητες των οριζουσών που αποδεικνύονται εύκολα από
τον ορισµό και που ο αναγνώστης καλείται να ϐεβαιώσει.

Πρόταση 2.3.4. ΄Εστω ο πίνακας A ∈Mn(k). Τότε :

i) detEi+a·jA = detA.

ii) detEi↔jA = − detA.

iii) detEb·iA = b detA.
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Είναι ϕανερό ότι οι υπολογισµοί για την ορίζουσα του πίνακα A είναι απλούστεροι όταν
ο A έχει πολλά µηδενικά και ιδιαίτερα αν ο A είναι σε κλιµακωτή µορφή γραµµών.
Η προηγούµενη πρόταση περιγράφει αναλυτικά την επίδραση των στοιχειωδών πράξεων
γραµµών στην ορίζουσα. Αν E1, . . . , Es είναι στοιχειώδεις πίνακες, τότε εφαρµόζοντας s
ϕορές την Πρόταση 2.3.4 είναι ϕανερό ότι

det (E1E2 · · ·EsA) = detE1 detE2 · · · detEs detA . (2.3.4.1)

΄Ετσι, για να υπολογίσουµε την ορίζουσα του A, πρώτα ϕέρνουµε τον A σε κλιµακωτή
µορφή γραµµών και στη συνέχεια χρησιµοποιούµε την Πρόταση 2.3.4.

Παραδείγµατα 2.3.5.

1. Ας υπολογίσουµε την ορίζουσα του πίνακα

A =


1 1 1 1
1 1 3 5
0 1 3 7
0 0 0 2

 .
Βλέπουµε ότι

A −−−−−−−−−→
Γ2 → Γ2 − Γ1

A1 =


1 1 1 1
0 0 2 4
0 1 3 7
0 0 0 2

 −−−−−→Γ3 ↔ Γ2

A2 =


1 1 1 1
0 1 3 7
0 0 2 4
0 0 0 2



−−−−−−→
Γ3 → 1

2
Γ3

A3 =


1 1 1 1
0 1 3 7
0 0 1 2
0 0 0 2

 .
Ο πίνακας A3 είναι άνω τριγωνικός. Σύµφωνα µε το Παράδειγµα 2.3.3.6,

detA3 = 1 · 1 · 1 · 2 = 2.

Σύµφωνα µε την Πρόταση 2.3.4 και πηγαίνοντας ανάποδα από τον A3 προς τον A,
ϐλέπουµε ότι

detA2 = 2 detA3, detA1 = − detA2, detA = detA1 ,

και άρα
detA = −4.

2. ΄Εστω ο πίνακας A ∈ Mn(k) και b ∈ k. Θα υπολογίσουµε την ορίζουσα του πίνακα
bA, όταν γνωρίζουµε την ορίζουσα του A. Ο πίνακας bA προκύπτει από τον A
πολλαπλασιάζοντας κάθε γραµµή τουA µε b. ΄Αρα det(bA) = b · · · b detA = bn detA
και αποδείξαµε την εξής ιδιότητα.

Αν ο A ∈Mn(k) και b ∈ k, τότε det(bA) = bn detA.

3. Αν A ∈M2(k) και detA = 3, τότε det(2A) = 22 · 3 = 12.
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4. Αν A ∈M3(k) και detA = 3, τότε det(2A) = 23 · 3 = 24.

Παρατηρούµε ότι ισχύει το εξής :

Πρόταση 2.3.6. detEi+a·j = 1, detEi↔j = −1, detEb·i = b.

Απόδειξη. Οι στοιχειώδεις πίνακες προκύπτουν από το µοναδιαίο πίνακα In µε µία στοι-
χειώδη πράξη γραµµών. ΄Εχουµε ότι det In = 1. Εποµένως

det In = det(Ei+a·j In)⇒ det In = detEi+a·j ⇒ detEi+a·j = 1.

΄Οµοια αποδεικνύονται και οι άλλες ισότητες.

Σηµειώνουµε την επόµενη χρήσιµη παρατήρηση που προκύπτει µε ϐάση όσα είπαµε
προηγουµένως.

Παρατήρηση 2.3.7. ΄Εστω R µία κλιµακωτή µορφή γραµµών του A. Τότε υπάρχει b ∈ k,
τέτοιο ώστε b 6= 0 και detR = b detA.

Η επόµενη σηµαντική πρόταση δίνει ένα κριτήριο αντιστρεψιµότητας του A.

Πρόταση 2.3.8. Ο πίνακας A ∈Mn(k) είναι αντιστρέψιµος αν και µόνο αν detA 6=
0 . Ισοδύναµα detA = 0 αν και µόνο αν ο A δεν είναι αντιστρέψιµος δηλ. detA = 0
αν και µόνο αν rankA < n.

Απόδειξη. ΄Εστω R η ελαττωµένη κλιµακωτή µορφή γραµµών του A. Ο πίνακας A είναι
αντιστρέψιµος αν και µόνο αν R = In. Σύµφωνα µε την Παρατήρηση 2.3.7, detA 6= 0 αν
και µόνο αν detR 6= 0.

Σηµειώνουµε το εξής πόρισµα.

Πόρισµα 2.3.9. ΄Εστω ο πίνακας A ∈Mn(k).

i) Αν ο A έχει µία µηδενική γραµµή ή στήλη, τότε detA = 0.

ii) Αν µία γραµµή του A είναι πολλαπλάσιο µίας άλλης γραµµής του A, τότε detA = 0.

Απόδειξη. i). ΄Εστω ότι µία γραµµή ή στήλη του A είναι µηδενική. Τότε rank(A) < n
και ο A δεν είναι αντιστρέψιµος. Για το ii) παρατηρούµε ότι αν Γi = bΓj, τότε ο πίνακας
Ei−b·jA έχει µηδενική την i γραµµή και εποµένως detA = detEi−b·jA = 0.

΄Οπως είδαµε στο Θεώρηµα 2.2.10, το γινόµενοAB των τετραγωνικών πινάκωνA καιB
είναι αντιστρέψιµο αν και µόνο αν κάθε ένας από τους πίνακες A, B είναι αντιστρέψιµος.
Αυτό, σε συνδυασµό µε την σχέση 2.3.4.1 µας δίνει την επόµενη πρόταση.

Πρόταση 2.3.10. ΄Εστω οι πίνακες A,B ∈Mn(k). Τότε ισχύει ότι :

det(AB) = detA · detB.

Είµαστε τώρα σε ϑέση να αποδείξουµε το επόµενο πόρισµα.
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Πόρισµα 2.3.11. ΄Εστω ο πίνακας A ∈Mn(k).

Αν detA 6= 0, τότε det (A−1) =
1

detA
.

Απόδειξη. Αφού detA 6= 0, έπεται ότι υπάρχει ο αντίστροφος A−1 του A. Αφού AA−1 =
In, από την Πρόταση 2.3.10 έχουµε ότι

det(AA−1) = det In ⇒ detA · det(A−1) = 1⇒ det(A−1) =
1

detA
.

Στη συνέχεια ϑα υπολογίσουµε την ορίζουσα του AT . Καταρχήν παρατηρούµε ότι

(Ei+a·j)
T = Ej+a·i ,

δηλαδή ο ανάστροφος ενός στοιχειώδη πίνακα αυτού τύπου 1 είναι και πάλι στοιχειώδης
πίνακας τύπου 1. Οµοίως

(Ei↔j)
T = Ei↔j και (Eb·i)

T = Eb·i .

΄Ετσι, προκύπτει η εξής πρόταση.

Πρόταση 2.3.12.

det(Ei+a·j)
T = 1, det(Ei↔j)

T = −1, det(Eb·i)
T = b .

Σύµφωνα µε την Πρόταση 2.2.12, ο B είναι αντιστρέψιµος πίνακας αν και µόνο αν ο
BT είναι αντιστρέψιµος. Προκύπτει, λοιπόν, το επόµενο συµπέρασµα.

Πρόταση 2.3.13. ΄Εστω ο πίνακας A ∈Mn(k). Τότε

det(AT ) = detA.

Απόδειξη. ΄Εχουµε δει ότι E1 · · ·Es A = R, όπου R η ελαττωµένη κλιµακωτή µορφή του
A και E1, . . . , Es στοιχειώδεις πίνακες, ϐλ. Πρόταση 2.2.8. Είδαµε επίσης ότι ο E−1

i είναι
στοιχειώδης πίνακης, για i = 1, . . . , s. ΄Αρα

A = E ′s · · ·E ′1 R όπου E ′i = (Ei)
−1, για i = 1, . . . , s .

Από την Πρόταση 2.3.10, έπεται ότι

detA = detE ′s · · · detE ′1 detR .

Υπολογίζοντας τον ανάστροφο του A ϐλέπουµε ότι

AT = RT (E ′1)T · · · (E ′s)T

και από την Πρόταση 2.3.10, έπεται ότι

detAT = detRT det(E ′1)T · · · det(E ′s)
T . (2.3.13.1)
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Παρατηρούµε ότι detE ′i = det(E ′i)
T . ΄Ετσι, όταν ο A είναι αντιστρέψιµος, τότε ο R = In

και
detA = detE ′1 · · · detE ′s · 1 = detAT .

΄Οταν ο A δεν είναι αντιστρέψιµος, τότε η τελευταία γραµµή του R είναι µηδενική και
detR = 0. Ο πίνακας RT δεν είναι αντιστρέψιµος, αφού ο RT έχει µία µηδενική στήλη
και rank(RT ) < n. Εποµένως detRT = 0. ΄Αρα από τη Σχέση (2.3.13.1) προκύπτει ότι
detAT = 0 και συνεπώς

detA = detAT = 0.

Παρατηρούµε ότι οι στοιχειώδεις πράξεις γραµµών του AT είναι στοιχειώδεις πράξεις
στηλών του A . Συνεπώς, η ορίζουσα detA µπορεί να υπολογισθεί µε την ανάπτυξη
των στοιχείων του A ως προς οποιαδήποτε γραµµή ή στήλη. Αποδείξαµε, λοιπόν, την
παρακάτω πρόταση.

Πρόταση 2.3.14. ΄Εστω ο πίνακας A = (αij) ∈ Mn(k). Τότε, για κάθε στήλη
1 ≤ j ≤ n του A, ισχύει ότι

detA = (−1)1+iα1i detA1i + (−1)2+iα2i detA2i + · · ·+ (−1)n+iαni detAni.

Για κάθε γραµµή 1 ≤ i ≤ n του A, ισχύει ότι

detA = (−1)i+1αi1 detAi1 + (−1)i+2αi2 detAi2 + · · ·+ (−1)i+nαin detAin .

Στα επόµενα παραδείγµατα ϑα εφαρµόσουµε την Πρόταση 2.3.14.

Παραδείγµατα 2.3.15.

1. ΄Εστω ο πίνακας

A =

 1 2 5
4 2 5
3 1 2

 .

Αφαιρώντας τη δεύτερη γραµµή από την πρώτη, προκύπτει ο πίνακας

A1 =

 1 2 5
3 0 0
3 1 2


και detA1 = detA. Αναπτύσσοντας την ορίζουσα του A1 κατά τα στοιχεία της
δεύτερης γραµµής, έχουµε ότι

detA = detA1 = −3 det

[
2 5
1 2

]
= 3.

΄Ετσι κάποιες ϕορές, ο υπολογισµός της ορίζουσας γίνεται πιο αποτελεσµατικά µε
συνδυασµό στοιχειωδών πράξεων και της Πρότασης 2.3.14.

2. ΄Εστω ο πίνακας

A =


1 0 1 2
0 1 3 4
0 0 5 6
0 0 7 8

 .
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Θα υπολογίσουµε την ορίζουσα του A αναπτύσσοντας κατά τα στοιχεία της πρώτης
στήλης του A. Προκύπτει ότι detA = detA11. ΄Ετσι

detA = det

1 3 4
0 5 6
0 7 8

 .
Αναπτύσσοντας και πάλι κατά τα στοιχεία της πρώτης στήλης του νέου πίνακα ϐρί-
σκουµε ότι

detA = det

[
5 6
7 8

]
= −2 .

Ο πίνακας A είναι πίνακας µε στοιχεία πίνακες :

A =


1 0 1 2
0 1 3 4
0 0 5 6
0 0 7 8

 .

΄Ενας τέτοιος πίνακας λέγεται µπλοκ (block) πινάκων. Εύκολα ϐρίσκει κανείς ότι η
ορίζουσα του A είναι ίση µε το γινόµενο των οριζουσών των δύο διαγώνιων υποπινά-
κων του A.

3. Θα υπολογίσουµε την ορίζουσα του µπλοκ πινάκων

A =

[
B C
0 D

]
,

όπου A ∈Mn(k), B ∈Mr(k), D ∈Mn−r(k) και C ∈Mr×(n−r)(k). Αφού

A =

[
Ir 0
0 D

] [
B C
0 In−r

]
,

ϑα υπολογίσουµε πρώτα τις ορίζουσες των[
Ir 0
0 D

]
,

[
B C
0 In−r

]
.

Για τον πρώτο πίνακα, χρησιµοποιώντας την µέθοδο της µαθηµατικής επαγωγής για
το n και την ανάπτυξη της ορίζουσας κατά τα στοιχεία της πρώτης στήλης, προκύπτει
ότι

det

[
Ir 0
0 D

]
= detD .

Για τον δεύτερο πίνακα, χρησιµοποιώντας την µέθοδο της µαθηµατικής επαγωγής
για το n και την ανάπτυξη της ορίζουσας κατά τα στοιχεία της τελευταίας γραµµής,
προκύπτει ότι

det

[
B C
0 In−r

]
= detB .

Εποµένως αποδείξαµε το εξής συµπέρασµα.

΄Εστω ότι ο A ∈ Mn(k) και ότι υπάρχουν τετραγωνικοί πίνακες B ∈ Mr(k),

D ∈Mn−r(k) και C ∈Mr×(n−r)(k) τέτοιοι ώστε A =

[
B C
0 D

]
, τότε :

detA = detB · detD.
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4. ΄Εστω A ένας κάτω τριγωνικός πίνακας. Αφού AT είναι άνω τριγωνικός πίνακας,
σύµφωνα µε την Πρόταση 2.3.13 και το Παράδειγµα 2.3.3.6, έπεται ότι

detA = a11 · · · ann.

΄Εστω ο πίνακας A = (αij) ∈ Mn(k). Ο πίνακας που στη ϑέση (i, j) έχει το στοιχείο
(−1)i+j detAji, λέγεται προσαρτηµένος (adjoint) πίνακας του A και συµβολίζεται µε
adj(A). ΄Ετσι,

adj(A) =
(
a′ij
)T όπου a′ij = (−1)i+j detAij.

Παράδειγµα 2.3.16. ΄Εστω ότι A είναι ο πίνακας του Παραδείγµατος 2.3.15. Τότε

detA11 =

∣∣∣∣ 2 5
1 2

∣∣∣∣ , detA21 =

∣∣∣∣ 2 5
1 2

∣∣∣∣ , detA31 =

∣∣∣∣ 2 5
2 5

∣∣∣∣ ,
detA12 =

∣∣∣∣ 4 5
3 2

∣∣∣∣ , detA22 =

∣∣∣∣ 1 5
3 2

∣∣∣∣ , detA32 =

∣∣∣∣ 1 5
4 5

∣∣∣∣ ,
detA13 =

∣∣∣∣ 4 2
3 1

∣∣∣∣ , detA23 =

∣∣∣∣ 1 2
3 1

∣∣∣∣ , detA33 =

∣∣∣∣ 1 2
4 2

∣∣∣∣ .
΄Ετσι, ο πίνακας adj(A) προκύπτει από τις προηγούµενες ορίζουσες µε εναλασσόµενα
πρόσηµα και είναι ο πίνακας

adj(A) =

−1 1 0
7 −13 15
−2 5 −6

 .
Χρησιµοποιώντας την Πρόταση 2.3.14, µπορεί να δείξει κανείς ότι ισχύουν οι εξής δύο

τύποι :

Πρόταση 2.3.17. ΄Εστω ο A = (αij) ένας n× n-πίνακας. Τότε :

i) adj(A) · A = detA · In.

ii) Αν detA 6= 0, τότε A−1 =
1

detA
adj(A).

Παραδείγµατα 2.3.18.

1. Θα υπολογίσουµε τον αντίστροφο του πίνακα A του Παραδείγµατος 2.3.15. ΄Οπως
είδαµε detA = 3. Εποµένως

A−1 =
1

3

−1 1 0
7 −13 15
−2 5 −6

 .
2. ΄Εστω ότι A ∈M3(C) και ότι detA = 5. Θα υπολογίσουµε την ορίζουσα του adj(A).

Αφού detA 6= 0, ο A είναι αντιστρέψιµος πίνακας και

adj(A) A = detA In ⇒ adj(A) = (detA)A−1 .

Εποµένως det adj(A) = 53 det(A−1), ϐλ. Παραδείγµατα 2.3.5. Αφού det(A−1) =
1/5, έπεται ότι det adj(A) = 25.
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΄Εστω ο A ∈ Mn(k) αντιστρέψιµος πίνακας και έστω το γραµµικό σύστηµα AX = B
όπου B ∈ Mn×1(k). Πολλαπλασιάζουµε µε A−1 και τις δύο πλευρές της ισότητας AX =
B. ΄Ετσι,

X = A−1B =
1

detA
adj(A) B.

Από το γινόµενο αυτό προκύπτει ότι

xi =
(−1)1+i detA1i · β1 + · · ·+ (−1)n+i detAni · βn

detA
, 1 ≤ i ≤ n . (2.3.18.1)

΄Εστω λοιπόν A(i, B) ο πίνακας που προκύπτει από τον A αν αντικαταστήσουµε την i
στήλη του πίνακα A µε τον πίνακα B. Αναπτύσσοντας την detA(i, B) κατά τα στοιχεία
της i στήλης και συγκρίνοντας µε την ΄Εκφραση (2.3.18.1), προκύπτει ότι

xi =
detA(i, B)

detA
, 1 ≤ i ≤ n. (2.3.18.2)

Καταλήγουµε έτσι στο εξής συµπέρασµα:

Πρόταση 2.3.19 (Μέθοδος του Cramer). ΄Εστω ο A ∈ Mn(k) αντιστρέψιµος πίνακας.
Το σύστηµα AX = B, n εξισώσεων µε n αγνώστους, έχει µοναδική λύση (x1, . . . , xn), όπου

xi =
detA(i, B)

detA
, 1 ≤ i ≤ n.

Η µέθοδος του Cramer είναι ιδιαίτερα χρήσιµη, όταν µας ενδιαφέρει µόνο µία τιµή
xi, 1 ≤ i ≤ n, των αγνώστων του συστήµατος AX = B.

Παράδειγµα 2.3.20. ΄Εστω οι πίνακες

A =

1 2 5
4 2 5
3 1 2

 , B =

0
0
1

 .
Στο Παράδειγµα 2.3.15 είδαµε ότι det(A) = 3 και άρα το σύστηµαAX = B έχει µοναδική
λύση. Θα υπολογίσουµε το x3. ΄Εχουµε ότι

A(3, B) =

1 2 0
4 2 0
3 1 1

 .

Υπολογίζουµε την det(A(3, B)) µε την ανάπτυξη της ορίζουσας κατά την τρίτη στήλη και
ϐλέπουµε ότι

detA(3, B) = 1 · det

[
1 2
4 2

]
= −6 .

΄Αρα

x3 =
detA(3, B)

detA
= −6

3
= −2.
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Ασκήσεις Ενότητας 2.3

1. Να υπολογιστούν οι εξής ορίζουσες :

a1 =

∣∣∣∣ 3 + 2i 1 + i
1− i 0

∣∣∣∣ , a2 =

∣∣∣∣∣∣
3 i 2

−3 + i 3 i
7 2i 5

∣∣∣∣∣∣ ,

a3 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 3 2 0
3 0 3 5
5 1 2 7
2 6 4 3

∣∣∣∣∣∣∣∣ , a4 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
4 2 7 0 1
−2 2 3 0 1
−4 7 5 3 6

0 0 2 0 0
3 4 2 0 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

2. Να υπολογίσετε τις επόµενες ορίζουσες, χρησιµοποιώντας τον τύπο του Παραδείγ-
µατος 2.3.15.3: ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 1 4 7 8
3 2 7 9 8 6
0 0 3 2 1 7
0 0 0 1 0 0
0 0 0 5 2 0
0 0 0 4 7 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 7 2 8
3 9 4 2
0 5 0 2
0 2 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ .

3. ΄Εστω A ∈Mn(C) και A = (aij) ο συζυγής πίνακας του A, όπου aij είναι ο συζυγής
µιγαδικός αριθµός του aij. Να αποδείξετε ότι detA = detA.

4. ΄Εστω A ∈M5(C) και ότι detA = i. Να ϐρείτε det 2A και det(adj(A)).

5. Να αποδείξετε ότι η ορίζουσα ενός αντισυµµετρικού πίνακα του Mn(K), όπου n
περιττός, είναι ίση µε µηδέν.

6. Ο πίνακας του Vandermonde, συµβολίζεται µε V και είναι ο πίνακας

V =


1 a1 a2

1 · · · an−1
1

1 a2 a2
2 · · · an−1

2
...

...
...

...
1 an a2

n · · · an−1
n

 .

Να αποδείξετε ότι
detV =

∏
1≤i<j≤n

(aj − ai).

7. Να λυθούν µε τη µέθοδο του Cramer τα εξής συστήµατα:

i) 2x1 − x2 + 3x3 = 3
x1 − 2x2 + 4x3 = 0

3x1 + x2 − 2x3 = 1 .

ii) 2x1 + x4 = 3
− x1 + 3x2 + x3 − 5x4 = 0

4x1 + x2 + 2x3 − x4 = 0
2x2 − x3 = 9 .
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2.4 Εφαρµογές Κεφαλαίου 2

Σε αυτήν την ενότητα, ϑα συζητήσουµε διάφορες εφαρµογές της ϑεωρίας των πινάκων,
όπως την αναπτύξαµε σε αυτό το κεφάλαιο.

Γινόµενο Πινάκων και Συνολικό Κόστος

΄Εστω ότι µία ϐιοτεχνία παράγει n είδη. Η παραγωγή της ϐιοτεχνίας ανά ηµέρα περι-
γράφεται από έναν 1 × n πίνακα, A = (aj), όπου aj είναι η ποσότητα του είδους j που
παράγεται. Αν το κόστος παραγωγής του είδους j είναι bj, τότε µπορούµε να αποθηκεύ-
σουµε αυτήν την πληροφορία σε έναν 1 × n πίνακα B = (bj). Το γινόµενο ABT δίνει το
συνολικό κόστος ανά ηµέρα.

Γραφήµατα και ∆υνάµεις Πινάκων

΄Εστω A = (aij) ο τετραγωνικός n × n πίνακας γειτνίασης ενός απλού κατευθυνόµενου
γράφηµατος µε n κορυφές, ϐλ. Παράδειγµα 2.1.5. Θα ερµηνεύσουµε τη σηµασία του
πίνακα Am, όπου m ∈ N. Πρώτα ϑα µελετήσουµε τι συµβαίνει, όταν m = 2. ΄Εστω ότι
A2 = (gij). Τότε

gij = ai1a1j + ai2a2j + · · ·+ aimamj =
m∑
κ=1

aiκaκj.

Παρατηρούµε ότι αν aikakj 6= 0, για 1 ≤ k ≤ n, τότε aik = 1 και akj = 1, δηλ. aikakj = 1.
Εποµένως υπάρχει ένα ϐέλος από την κορυφή i στην κορυφή k (aik = 1) και ένα ϐέλος
από την κορυφή k στην κορυφή j (akj = 1). Συνεπώς, υπάρχει µία διαδροµή από την
κορυφή i στην κορυφή j µε 2 ϐήµατα:

i 7→ k 7→ j .

∆ηλαδή, η τιµή gij στον πίνακα A2 = (gij) µετρά τον αριθµό των διαδροµών από την
κορυφή i στην κορυφή j µε 2 ϐήµατα. Γενικότερα, µε χρήση της µεθόδου της µαθηµατι-
κής επαγωγής µπορεί να αποδειχθεί ότι το στοιχείο gij του πίνακα Am = (gij) µετρά τον
αριθµό των διαδροµών από την κορυφή i στην κορυφή j µε m ϐήµατα.

Παράδειγµα 2.4.1. ΄Εστω το γράφηµα του Παραδείγµατος 2.1.5 µε πίνακα γειτνίασης
τον A, όπου:

A =


0 1 0 1
0 0 0 1
1 1 0 0
0 0 1 0

 .

Τότε

A2 =


0 0 1 1
0 0 1 0
0 1 0 2
1 1 0 0

 , A3 =


1 1 1 0
1 1 0 0
0 0 2 1
0 1 0 2

 .

Το στοιχείο στη ϑέση (1, 3) του A2 έχει την τιµή 1. Αυτό σηµαίνει ότι υπάρχει ακριβώς
ένας τρόπος για να ϐρεθεί κανείς από τη κορυφή 1 στη κορυφή 3 του γραφήµατος ακο-
λουθώντας µία διαδροµή µε δύο ϐήµατα. Πράγµατι η µόνη διαδροµή που έχει αυτήν την
ιδιότητα είναι

1→ 4→ 3 .
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Αντίστοιχα εξετάζοντας το στοιχείο στη ϑέση (4, 4) του A3 ϐλέπουµε ότι υπάρχουν 2 δια-
δροµές των 3 ϐηµάτων που ϑα µας οδηγήσουν από την κορυφή 4 στη κορυφή 4. Ο
αναγνώστης παροτρύνεται να τις προσδιορίσει.

Γραφήµατα και Γραµµικά Συστήµατα

΄Εστω A = (aij) ο m × n πίνακας πρόσπτωσης ενός απλού κατευθυνόµενου γράφηµατος
µε n κορυφές και m ακµές. Αν σε κάθε κορυφή προσδιορίσουµε µία τιµή xi και πολλα-
πλασιάσουµε τον A µε τον πίνακα X =

[
x1 · · · xn

]T , τότε το γινόµενο AX περιγράφει
τη διαφορά στις προσλαµβάνουσες τιµές για κάθε ακµή.

΄Ετσι, αν ο A είναι ο πίνακας πρόσπτωσης του Παραδείγµατος 2.1.6 και οι κορυφές
του γραφήµατος είναι πόλεις σε υψόµετρο 100, 0, 200 και 50 µέτρα αντίστοιχα, τότε το
γινόµενο 

−1 1 0 0
−1 0 0 1

0 −1 0 1
1 0 −1 0
0 1 −1 0
0 0 1 −1

 .


100
0

200
50

 =


−100
−50

50
−100
−200

150


δείχνει την υψοµετρική διαφορά για κάθε µία από τις έξι απευθείας διαδροµές (δηλ. τις
ακµές).

1

2

3

4

21

3

4

5 6

Για το ίδιο παράδειγµα παρατηρούµε ότι αν ξεκινήσουµε από την κορυφή 1 και ακο-
λουθήσουµε τη διαδροµή που καθορίζεται από τις ακµές 1, 3, 6, 4, τότε ϑα επισκεφτούµε
µε τη σειρά τις κορυφές 2, 4, 3 και ϑα καταλήξουµε στην κορυφή 1. ∆ηλαδή ϑα έχου-
µε ολοκληρώσει µία κυκλική διαδροµή. Προσθέτοντας τις αντίστοιχες γραµµές του A
ϐλέπουµε ότι

Γ1 + Γ3 + Γ6 + Γ4 = 0 .

Πράγµατι σε αυτήν τη διαδροµή επισκεφτήκαµε κάθε κορυφή µία ϕορά ξεκινώντας (από
αυτήν) και µία ϕορά καταλήγοντας (σε αυτήν). Ας παρακολουθήσουµε τη διαδροµή µας
µε τον ανάστροφο του A, τον AT . Παρατηρούµε ότι

AT =


−1 −1 0 1 0 0

1 0 −1 0 1 0
0 0 0 −1 −1 1
0 1 1 0 0 −1


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και ότι ως αναµενόµενο, το άθροισµα των στηλών 1, 3, 6, 4 του AT είναι η µηδενική στή-
λη. Εποµένως, µόλις ϐρήκαµε ότι (1, 0, 1, 1, 0, 1) είναι λύση του γραµµικού συστήµατος
ATX = 0. Βασισµένοι στα προηγούµενα σηµειώνουµε την εξής παρατήρηση.

Αν ο A είναι ο πίνακας πρόσπτωσης ενός γραφήµατος, τότε οι λύσεις του γραµµικού
συστήµατος ATX = 0 προσδιορίζουν τις κυκλικές διαδροµές του γραφήµατος.

Στην ΄Ασκηση 2.4.2 Ϲητείται από τον αναγνώστη να ϐρεί τις λύσεις του ATX = 0 και να
προσδιορίσει τις αντίστοιχες κυκλικές διαδροµές. Παραπέµπουµε στην Ενότητα 3.5 του
συγγράµµατος [5] για περισσότερες λεπτοµέρειες επί του ϑέµατος.

∆υνάµεις Πινάκων και Πληθυσµιακά Μοντέλα

Απλά πληθυσµιακά µοντέλα µπορούν να περιγραφούν µε τετραγωνικούς πίνακες. Αν ο
A είναι ένας πίνακας που αντιστοιχεί σε ένα τέτοιο µοντέλο στην αρχική κατάσταση, τότε
An περιγράφει την πληθυσµιακή κατάσταση µετά από χρόνο n. Για τέτοια µοντέλα είναι
σηµαντική η πρόβλεψη του Am για µεγάλα m. Για παράδειγµα έστω ότι

A =

[
0.7 0.2
−0.6 1.4

]
είναι ο πίνακας που περιγράφει ένα ιδιαίτερα απλό πληθυσµιακό µοντέλο ενός κλειστού
συστήµατος γατών και ποντικών. Τι εννοούµε µε αυτό : έστω ότι γk είναι ο πληθυσµός
των γατών σε χρόνο k ενώ pk είναι ο πληθυσµός των ποντικών σε χρόνο k. Σύµφωνα µε
τις πληροφορίες που έχουν καταγραφεί στον πίνακα A, σε χρόνο k + 1 οι αντίστοιχοι
πληθυσµοί είναι

γk+1 = 0.7γk + 0.2pk, pk+1 = −0.6γk + 1.4pk .

∆ηλαδή το µοντέλο περιγράφεται από την εξίσωση πινάκων[
γk+1

pk+1

]
= A

[
γk
pk

]
.

΄Εστω λοιπόν ότι είναι γνωστός ο πληθυσµός στον χρόνο 0. Ποιός ϑα είναι ο πληθυσµός
των γατών και ποντικών µετά από 10 ή 20 χρόνια ; Παρατηρούµε ότι[

γ1

p1

]
= A

[
γ0

p0

]
,

[
γ2

p2

]
= A

[
γ1

p1

]
= A2

[
γ0

p0

]
και γενικότερα [

γk
pk

]
= Ak

[
γ0

p0

]
.

Η δυνατότητα λοιπόν να µελετήσουµε το Am για µεγάλαm µας επιτρέπει να µελετήσουµε
το µέλλον. Στα επόµενα κεφάλαια ϑα δούµε ότι αν ο A ∈ Mn(k), τότε ο A ικανοποιεί
µία εξίσωση πινάκων, που ονοµάζεται χαρακτηριστική εξίσωση του A. Αυτό επιτρέπει τον
υπολογισµό της δύναµης Am για m ≥ n ως συνδυασµούς µικρότερων δυνάµεων. Θα
δούµε επίσης ότι ένας άλλος τρόπος για να µελετήσουµε τις δυνάµεις Am προκύπτει από
τη µελέτη των ιδιοτιµών και ιδιοδιανυσµάτων του A.
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Πολυωνυµικές Καµπύλες ΙΙ

΄Εστω n σηµεία (x1, y1), . . . , (xn, yn), στο R2. Γενικεύοντας όσα είδαµε στην Ενότητα 1.5,
ϑα δείξουµε ότι αν xi 6= xj, για 1 ≤ i < j ≤ n, τότε από αυτά τα n σηµεία του R2

περνά ακριβώς µία πολυωνυµική καµπύλη ϐαθµού n− 1. Θέλουµε, λοιπόν, να ϐρούµε
τους συντελεστές a0, . . . , an−1 ∈ R, ενός πολυωνύµου f(x) = a0 + a1x + · · · + an−1x

n−1,
έτσι ώστε f(xi) = yi. Ισοδύναµα ϑέλουµε να λύσουµε το εξής γραµµικό σύστηµα µε n
εξισώσεις και n αγνώστους :

a0 +x1a1 + · · · +xn−1
1 an−1 = y1

...
...

...
a0 xna1 + · · · +xn−1

n an−1 = yn .
(2.4.1.1)

Παρατηρούµε ότι ο πίνακας των συντελεστών του συστήµατος αυτού είναι ο πίνακας V
του Vandermonde, ϐλ. ΄Ασκηση 2.3.6. Το σύστηµα που επιθυµούµε να επιλύσουµε είναι
το σύστηµα

V X = B,

όπου

V =


1 x1 x2

1 · · · xn−1
1

1 x2 x2
2 · · · xn−1

2
...

...
...

...
1 xn x2

n · · · xn−1
n

 , X =


a0

a1

...
αn−1

 , B =


y1

y2

...
yn

 .
Αφού

detV =
∏

1≤i<j≤n

(xj − xi) ,

σύµφωνα µε την υπόθεση, προκύπτει ότι detV 6= 0. Εποµένως το σύστηµα 2.4.1.1 έχει
µοναδική λύση.

LU Ανάλυση Πινάκων

Για την αποτελεσµατική εύρεση λύσεων ενός γραµµικού συστήµατος, έχουν αναπτυχθεί
διάφορες υπολογιστικές µέθοδοι. Σε αυτό το εδάφιο συζητούµε την LU-ανάλυση (LU-
decomposition) ενός πίνακα A σε γινόµενο A = LU , όπου L είναι κάτω τριγωνικός
πίνακας και U είναι άνω τριγωνικός πίνακας. Θα εφαρµόσουµε την LU-ανάλυση του A,
όταν ο A είναι ο πίνακας των συντελεστών ενός συστήµατος AX = B. Θα ξεκινήσουµε µε
ένα απλό παράδειγµα.

Παράδειγµα 2.4.2. Ο πίνακας A των συντελεστών του συστήµατος

3x1 − 6x2 = 0
−2x1 + 5x2 = 1

έχει την εξής LU-ανάλυση: [
3 −6
−2 5

]
=

[
3 0
−2 1

] [
1 −2
0 1

]
.

΄Εστω ότι L και U είναι ο κάτω και άνω τριγωνικός πίνακας της προηγούµενης ανάλυσης
του A. Στη συνέχεια :

https://en.wikipedia.org/wiki/Alexandre-Th%C3%A9ophile_Vandermonde
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• λύνουµε το σύστηµα LY = B, και κατόπιν

• λύνουµε το σύστηµα UX = C, όπου C αντιστοιχεί στη λύση του συστήµατος LY =
B.1

Είναι ϕανερό ότι οι λύσεις του UX = C είναι λύσεις του αρχικού συστήµατος, AX = B.
Πράγµατι,

AX = L(UC) = LC = B.

Αφού οι πίνακες L και U είναι τριγωνικοί, τα αντίστοιχα συστήµατα λύνονται µε απλή
αντικατάσταση. Το σύστηµα LY = B είναι το σύστηµα :

3y1 = 0
−2y1 +y2 = 1

και έχει µοναδική λύση την (0, 1). Αντίστοιχα το σύστηµα UX = C

x1 −2x2 = 0
x2 = 1

έχει µοναδική λύση την (2, 1). Εποµένως το σύστηµα AX = B έχει µοναδική λύση την
(2, 1).

Πότε έχει ένας πίνακας A µία LU-ανάλυση ; ΄Εστω ότι µία ακολουθία από s στοιχειώ-
δεις πράξεις γραµµών, τύπου 1 και 3 (ϐλ. Ορισµό 1.2.1) µετατρέπει τον πίνακα A σε άνω
τριγωνικό πίνακα U . Αν E1, . . . , Es είναι οι αντίστοιχοι στοιχειώδεις πίνακες, τότε

Es · · ·E1A = U

και ο πίνακας
L = (Es · · ·E1)−1 = E−1

1 · · ·E−1
s

είναι κάτω τριγωνινός. Εποµένως A = LU είναι µία LU-ανάλυση.

Παράδειγµα 2.4.3. ΄Εστω

A =

 3 9 3
−3 −8 0

4 9 2

 .
Οι στοιχειώδεις πράξεις γραµµών

• Γ1 → 1/3Γ1,

• Γ2 → Γ2 + 3Γ1,

• Γ3 → Γ3 − 4Γ1,

• Γ3 → Γ3 + 3Γ2,

µετατρέπουν τον A στον

U =

1 3 1
0 1 3
0 0 7

 .
1Αν (c1, c2) είναι η λύση του συστήµατος LY = B, τότε C =

[
c1
c2

]
.
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Ο πίνακας L προκύπτει ως το γινόµενο τεσσάρων στοιχειωδών πινάκων

L = E3·1E2−3·1E3+4·1E3−3·2.

Εποµένως

L =

 3 0 0
−3 1 0

4 −3 1


και η LU-ανάλυση του A είναι : 3 9 3

−3 −8 0
4 9 2

 =

 3 0 0
−3 1 0

4 −3 1

1 3 1
0 1 3
0 0 7

 .

΄Οταν λοιπόν ο A έχει µία LU-ανάλυση, τότε ο αλγόριθµος για την επίλυση του συστή-
µατος AX = B έχει ως εξής :

Αλγόριθµος 2.4.1 Επίλυση του συστήµατος AX = B µε χρήση της LU-ανάλυσης του
A
Είσοδος: ΄Ενα σύστηµα AX = B και µία LU-ανάλυσης του A.
΄Εξοδος: Οι λύσεις του συστήµατος AX = B.

Βήµα 1 Λύνουµε το σύστηµα LY = B µε απλή αντικατάσταση.
Βήµα 2 Λύνουµε το σύστηµα UX = Y , όπου Y είναι οι λύσεις του προηγού-
µενου συστήµατος, µε απλή αντικατάσταση. Οι λύσεις είναι λύσεις του αρχικού
συστήµατος.

Αν και οι πίνακες L, U µίας LU-ανάλυσης του A δεν είναι µοναδικοί, είναι ϕανερό ότι
ο πίνακας A είναι αντιστρέψιµος αν και µόνο αν οι πίνακες L, U είναι αντιστρέψιµοι. Για
περισσότερες λεπτοµέρειες για την LU-ανάλυση του A παραπέµπουµε στην Ενότητα 9.9
του συγγράµµατος [1].

Το Μοντέλο του Leontief για ένα Κλειστό Οικονοµικό Σύστηµα

Στο µοντέλο του Leontief, ένα (κλειστό) οικονοµικό σύστηµα αποτελείται από n οντότητες
που υποδηλώνουµε ως οντότητα 1, 2, . . . , n. Σε καθορισµένα χρονικά διαστήµατα, κά-
ϑε οντότητα παράγει κάποιο προϊόν ή υπηρεσία που χρησιµοποιείται πλήρως µε έναν
προκαθορισµένο τρόπο από τις n οντότητες συνολικά. Το πρόβληµα που τίθεται είναι ο
προσδιορισµός της τιµής του κάθε προϊόντος έτσι ώστε το συνολικό κόστος να ισούται τα
συνολικά έσοδα και το οικονοµικό σύστηµα να ϐρίσκεται σε κατάσταση ισορροπίας.

΄Εστω ότι pi είναι η τιµή που χρεώνει η i οντότητα για το προϊόν της, ενώ eij είναι το
ποσοστό του j προϊόντος που αγοράζει αυτή η οντότητα. Αφού όλα τα προϊόντα χρησιµο-
ποιούνται πλήρως, ισχύει ότι :

ei1 + · · ·+ ein = 1, για i = 1, . . . , n .

Θα συστηµατοποιήσουµε τα προηγούµενα χρησιµοποιώντας τη γλώσσα των πινάκων. ΄Ε-
στω

E =

e11 · · · e1n

...
...

en1 · · · enn

 , P =

p1

...
pn

 .
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Ο πίνακας E λέγεται πίνακας εισόδου-εξόδου (input-ouput). Ο πίνακας P λέγεται πί-
νακας τιµών (value matrix). Το Ϲητούµενο για την επιθυµητή ισορροπία του συστήµατος
είναι να ϐρεθεί πίνακας τιµών P , τέτοιος ώστε να ικανοποιείται η σχέση:

EP = P =⇒ (E − In)P = 0 . (2.4.3.1)

Πρέπει, λοιπόν, να λύσουµε ένα γραµµικό σύστηµα n εξισώσεων µε n αγνώστους. Χωρίς
απόδειξη αναφέρουµε το εξής ϑεώρηµα.

Θεώρηµα 2.4.4. Σε ένα κλειστό µοντέλο n οντότητων µε πίνακα εισόδου-εξόδου E όπου
eij > 0, για 1 ≤ i, j ≤ n, υπάρχει ένας πίνακας τιµών P = (pi) 6= 0, για τον οποίον
EP = P και pi ≥ 0, για i = 1, . . . , n. ΄Ολοι οι πίνακες Q µε την ιδιότητα EQ = Q είναι
πολλαπλάσια του P .

Στο επόµενο παράδειγµα, µελετούµε τη συµπεριφορά ενός κλειστού οικονοµικού συ-
στήµατος, ϐάσει των όσων είδαµε προηγουµένως.

Παράδειγµα 2.4.5. Τρεις επαγγελµατίες, ένας ηλεκτρολόγος (1), ένας υδραυλικός (2)
και ένας ξυλουργός (3), συµφωνούν να κάνουν επιδιορθώσεις ο ένας στο σπίτι του άλλου
για 10 ακριβώς µέρες ο καθένας, σύµφωνα µε το εξής πρόγραµµα.

• Ο (1) ϑα δουλέψει 7 µέρες στον (1), 1 µέρα στον (2) και 2 µέρες στον (3).

• Ο (2) ϑα δουλέψει 3 µέρες στον (1), 4 µέρες στον (2) και 3 µέρες στον (3).

• Ο (3) ϑα δουλέψει 2 µέρες στον (1), 4 µέρες στον (2) και 4 µέρες στον (3).

Ποιό πρέπει να είναι το µεροκάµατο των (1), (2), (3), έτσι ώστε να µην χρειαστεί να διακι-
νηθούν χρήµατα στο τέλος ;

Ο πίνακας εισόδου-εξόδου του συστήµατος είναι ο

E =

0.7 0.1 0.2
0.3 0.4 0.3
0.2 0.4 0.4

 .

Θα ϐρούµε τη λύση του οµογενούς συστήµατος (I3−E)X = 0. Η ελαττωµένη κλιµακωτή
µορφή του I3 − E είναι ο πίνακας 1 0 −1

0 1 −1
0 0 0

 .
Εποµένως οι λύσεις του συστήµατος (I3 − E)X = 0 αποτελούν το σύνολο {t(1, 1, 1) : t ∈
R}. Εποµένως οι τρεις επαγγελµατίες συµφωνούν να χρεώσουν το ίδιο µεροκάµατο, έτσι
ώστε στο τέλος να να µην χρειαστεί να διακινηθούν χρήµατα.

Παραπέµπουµε τον αναγνώστη στην Ενότητα 11.9 του συγράµµατος [1] για περισσό-
τερες λεπτοµέρειες επί του ϑέµατος. Ο οικονοµολόγος Leontief έλαβε το 1973 το ϐραβείο
Nobel στην Οικονοµία, για την ανάπτυξη της µεθόδου εισόδου-εξόδου και τις εφαρµογές
της σε σηµαντικά οικονοµικά προβλήµατα.

http://www.nobelprize.org/nobel_prizes/economic-sciences/laureates/1973/leontief-facts.html
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Ασκήσεις Ενότητας 2.4

1. Να ϐρείτε το γράφηµα που αντιστοιχεί στον πίνακα
0 1 1 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 0

 .

Στη συνέχεια να ϐρείτε τα γινόµενα A2 και A3 και να εξηγήσετε τι σηµαίνουν οι
απαντήσεις σας ως προς το προηγούµενο γράφηµα.

2. Για το γράφηµα και τον πίνακα πρόσπτωσης του Παραδείγµατος 2.1.6, να ϐρείτε τις
λύσεις του ATX = 0 και να προσδιορίσετε τις αντίστοιχες κυκλικές διαδροµές.

3. Να ϐρεθεί ο µεγιστοβάθµιος συντελεστής της πολυωνυµικής καµπύλης ϐαθµού 3
που διέρχεται από τα σηµεία (−1, 0), (0, 0, (1, 1), (2, 0).

4. Να αποδείξετε ότι από n σηµεία µε διαφορετικές n συντεταγµένες, διέρχονται άπει-
ϱες καµπύλες ϐαθµού n.

5. Να χρησιµοποιήσετε την LU-ανάλυση του A για να λύσετε το σύστηµα AX = B,
όπου A ο πίνακας του Παραδείγµατος 2.4.3 και B =

[
1 2 3

]T .
6. Να ϐρείτε τον πίνακα τιµών για να έρθει σε ισορροπία το κλειστό σύστηµα µε πίνακα

εισόδου-εξόδου τον πίνακα 0.2 0.4 0.4
0.1 0.5 0.4
0.6 0.1 0.3

 .

Η συνήθης χρέωση είναι περίπου €60.

2.5 Σύντοµα Ιστορικά Στοιχεία

Στοιχεία της ϑεωρίας των πινάκων υπήρχαν αποσπασµατικά στα έργα των δυτικών µα-
ϑηµατικών από την εποχή της Αναγέννησης. Ο Leibniz (1646-1716) το 1693 είχε α-
νακαλύψει την έννοια της ορίζουσας για την επίλυση γραµµικών εξισώσεων. Ο Gauss
(1777-1855), το 1801, παρόλο που δεν χρησιµοποίησε την ορολογία των πινάκων, εξέθε-
σε τον κανόνα για το γινόµενο 2 × 2 και 3 × 3 πινάκων. Ο πρώτος, όµως, µαθηµατικός
που αναγνώρισε πλήρως τη σηµασία της άλγεβρας των πινάκων και που ενοποίησε τα
διάφορα κοµµάτια της ϑεωρίας των πινάκων σε έναν ενιαίο ξεχωριστό µαθηµατικό τοµέα
ήταν ο ΄Αγγλος A. Cayley, (1821-1895). Παρόλο που ο Cayley έβγαζε τα προς το Ϲειν
ασκώντας δικηγορία, το πραγµατικό του πάθος ήταν τα µαθηµατικά. Το 1858 ο Cay-
ley δηµοσίευσε το σύγγραµµα «Μνηµόνια στην Θεωρία των Πινάκων», (Memoir on the
Theory of Matrices). Ο όρος «matrix» τον οποίο ο Cayley χρησιµοποίησε και που από
τότε έχει επικρατήσει στη µαθηµατική ορολογία οφείλεται στον ϕίλο του, επίσης ΄Αγγλο
µαθηµατικό και δικηγόρο, τον J. Sylvester, (1814-1897), που τον πρωτοχρησιµοποίησε
το 1850. Ο Cayley εισήγαγε τον συµβολισµό |A| για την ορίζουσα του πίνακα A, όρισε
την πρόσθεση πινάκων, τον πολλαπλασιασµό των πινάκων, τον σκαλιανό πολλαπλασιασµό

https://el.wikipedia.org/wiki/%CE%91%CE%BD%CE%B1%CE%B3%CE%AD%CE%BD%CE%BD%CE%B7%CF%83%CE%B7
https://en.wikipedia.org/wiki/Gottfried_Wilhelm_Leibniz
https://en.wikipedia.org/wiki/Carl_Friedrich_Gauss
https://en.wikipedia.org/wiki/Arthur_Cayley
https://en.wikipedia.org/wiki/James_Joseph_Sylvester
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και την έννοια του αντιστρόφου πίνακα. Βέβαια, νωρίτερα, στο έργο του Γάλλου µαθη-
µατικού Cauchy (1789-1857) συναντούµε ήδη την έννοια της ορίζουσας καθώς και την
πολλαπλασιαστική της ιδιότητα. Ο Cauchy εισήγαγε τον όρο «array» το 1826 που χρη-
σιµοποιείται παράλληλα µε τον όρο matrix. Στα Ελληνικά ο όρος matrix µεταφράζεται
από πολλούς και ως «µητρώο». Το έργο του Γερµανού µαθηµατικού Jacobi (1804-1851)
το 1841 έστρεψε τη γενική προσοχή στις ορίζουσες και σε εφαρµογές τους. Οφείλουµε
επίσης να αναφέρουµε τον Γερµανό µαθηµατικό F. G. Frobenius (1849-1917) ο οποίος
δούλευε µε τις αλγεβρικές δοµές των πινάκων, χωρίς όµως να έχει γνώση του έργου του
Cayley. Ανάµεσα σε άλλα σηµαντικά αποτελέσµατα, ο Frobenius όρισε πρώτος την έννοια
της ϐαθµίδας ενός πίνακα το 1878. ΄Οταν τελικά διάβασε το έργο του Cayley το 1896, ο
Frobenius υιοθέτησε την ορολογία του Cayley και τίµησε το έργο του τελευταίου δίνοντας
το όνοµά του Cayley σε ένα από τα σηµαντικότερα ϑεωρήµατα της Γραµµικής ΄Αλγεβρας,
το Θεώρηµα των Cayley-Hamilton, που ϑα µελετήσουµε στο Κεφάλαιο 5. Για περισσότερα
ιστορικά στοιχεία παραπέµπουµε στο σύγραµµα [3].
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Κεφάλαιο 3

∆ιανυσµατικοί Χώροι

΄Εστω k όπως συνήθως το R ή το C. Στο κεφάλαιο αυτό ϑα µελετήσουµε την αλγεβρική
δοµή που αποκτά το σύνολο των στοιχείων του kn και που οφείλεται στο άθροισµα και
στο ϐαθµωτό γινόµενο µε στοιχεία από το k. Τα στοιχεία του kn είναι διανύσµατα και
το σύνολο kn είναι διανυσµατικός χώρος. Για τη συνέχεια, η γεωµετρική εποπτεία είναι
ιδιαίτερα σηµαντική καθώς µας καθοδηγεί ορθά προς τα ισχύοντα. Θα επιχειρήσουµε
να την αξιοποιήσουµε στο έπακρο. Εφόσον έχουµε αποκτήσει εξοικείωση µε τον kn, ϑα
µελετήσουµε αφηρηµένους k-διανυσµατικούς χώρους.

3.1 ∆ιανύσµατα στον Rn

Τα διανύσµατα (vectors) στον Rn, όπου n ∈ N, είναι ευθύγραµµα τµήµατα που χαρα-
κτηρίζονται από το µήκος, την κλίση και τη ϕορά τους. Το ίδιο διάνυσµα µπορεί να
αναπαρασταθεί µε διαφορετικά αρχικά σηµεία, όπως ϕαίνεται στο Σχήµα (3.1), όπου
~AB = ~Γ∆.

Α

Β

Γ

∆

Σχήµα 3.1: Το ίδιο διάνυσµα µε διαφορετικά αρχικά σηµεία

Αν P (p1, . . . , pn) και Q(q1, . . . , qn) είναι σηµεία στον Rn, τότε το διάνυσµα µε αρχικό
σηµείο P και τελικό σηµείο Q γράφεται ~PQ και είναι η n-άδα

~PQ := (q1 − p1, . . . , qn − pn) .

Το ϐέλος στο ~PQ ορίζει το αρχικό και τελικό σηµείο του διανύσµατος, είναι όµως περιττό
όταν δίνονται οι τιµές των συντεταγµένων του διανύσµατος, δηλ. οι qi−pi, για i = 1, . . . , n.
Αντίστροφα, έστω το διάνυσµα v = (v1, . . . , vn) στον Rn. Αν επιλέξουµε ως αρχικό σηµεί-
ο του v την αρχή των αξόνων O(0, . . . , 0), τότε το τελικό σηµείο του v είναι το σηµείο
A(v1, . . . , vn). ΄Ετσι δηµιουργούµε µία αµφιµονότιµη αντιστοιχία µεταξύ των σηµείων του
Rn και στα διανύσµατα στον Rn, που έχουν αρχικό σηµείο την αρχή των αξόνων. Στο ε-
πόµενο σχήµα απεικονίζεται το διάνυσµα ~OA = (v1, v2), όπου A είναι το σηµείο A(v1, v2)
του R2.

67
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x

y

A(v1, v2)

Ο

Σχήµα 3.2: Το διάνυσµα (v1, v2)

Αν α = (a1, . . . , an), β = (b1, . . . , bn) είναι δύο διανύσµατα στον Rn, τότε το άθροισµα
(sum) των α και β είναι το διάνυσµα α + β = (a1 + b1, . . . , an + bn). Γεωµετρικά, προ-
σθέτουµε δύο διανύσµατα στον Rn µε τον κανόνα του παραλληλογράµµου, όπως ϕαίνεται
στο Σχήµα (3.3). ΄Ετσι, ~OA = ~BΓ, ενώ ~OB = ~AΓ.

0

γ

β

α

Α

Β

Γ

Σχήµα 3.3: Το άθροισµα των α και β είναι το γ

Ο ϐαθµωτός πολλαπλασιασµός (scalar product) του α = (a1, . . . , an) µε ένα στοιχείο
c του R, ορίζεται ως το διάνυσµα

cα := (ca1, . . . , can) .

Το διάνυσµα cα είναι παράλληλο µε το διάνυσµα α και το µήκος του αυξάνεται όταν
|c| > 1, ενώ ελαττώνεται όταν |c| < 1. ΄Οταν c > 0, η ϕορά του ca είναι ίδια µε τη ϕορά
του α, ενώ είναι η αντίστροφη όταν c < 0.

x

y

α

A

Ο

Β

Σχήµα 3.4: Το διάνυσµα a και −1/2a

΄Οταν c = −1 γράφουµε −α, δηλ. −α = (−a1, . . . ,−an). ΄Ετσι, στο σύνολο των
διανυσµάτων του Rn ορίζονται δύο πράξεις, η πρόσθεση και ο ϐαθµωτός πολλαπλασιασµό.
∆εν είναι δύσκολο να επιβεβαιώσουµε τα εξής :
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1. Ισχύει η προσεταιριστική ιδιότητα (associativity) για την πρόσθεση των διανυ-
σµάτων, δηλ.

v + (u+ w) = (v + u) + w ,

για όλα τα διανύσµατα, v, u, w, στον Rn.

2. Το διάνυσµα 0 = (0, . . . , 0) είναι το µηδενικό στοιχείο (zero element) της πρόσθε-
σης διανυσµάτων, δηλ.

0 + v = v = v + 0 ,

για όλα τα διανύσµατα v στον Rn.

3. Το διάνυσµα −v είναι το αντίθετο (opposite) του v ως προς την πρόσθεση, για κάθε
διάνυσµα v στον Rn, δηλ.

−v + v = 0 = v + (−v) .

4. Ισχύει η αντιµεταθετική ιδιότητα (commutativity) για την πρόσθεση διανυσµά-
των :

v + u = u+ v ,

για όλα τα v, u, διανύσµατα στον Rn.

5. Ισχύει η επιµεριστική ιδιότητα (distributivity) για την πρόσθεση διανυσµάτων και
το ϐαθµωτό πολλαπλασιασµό:

κ(v + u) = κv + κu ,

και
(κ+ λ)v = κv + λv ,

για κάθε κ, λ ∈ R και κάθε διάνυσµα v, u στον Rn.

6. Ισχύει ότι
κ(λv) = (κλ)v ,

για κάθε κ, λ ∈ R και v στον Rn.

7. Ισχύει ότι
1v = v ,

για κάθε διάνυσµα v στον Rn.

Τις ιδιότητες αυτές ονοµάζουµε ιδιότητες διανυσµατικού χώρου (properties of a vector
space). Το σύνολο των διανυσµάτων στον Rn είναι ο διανυσµατικός χώρος Rn, (vector
space Rn). ΄Οταν γράφουµε «u ∈ Rn» εννοούµε το διάνυσµα u του διανυσµατικού χώρου
Rn. Αν το U είναι ένα υποσύνολο διανυσµάτων στον Rn και

1. v + u ∈ U , για κάθε u, v ∈ U ,

2. cu ∈ U , για κάθε u ∈ U και κάθε c ∈ R,

τότε λέµε ότι ο U είναι διανυσµατικός υποχώρος (subspace) του Rn. Για παράδειγµα,
είναι εύκολο να δει κανείς ότι αν u ∈ Rn είναι διάνυσµα στον Rn, τότε το σύνολο

U = {tu : t ∈ R}
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είναι διανυσµατικός υποχώρος του Rn. Λέµε ότι ο U είναι η ευθεία (line) που περνά από
την αρχή των αξόνων και είναι παράλληλη προς το u.

u

Σχήµα 3.5: Η ευθεία {tu : t ∈ R}

Παραδείγµατα 3.1.1.

1. ΄Εστω v = (2, 3, 1). Η ευθεία που διέρχεται από την αρχή των αξόνων και το σηµείο
v περιγράφεται από την εξίσωση

U = {(2t, 3t, t) : t ∈ R} = {tv : t ∈ R} .

Παρατηρούµε ότι η ευθεία U είναι το σύνολο των λύσεων του οµογενούς γραµµικού
συστήµατος AX = 0, όπου

A =

[
1 0 −2
0 1 −3

]
, ϐλ. Ενότητα 1.4.

x

y

z

−→v

U

Σχήµα 3.6: Η ευθεία {t(2, 3, 1) : t ∈ R}

2. ΄Εστω U το επίπεδο στον R3 που περιγράφεται ως το σύνολο

U = {(a, b, c) ∈ R3 : 3a+ b− 2c = 0}.

Στο Σχήµα (3.7) ϐλέπουµε τη γραφική αναπαράσταση του U . Παρατηρούµε ότι το
(0, 0, 0) ανήκει στο U . Ταυτίζουµε λοιπόν το U µε το σύνολο των διανυσµάτων του
R3, που έχουν αρχικό σηµείο την αρχή των αξόνων και τελικό σηµείο επί του U .

Αν u = (u1, u2, u3) ∈ U , τότε t(u1, u2, u3) ∈ U , για κάθε t ∈ R. Πράγµατι,

3u1 + u2 − 2u3 = 0 ⇒ 3(tu1) + (tu2)− 2(tu3) = 0.

Επίσης αν u ∈ U και w ∈ U τότε u + w ∈ U . Πράγµατι, έστω u = (u1, u2, u3) και
w = (w1, w2, w3). Τότε 3u1 + u2 − 2u3 = 0 και 3w1 + w2 − 2w3 = 0. Εποµένως

3(u1 + w1) + (u2 − w2)− 2(u3 + w3) = 0⇒ u+ w ∈ U .

Συνεπώς το U είναι R-διανυσµατικός υποχώρος του Rn.
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x

y

z

0

(2/3,0,1)
(0,2,1)

Σχήµα 3.7: Το επίπεδο {(a, b, c) : 3a+ b− 2c = 0}

3. ΄Εστω L η ευθεία που δίνεται από την εξίσωση

L = {(1, 3) + t(1, 1) : t ∈ R}.

Η ευθεία L είναι παράλληλη προς το διάνυσµα (1, 1) και διέρχεται από τα σηµεία
A(1, 3), (για t = 0), και B(2, 4), (για t = 1). Η ευθεία L δεν περνά από την
αρχή των αξόνων. ΄Ετσι το µηδενικό διάνυσµα δεν ανήκει στην L και η L δεν είναι
διανυσµατικός υποχώρος του R2.

y

x
(1,1)

L

Σχήµα 3.8: Η ευθεία {(1, 3) + t(1, 1) : t ∈ R}

4. Το επίπεδο E = { (x, y, z) ∈ R3 : x + y = 2 } του Παραδείγµατος 1.4.2.2, δεν
είναι υποχώρος του R3, αφού 0 /∈ E (ϐλ. Σχήµα1.4).

Με χρήση της ϑεωρίας των διανυσµάτων ϑα αποδείξουµε ότι το εµβαδόν ενός παραλλη-
λογράµµου είναι ίσο µε την απόλυτη τιµή της ορίζουσας του πίνακα. Πρώτα παρατηρούµε
ότι ένα παραλληλόγραµµο καθορίζεται πλήρως από τρεις κορυφές και δύο ακµές. Αν A,
B είναι δύο σηµεία του R2, τότε γράφουµε AB για το ευθύγραµµο τµήµα που ενώνει τα
δύο σηµεία και |AB| για το µήκος του AB.

Πρόταση 3.1.2. ΄Εστω ο πίνακας

M =

[
a1 b1

a2 b2

]
∈M2(R)

και PM το παραλληλόγραµµο µε κορυφές τα σηµεία O(0, 0), A(a1, a2), B(b1, b2), και ακµές
τα ευθύγραµµα τµήµατα OA, OB. Τότε το εµβαδόν του PM ισούται µε | detM |.
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Απόδειξη. Ως γνωστόν

Εµβαδόν PM = Βάση του PM · ΄Υψος του PM .

΄Εστω Γ η τέταρτη κορυφή του PM . Θεωρούµε την ευθεία L που περνάει από τα σηµεία
O και B καθώς και την ευθεία L′ που περνάει από τα σηµεία A και Γ. Η ευθεία L′ είναι
παράλληλη προς το διάνυσµα ~OB και περιγράφεται ως το σύνολο

L′ = {(a1, a2) + k(b1, b2) : k ∈ R}.

΄Εστω C(c1, c2) τυχαίο σηµείο επί της L′. Υπάρχει, λοιπόν, k ∈ R, τέτοιο ώστε

(c1, c2) = (a1 + kb1, a2 + kb2) .

Θεωρούµε το παραλληλόγραµµο P1 µε κορυφές τα σηµεία O, B, C, και ακµές OB, OC,
ϐλ. Σχήµα (3.9).

B

Γ

A

L′

L
C PMP1

O

Σχήµα 3.9: Τα παραλληλόγραµµα P και P1

Παρατηρούµε ότι τα παραλληλόγραµµα PM και P1 έχουν την ίδια ϐάση |OB|. Αφού
τα σηµεία A και C ανήκουν στην L′ και η L′ είναι παράλληλη προς την L, έπεται ότι
οι αποστάσεις των A και C από την L είναι ίσες. ΄Αρα τα παραλληλόγραµµα PM και P1

έχουν ίσα ύψη. Συνεπώς
Εµβαδόν PM = Εµβαδόν P1 .

Σηµειώνουµε ότι

M −−−−−−−−−−−→
Σ1 → Σ1 + kΣ2

M1 =

[
c1 b1

c2 b2

]
και P1 = PM1 ενώ detM = detM1 .

Αντίστοιχα, ϑεωρώντας τον ανάστροφο του M , παρατηρούµε ότι αν

M −−−−−−−−−−→
Γ2 → Γ2 + kΓ1

M2, για k ∈ R ,

τότε
detM = detM2 και Εµβαδόν PM = Εµβαδόν PM2 .

Σηµειώνουµε ότι το PM2 έχει ακµή ϐάσης OA και δύο άλλες κορυφές επί της ευθείας που
διέρχεται από τα σηµεία B και Γ.
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Θα εφαρµόσουµε τις προηγούµενες παρατηρήσεις διαδοχικά. Την πρώτη ϕορά επιλέ-
γουµε ως C(0, c) το σηµείο τοµής της L′ µε τον άξονα των y. ΄Ετσι, το P1 έχει ακµές OB
και OC και αντιστοιχεί στον πίνακα:

M1 =

[
0 b1

c b2

]
.

Στη συνέχεια ϑεωρούµε το σηµείο ∆, τη τέταρτη κορυφή του P1. Βρίσκουµε το σηµείο
τοµής της ευθείας

{ ~OB + t ~B∆ : t ∈ R},

µε τον άξονα των x, έστω D. ΄Ετσι, D = (d, 0) και το αντίστοιχο παραλληλόγραµµο P2 έχει
ως κορυφές τα σηµεία O,C,D, ϐλ. Σχήµα (3.10).

x

y

B

Γ

A

C

∆

PMP1

O
x

y

D

B

Γ

A

C

∆

O

P2

PM

Σχήµα 3.10: Τα παραλληλόγραµµα PM , P1, P2

Παρατηρούµε ότι

M2 =

[
0 d
c 0

]
και ότι PM2 = P2.

Εποµένως
Εµβαδόν PM = Εµβαδόν P1 = Εµβαδόν P2

ενώ
detM = detM1 = detM2 = −cd .

Αφού το P2 είναι ορθογώνιο, έπεται ότι

Εµβαδόν P2 = |c||d| =⇒ Εµβαδόν PM = | detM | .

Αποδείξαµε λοιπόν ότι η απόλυτη τιµή της ορίζουσας του M είναι ίση µε το εµβαδόν του
παραλληλογράµµου PM .

Στον R3, ένα παραλληλεπίπεδο καθορίζεται από τις συντεταγµένες τριών διανυσµάτων.
΄Οπως προηγουµένως, µπορεί να αποδειχθεί ότι ο όγκος του παραλληλεπιπέδου είναι ί-
σος µε την απόλυτη τιµή της ορίζουσας του 3 × 3 πίνακα των συντεταγµένων αυτών των
τριών διανυσµάτων. Παρατηρούµε ότι τρία διανύσµατα στον R3 ορίζουν ένα γνήσιο πα-
ϱαλληλεπίπεδο όταν δεν υπάρχει κάποιο επίπεδο που να περιέχει και τα τρία διανύσµατα
ταυτόχρονα. Σε αντίθετη περίπτωση, το στερεό παραλληλεπίπεδο καταρρέει και δεν έχει
όγκο, ενώ η ορίζουσα του αντίστοιχου 3× 3 πίνακα είναι ίση µε µηδέν.
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Ασκήσεις Ενότητας 3.1

1. Να δώσετε την εξίσωση της ευθείας L = {(1, 2) + k(1, 0) : k ∈ R} στη µορφή
ax + by = c. Να εξετάσετε αν η L είναι υποχώρος του R2. Οµοίως για την ευθεία
L′ = {(2, 4) + k(1, 2) : k ∈ R}.

2. Να δώσετε την εξίσωση του επιπέδου E1 = {k(1, 1, 1) + t(1, 0, 1) : k, t ∈ R} στη
µορφή ax+ by + cz = d. Να εξετάσετε αν το E1 είναι διανυσµατικός υποχώρος του
R3. Οµοίως για τα επίπεδα E1 = {k(1, 1, 1) + t(1, 0, 1) + (3, 1, 3) : k, t ∈ R} και
E2 = {k(1, 1, 1) + t(1, 0, 1) + (3, 2, 3) : k, t ∈ R}.

3. Να ϐρείτε το εµβαδόν του παραλληλογράµµου µε κορυφές (0, 0), (1, 3), (2, 4), (3, 7).

4. Να ϐρείτε το εµβαδόν του παραλληλογράµου µε κορυφές (1, 1), (2, 3), (1, 5), (2, 7).

5. Να ϐρείτε τον όγκο του παραλληλεπιπέδου που ορίζεται από τα διανύσµατα (1, 1, 1),
(0, 2, 1), (0, 0, 3).

3.2 ∆ιανυσµατικός Χώρος kn και Υποχώροι

Στην ενότητα αυτή ϑα γενικεύσουµε στον Cn, όσα εξετάσαµε στην προηγούµενη ενότητα
για τον Rn. ΄Ετσι, ϑεωρούµε γενικότερα το σώµα k, όπου k = R ή C. Αν v = (v1, . . . , vn),
w = (w1, . . . , wn) ∈ kn, τότε ορίζουµε το άθροισµα (sum), v + w, ως εξής :

v + w = (v1 + w1, . . . , vn + wn) .

Αντίστοιχα αν c ∈ k, τότε ορίζουµε το ϐαθµωτό γινόµενο (scalar product), cv, ως εξής :

cv = (cv1, . . . , cvn) .

Το σύνολο kn γίνεται διανυσµατικός χώρος (vector space) όταν µελετάµε τη δοµή που
προκύπτει από αυτές τις δύο πράξεις. Τα στοιχεία του kn ϑα λέγονται εφεξής διανύσµα-
τα (vectors). Ο επόµενος πίνακας συγκεντρώνει τις ιδιότητες που ικανοποιούνται στον
διανυσµατικό χώρο kn. Με 0 συµβολίζουµε το διάνυσµα (0, . . . , 0) ∈ kn.

Πίνακας 3.2.1: Ι∆ΙΟΤΗΤΕΣ ΤΟΥ ∆ΙΑΝΥΣΜΑΤΙΚΟΥ ΧΩΡΟΥ kn

1. v + (u+ w) = (v + u) + w, για όλα τα v, u, w ∈ kn.

2. 0 + v = v = v + 0, για κάθε v ∈ kn.

3. −v + v = 0 = v + (−v), για κάθε v ∈ kn.

4. v + u = u+ v, για όλα τα v, u ∈ kn.

5. κ(v + u) = κv + κu, για κάθε κ ∈ k και όλα τα v, u ∈ kn,
(κ+ λ)v = κv + λv, για όλα τα κ, λ ∈ k και κάθε v ∈ kn.

6. κ(λv) = (κλ)v, για όλα τα κ, λ ∈ k και κάθε v ∈ kn.

7. 1v = v, για κάθε v ∈ kn.
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Για τη µελέτη µας εστιάζουµε σε κάποια υποσύνολα του kn που ικανοποιούν δύο
σηµαντικές ιδιότητες.

Ορισµός 3.2.1. ΄Ενα µη κενό υποσύνολο U του kn λέγεται διανυσµατικός υποχώρος
(subspace) του kn (ή απλώς υποχώρος) αν

i. u+ w ∈ U , για κάθε u,w ∈ U ,

ii. κu ∈ U , για κάθε u ∈ U και κάθε κ ∈ k,

΄Εστω οU διανυσµατικός υποχώρος του kn. Από τις ιδιότητες του υποχώρου, προκύπτει
ότι :

• αν u ∈ U , τότε −u = (−1)u ∈ U .

• 0 ∈ U , αφού u− u = 0 ∈ U .

Εποµένως αν για κάποιο υποσύνολο A του kn µπορέσουµε και δείξουµε ότι 0 /∈ A, τότε
το A δεν είναι υποχώρος του kn. Πως προκύπτουν, λοιπόν, οι υποχώροι ; Σε αυτήν την
ενότητα, ϑα µελετήσουµε τα διανύσµατα που παράγουν τους διανυσµατικούς υποχώρους
του kn.

Παράδειγµα 3.2.2. ΄Εστω v ∈ kn ένα µη µηδενικό διάνυσµα. Το σύνολο

L = {κv : κ ∈ k}

είναι υποχώρος του kn. Πράγµατι, δύο τυχαία στοιχεία του L είναι της µορφής κ1v και
κ2v για κάποια κ1, κ2 ∈ k. Εποµένως

κ1v + κv = (κ1 + κ2)v ∈ L.

Αντίστοιχα για το ϐαθµωτό γινόµενο, έστω κv τυχαίο στοιχείο του L για κάποια κ ∈ k, και
έστω c τυχαίο στοιχείο του k. Τότε

c(κv) = (cκ)v ∈ L .

Γράφουµε L = S ({v}) και λέµε ότι το σύνολο {v} παράγει την L. ∆εν είναι δύσκολο να
παρατηρήσει κάποιος ότι αν καθορίσουµε ένα µη µηδενικό s ∈ k, τότε

L = S ({s · v)}) .

Σηµειώνουµε ότι όταν k = R και n = 2 ή 3, τότε L είναι ευθεία στον Rn που διέρχεται
από την αρχή των αξόνων, ϐλ. Παράδειγµα 3.1.1.1.΄Ετσι, ο υποχώρος

S({(1, 2)}) = { (κ, 2κ) : κ ∈ R }

είναι η ευθεία στον R2 που περνά από την αρχή των αξόνων και το σηµείο (1, 2). Αντίστοι-
χα, ο υποχώρος

S({(α1, . . . , αn)}) ⊂ Rn

είναι η ευθεία στον Rn που περνά από την αρχή των αξόνων και το σηµείο (α1, . . . , αn).



76 Χ. Χαραλάµπους, Α. Φωτιάδης Γραµµική ΄Αλγεβρα

΄Εστω τώρα X είναι υποσύνολο διανυσµάτων του kn. Ορίζουµε το υποσύνολο S(X) ⊂
kn ως εξής :

S(X) = { κ1x1 + · · ·+ κsxs : κj ∈ k, xj ∈ X, 1 ≤ j ≤ s, s ∈ N}.

Λέµε ότι το σύνολο S(X) είναι ο χώρος που παράγεται από το X (space spanned by
X) και λέµε ότι το X παράγει (spanning set) τον S(X). Τα στοιχεία του S(X) λέγονται
γραµµικοί συνδυασµοί (linear combinations) των στοιχείων του X µε συντελεστές από
το k. Παρατηρούµε ότι :

S(∅) = {0} και X ⊂ S(X).

∆εν είναι δύσκολο να επιβεβαιώσουµε ότι το σύνολο S(X) είναι διανυσµατικός υποχώ-
ϱος του kn. Πράγµατι :

• αν u ∈ S(X), τότε υπάρχουν κ1, . . . , κs ∈ k και x1, . . . , xs ∈ X τέτοια ώστε v =
κ1x1 + · · ·+ κsxs. Αν t ∈ k, τότε

tv = (tκ1)x1 + · · ·+ (tκs)xs ∈ S(X) .

• αν u,w ∈ S(X), τότε υπάρχουν κ1, . . . , κs και λ1, . . . , λt ∈ k καθώς και διανύσµατα
x1, . . . , xs και y1, . . . , yt ∈ X τέτοια ώστε v = κ1x1 + · · ·+ κsxs και w = λ1y1 + · · ·+
λtyt. Εποµένως

v + w = κ1x1 + · · ·+ κsxs + λ1y1 + · · ·+ λtyt ∈ S(X) .

Σηµειώνουµε ότι αν V είναι διανυσµατικός υποχώρος του kn, τότε S(V ) ⊂ V . Συνεπώς

V ⊂ S(V ) ⊂ V ⇒ V = S(V ) .

Αποδείξαµε, λοιπόν, την επόµενη πρόταση.

Πρόταση 3.2.3. ΄Ενα υποσύνολο V διανυσµάτων στο kn είναι διανυσµατικός υποχώρος
του kn αν και µόνο αν V = S(X) για κάποιο X ⊂ kn.

΄Οταν ο V είναι διανυσµατικός υποχώρος του kn, επιθυµούµε να ϐρούµε όσο το
δυνατόν µικρότερα σε πλήθος υποσύνολα του V που να παράγουν τον V .

Παραδείγµατα 3.2.4.

1. ΄Εστω X = {(1, 0), (0, 1)} ⊂ C2. Θα δείξουµε ότι S(X) = C2. Πράγµατι έστω
(a, b) ∈ C2. Τότε a, b ∈ C και

(a, b) = a(1, 0) + b(0, 1) ∈ S(X) .

Εποµένως
C2 ⊂ S(X) ⊂ C2 ⇒ C2 = S(X).

Είναι ϕανερό ότι το διάνυσµα (1, 0) δεν παράγει τον C2 αφού το διάνυσµα (0, 1) /∈
S ({(1, 0)}). Αντίστοιχα, S ({(0, 1)}) 6= C2 αφού (1, 0) /∈ S ({(0, 1)). Εποµένως δεν
υπάρχει γνήσιο υποσύνολο του X που να παράγει τον C2.

Αν δουλέψουµε στον R2 και ϑεωρήσουµε το X = {(1, 0), (0, 1)} ⊂ R2, προκύπτει µε
τον ίδιο ακριβώς τρόπο ότι R2 = S(X).
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2. ΄Εστω ei το διάνυσµα στον kn που έχει µονάδα για την i συντεταγµένη και µηδέν σε
όλες τις άλλες. ΄Ετσι,

e1 = (1, 0, · · · , 0), e2 = (0, 1, 0, · · · , 0), . . . , en = (0, · · · , 0, 1) .

Θεωρούµε το υποσύνολο X = {e1, e2, . . . , en} του kn. Αν (a1, · · · , an) ∈ kn, τότε

(a1, · · · , an) = a1e1 + · · ·+ anen ∈ S(X) .

Εποµένως
kn ⊂ S(X) ⊂ kn ⇒ kn = S(X).

Αποδείξαµε λοιπόν ότι

kn = S ({(e1, . . . , en}) .

3. Ο υποχώρος {0} = S ({0}) λέγεται ο µηδενικός υποχώρος του kn.
4. Θα αποδείξουµε ότι

S({(1, 2), (2, 4)}) = S({(1, 2)}).
Πράγµατι είναι ϕανερό ότι S({(1, 2)}) ⊂ S(X). Επίσης,

S(X) = {κ(1, 2) + λ(2, 4) : κ, λ ∈ k} = {(κ+ 2λ, 2κ+ 4λ) : κ, λ ∈ k} =

{(κ+ 2λ) (1, 2) : κ, λ ∈ k} = {t(1, 2) : t ∈ k}.
Εποµένως

S({(1, 2)}) ⊂ S(X) ⊂ S({(1, 2)}) ⇒ S({(1, 2)}) = S(X) .

Παρατηρούµε ακόµη ότι

S(X) = S({(2, 4)}) = S({(3, 6)}),

και άρα το διάνυσµα που παράγει τον S(X) δεν είναι µοναδικό.

5. ΄Εστω X = {(1, 2), (0, 1)}. Χρησιµοποιώντας τη ϑεωρία των γραµµικών συστηµάτων,
ϑα δείξουµε ότι S(X) = k2. Πράγµατι έστω (α, β) ∈ k2. Θα ϐρούµε x1, x2 ∈ k έτσι
ώστε

(α, β) = x1(1, 2) + x2(0, 1) .

Πρέπει, λοιπόν, να επιλύσουµε το γραµµικό σύστηµα

x1 = α
2x1 +x2 = β.

Αφού [
1 0 α
2 1 β

]
−→

[
1 0 α
0 1 β − 2α

]
.

προκύπτει ότι x1 = α, x2 = β − 2α. ΄Αρα

(α, β) = (α, 2α + (β − 2α)) = α(1, 2) + (β − 2α)(0, 1) . (3.2.4.1)

Εποµένως S(X) = k2. Ο αναγνώστης καλείται να διαπιστώσει ότι

e1 = 1(1, 2)− 2(0, 1) και e2 = 0(1, 2) + 1(0, 1) ,

όπως προβλέπει η Σχέση (3.2.4.1).



78 Χ. Χαραλάµπους, Α. Φωτιάδης Γραµµική ΄Αλγεβρα

6. ΄Εστω X = {u,w}, όπου u,w είναι δύο µη µηδενικά διανύσµατα του k2 και u δεν
είναι πολλαπλάσιο του v. Θα αποδείξουµε ότι S(X) = k2.

Πράγµατι, έστω ότι u = (a1, a2), w = (b1, b2) όπου ai, bi ∈ k, για i = 1, 2 και έστω
h = (c1, c2) ∈ k2. Παρατηρούµε ότι h ∈ S(X) αν και µόνο αν υπάρχουν k, t ∈ k,
έτσι ώστε

h = ku+ tw .

Αντικαθιστώντας τις συντεταγµένες των u,w, h σε αυτήν την εξίσωση, ϐλέπουµε ότι
η δυάδα (k, t) πρέπει να είναι λύση του γραµµικού συστήµατος

xa1 + yb1 = c1

xa2 + yb2 = c2 .
(3.2.4.2)

Αυτό ϑα συµβεί αν και µόνο αν σύστηµα (3.2.4.2) είναι συµβατό. Ο πίνακας των
συντελεστών είναι

A =

[
a1 b1

a2 b2

]
.

Παρατηρούµε ότι αν η ορίζουσα detA = a1b2 − b1a2 είναι µηδέν, τότε (a2, b1) 6=
k(b1, b2) για κάποιο k ∈ k. ΄Οµως, από την υπόθεση αυτό δεν συµβαίνει, άρα
rank(A) = 2 και ο πίνακας A είναι αντιστρέψιµος. Συνεπώς, το Σύστηµα (3.2.4.2)
είναι συµβατό και έχει λύση. ΄Αρα h ∈ U και εποµένως

k2 ⊂ U ⊂ k2 ⇒ U = k2 .

Σηµειώνουµε ότι όταν k = R, µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε γεωµετρικά επιχει-
ϱήµατα για την απόδειξη. Πράγµατι, έστω h, u, w ∈ R2, όπως στο επόµενο σχήµα.

y

x

O

L
B

L′

w

u

h

Α

Σχήµα 3.11: S({u,w}) = R2

Σηµειώνουµε A, το τελικό σηµείο του h. Προεκτείνουµε το διάνυσµα u στην ευθεία
L. Θεωρούµε L′, την ευθεία που είναι παράλληλη προς το w και διέρχεται από το
A. Οι ευθείες L και L′ δεν είναι παράλληλες, αφού τα διανύσµατα u και w δεν είναι
παράλληλα. Εποµένως οι L και L′ τέµνονται σε κάποιο σηµείο, που σηµειώνουµε
µε B. Αφού ~OB = ku, ~OA = tw για κάποια k, t ∈ R, έπεται ότι

h = ~OB + ~BA = ku+ tw ∈ U .
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7. Σε αυτό το παράδειγµα, ϑα ϐρούµε µία εξίσωση που ικανοποιείται από τα στοιχεία
του S (X) ⊂ R3 όπου X = {(1, 0, 1), (0, 2, 0)}. Αφού

S(X) = { κ(1, 0, 1) + λ(0, 2, 0) : κ, λ ∈ k },

το διάνυσµα (a, b, c) ∈ S(X) αν και µόνο αν υπάρχουν κ, λ έτσι ώστε το σύστηµα1 0
0 2
1 0

 · [κ
λ

]
=

ab
c


είναι συµβατό. Αφού  1 0 a

0 2 b
1 0 c

 −→
 1 0 a

0 2 b
0 0 c− a


συµπεραίνουµε ότι το προηγούµενο σύστηµα είναι συµβατό αν και µόνο αν a−c = 0,
δηλ. αν a = c. Εποµένως

S(X) = {(a, b, a) : a, b ∈ k} = {(a, b, c) ∈ k3 : a− c = 0} .

Ο υποχώρος S(X) είναι ένα επίπεδο που περνά από την αρχή των αξόνων και
απεικονίζεται ως εξής :

x y

z

0

(1,0,1)

(0,2,0)

Σχήµα 3.12: S ({(1, 0, 1), (0, 2, 0)}) = {(a, b, a) : a, b ∈ R}

8. Αντίστροφα, ξεκινώντας από µία εξίσωση που περιγράφει τα διανύσµατα ενός διανυ-
σµατικού υποχώρου U στον k3, µπορούµε εύκολα να ϐρούµε δύο διανύσµατα u1, u2

έτσι ώστε U = S ({u1, u2}). Θα δείξουµε τη διαδικασία για τον υποχώρο

U = { (x, y, z) ∈ k3 : 3x+ y − 2z = 0 } .

Αφού 3x+ y − 2z = 0, έπεται ότι −3x+ 2z = y. ΄Ετσι αν (x, y, z) ∈ U , τότε

(x, y, z) = (x,−3x+ 2z, z) = x(1,−3, 0) + z(0, 2, 1).

Θέτουµε u1 = (1,−3, 0), u2 = (0, 2, 1) και παρατηρούµε ότι u1, u2 ∈ U . Εποµένως,
αν X = {u1, u2}, τότε

U = { xu1 + zu2 : x, z ∈ k } = S(X) .
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Το παράγον σύνολοX δεν είναι µοναδικό. Εάν λύσουµε την εξίσωση 3x+y−2z = 0
ως προς το z τότε ϐρίσκουµε ένα διαφορετικό σύνολο διανυσµάτων που παράγει το
U . Πράγµατι

z = 1/2(3x+ y)⇒ (x, y, z) = (x, y,
3x+ y

2
) = x(1, 0,

3

2
) + y(0, 1,

1

2
)

και

U = S(Y ), όπου Y = {(1, 0, 3

2
), (0, 1,

1

2
)}) .

Είναι επίσης εύκολο να δούµε ότι

U = S({(2, 0, 3), (0, 2, 1)}) .

΄Οταν k = R, το Σχήµα 3.13 απεικονίζει τον U .

x

y

z

0

(2,0,3)
(0,2,1)

Σχήµα 3.13: U = S ({(2, 0, 3), (0, 2, 1)})

9. ΄Εστω

U = {(a1, . . . , an) ∈ kn : a1 − a2 = 0}.

Στις ασκήσεις ο αναγνώστης καλείται να επιβεβαιιώσει ότι το σύνολο U είναι δια-
νυσµατικός υποχώρος του kn, ϐλ. ΄Ασκηση 3.4.2. Παρατηρούµε ότι στον k2, ένα
διάνυσµα παράγει τον U :

U = {(a1, a2) ∈ k2 : a1 − a2 = 0} = {(a1, a2) ∈ k2 : a1 − a2 = 0} =

{(a2, a2) : a2 ∈ k} = {a2(1, 1) : a2 ∈ k} = S ({(1, 1)}) .

Στον k3, όµως, χρειαζόµαστε δύο διανύσµατα:

U = {(a1, a2, a3) ∈ kn : a1 − a2 = 0} = {(a2, a2, a3) : a2, a3 ∈ k} =

{a2(1, 1, 0) + a3(0, 1, 0) : a2, a3 ∈ k} = S ({(1, 1, 0), (0, 0, 1)}) .

Αντίστοιχα, στον kn χρειαζόµαστε n − 1 διανύσµατα για να παράξουµε τον U . Στο
Σχήµα (3.14) ϐλέπουµε τη γραφική αναπαράσταση του U στον R2 και στον R3.
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x

y

L

y

z

x

E

Σχήµα 3.14: Οι λύσεις της εξίσωσης x− y = 0 στον R2 και στον R3

Στη συνέχεια ορίζουµε το άθροισµα (sum) και την τοµή (intersection) δύο υποχώρων του
kn. ΄Εστω U και W δύο υποχώροι του kn. Το άθροισµα U + W των U και W ορίζεται ως
εξής :

U +W = { u+ w : u ∈ U και w ∈ W }.

Παρατηρούµε ότι U ⊂ U + W , αφού 0 ∈ W και u = u + 0. Οµοίως W ⊂ U + W . Η
επόµενη πρόταση, προκύπτει εύκολα από τους σχετικούς ορισµούς :

Αν U = S(X1), W = S(X2) όπου X1, X2 είναι υποσύνολα του kn, τότε

U +W = S(X1 ∪X2)

και άρα το άθροισµα U +W είναι διανυσµατικός υποχώρος του kn.

Η τοµή U ∩W ορίζεται ως εξής :

U ∩W = { v : v ∈ U και v ∈ W } .

Προκύπτει εύκολα ότι U ∩W είναι διανυσµατικός υποχώρος του kn. Στα παραδείγµατα
ϑα δούµε ότι τα διανύσµατα που ανήκουν στην τοµή U ∩W προκύπτουν ως λύσεις ενός
οµογενούς συστήµατος.

Παραδείγµατα 3.2.5.

1. ΄Εστω v = (1, 2), e2 = (0, 1) και

V1 = { (x, y) ∈ k2 : 2x− y = 0 } = S({(1, 2)}) = S({v})

και
V2 = { (x, y) ∈ k2 : x = 0 } = S({0, 1)} = S({e2}).

Είναι εύκολο να δούµε ότι V1 ∩ V2 = {0}. Στο Παράδειγµα 3.2.4.5 είδαµε ότι
V1 + V2 = k2. Συγκεκριµένα είδαµε ότι αν w = (α, β) ∈ k2 τότε

w = α · v + (b− 2a) · e2 .

Στο Σχήµα (3.15), απεικονίζουµε τους χώρους V1 και V2 στον R2.
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x

y

e2

V2

V1

v
(a, b)

w

av

(b− 2a)e2

O

Σχήµα 3.15: V1 + V2 = R2, V1 ∩ V2 = 0

2. Θεωρούµε τους υποχώρους

V1 = { (x, y, z) ∈ k3 : x− z = 0 } = S ({v1, v2}) ,

V2 = { (x, y, z) ∈ k3 : x+ y + z = 0 } = S ({w1, w2}) ,

όπου v1 = (1, 0, 1), v2 = (0, 1, 0) και w1 = (1, 0,−1), w2 = (0, 1,−1). Θα υπολογί-
σουµε την τοµή V1 ∩ V2. Είναι ϕανερό ότι (x, y, z) ∈ V1 ∩ V2 αν και µόνο αν

x −z = 0
x+ y +z = 0 .

Λύνοντας το σύστηµα αυτό ϐρίσκουµε ότι

V1 ∩ V2 = { (x,−2x, x) : x ∈ k } = {x(1,−2, 1) : x ∈ k}.

Στη συνέχεια, ϑα αποδείξουµε ότι V1 + V2 = k3. Καταρχήν παρατηρούµε ότι
(a, b, c) ∈ V1 + V2 αν και µόνο αν υπάρχουν (x1, x2, x3, x4) έτσι ώστε

(a, b, c) = x1v1 + x2v2 + x3w1 + x4w4 ,

δηλ. αν και µόνο αν το σύστηµα

x1 +x3 = a
x2 +x4 = b

x1 −x3 −x4 = c

είναι συµβατό. Ο πίνακας των συντελεστών του συστήµατος είναι ο πίνακας

A =

 1 0 1 0
0 1 0 1
1 0 −1 −1

 .

Αφού ο A έχει ϐαθµίδα 3, έπεται ότι το σύστηµα είναι συµβατό, για κάθε διάνυσµα
(a, b, c) ∈ k3. Εποµένως V1 + V2 = k3.
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΄Εστω A = (aij) ∈ Mm×n(k). Ο µηδενοχώρος (nullspace) του A συµβολίζεται µε
null(A) και είναι ο υποχώρος του kn που παράγεται από τις λύσεις του οµογενούς συστή-
µατος AX = 0. Ο χώρος γραµµών (row space) του A συµβολίζεται µε Γ(A) και είναι
ο υποχώρος του kn που παράγεται από τα διανύσµατα που αντιστοιχούν στις m γραµµές
του A, δηλ.

Γ(A) := S({(a11, a12, · · · , a1n), . . . , (am1, am2, · · · , amn)}) ⊂ kn.

Ο χώρος στηλών (column space) του A συµβολίζεται µε Σ(A) και είναι ο υποχώρος του
km που παράγεται από τα διανύσµατα που αντιστοιχούν στις n στήλες του A, δηλ.

Σ(A) := S({(a11, a21, · · · , am1), . . . , (a1n, a2n, · · · , amn)}) ⊂ km.

Σηµειώνουµε την επόµενη χρήσιµη διαπίστωση.

Ο χώρος γραµµών του A είναι ο χώρος στηλών του AT , ενώ ο χώρος στηλών του A
είναι ο χώρος γραµµών του AT , δηλ.

Γ(A) = Σ(AT ) και Σ(A) = Γ(AT ).

Από τον ορισµό γνωρίζουµε ότι κάθε λύση του AX = 0 ανήκει στον null(A). Το
αντίστροφο είναι επίσης αληθές, όπως προκύπτει από την Πρόταση 1.1.3. ∆ιατυπώνουµε
αυτήν την διαπίστωση στην επόµενη πρόταση.

Πρόταση 3.2.6. ΄Εστω A = (aij) ∈ Mm×n(k). Κάθε στοιχείο του null(A) είναι λύση του
οµογενούς συστήµατος AX = 0.

Σηµειώνουµε ότι αν B 6= 0, τότε το σύνολο των λύσεων του συστήµατος AX = B δεν
είναι διανυσµατικός υποχώρος του kn, αφού το 0 δεν ανήκει στο σύνολο των λύσεων.

Παράδειγµα 3.2.7. Θα υπολογίσουµε το µηδενοχώρο, το χώρο γραµµών και το χώρο
στηλών του πίνακα A όπου

A =

0 1 0 2
0 0 1 0
0 0 0 0

 ∈M3×4(C).

Παρατηρούµε ότι ο πίνακας A είναι σε ελαττωµένη κλιµακωτή µορφή γραµµών. Οι λύσεις
του AX = 0 είναι :

{(x, y, z, w) : y + 2w = 0, z = 0, x, w ∈ k} = {(x,−2w, 0, w) : x,w ∈ C} =

= {x(1, 0, 0, 0) + w(0,−2, 0, 1) : x,w ∈ k} .

Εποµένως
null(A) = S ({(1, 0, 0, 0), (0,−2, 0, 1)}) .

΄Εστω, τώρα,
v1 = (0, 1, 0, 2), v2 = (0, 0, 1, 0)

τα διανύσµατα που αντιστοιχούν στις µη µηδενικές γραµµές του A και

w1 = (1, 0, 0), w2 = (0, 1, 0), w3 = (2, 0, 0)
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τα διανύσµατα που αντιστοιχούν στις µη µηδενικές στήλες του A. Τότε

Γ(A) = S ({v1, v2,0}) = S ({v1, v2}) ⊂ C4

και
Σ(A) = S ({0, w1, w2, w3}) = S({w1, w2, w3}) = S ({w1, w2}) ⊂ C3.

Για να εξηγήσουµε την τελευταία ισότητα σηµειώνουµε ότι αν u ∈ Σ(A), τότε υπάρχουν
k, t, s ∈ k, έτσι ώστε u = kw1 + tw2 + sw3. Εποµένως, u = (k + 2s)w1 + tw2, αφού
w3 = 2w1. Ο αναγνώστης καλείται να ϐρει την εξίσωση της οποίας το σύνολο των λύσεων
είναι ο Σ(A).

Παρατήρηση 3.2.8. Πολλές ϕορές είναι χρήσιµο και ϐολικό να ταυτίζουµε τα στοιχεία
του km µε m × 1 πίνακες µε στοιχεία από το k. Θεωρούµε, λοιπόν, τη συνάρτηση φ :
km −→Mm×1(k), όπου

(b1, . . . , bm) 7→

 b1

...
bm

 .
Είναι ϕανερό ότι η συνάρτηση αυτή είναι ένα προς ένα (one to one) και επί (onto), δηλ. κά-
ϑε διάνυσµα του km αντιστοιχεί σε ακριβώς έναν πίνακα του Mm×1(k) και αντίστροφα.
Θα χρησιµοποιήσουµε αυτήν την αντιστοιχία πολλές ϕορές στη συνέχεια αυτού του συγ-
γράµµατος. Αν v1, . . . , vn ∈ km, γράφουµε

A =
[
v1 v2 · · · vn

]
,

εννοώντας τον m × n πίνακα µε στήλες τους πίνακες φ(v1), . . . , φ(vn). Για παράδειγµα,
αν v1 = (1, 1), v2 = (1, 2), v3 = (2, 4), τότε µε A =

[
v1 v2 v3

]
εννοούµε τον πίνακα

A =

[
1 1 2
1 2 4

]
.

΄Εστω A = (aij) ∈ Mm×n(k) και έστω X = (xi) ∈ Mn×1(k). Το γινόµενο AX είναι το
παρακάτω άθροισµα:

AX =

a11 · · · a1n

...
. . .

...
am1 · · · amn


x1

...
xn

 = x1

a11

...
am1

+ · · ·+ xn

a1n

...
amn

 .
Μπορούµε να συνοψίσουµε πότε τα συστήµατα AX = B και ATX = C είναι συµβατά ως
εξής :

Πρόταση 3.2.9. ΄Εστω οι πίνακες

A =

a11 · · · a1n

...
. . .

...
am1 · · · amn

 , B =

 b1

...
bm

 , C =

 c1

...
cn

 .
Το σύστηµα AX = B είναι συµβατό αν και µόνο (b1, . . . , bm) ∈ Σ(A). Το σύστηµα
ATX = C είναι συµβατό αν και µόνο αν (c1, . . . , cn) ∈ Γ(A).

Η χρησιµότητα της Πρότασης 3.2.9 έγκειται στο ότι µας επιτρέπει να υπολογίζουµε το
χώρο γραµµών και στηλών ενός πίνακα.

https://el.wikipedia.org/wiki/%CE%88%CE%BD%CE%B1_%CF%80%CF%81%CE%BF%CF%82_%CE%AD%CE%BD%CE%B1
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Παράδειγµα 3.2.10. ΄Εστω

A =

0 1 0 2
0 0 1 0
0 0 0 0


ο πίνακας του Παραδείγµατος 3.2.7. Το σύστηµα AX =

[
1 1 1

]T δεν είναι συµβατό,
όπως είναι ϕανερό από τον επαυξηµένο πίνακα 0 1 0 2 1

0 0 1 0 1
0 0 0 0 1

 .
Εποµένως το διάνυσµα (1, 1, 1) δεν ανήκει στον χώρο στηλών του πίνακα A. Το διάνυσµα
(0, 2, 2, 4) ανήκει στον χώρο γραµµών του πίνακα A, αφού το σύστηµα

ATX =
[
0 2 2 4

]T
είναι συµβατό, όπως είναι ϕανερό από τον επαυξηµένο πίνακα

0 0 0 0
1 0 0 2
0 1 0 2
2 0 0 4

 .
Στα Παραδείγµατα 3.2.4 είδαµε ότι το παράγον σύνολο X του υποχώρου U του kn

δεν είναι µοναδικά ορισµένο. Για τον ίδιο υποχώρο U υπάρχουν (άπειρα τον αριθµό)
σύνολα X έτσι ώστε S(X) = U . Τα σύνολα που παράγουν τον U µπορεί να διαφέρουν
και ως προς το πλήθος τους. Στην επόµενη ενότητα ϑα µας απασχολήσουν ερωτήµατα
που αφορούν την εύρεση συνόλων που παράγουν τον U και έχουν το µικρότερο δυνατό
πλήθος στοιχείων.

Ασκήσεις Ενότητας 3.2

1. Να αποδείξετε ότι το σύνολο L = { (x, y, z) ∈ R3 : x+ y = 1 } δεν είναι υποχώρος
του R3.

2. Να αποδείξετε ότι το σύνολο U = {(a1, . . . , an) ∈ kn : a1 − a2 = 0} είναι διανυσµα-
τικός υποχώρος του kn. Για n = 4 να ϐρεθεί ένα παράγον σύνολο.

3. Να αποδείξετε ότι το σύνολο L = { (x, y, z) ∈ R3 : x+ y = 0 } είναι υποχώρος του
R3 και να ϐρείτε ένα παράγον σύνολο.

4. ∆ίνονται τα υποσύνολα

U = { (k, k, k) : k ∈ R } και V = { (0, λ, µ) : λ, µ ∈ R }

του R3. Να αποδείξετε ότι οι U, V είναι υποχώροι του R3. Να ϐρείτε σύνολα που
παράγουν τους U και V . Να υπολογίσετε την τοµή U ∩ V .

5. Να ϐρεθεί η εξίσωση του επιπέδου S({(1, 2, 0), (1, 0, 1)}).
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6. Να αποδείξετε ότι για τα υποσύνολα

X = {(1, 0), (1, 1)} και Y = {(0, 1), (1, 2)}

του R2 ισχύει ότι S(X) = S(Y ).

7. Να ελέγξετε αν το διάνυσµα (1, 2, 3) είναι στο χώρο στηλών και γραµµών του πίνακα

A =

1 0 2
1 1 3
2 1 5

 .

3.3 Βάσεις και Γραµµική Ανεξαρτησία, Ι

Στη προηγούµενη ενότητα είδαµε ότι οι µη µηδενικοί υποχώροι του kn έχουν άπειρα το
πλήθος παράγοντα σύνολα. Μας ενδιαφέρουν τα ελαχιστοτικά παράγοντα σύνολα. Τι εν-
νοούµε µε αυτό ; ΄Εστω ότι V είναι διανυσµατικός υποχώρος του kn. ΄Ενα παράγον σύνολο
X του V είναι ελαχιστοτικό (minimal) αν δεν υπάρχει γνήσιο υποσύνολο (δηλ. διάφορο
τουX) τουX που να παράγει τον V . Θα δούµε ότι όλα τα ελαχιστοτικά παράγοντα σύνολα
του V έχουν τον ίδιο αριθµό στοιχείων, µία ιδιαίτερα σηµαντική ιδιότητα για ϑεωρητικούς
αλλά και υπολογιστικούς λόγους.

Ορισµός 3.3.1. ΄Εστω ότι ο V είναι µη µηδενικός διανυσµατικός υποχώρος του kn και ότι
B είναι ένα υποσύνολο διανυσµάτων του V έτσι ώστε V = S(B). Αν δεν υπάρχει γνήσιο
υποσύνολο B′ του B έτσι ώστε V = S(B′) να παράγει τον V , τότε λέµε ότι το σύνολο B
είναι ϐάση (basis) του V . Ορίζουµε τη ϐάση του µηδενικού υποχώρου του kn να είναι το
κενό σύνολο ∅.

Τονίζουµε ότι το κενό σύνολο είναι ϐάση µόνο για το µηδενικό υποχώρο του kn. ΄Ο-
ταν η σειρά των στοιχείων σε µία ϐάση είναι καθορισµένη, τότε λέµε ότι η ϐάση είναι
διατεταγµένη (ordered basis). Χρησιµοποιούµε παρενθέσεις αντί για αγκύλες για να
δηλώνουµε τα διατεταγµένα σύνολα.

Παραδείγµατα 3.3.2.

1. ΄Εστω V η ευθεία S({v}), όπου v 6= 0. Το {v} παράγει τον V και V 6= 0. Αφού το
µόνο γνήσιο υποσύνολο του {v} είναι το κενό σύνολο ∅, έπεται ότι το σύνολο {v}
είναι ϐάση για το V .

2. ΄Εστω V = S({(1, 2), (2, 4)}), όπως στο Παράδειγµα 3.2.4.4. Αφού V = S({(1, 2)}),
το σύνολο {(1, 2), (2, 4)} δεν είναι ϐάση του V . Το σύνολο B = {(1, 2)} είναι ϐάση
του V .

3. Στο Παράδειγµα 3.2.4.2, είδαµε ότι kn = S(X) όπου X = {e1, . . . en} και

e1 = (1, 0, 0, . . . , 0), e2 = (0, 1, 0, . . . , 0), . . . , en = (0, 0, . . . , 0, 1)

΄Εστω X ′ & X και έστω ότι ei /∈ X ′, για κάποιο i. Τότε είναι ϕανερό ότι ei δεν
είναι γραµµικός συνδυασµός των στοιχείων του X ′ και ei /∈ S(X ′). Εποµένως
S(X ′) 6= kn. Αποδείξαµε λοιπόν ότι {e1, . . . , en} είναι ϐάση για τον kn.

Η κανονική ϐάση (canonical basis) για τον kn είναι η διατεταγµένη ϐάση
B =

(
e1, . . . , en

)
.
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4. ΄Εστω X = {v1 = (1, 2, 0), v2 = (0, 1, 2), v3 = (2, 5, 2)} και V = S(X). Ο αναγνώ-
στης καλείται να επιβεβαιώσει ότι

v3 = 2v1 + v2 και άρα S({v1, v2}) = V.

Αφού, το γνήσιο υποσύνολο {v1, v2} ( X παράγει τον V , συµπεραίνουµε ότι το
X δεν είναι ϐάση για τον V . Ο αναγνώστης καλείται να διαπιστώσει ότι : (α) V 6=
S({v2}), και (ϐ) V 6= S({v2}), συνεπώς {v1, v2} είναι ϐάση για τον V .

Πως όµως µπορούµε στη γενική περίπτωση, ξεκινώντας από ένα παράγον σύνολο X για
το διανυσµατικό υποχώρο V του kn, να ϐρούµε µία ϐάση για τον V ; Αναλύουµε τι συνέβη
στο τελευταίο παράδειγµα. ΄Εστω ότι το σύνολο X δεν είναι ϐάση για το χώρο V = S(X).
Υπάρχει, λοιπόν, B ( X, έτσι ώστε S(B) = S(X). Αφού B 6= X υπάρχει v ∈ X \ B.
Τότε όµως v ∈ S(B), (αφού S(B) = S(X) και v ∈ S(X)). Συµπεραίνουµε ότι το v είναι
γραµµικός συνδυασµός των διανυσµάτων του B, δηλ.

v = κ1v1 + · · ·+ κmvm, για κάποια vi ∈ B και κi ∈ k όπου 1 ≤ i ≤ m .

Εποµένως
v − κ1v1 − κ2v2 − · · · − κmvm = 0 .

Υπάρχει λοιπόν ένας γραµµικός συνδυασµός διανυσµάτων του X που δίνει το µηδενικό
διάνυσµα, όπου ο συντελεστής του v είναι µη µηδενικός. Αντίστροφα, αν V = S(X) και
υπάρχει µία σχέση της µορφής

κ1v1 + κ2v2 + · · ·+ κmvm = 0 , (3.3.2.1)

µεταξύ των v1, . . . , vn του X, όπου κ1 6= 0, τότε λύνοντας ως προς το v1 και διαιρώντας µε
το κ1, προκύπτει ότι

v1 = −κ2

κ1

v2 − · · · −
κm
κ1

vm .

Εποµένως, όταν και όπου εµφανίζεται το v1, µπορούµε να το αντικαταστήσουµε µε την
προηγούµενη έκφραση. ΄Αρα

V = S(X \ {v1}) .

Για να δηλώσουµε αυτήν την ιδιαιτερότητα, δίνουµε τους εξής ορισµούς.

Ορισµός 3.3.3. ΄Εστω v1, v2, . . . , vm στοιχεία του υποχώρου V του kn. Αν

κ1v1 + κ2v2 + · · ·+ κmvm = 0 , (3.3.3.1)

όπου τουλάχιστον ένα από τα κ1, κ2, . . . , κm ∈ k δεν είναι µηδέν, τότε η (3.3.3.1) λέγεται
(µη µηδενική) σχέση γραµµικής εξάρτησης (linear dependence equation) ανάµεσα στα
v1, v2, . . . , vn και τα διανύσµατα v1, v2, . . . , vn καλούνται γραµµικά εξαρτηµένα (linearly
dependent).

΄Οταν τα v1, v2, . . . , vn είναι γραµµικά εξαρτηµένα, τότε κάθε σύνολο που τα περιέχει
λέγεται γραµµικά εξαρτηµένο σύνολο (linearly dependent set). Παρατηρούµε ότι το 0
είναι γραµµικά εξαρτηµένο, αφού

10 = 0

είναι µη µηδενική σχέση γραµµική εξάρτησης. ∆εν είναι δύσκολο να συµπεράνει κανείς
ότι το 0 είναι το µοναδικό διάνυσµα που είναι (µόνο του) γραµµικά εξαρτηµένο.
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Παρατήρηση 3.3.4. ΄Εστω ότι v1, v2, . . . , vm είναι διανύσµατα του kn και έστω ότι

A =
[
v1 v2 · · · vm

]
.

Τα κ1, κ2, . . . , κm ικανοποιούν την ΄Εκφραση (3.3.3.1) ακριβώς όταν (κ1, κ2, . . . , κm) είναι
λύση τουAX = 0. Σύµφωνα µε την Πρόταση 1.3.4, το σύστηµαAX = 0 έχει µη µηδενική
λύση ακριβώς όταν rank(A) 6= m. Αποδείξαµε λοιπόν το εξής συµπέρασµα.

Τα v1, . . . , vm είναι γραµµικά εξαρτηµένα⇐⇒ rank
([
v1 · · · vm

])
< m.

Θυµίζουµε ότι η ϐαθµίδα ενός πίνακα είναι το πολύ ίση µε τον αριθµό των γραµµών
του πίνακα, ϐλ. Ενότητα 1.2. Εποµένως, αν µας δίνονται m διανύσµατα στον kn και
m > n, τότε τα διανύσµατα είναι µε ϐεβαιότητα γραµµικά εξαρτηµένα.

Αν τα v1, v2, . . . , vn δεν είναι γραµµικά εξαρτηµένα, τότε λέµε ότι είναι γραµµικά
ανεξάρτητα (linearly independent) και ότι το σύνολο {v1, v2, . . . , vm} είναι γραµµικά α-
νεξάρτητο σύνολο (linearly independent set). ΄Εστω ότι v1, . . . , vn ∈ kn είναι γραµµικά
ανεξάρτητα και ότι A =

[
v1 · · · vn

]
. Τότε rank(A) = n και άρα ο A είναι αντιστρέψιµος

πίνακας. Από την Πρόταση 3.2.9, συµπεραίνουµε ότι κάθε διάνυσµα του kn µπορεί να
γραφεί ως γραµµικός συνδυασµός των v1, . . . , vn. Συνοψίζοντας, ισχύει το εξής συµπέρα-
σµα:

Πρόταση 3.3.5. ΄Εστω τα διανύσµατα v1, . . . , vm του kn και A =
[
v1 · · · vm

]
. Ισχύουν

τα εξής :

i) Τα v1, . . . , vm είναι γραµµικά ανεξάρτητα αν και µόνο αν rank(A) = m.

ii) Αν n < m, τότε τα v1, . . . , vm είναι γραµµικά εξαρτηµένα.

iii) Αν n = m, τότε τα v1, . . . , vm είναι γραµµικά ανεξάρτητα αν και µόνο αν detA 6= 0.

iv) Αν n = m και detA 6= 0, τότε S({v1, . . . , vm}) = kn.

Θα εφαρµόσουµε αυτά τα κριτήρια στα επόµενα παραδείγµατα.

Παραδείγµατα 3.3.6.

1. Τα στοιχεία v1 = (1, 2) και v2 = (2, 4) του k2 είναι γραµµικά εξαρτηµένα, αφού
v2 = 2v1 και 2v1 − v2 = 0. Η δυάδα (2,−1) είναι λύση του οµογενούς συστήµατος
AX = 0 όπου A =

[
v1| v2

]
. Στη συνέχεια γράφουµε τον πίνακα A και τη µετάβαση

του σε ελαττωµµένη κλιµακωτή µορφή γραµµών.

A =

[
1 2
2 4

]
−→

[
1 2
0 0

]
.

Είναι ϕανερό ότι rankA = 1.

2. Τα διανύσµατα e1, . . . , en είναι γραµµικά ανεξάρτητα, αφού[
e1| e2| · · · |en

]
= In

και rank(In) = n.
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3. ΄Εστω v1 = (1, 2, 0), v2 = (0, 1, 2), v3 = (2, 5, 2). Τα διανύσµατα v1, v2, v3 είναι
γραµµικά εξαρτηµένα, αφού v3 = 2v1 + v2 και άρα

2v1 + v2 − v3 = 0 . (3.3.6.1)

Στη συνέχεια γράφουµε τον πίνακα A =
[
v1| v2 |v3

]
και τη µετάβαση του σε

ελαττωµµένη κλιµακωτή µορφή γραµµών.

A =

1 0 2
2 1 5
0 2 2

→
1 0 2

0 1 1
0 0 0

 .

Παρατηρούµε ότι οι λύσεις του συστήµατος AX = 0 δίνουν το σύνολο

{(−2t,−t, t) : t ∈ R}

και ότι t = −1 δίνει τη σχέση γραµµικής εξάρτησης (3.3.6.1).

4. Τα διανύσµατα v1 = (1, 2, 2), v2 = (1, 3, 5), v3 = (0, 4, 9) είναι γραµµικά ανεξάρτητα
αφού ο πίνακας

A =

1 1 0
2 3 4
2 5 9


έχει ϐαθµίδα τρία.

΄Εστω, λοιπόν, ότι V = S(B). Πότε είναι το B ϐάση του V ; ΄Εχουµε ήδη εξετάσει τι
πρέπει να συµβαίνει και η επόµενη πρόταση δίνει την πλήρη απάντηση.

Πρόταση 3.3.7. ΄Εστω ότι V = S(B). Το B είναι ϐάση του V αν και µόνο αν τα
στοιχεία του V είναι γραµµικά ανεξάρτητα.

΄Εστω ότι V = S(X). Για να ϐρούµε µία ϐάση για τον V , ϑα εστιάσουµε σε γραµµικά
ανεξάρτητα υποσύνολα B του X έτσι ώστε B ∪ {v} να είναι γραµµικά εξαρτηµένο, για
κάθε v ∈ X \B.

Παράδειγµα 3.3.8. Στο Παράδειγµα 3.3.8.4, είδαµε ότι τα διανύσµατα v1 = (1, 2, 2),
v2 = (1, 3, 5), v3 = (0, 4, 9) είναι γραµµικά ανεξάρτητα. Εποµένως αν D = {v1, v2, v3},
τότε το D είναι ϐάση για τον διανυσµατικό χώρο V = S(D). Ο πίνακας A =

[
v1| v2 |v3

]
είναι αντιστρέψιµος. Εποµένως το σύστηµα AX = B είναι συµβατό για κάθε B. Σύµφωνα
µε την Πρόταση 3.2.9, κάθε διάνυσµα του k3 ανήκει στο χώρο στηλών του A. Αυτό
σηµαίνει ότι κάθε διάνυσµα του k3 ανήκει στον V . Αποδείξαµε λοιπόν ότι

V = k3 και ότι το D είναι ϐάση για τον k3 .

Είναι δυνατόν ο διανυσµατικός υποχώρος V του kn να έχει δύο ϐάσεις µε διαφορετικό
αριθµό στοιχείων ; Ας εξερευνήσουµε λίγο αυτήν την περίπτωση. ΄Εστω ότι B1 = {v} και
ότι B2 = {w1, w2} είναι δύο ϐάσεις του V . Αφού w1 ∈ V και B1 είναι ϐάση του V , έπεται
ότι w1 = t1v. Οµοίως w2 = t2v. Επίσης αφού w2 6= 0 (γιατί ;) έχουµε ότι t2 6= 0. Τότε
όµως

w1 −
t1
t2
w2 = t1v −

t1
t2
t2v = 0
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είναι µία µη µηδενική σχέση γραµµικής εξάρτησης µεταξύ των στοιχείων της ϐάσης B2

και αυτό είναι άτοπο. Αυτή είναι και η ϐασική ιδέα της απόδειξης του επόµενου πολύ
σηµαντικού ϑεωρήµατος. Για την πλήρη απόδειξη, ο αναγνώστης παραπέµπεται στη
ϐιβλιογραφία, ϐλ. για παράδειγµα το σύγγραµµα [2, Ενότητα 2.4].

Θεώρηµα 3.3.9. Κάθε διανυσµατικός υποχώρος του kn έχει µία ϐάση. ΄Ολες οι
ϐάσεις ενός διανυσµατικού υποχώρου έχουν το ίδιο πλήθος στοιχείων.

Ο αριθµός των στοιχείων της ϐάσης είναι εξαιρετικά σηµαντική έννοια.

Ορισµός 3.3.10. ΄Εστω V ένας διανυσµατικός υποχώρος του kn. Το πλήθος των στοιχείων
µίας ϐάσης του V λέγεται διάσταση (dimension) του V και συµβολίζεται dimk(V ).

Η διάσταση του µηδενικού υποχώρου του kn είναι το µηδέν, γιατί δεχθήκαµε ότι το
κενό σύνολο είναι ϐάση αυτού του υποχώρου. Κάθε άλλος υποχώρος έχει διάσταση ένα
ϑετικό ακέραιο, δηλ. αν V 6= 0 τότε dimk(V ) > 0.

Παραδείγµατα 3.3.11.

1. dimk(kn) = n

2. ΄Εστω V υποχώρος του k2. Αν dimk(V ) = 2, τότε V = k2. Αν dimk(V ) = 1, τότε
ο V = S({v}), όπου v 6= 0. Αν dimk(V ) = 0, τότε V = {0}. Αυτοί είναι και οι
µοναδικοί τύποι υποχώρων που έχει ο k2.

3. Οι γνήσιοι υποχώροι του k3 έχουν διάσταση µικρότερη του 3. ΄Εστω V υποχώρος
του k3. Αν dimk(V ) = 0, τότε ο V είναι ο µηδενικός υποχώρος. Αν dimk(V ) = 1,
τότε V = S({v}) όπου v 6= 0. Αν dimk(V ) = 2, τότε V = S({v1, v2}) όπου v1, v2 δεν
είναι παράλληλα διανύσµατα. Αν dimk(V ) = 3, τότε V = k3.

Υπάρχουν δύο ϐασικοί τρόποι για την εύρεση ϐάσης ενός διανυσµατικού υποχώρου V =
S(X) του kn. Τους συνοψίζουµε στους αλγορίθµους (3.3.1) και (3.3.2).

Αλγόριθµος 3.3.1 Αλγόριθµος εύρεσης ϐάσης για τον υποχώρο S(X) ⊂ kn ως υποσύ-
νολο του X.
Είσοδος: X = {v1, . . . , vm} ⊂ kn
΄Εξοδος: Μία ϐάση B για τον S(X) µε B ⊂ X.

Βήµα 1 Θεωρούµε τον n×m πίνακα A =
[
v1 | v2 | · · · | vm

]
.

Βήµα 2 Φέρνουµε τον A σε κλιµακωτή µορφή γραµµών.
Βήµα 3 ΄Εστω ότι οι καθοδηγητικές µονάδες ϐρίσκονται στις στήλες j1, . . . , jt. Τα
διανύσµατα vj1 , . . . , vjt αποτελούν ϐάση του S(X).

Είναι ϕανερό ότι ο αλγόριθµος (3.3.1) δίνει προτεραιότητα επιλογής στα πρώτα κατά
σειρά διανύσµατα. ΄Ετσι αν ϑέλουµε να επιλέξουµε µία ϐάση που να περιέχει κάποια
συγκεκριµένα γραµµικά ανεξάρτητα διανύσµατα, τα γράφουµε ως τις πρώτες στήλες του
A.
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Παράδειγµα 3.3.12. ΄Εστω τα διανύσµατα v1 = (1, 2, 0, 1), v2 = (0, 1, 3,−1), v3 =
(1, 1,−3, 2) και X = {v1, v2, v3}, V = S(X). Θα ϐρούµε µία ϐάση για τον V . Θεω-
ϱούµε τον πίνακα

A =


1 0 1
2 1 1
0 3 −3
1 −1 2

 .
Η κλιµακωτή µορφή γραµµών του πίνακα A είναι ο πίνακας

R =


1 0 1

0 1 −1
0 0 0
0 0 0

 .
Παρατηρούµε ότι οι καθοδηγητικές µονάδες στον πίνακα R ϐρίσκονται στην πρώτη και
δεύτερη στήλη του R. ΄Ετσι {v1, v2} είναι µία ϐάση για τον V και dimR(V ) = 2.

Αφού {v1, v2} είναι ϐάση για τον V , το v3 γράφεται ως γραµµικός συνδυασµός των v1

και v2. Επιθυµούµε, λοιπόν, να ϐρούµε k1, k2 ∈ R έτσι ώστε v3 = k1v1 + k2v2. Για να
ϐρούµε τους συντελεστές k1, k2 αρκεί να λύσουµε το σύστηµα

1 0
2 1
0 3
1 −1

 X =


1
1
−3

2

 . (3.3.12.1)

Παρατηρούµε ότι ο A είναι ο επαυξηµένος πίνακας του συστήµατος (3.3.12.1). Οι λύσεις
προκύπτουν από τον R. Το (1,−1) είναι λύση και άρα

v3 = v1 − v2 .

΄Αρα
v1 − v2 − v3 = 0

είναι µη µηδενική σχέση γραµµικής εξάρτησης των v1, v2, v3. Παροτρύνουµε τον αναγνώ-
στη να παρατηρήσει ότι η τρίτη στήλη του R είναι η διαφορά της δεύτερης στήλης του R
από τη πρώτη και ότι οι αντίστοιχες σχέσεις ισχύουν για τις στήλες του A.

Είναι ϕανερό ότι η ϐάση που ϑα πάρουµε, όταν το X είναι γραµµικά εξαρτηµένο
σύνολο, εξαρτάται από τη διάταξη των στοιχείων του X και των αντίστοιχων στηλών του A.
Η µέθοδος του αλγορίθµου αυτού στηρίζεται στην παρατήρηση ότι η ϐάση του V = S(X)
είναι ένα µέγιστο γραµµικά ανεξάρτητο υποσύνολο του X. ΄Ενα σηµαντικό πλεονέκτηµα
αυτής της µεθόδου είναι ότι η ϐάση που προκύπτει είναι υποσύνολο του X. Είναι επίσης
πολύ εύκολο να ϐρούµε τις σχέσεις γραµµικής εξάρτησης µεταξύ των διανυσµάτων του X
από την ελαττωµένη κλιµακωτή µορφή γραµµών του A.

Παρατήρηση 3.3.13. ΄Εστω ότι S(X) = V και έστω ότι αλλάζουµε κάποιο από τα διανύ-
σµατα του X µε έναν από τους εξής τρόπους :

• αλλάζοντας τη σειρά των διανυσµάτων του X,
• προσθέτοντας σε ένα διάνυσµα του X πολλαπλάσιο ενός άλλου διανύσµατος του X,
• πολλαπλασιάζοντας ένα διάνυσµα του X µε κάποιο 0 6= κ ∈ k.
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Αν X1 είναι το νέο σύνολο που προκύπτει από αυτήν την αλλαγή, τότε είναι εύκολο να
παρατηρήσει κάποιος ότι S(X1) = S(X) = V .

Σε αυτήν την παρατήρηση στηρίζεται η επόµενη µέθοδος εύρεσης ϐάσης του V =
S(X).

Αλγόριθµος 3.3.2 Αλγόριθµος εύρεσης ϐάσης για τον υποχώρο S(X) ⊂ kn σε κλιµα-
κωτή µορφή.
Είσοδος: X = {v1, . . . , vm} ⊂ kn.
΄Εξοδος: Βάση για το διανυσµατικό υποχώρο S(X) του kn.

Βήµα 1 Θεωρούµε τον πίνακα A =
[
v1 | v2 | · · · | vm

]
.

Βήµα 2 Φέρνουµε τον AT σε ελαττωµένη κλιµακωτή µορφή γραµµών R.
Βήµα 3 ΄Εστω ότι t = rank(AT ) και ότι Γ1,Γ2, . . . ,Γt είναι οι µη µηδενικές
γραµµές του R. Τα αντίστοιχα διανύσµατα αποτελούν ϐάση για τον S(X).

Εξαιτίας της ϑέσης των καθοδηγητικών µονάδων, µπορούµε εύκολα να δούµε ότι τα
διανύσµατα µε τις καθοδηγητικές µονάδες δεν µπορούν να προκύψουν από γραµµικούς
συνδυασµούς των υπολοίπων. Η ϐάση που προκύπτει από τον προηγούµενο αλγόριθµο
δεν είναι πάντα υποσύνολο του X. Το πλεονέκτηµα, όµως, αυτής της µεθόδου είναι
ότι τα στοιχεία της ϐάσης είναι σχετικά απλά, αφού οι συντεταγµένες τους έχουν πολλά
µηδενικά.

Παράδειγµα 3.3.14. ΄Εστω V = S(X) ο διανυσµατικός χώρος του Παραδείγµατος 3.3.12.
Τότε

AT =

 1 2 0 1
0 1 3 −1
1 1 −3 2


.

Η ελαττωµένη κλιµακωτή µορφή γραµµών του AT είναι ο πίνακας 1 0 −6 3
0 1 3 −1
0 0 0 0

 .
Εποµένως το σύνολο {(1, 0,−6, 3), (0, 1, 3,−1)} είναι ϐάση του V .

Ασκήσεις Ενότητας 3.3

1. Να εξετάσετε αν τα στοιχεία

u1 = (1, 0, 2, 1), u2 = (0, 0, 2, 4), u3 = (0, 1, 0, 2), u4 = (2, 0, 4, 2)

του R4 είναι γραµµικά ανεξάρτητα. Να δώσετε τις σχέσεις εξάρτησης που υπάρχουν
µεταξύ των διανυσµάτων.

2. ∆ίνονται τα στοιχεία

v1 = (1, 2, 0, 1), v2 = (0, 1, 3,−1), v3 = (1, 1,−3, 2)

του R4. Να ϐρείτε µία σχέση γραµµικής εξάρτησης για τα στοιχεία αυτά και µία
ϐάση για το διανυσµατικό υποχώρο S({v1, v2, v3}) του R3.
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3. Να ϐρείτε µία ϐάση, για κάθε έναν από τους εξής διανυσµατικούς χώρους.

(αʹ) U1 = { (x, y) ∈ R2 / 2x+ y = 0 }.
(ϐʹ) U2 = { (x, y, z) ∈ R3 / x+ y + 3z = 0 }.
(γʹ) U3 = S{(1, 0, 2, 1), (3, 1, 0, 0), (2, 0, 1, 4)}.

3.4 Βάσεις και Γραµµική Ανεξαρτησία, ΙΙ

Στην ενότητα αυτή ϑα χρησιµοποιήσουµε τα συµπεράσµατα της ϑεωρίας µας, για να
αποδείξουµε µία πολύ σηµαντική σχέση που συνδέει τη ϐαθµίδα ενός πίνακα A µε τη
ϐαθµίδα του αναστρόφου AT και µε τη διάσταση του null(A). Θα δούµε, επίσης, πως
συνδέεται η διάσταση του αθροίσµατος µε τη διάσταση της τοµής δύο διανυσµατικών
υποχώρων του Rn. Τέλος, ϑα ορίσουµε τον πίνακα των συντεταγµένων ενός διανύσµατος
ως προς µία διατεταγµένη ϐάση.

΄Εστω A είναι τυχαίος m × n πίνακας και Γ(A) ⊂ Rn, ο χώρος γραµµών του A.
Σύµφωνα µε τον αλγόριθµο (3.3.1), για να ϐρούµε τη ϐάση του Γ(A), γράφουµε τα
διανύσµατα που παράγουν τον Γ(A) ως στήλες, δηλ. ϑεωρούµε τον AT . Σύµφωνα µε
αυτόν τον αλγόριθµο, επιλέγουµε rank(AT ) το πλήθος γραµµές από τις αρχικές γραµµές
του A, για τη ϐάση του Γ(A), δηλ.

dimR (Γ(A)) = rank(AT ) .

Σύµφωνα, όµως, µε τον αλγόριθµο (3.3.2), για τη ϐάση του Γ(A), κρατάµε τον A ως έχει
και τον ϕέρνουµε σε ελαττωµένη κλιµακωτή µορφή γραµµών R. Στη συνέχεια επιλέγουµε
τις µη µηδενικές γραµµές του R για τη ϐάση του Γ(A). Εποµένως η ϐάση του Γ(A)
που επιλέγουµε µε αυτόν τον τρόπο έχει rank(R) = rank(A) στοιχεία. Σύµφωνα µε το
Θεώρηµα 3.5.7, όλες οι ϐάσεις του Γ(A) έχουν το ίδιο πλήθος στοιχείων. ΄Αρα

dimR (Γ(A)) = rank(AT ) = rank(A) .

Η ίδια ανάλυση µπορεί να γίνει και για το χώρο στηλών του A, Σ(A). Συνεπώς

dimR (Σ(A)) = rank(AT ) = rank(A) .

Αποδείξαµε λοιπόν την εξής πρόταση.

Πρόταση 3.4.1. ΄Εστω ο πίνακας A ∈Mm×n(R). Τότε

rank(A) = rank(AT )

και οι διαστάσεις του χώρου γραµµών του A και του χώρου στηλών του A είναι ίσες
µε rank(A).

΄Οπως ϑα δούµε στο επόµενο παράδειγµα, η διαφορά n − rank(A) είναι η διάσταση
του null(A).

Παραδείγµατα 3.4.2. ΄Εστω ο πίνακας

A =

 1 2 0 1
0 1 3 −1
1 1 −3 2

 .
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Η ελαττωµένη κλιµακωτή µορφή γραµµών του A είναι ο πίνακας R, όπου

R =

 1 0 −6 3

0 1 3 −1
0 0 0 0

 .
Αφού οι καθοδηγητικές µονάδες είναι στην πρώτη και δεύτερη στήλη, το σύνολο

{(1, 0, 1), (2, 1, 1)}

είναι ϐάση για το χώρο στηλών του A και κατά συνέπεια είναι ϐάση για το χώρο γραµµών
του AT . Αντίστοιχα, το σύνολο

{(1, 0,−6, 3), (0, 1, 3,−1)}

είναι ϐάση για το χώρο γραµµών του A και για τον χώρο στηλών του AT . ΄Εστω τώρα

v1 = (1, 0, 1), v2 = (2, 1, 1), v3 = (0, 3,−3), v4 = (1,−1, 2)

τα διανύσµατα που αντιστοιχούν στις στήλες του A. Η τρίτη και τέταρτη στήλη του R,
δηλ. οι στήλες του R χωρίς καθοδηγητική µονάδα, µπορούν να γραφούν ως συνδυασµός
των άλλων δύο. Πράγµατι, έστω Σi οι στήλες του R, για i = 1, . . . , 4. Βλέπουµε ότι

Σ3 = −6 Σ1 + 3 Σ2 και Σ4 = 3 Σ1 − Σ2 .

Εποµένως
6 Σ1 − 3 Σ2 − Σ3 = 0 και Σ1 − Σ2 − Σ4 = 0 .

Παρατηρούµε ότι έχουµε αντίστοιχες σχέσεις γραµµικής εξάρτησης για τις στήλες του A
και ότι

6 v1 − 3 v2 − v3 = 0 και v1 − v2 − v4 = 0 .

Αυτό ϐέβαια είναι αναµενόµενο, γιατί όπως είδαµε, στην Παρατήρηση 3.3.4, οι σχέσεις
γραµµικής εξάρτησης µεταξύ των v1, . . . , v4 αντιστοιχούν σε λύσεις του οµογενούς συστή-
µατος AX = 0 που είναι ίδιες µε τις λύσεις του RX = 0 (Πρόταση 1.3.4).

Οι ελεύθερες µεταβλητές ϐρίσκονται στις στήλες τρία και τέσσερα. ΄Αρα

null(A) = {(6z − 3w,−3z + w, z, w) : z, w ∈ R} = {z(6,−3, 1, 0)+

w(−3, 1, 0, 1) : z, w ∈ R} = S ({(6,−3, 1, 0), (−3, 1, 0, 1)}) .

΄Εστω u1 = (6,−3, 1, 0), u2 = (−3, 1, 0, 1). Θα δείξουµε ότι το σύνολο {u1, u2} είναι
ϐάση για τον null(A). Πράγµατι, είναι ϕανερό ότι τα διανύσµατα αυτά δεν είναι το ένα
πολλαπλάσιο του άλλου και άρα u1, u2 είναι γραµµικά ανεξάρτητα. Παρατηρούµε ότι
για το συµπέρασµα αυτό ήταν αρκετό να σηµειώσουµε τις τιµές των u1, u2 στην τρίτη και
τέταρτη συντεταγµένη. Οι τιµές αυτές, 0 στο ένα διάνυσµα και 1 στο άλλο και το ανάπαλιν,
είναι η κύρια αιτία που το ένα διάνυσµα δεν είναι πολλαπλάσιο του άλλου.

Τα προηγούµενα γενικεύονται εύκολα στος εξής συµπέρασµα.

Θεώρηµα 3.4.3. ΄Εστω ο πίνακας A ∈Mm×n(R). Τότε

rank(A) + dimR (null(A)) = n.

Στο επόµενο παράδειγµα ϑα υπολογίσουµε την τοµή δύο διανυσµατικών υποχώρων
του Rn.



Βάσεις και Γραµµική Ανεξαρτησία, ΙΙ 95

Παράδειγµα 3.4.4. Σε αυτό το παράδειγµα ϑα εξετάσουµε τον υπολογισµό της τοµής
δύο διανυσµατικών χώρων. ΄Εστω V = S({v1, v2}) και W = S({w1, w2}) όπου v1 =
(1, 1, 0,−1), v2 = (1, 2, 3, 0), w1 = (1, 2, 2,−2), w2 = (0,−1,−2, 1). Θεωρούµε τον πίνακα
A =

[
v1 v2 w1 w2

]
, δηλ.

A =


1 1 1 0
1 2 2 −1
0 3 2 −2
−1 0 −2 1

 .

Παρατηρούµε ότι Σ(A) = V +W . Η ελαττωµένη κλιµακωτή µορφή γραµµών του A είναι
ο πίνακας R:

R =


1 0 0 1
0 1 0 0
0 0 1 −1
0 0 0 0

 .

Αφού rank(A) = 3, έπεται ότι dimR(V + W ) = 3. Από τη ϑέση των καθοδηγητικών
µονάδων στον R ϐλέπουµε ότι µία ϐάση για τον V +W είναι το σύνολο {v1, v2, w1}. Από
τον πίνακα R µπορούµε επίσης να συµπεράνουµε ότι

w2 = v1 − w1 ⇒ v1 − w1 − w2 = 0⇒ v1 = w1 + w2 .

Εποµένως v1 ∈ W και άρα v1 ∈ V ∩W . Αντίστροφα, κάθε διάνυσµα στην τοµή V ∩W δίνει
µία σχέση γραµµικής εξάρτησης µεταξύ των στηλών του A. Σύµφωνα µε την Παρατήρηση
3.3.4, οι σχέσεις γραµµικής εξάρτησης προκύπτουν από τον null(A). Από τη µορφή του
R όµως, είναι ϕανερό ότι όλες οι σχέσεις γραµµικής εξάρτησης είναι πολλαπλάσια της
σχέσης που ήδη γράψαµε. Εποµένως

V ∩W = S({v1}).

Γενικεύοντας όσα είδαµε στο προηγούµενο παράδειγµα, διατυπώνουµε την εξής πρό-
ταση:

Θεώρηµα 3.4.5. ΄Εστω ότι U και W είναι υποχώροι του kn . Τότε

dimk(U +W ) = dimk(U) + dimk(W )− dimk(U ∩W ) .

Απόδειξη. Θα σκιαγραφήσουµε την απόδειξη. Θεωρούµε τον πίνακα A, όπου οι πρώτες
dimk(U) στήλες του αντιστοιχούν στα διανύσµατα µίας ϐάσης του U και οι επόµενες
dimk(W ) στήλες του αντιστοιχούν στα διανύσµατα µίας ϐάσης του W . ΄Ετσι, συνολικά
ο A έχει n γραµµές και (dimk(U) + dimkW ) στήλες. Φέρνουµε τον A σε ελαττωµένη
κλιµακωτή µορφή γραµµών R. Ο αριθµός των καθοδηγητικών µονάδων του A είναι
ίσος µε dimk(U + W ). Για κάθε στήλη του R χωρίς καθοδηγητική µονάδα υπάρχει µία
εξίσωση που περιγράφει αυτήν τη στήλη ως γραµµικό συνδυασµό των προηγούµενων
στηλών. Η εξίσωση αυτή δίνει µία σχέση γραµµικής εξάρτησης µεταξύ των διανυσµάτων
της ϐάσης του U και της ϐάσης του W . ∆ιαχωρίζοντας τα διανύσµατα της ϐάσης του U
από τη ϐάση του W , προκύπτει ένας συνδυασµός διανυµάτων της ϐάσης του U που είναι
επίσης συνδυασµός διανυµάτων της ϐάσης του W , δηλ. ένα διάνυσµα στην τοµή U ∩W .
Αντίστροφα, κάθε διάνυσµα στην τοµή U∩W δίνει µία σχέση γραµµικής εξάρτησης µεταξύ
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των στηλών του A. Σύµφωνα µε την Παρατήρηση 3.3.4, οι σχέσεις γραµµικής εξάρτησης
προκύπτουν από τον null(A). ΄Ετσι, προκύπτει ότι

dimk(U ∩W ) = dimk (null(A)) .

Εφαρµόζοντας το Θεώρηµα 3.4.3, προκύπτει η Ϲητούµενη σχέση.

Η απόδειξη του Θεωρήµατος 3.4.5 µας επιτρέπει να διατυπώσουµε τον επόµενο αλ-
γόριθµο εύρεσης ϐάσης για τους υποχώρους U + W και U ∩ W . Σηµειώνουµε ότι
dimk(U +W ) ≥ dimk(U) και ότι dimk(U +W ) = dimk(U) αν και µόνο αν W ⊂ U .

Αλγόριθµος 3.4.1 Αλγόριθµος εύρεσης ϐάσεων για τους υποχώρους U +W και U ∩W
του kn.
Είσοδος: Βάσεις {v1, . . . , vm}, {w1, . . . , wr} για τους U και W αντίστοιχα.
΄Εξοδος: Βάσεις για τους U +W , U ∩W .

Βήµα 1 Θεωρούµε τον n× (m+ r) πίνακα A =
[
v1 · · · vm w1 · · · wr

]
.

Βήµα 2 Φέρνουµε τον A σε ελαττωµένη κλιµακωτή µορφή γραµµών R.
Βήµα 3 ΄Εστω ότι οι καθοδηγητικές µονάδες ϐρίσκονται στις στήλες i1, . . . , it,
όπου t = rank(A). Για τη ϐάση του U+W , επιλέγουµε τα αντίστοιχα διανύσµατα
από το σύνολο {v1, . . . , vm, w1, . . . , wr}.
Βήµα 4 Αν µία στήλη του R δεν έχει καθοδηγητική µονάδα, τότε γράφουµε
τη στήλη ως γραµµικό συνδυασµό των στηλών µε καθοδηγητική µονάδα. Α-
ποκόπτουµε το συνδυασµό που αφορά τις πρώτες m στήλες και γράφουµε τον
αντίστοιχο συνδυασµό των {v1, . . . , vm}. Επαναλαµβάνουµε για όλες τις στήλες
χωρίς καθοδηγητική µονάδα. Τα διανύσµατα που προκύπτουν από αυτήν τη
διαδικασία είναι ϐάση για τον U ∩W .

Παράδειγµα 3.4.6. ΄Εστω U ο χώρος που παράγεται από τα διανύσµατα v1 = (1, 0, 0),
v2 = (0, 1, 0) και W ο χώρος που παράγεται από τα διανύσµατα w1 = (1, 1, 0), w2 =
(0, 0, 1). Τότε ο πίνακας

A =

1 0 1 0
0 1 1 0
0 0 0 1


είναι ήδη σε ελαττωµένη κλιµακωτή µορφή γραµµών. Αφού rankA = 3, έπεται ότι
dimR(U+W ) = 3 και εποµένως U+W = R3. Παρατηρούµε ότι οι καθοδηγητικές µονάδες
του A είναι στη πρώτη, δεύτερη και τέταρτη στήλη και ότι τα αντίστοιχα διανύσµατα
v1, v2, w2 είναι η συνήθης κανονική ϐάση του R3. Αφού dimR(U +W ) = 3, έπεται ότι

dimR(U ∩W ) = 4− 3 = 1 .

Η τρίτη στήλη του A δεν έχει καθοδηγητική µονάδα. Εποµένως

Σ3 = Σ1 + Σ2

και w3 = v1 + v2. ΄Αρα U ∩W = S({v1 + v2}).

Σε κάποιες περιπτώσεις µας ενδιαφέρει να επεκτείνουµε τη ϐάση ενός υποχώρου σε
ϐάση ολόκληρου του kn. Σηµειώνουµε τον εξής αλγόριθµο για αυτές τις περιπτώσεις.



Βάσεις και Γραµµική Ανεξαρτησία, ΙΙ 97

Αλγόριθµος 3.4.2 Αλγόριθµος επέκτασης ϐάσης του U σε ϐάση του kn.
Είσοδος: Βάση {v1, . . . , vm} για τον U .
΄Εξοδος: Μία ϐάση D για τον kn τέτοια ώστε {v1, . . . , vm} ⊂ D.

Βήµα 1Θεωρούµε τον n×(m+n) πίνακαA =
[
v1 | · · · | vm | e1 | · · · | en

]
,

όπου e1, . . . , en τα στοιχεία της κανονικής ϐάσης του kn.
Βήµα 2 Φέρνουµε τον A σε ελαττωµένη κλιµακωτή µορφή γραµµών R.
Βήµα 3 ΄Εστω ότι οι καθοδηγητικές µονάδες ϐρίσκονται στις στήλες i1, . . . , in.
Επιλέγουµε τα αντίστοιχα διανύσµατα από το σύνολο {v1, . . . , vm, e1, . . . , er}.

Παράδειγµα 3.4.7. ΄Εστω v = (1, 1, 0) και W = S({v}). Το {v} είναι ϐάση για το W .
Θα επεκτείνουµε τη ϐάση του W σε µία ϐάση του R3. Αφού {e1, e2, e3} παράγει τον R3,
κάθε υπερσύνολο του {e1, e2, e3} παράγει τον R3. Εποµένως το σύνολο X = {v, e1, e2, e3}
παράγει τον R3. Θα χρησιµοποιήσουµε τον Αλγόριθµο (3.4.2). Αφού

A =

1 1 0 0
1 0 1 0
0 0 0 1

→ · · · →
1 0 1 0

0 1 −1 0
0 0 0 1

 ,

έπεται ότι το σύνολο {v, e1, e3} είναι ϐάση για τον R3.

΄Εστω V ένας διανυσµατικός υποχώρος του kn, διάστασηςm, και έστω B µία διατεταγ-
µένη ϐάση του V : B = (v1, . . . , vm). Θα αποδείξουµε ότι κάθε διάνυσµα του V γράφεται
µε µοναδικό τρόπο ως συνδυασµός των στοιχείων της B. ΄Εστω, λοιπόν, v ∈ V . Αφού B
είναι ϐάση του V , υπάρχουν κ1, . . . , κn ∈ k έτσι ώστε

v = κ1v1 + · · ·+ κmvm . (3.4.7.1)

΄Εστω επίσης ότι :
v = κ′1v1 + · · ·+ κ′mvm. (3.4.7.2)

Αφαιρώντας τη σχέση (3.4.7.2) από τη σχέση (3.4.7.1) προκύπτει ότι

0 = (κ1 − κ′1)v1 + · · ·+ (κm − κ′m)vm .

Αφού το B είναι γραµµικά ανεξάρτητο σύνολο, η σχέση αυτή πρέπει να είναι η µηδενική.
Εποµένως κi = κ′i, για i = 1, . . . ,m. Αυτό σηµαίνει ότι οι συντελεστές κ1, . . . , κm ∈ k της
σχέσης (3.4.7.1) είναι µοναδικοί. Αποδείξαµε λοιπόν το εξής συµπέρασµα:

Αν B = (v1, . . . , vm) είναι µία διατεταγµένη ϐάση του V , τότε κάθε v ∈ V µπορεί
να γραφεί µε µοναδικό τρόπο ως v = κ1v1 + · · ·+ κmvm.

Ο m × 1 πίνακας
[
κ1 · · · κm

]T λέγεται πίνακας των συντεταγµένων (coordinate
matrix) του v ως προς τη ϐάση B = (v1, . . . , vm) και συµβολίζεται µε CB(v). Τονίζουµε
ότι ο πίνακας CB(v) έχει m γραµµές, όπου m είναι η διάσταση του V , παρότι v ∈ kn.
Αντίστροφα, αν

CB(v) =
[
κ1 · · · κm

]T τότε v = κ1v1 + · · ·+ κmvm .

Από τα προηγούµενα και την Πρόταση 3.2.9 προκύπτει το εξής αποτέλεσµα:
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Αν το v ∈ V και B = (v1, . . . , vm) είναι διατεταγµένη ϐάση του V , τότε ο CB(v)
προκύπτει ως η µοναδική λύση του συστήµατος AX = [v], όπου A =

[
v1 · · · vm

]
.

Στα παραδείγµατα που ακολουθούν υπολογίζουµε πίνακες συντεταγµένων σε διάφορες
περιπτώσεις.

Παραδείγµατα 3.4.8.

1. ΄Εστω v = (1, 1), B = {v} και V = S(B). Το διάνυσµα w = (3, 3) ανήκει στον
V και CB(w) = [3], αφού w = 3v. ΄Εστω τώρα τα σύνολα B1 = {(1/2, 1/2)},
B2 = {(−1,−1)} και B3 = {w}. Τότε το Bi είναι ϐάση του V , για i = 1, . . . , 3.
Είναι εύκολο να διαπιστώσει κανείς ότι

CB1(w) = [6], CB2(w) = [−3], CB3(w) = [1] ,

ενώ
CB(v) = [1], CB1(v) = [2], CB3(v) = [1/3].

2. ΄Εστω B =
(
e1, e2

)
η κανονική ϐάση του R2 και v = (1, 2) ∈ R2. Τότε

CB(e1) =

[
1
0

]
, CB(e2) =

[
0
1

]
, CB(v) =

[
1
2

]
.

αφού
e1 = 1 e1 + 0 e2, e2 = 0 e1 + 1 e2, v = 1 e1 + 2 e2 .

3. ΄Εστω τώρα η διατεταγµένη ϐάση D =
(
e1, w

)
του R2, όπου w = (0,−1) και v =

(1, 2), όπως προηγουµένως. Τότε

CD(e1) =

[
1
0

]
, CD(e2) =

[
0
−1

]
, CD(v) =

[
1
−2

]
,

αφού
e1 = 1 e1 + 0w, e2 = 0 e1 − 1w, v = 1 e1 − 2w .

4. ΄Εστω v = (1, 1) και w = (2, 3). Το σύνολο B =
(
v, w

)
είναι ϐάση για τον C2.

Θα ϐρούµε τις συντεταγµένες του (4, 5i) ως προς αυτήν τη ϐάση. Θέλουµε να
γράψουµε το (4, 5i) ως συνδυασµό των v, w. Παίρνουµε τον πίνακα µε στήλες τα
τρία διανύσµατα και τον ϕέρνουµε σε ελαττωµένη κλιµακωτή µορφή γραµµών.[

1 2 4
1 3 5i

]
→ · · · →

[
1 0 −4− 10i
0 1 −4 + 5i

]
.

΄Αρα (4, 5i) = (−4− 10i)v + (−4 + 5i)w και

CB(4, 5i) =

[
−4− 10i
−4 + 5i

]
.

5. ΄Εστω η ϐάση B = (v, w) του επιπέδου E στον R3 που δίνεται από την εξίσωση
x + y − z = 0 στον R3, όπου v = (1, 0, 1) και w = (0, 1, 1). Το διάνυσµα u =
(2, 2, 4) ∈ E και αφού  1 0 2

0 1 2
1 1 4

→ · · · →
 1 0 2

0 1 2
0 0 0

 ,
έπεται ότι CB(u) =

[
2 2

]T .
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΄Εστω τώρα ότι V είναι διανυσµατικός υποχώρος του Rn. Κάθε γραµµικός συνδυασµός
διανυσµάτων του V ανήκει στο V . ΄Εστω, λοιπόν, ότι D είναι µία διατεταγµένη ϐάση του
V και ότι u1, . . . , ut είναι τυχαία διανύσµατα του V , ενώ κ1, . . . , κt τυχαία στοιχεία του R.
Είναι εύκολο να επιβεβαιώσει κανείς ότι

CD(κ1u1 + · · ·+ κtut) = κ1CD(u1) + · · ·+ κtCD(ut) .

∆ηλώνουµε την παρατήρηση αυτή ως εξής :

κ1CD(u1) + · · ·+ κtCD(ut) =
[
CD(u1) · · · CD(ut)

] κ1

...
κt

 =

CD(κ1u1 + · · ·+ κtut) .

Η παρατήρηση αυτή ϑα ϕανεί ιδιαίτερα χρήσιµη στη συνέχεια.

Ασκήσεις Ενότητας 3.4

1. ∆ίνονται οι υποχώροι V και W του R-διανυσµατικού χώρου R5 µε dimRV = 3 και
dimRW = 3. Να αποδείξετε ότι υπάρχει στοιχείο v 6= 0 του R5 τέτοιο ώστε v ∈ V ∩U .

2. Να ϐρείτε µία ϐάση για τους υποχώρους U + V και U ∩W του R4, όπου

U = S({(1, 0, 2, 1), (1, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0)}

και
W = S({(0, 0, 2, 1), (2, 2, 0, 0), (0, 0, 0, 1)}.

3. Να ϐρείτε CB(e1) και CB(e2) όταν

(αʹ) B = (e1, e2),

(ϐʹ) B = (e2, e1),

(γʹ) B = ((1,−1), (0, 2)).

4. ΄Εστω D = (v1, v2) διατεταγµένη ϐάση του R2. Να ϐρείτε CD(5w1 − w2) όταν

CD(w1) =

[
2
3

]
, CD(w2) =

[
4
5

]
.

5. Να ϐρείτε το διάνυσµα v ∈ R3 µε CB(v) =
[
1 1 2

]T , όταν
(αʹ) B = (e1, e2, e3).

(ϐʹ) B = (e1 + e2, e3, e2).

6. ΄Εστω η διατεταγµένη ϐάση D = ((1, 0, 1), (0, 1, 0)) για το επίπεδο U = {(x, y, z) :
x−z = 0}. Να ϐρεθεί ο πίνακας των συντεταγµένων των w1 = (2, 2, 2) και w2(2, 5, 2)
ως προς τη D.
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7. Να ϐρείτε µία ϐάση για τους Γ(A), Σ(A) και null(A) όπου

A =

[
1 1 1 2 3
2 2 2 5 6

]
∈M2×5(k) .

Να ερµηνεύσετε τα στοιχεία της ϐάσης του null(A) ως σχέσεις εξάρτησης των στηλών
του A.

8. Για κάθεm×n πίνακα A και n×k πίνακα B µε συντελεστές από το k, να αποδείξετε
ότι dimk null(AB) ≥ dimk null(B).

9. Για κάθε m × n πίνακα A και n × k πίνακα B, να αποδείξετε ότι rank(AB) ≤
min(rank(A), rank(B)). (Υπόδειξη : Να χρησιµοποήσετε την προηγούµενη άσκηση,
το Θεώρηµα 3.4.3 και την Πρόταση 3.4.1.)

3.5 k-∆ιανυσµατικοί Χώροι

Στις προηγούµενες ενότητες αυτού του κεφαλαίου µελετήσαµε τον kn και τους υποχώρους
του. Ο παρατηρητικός αναγνώστης ίσως έχει εντοπίσει τις οµοιότητες µεταξύ των ιδιοτή-
των που περιγράφονται στον Πίνακα 3.2.1 και στις ιδιότητες του συνόλου τωνMn×m(k)
πινάκων όπως περιγράφονται στις Προτάσεις 2.1.4 και 2.1.9. Η ανάλυση για τους υπο-
χώρους και τις ϐάσεις στηρίχθηκε σε αυτές τις ιδιότητες. ΄Ετσι εύλογα γενικεύουµε το
προηγούµενο έργο µας.

Ορισµός 3.5.1. ΄Εστω V ένα σύνολο µε µία πράξη πρόσθεσης (V ×V → V ) και µία πράξη
ϐαθµωτού πολλαπλασιασµού (k× V → V ). Το V λέγεται διανυσµατικός χώρος επάνω
από το k ή για συντοµία k-διανυσµατικός χώρος (k-vector space) αν ικανοποιούνται οι
εξής ιδιότητες :

i. v + (u+ w) = (v + u) + w, για όλα τα v, u, w ∈ V .

ii. Υπάρχει µοναδικό 0 ∈ V , έτσι ώστε 0 + v = v = v + 0, για κάθε v ∈ V .

iii. Για κάθε v ∈ V , υπάρχει µοναδικό −v ∈ V , έτσι ώστε −v + v = 0 = v + (−v).

iv. v + u = u+ v για όλα τα v, u ∈ V .

v. κ(v + u) = κv + κu για κάθε κ ∈ k και όλα τα v, u ∈ V
(κ+ λ)v = κv + λv, για όλα τα κ, λ ∈ k και κάθε v ∈ V .

vi. κ(λv) = (κλ)v, για όλα τα κ, λ ∈ k και v ∈ V .

vii. 1v = v, για κάθε v ∈ V .

Παραδείγµατα 3.5.2.

1. ΄Οπως είδαµε ο kn είναι k-διανυσµατικός χώρος για κάθε n ∈ N.

2. Το σύνολο Mn×m(k) είναι k-διανυσµατικός χώρος µε τη συνήθη πρόσθεση και
σκαλιανό πολλαπλασιασµό.
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3. ΄Εστω k[x] το σύνολο των πολυωνύµων µε συντελεστές από το k. Αν f(x), g(x) ∈
k[x], τότε ορίζουµε το άθροισµα (f + g)(x) ως το πολυώνυµο f(x) + g(x). Αν
f(x) =

∑
i aix

i ∈ k[x] και c ∈ k, τότε ορίζουµε το ϐαθµωτό γινόµενο r · f(x) ως το
πολυώνυµο

∑
i(cai)x

i. Ο k[x] είναι k-διανυσµατικός χώρος.

4. ΄Εστω RR το σύνολο των πραγµατικών συναρτήσεων, δηλ. των συναρτήσεων από το R
στοR. Αν f, g ∈ V , τότε ορίζουµε το άθροισµα f+g ως τη συνάρτηση f+g : R→ R,
όπου (f + g)(a) = f(a) + g(a), για a ∈ R. Αν f ∈ V και r ∈ R, τότε ορίζουµε το
ϐαθµωτό γινόµενο r · f ως τη συνάρτηση r · f : R→ R, όπου (r · f)(a) = f(ra), για
a ∈ R. Ο V είναι R-διανυσµατικός χώρος.

5. Το σώµα των µιγαδικών αριθµών είναι R-διανυσµατικός χώρος, µε τη συνήθη πρό-
σθεση και (ϐαθµωτό) πολλαπλασιασµό.

Στη συνέχεια γενικεύουµε την έννοια του διανυσµατικού υποχώρου.

Ορισµός 3.5.3. ΄Ενα µη κενό υποσύνολο U του V λέγεται k-διανυσµατικός υποχώρος
( k-subspace) του V αν

i. u+ w ∈ U , για όλα τα u,w ∈ U ,

ii. cu ∈ U , για κάθε u ∈ U και κάθε c ∈ k,

Είναι εύκολο να δείξει κανείς την εξής πρόταση.

Πρόταση 3.5.4. Το µη κενό υποσύνολο U του V είναι k-διανυσµατικός υποχώρος αν και
µόνο αν U είναι k-διανυσµατικός χώρος.

Για κάθε έναν από τους διανυσµατικούς υποχώρους του προηγούµενου παραδείγµα-
τος, ϑα δώσουµε παραδείγµατα υποχώρων.

Παραδείγµατα 3.5.5.

1. Οι υποχώροι του kn είναι οι k-διανυσµατικοί υποχώροι.

2. Το σύνολο των πολυωνύµων στον k[x] που έχουν ϐαθµό ≤ m είναι k-διανυσµατικός
υποχώρος του k[x].

3. Το σύνολο των διαγώνιων n×n πινάκων µε συντελεστές από το k είναι k-διανυσµατικός
υποχώρος τουMn(k). Το ίδιο και τα σύνολα των άνω και κάτω τριγωνικών πινάκων.

4. Το σύνολο των συνεχών πραγµατικών συναρτήσεων είναι k-διανυσµατικός υποχώρος
του RR.

5. Ο R είναι R-διανυσµατικός υποχώρος του C.

΄Εστω X ένα υποσύνολο του k-διανυσµατικού χώρου V . Τότε

S(X) = { κ1x1 + · · ·+ κsxs : κj ∈ k, xj ∈ X, 1 ≤ j ≤ s, s ∈ N}.

Καλούµε τον αναγνώστη να παρατηρήσει ότι το s στην περιγραφή του S(X) δεν εί-
ναι κάποιος σταθερός ϕυσικός αριθµός, αλλά είναι µεταβλητή και επιτρέπεται να πάρει
οποιαδήποτε τιµή από το N. Τα στοιχεία του S(X) είναι γραµµικοί συνδυασµοί των στοι-
χείων του X µε συντελεστές από το k. Στην περίπτωση που X = ∅, τότε S(X) = {0}.
Εύκολα αποδεικνύεται η εξής πρόταση.
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Πρόταση 3.5.6. Το υποσύνολο U του V είναι k-διανυσµατικός υποχώρος του V αν και
µόνο αν υπάρχει X ⊂ V έτσι ώστε U = S(X)

Τονίζουµε ότι αν ο V είναι k-διανυσµατικός χώρος, τότε

0v = 0 .

Αν και στον kn η σχέση αυτή ήταν προφανής, για γενικούς διανυσµατικούς χώρους χρήζει
απόδειξης. Πράγµατι, σύµφωνα µε τον Ορισµό 3.5.1 (Ιδιότητα v) προκύπτει ότι

0v + 0v = (0 + 0)v = 0v,

ενώ από την µοναδικότητα του 0 (Ιδιότητα ii.), προκύπτει ότι

0v = 0.

Τα v1, v2, . . . , vm του V λέγονται γραµµικά ανεξάρτητα (linearly independent) αν δεν
υπάρχει µη µηδενική σχέση γραµµικής εξάρτησης µεταξύ των v1, v2, . . . , vn, δηλ. αν

κ1v1 + κ2v2 + · · ·+ κmvm = 0 ,

τότε κ1 = κ2 = . . . = κm = 0. Μία ϐάση (basis) του k-διανυσµατικού χώρου V είναι ένα
υποσύνολο B του V έτσι ώστε V = S(B) και τα στοιχεία του V να είναι γραµµικά ανε-
ξάρτητα. Αποδεικνύεται (σχεδόν) όπως και για τους υποχώρους του kn το εξής ϑεώρηµα.

Θεώρηµα 3.5.7. ΄Εστω V ένας k-διανυσµατικός χώρος. Ο V έχει µία ϐάση. Αν µία ϐάση
του V είναι πεπερασµένο σύνολο, τότε όλες οι ϐάσεις του V έχουν το ίδιο πλήθος στοιχείων.

Αν ο V έχει µία πεπερασµένη ϐάση, τότε ο πλήθος των στοιχείων της λέγεται k- διά-
σταση (k- dimension) του V και συµβολίζεται dimk(V ). Αν ο V έχει µία άπειρη ϐάση,
τότε λέµε ότι V έχει άπειρη διάσταση και γράφουµε dimk(V ) =∞.

Παραδείγµατα 3.5.8.

1. dimk(kn) = n.

2. Το σύνολο B = {1, i} είναι µία ϐάση για τον R-διανυσµατικό χώρο C. Πράγµατι
C = {a+ bi : α, b ∈ R}. Αφού a+ bi = a · 1 + b · i ϐλέπουµε ότι C = S(B). Επίσης
a+ bi = 0⇔ a = b = 0. ΄Αρα τα 1, i είναι γραµµικά ανεξάρτητα. Εποµένως B είναι
ϐάση για το C και dimR(C) = 2. Παρατηρούµε ότι dimCC = 1.

3. Μία ϐάση του R[x] είναι το άπειρο σύνολο

{1, x, x2, . . . , }

και dimRR[x] =∞.

4. Θα γράψουµε µία ϐάση για τον k-διανυσµατικό χώροM2×3(k) και ϑα δείξουµε ότι
dimk(M2×3(k)) = 6. Θεωρούµε τους εξής έξι πίνακες :

E1 =

[
1 0 0
0 0 0

]
, E2 =

[
0 1 0
0 0 0

]
, E3 =

[
0 1 0
0 0 0

]
,
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E4 =

[
0 0 0
1 0 0

]
, E5 =

[
0 0 0
0 1 0

]
, E6 =

[
0 0 0
0 0 1

]
.

Είναι εύκολο να δει κανείς ότι ένας τυχαίος πίνακας τουM2×3(k) είναι γραµµικός
συνδυασµός των πινάκων αυτών αφού[

a b c
d e f

]
= aE1 + bE2 + cE3 + dE4 + eE5 + fE6 .

Είναι επίσης εύκολο να δείξει κανείς ότι οι πίνακες E1, . . . , E6 είναι γραµµικά ανε-
ξάρτητα στοιχεία τουM2×3(k), αφού

κ1E1 + · · ·+ κ6Em = 0⇒
[
κ1 κ2 κ3

κ4 κ5 κ6

]
=

[
0 0 0
0 0 0

]
και άρα κ1 = κ2 = · · · = κ6 = 0. Εποµένως {E1, . . . , E6} είναι ϐάση για τον
M2×3(k).

Στο επόµενο κεφάλαιο ϑα δείξουµε ότι από αλγεβρική σκοπιά δεν µπορούµε να ξεχω-
ϱίσουµε δύο διανυσµατικούς χώρους που έχουν την ίδια διάσταση επάνω από το k. ΄Ετσι,
αρκεί να µελετήσουµε έναν από αυτούς για να ϐγάλουµε συµπεράσµατα για όλους. ΄Εστω
B = (v1, . . . , vm) µία διατεταγµένη ϐάση (ordered basis) του k-διανυσµατικού χώρου
V , δηλ. µία ϐάση που είναι διατεταγµένο σύνολο. Αν

v = κ1v1 + · · ·+ κmvm ,

τότε οι συντελεστές κ1, . . . , κm ∈ R είναι µοναδικοί και ο m× 1 πίνακας

CB(v) =

 κ1

...
κm

 ,
λέγεται πίνακας των συντεταγµένων (coordinate matrix) του v ως προς τη ϐάση B.

Παραδείγµατα 3.5.9.

1. ΄Εστω B = (E1, . . . , E6) και B′ = (E2, E1, E3, . . . , E6) δύο διατεταγµένες ϐάσεις του

M2×3(k) όπου τα E1, . . . , E6 είναι όπως στο Παράδειγµα 3.5.8.4. Αν A =

[
1 2 5
0 2 8

]
τότε

CB(A) =


1
2
5
0
2
8

 και CB′(A) =


2
1
5
0
2
8

 .

2. ΄Εστω E = {(x, y, x + y) : x, y ∈ R2} το επίπεδο στον R2 µε διατεταγµένη ϐάση

B = ((1, 0, 1), (0, 1, 1)). Τότε για το v = (2, 1, 3) ∈ E ισχύει ότι CB(v) =

[
2
1

]
.
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Σηµειώνουµε την επόµενη σηµαντική παρατήρηση, για τα w,w1, . . . , wt ∈ V .

Αν w = κ1w1 + · · ·+ κtwt, τότε CB(w) = κ1CB(w1) + · · ·+ κ1CB(wt).

Ειδικότερα, αν
κ1w1 + · · ·+ κtwt = 0,

τότε

κ1CB(w1) + · · ·+ κ1CB(wt) =

0
...
0

 .
Το αντίστροφο επίσης ισχύει. Σηµειώνουµε, λοιπόν, το επόµενο συµπέρασµα.

Πρόταση 3.5.10. ΄Εστω B µία διατεταγµένη ϐάση του k-διανυσµατικού χώρου W ,
όπου dimkW = m. Τότε :

i) Τα διανύσµατα w1, . . . , wt ∈ W είναι γραµµικά εξαρτηµένα αν και µόνο αν οι
στήλες CB(w1), . . . , CB(wt) ∈Mm×1(k) είναι γραµµικά εξαρτηµένες.

ii) Τα διανύσµατα w1, . . . , wt ∈ W είναι γραµµικά ανεξάρτητα αν και µόνο αν οι
στήλες CB(w1), . . . , CB(wt) ∈Mm×1(k) είναι γραµµικά ανεξάρτητες.

Ασκήσεις Ενότητας 3.5

1. Να αποδείξετε ότι το σύνολο των πολυωνύµων µε συντελεστές από το R που έχουν
ϐαθµό 6 δεν είναι υποχώρος του R[x]. Να αποδείξετε ότι το σύνολο {1, x, . . . , x6}
είναι ϐάση για τον υποχώρο των πολυωνύµων µε συντελεστές από το R που έχουν
ϐαθµό ≤ 6. Να γενικεύσετε για τον υποχώρο των πολυωνύµων µε συντελεστές από
το R που έχουν ϐαθµό ≤ m.

2. Να ϐρείτε µία ϐάση για τονMn×m(k) και να αποδείξετε ότι

dimk (Mn×m(k)) = nm.

3. Να ϐρείτε µία ϐάση για το χώρο των διαγωνίων n× n πινάκων και να αποδείξετε ότι
έχει διάσταση n.

4. Να ϐρείτε µία ϐάση για το χώρο των άνω τριγωνικών 2×2 πινάκων και να αποδείξετε
ότι έχει διάσταση 3. Να γενικεύσετε για το χώρο των άνω τριγωνικών n×n πινάκων.

3.6 Σύντοµα Ιστορικά Στοιχεία

Η Καρτεσιανή Γεωµετρία ανακαλύφθηκε το 1636 από τους Γάλλους µαθηµατικούς Fer-
mat (1601-1665) και Descartes (1596-1650) και επηρέασε ϐαθιά την εξέλιξη των µα-
ϑηµατικών. Ενάµιση αιώνα αργότερα, το 1804, µε το έργο του Βοηµού µαθηµατικού
Bolzano (1782-1848) εµφανίστηκαν οι απαρχές της ϑεωρίας των διανυσµάτων. Ο Bolza-
no εισάγει την ιδέα των πράξεων σε ευθείες και επίπεδα χωρίς αναφορά σε συγκεκριµένο
σύστηµα συντεταγµένων, όπως επέβαλε έως τότε η αναλυτική Καρτεσιανή Γεωµετρία.

https://en.wikipedia.org/wiki/Pierre_de_Fermat
https://en.wikipedia.org/wiki/Pierre_de_Fermat
https://en.wikipedia.org/wiki/Ren%C3%A9_Descartes
https://en.wikipedia.org/wiki/Bernard_Bolzano
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Η ιδέα για τους διανυσµατικούς χώρους εµφανίστηκε αχνά στη δουλειά του Γερµανού
µαθηµατικού Möbius (1790-1868) µε κατευθυνόµενα ευθύγραµµα τµήµατα το 1827 και
το 1828. Ο Ελβετός λογιστής στο επάγγελµα και ερασιτέχνης µαθηµατικός Argand (1768-
1822) το 1814 παρουσίασε τους µιγαδικούς αριθµούς ως Ϲεύγη πραγµατικών αριθµών,
δηλ. αντιµετώπισε τον C ως R-διανυσµατικό χώρο διάστασης 2, αν και ο όρος διανυσµα-
τικός χώρος δεν είχε ακόµα εφευρεθεί. Ο Ιρλανδός µαθηµατικός Hamilton (1805-1865)
ανακάλυψε τον τετραδιάστατο διανυσµατικό χώρο των τετραδικών αριθµών το 1843 και
από την χαρά του, χάραξε την ανακάλυψή του σε έναν ϐράχο κατά τη διάρκεια του περι-
πάτου που έκανε µαζί µε τη γυναίκα του στη γέφυρα του Broome. Στο έργο του Πολωνού
µαθηµατικού Grassman (1809-1877) το 1844 οφείλουµε τους κανόνες που ορίζουν τους
διανυσµατικούς χώρους. Το έργο αυτό ϕαίνεται να χρησιµοποίησε ο Γάλλος µαθηµατικός
Cauchy (1789-1857) το 1853 χωρίς αναφορά στον Grassman.

Ο πρώτος που έδωσε τον αξιωµατικό ορισµό των διανυσµατικών χώρων είναι ο Ιταλός
µαθηµατικός Peano (1858-1932) το 1888. Εκτός του ορισµού, ο Peano αποδεικνύει ότι
κάθε διανυσµατικός πεπερασµένης διάστασης έχει µία ϐάση και δίνει παραδείγµατα δια-
νυσµατικών χώρων άπειρης διάστασης. Για περισσότερα ιστορικά στοιχεία παραπέµπουµε
στα συγγράµµατα [3] και [4].
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Κεφάλαιο 4

Γραµµικές Συναρτήσεις

Στο κεφάλαιο αυτό ϑα µελετήσουµε µία ειδική κατηγορία συναρτήσεων µεταξύ των k-
διανυσµατικών χώρων. Θα δούµε ότι οι συναρτήσεις αυτές καθορίζονται πλήρως από τις
τιµές που λαµβάνουν τα στοιχεία των ϐάσεων. Για να τις µελετήσουµε ϑα αντιστοιχήσουµε
πίνακες σε αυτές τις συναρτήσεις και ϑα χρησιµοποιήσουµε τα συµπεράσµατά µας από
τη ϑεωρία πινάκων (Κεφάλαιο 2) .

4.1 Γραµµικές Συναρτήσεις, Ι

΄Εστω V , W δύο k-διανυσµατικοί χώροι. Η δοµή που έχουν αυτοί οι χώροι είναι σηµα-
ντική. Ποιές είναι, λοιπόν, οι ιδιότητες που επιθυµούµε να έχουν οι καλές συναρτήσεις
f : V → W ; ∆εν ϑέλει πολύ σκέψη για να αποφασίσουµε ότι ϑέλουµε οι ευθείες του V
να απεικονίζονται σε ευθείες του W . Αφού, λοιπόν, οι ευθείες στο V περιγράφονται ως
πολλαπλάσια ενός διανύσµατος, ϑέλουµε για κάθε v ∈ V να ισχύει ότι

f(κv) = κf(v), για κ ∈ k .

Σε αυτήν την ιδιότητα οφείλουν οι γραµµικές συναρτήσεις το όνοµά τους. Η άλλη ιδιότητα
των καλών συναρτήσεων σχετίζεται µε το άθροισµα των διανυσµάτων. Αθροίσµατα στον V
οφείλουν να απεικονίζονται σε αθροίσµατα στον W . Εποµένως απαιτούµε

f(v + u) = f(v) + f(u)

για οποιαδήποτε δύο διανύσµατα v, u ∈ V .

Ορισµός 4.1.1. ΄Εστω V , W δύο k-διανυσµατικοί χώροι. Μία συνάρτηση f : V → W
λέγεται γραµµική συνάρτηση ( linear transformation) αν

i. f(v + u) = f(v) + f(u),

ii. f(κv) = κf(v),

για όλα τα κ ∈ k, v, u ∈ V . Ισοδύναµα η συνάρτηση f : V → W είναι γραµµική συνάρτηση
αν και µόνο αν

f(k · v + t · u) = k · f(v) + t · f(w), k, t ∈ k, v, w ∈ V.

Στο επόµενο σχήµα ϑα επιχειρήσουµε να δώσουµε τη γεωµετρική εποπτεία για µία
γραµµική συνάρτηση f : R2 → R3. Αφού ευθείες του R2 απεικονίζονται σε ευθείες του R3

και αθροίσµατα στον R2 απεικονίζονται σε αθροίσµατα στον R3, είναι ϕανερό ότι πρέπει
να ισχύουν τα εξής :

107
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• η εικόνα του µηδενικού διανύσµατος (σηµείο) του R2 στον R3 είναι το µηδενικό
διάνυσµα του R3,

• όλα τα διανύσµατα στο εσωτερικό του παραλληλογράµµου που ορίζεται από δύο
διανύσµατα v, w απεικονίζονται σε διανύσµατα που ϐρίσκονται στο εσωτερικό του
παραλληλογράµµου που ορίζεται από τα f(v), f(w).

x

y

v

w P

0

f

y

z

x

f(v)

f(w)

f(P )

0

Σχήµα 4.1: Η γραµµική συνάρτηση f : R2 → R3

΄Εστω f : V → W µία γραµµική συνάρτηση. Γενικεύουµε την προηγούµενη παρατή-
ϱηση και ϑα δείξουµε ότι f(0) = 0. Πράγµατι αν v ∈ V , τότε

f(0) = f(0v) = 0f(v) = 0 .

Αποδείξαµε λοιπόν ότι :

Αν f : V → W είναι µία γραµµική συνάρτηση, τότε f(0) = 0.

Παραδείγµατα 4.1.2.

1. ΄Εστω V,W δύο k-διανυσµατικοί χώροι. Η συνάρτηση V → W , v 7→ 0 είναι γραµ-
µική συνάρτηση και λέγεται µηδενική ή τετριµµένη συνάρτηση (trivial transfor-
mation) στον V .

2. ΄Εστω V k-διανυσµατικός χώρος. Η συνάρτηση idV : V → V , v 7→ v είναι γραµµική
συνάρτηση και λέγεται ταυτοτική συνάρτηση (identity transformation) στον V .

3. Η f : R2 → R2, (x, y) 7→ (x + 1, y) δεν είναι γραµµική συνάρτηση, αφού 0 7→
(1, 0) 6= 0.

4. Η συνάρτηση f : k3 → k2, (x, y, z) 7→ (x− z, x+ y) είναι γραµµική. Πράγµατι :

(x1, y1, z1) + (x2, y2 + z2) = (x1 + x2, y1 + y2, z1 + z2) 7→
((x1 + x2)− (z1 + z2), (x1 + x2) + (y1 + y2))

= (x1 − z1, x1 + y1) + (x2 − z2, x2 + y2) = f(x1, y1, z1) + f(x2, y2, z2)

και

c(x, y, z) = (cx, cy, cz) 7→ (cx− cz, cx+ cy) = c(x− z, x+ y) = cf(x, y, z) .
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5. Ο αναγνώστης καλείται να επιβεβαιώσει ότι η συνάρτηση φ : kn −→ Mn×1(k),
(b1, . . . , bn) 7→

[
b1 · · · bn

]T , της Παρατήρησης 3.2.8, είναι γραµµική συνάρτηση.

΄Εστω f : V → W µία γραµµική συνάρτηση, B και D διατεταγµένες ϐάσεις των V
και W αντίστοιχα. Θα δείξουµε ότι όλες οι πληροφορίες της f : V → W αποθηκεύονται
σε έναν m×n πίνακα, όπου m = dimkW και n = dimkW . Ο πίνακας αυτός συµβολίζεται
µε AfD,B. Αν B =

(
v1, . . . , vn

)
, τότε η i στήλη του AfD,B είναι ο CD (f(vi)), δηλ.

AfD,B =
[
CD (f(v1)) · · · CD (f(vn))

]
.

Θα υπολογίσουµε τους πίνακες AfD,B, για κάποιες από τις γραµµικές συναρτήσεις των
Παραδειγµάτων 4.1.2.

Παραδείγµατα 4.1.3.

1. ΄Εστω η µηδενική συνάρτηση f : R2 → R3. Αν B και D είναι διατεταγµένες ϐάσεις
των R2 και R3 ο πίνακας της f είναι ο µηδενικός 3× 2 πίνακας :

AfD,B =

[
0 0 0
0 0 0

]
.

2. Αν ο V είναι διανυσµατικός χώρος διάστασης n, ο W είναι διανυσµατικός χώρος
διάστασης m, B και D διατεταγµένες ϐάσεις των V και W και f : V → W η
µηδενική συνάρτηση, τότε AfD,B είναι ο µηδενικός πίνακας στονMm×n(k).

3. ΄Εστω V = R2, B =
(
v1, v2

)
µία διατεταγµένη ϐάση του V και idV : V → V

ταυτοτική συνάρτηση στον V . Αφού idV (v1) = v1 και idV (v2) = v2, προκύπτει ότι

AidV
B,B = I2 .

΄Εστω τώρα B =
(
e1, e2

)
καιD =

(
−e2, 2e1

)
. Αφού idv(e1) = e1 = 0(−e2)+1/2(2e1)

και idv(e2) = e2 = −(−e2), έπεται ότι

AidV
D,B =

[
0 −1
1
2

0

]
.

Ο αναγνώστης µπορεί να διαπιστώσει ότι

AidV
B,D =

[
0 2
−1 0

]
και ότι

(
AidV
D,B

)−1

= AidV
B,D .

4. Αν ο V είναι διανυσµατικός χώρος διάστασης n και B είναι µία διατεταγµένη ϐάση
του V , τότε

AidV
B,B = In .

5. Θεωρούµε τη γραµµική συνάρτηση

f : k3 → k2 , (x, y, z) 7→ (x− z, x+ y).

΄Εστω B = (e1, e2, e3) η κανονική ϐάση του k3 και D = (ε1, ε2) η κανονική ϐάση του
k2. Τότε

f(e1) = (1, 1) = ε1 + ε2, άρα CD(f(e1)) = [1 1]T .
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Επίσης
f(e2) = (0, 1) = 0ε1 + 1ε2. άρα CD(f(e2)) = [0 1]T .

Τέλος
f(e3) = (−1, 0) = −1ε1 + 0ε2,άρα CD(f(e3)) = [−1 0]T .

΄Αρα

AfD,B =

[
1 0 −1
1 1 0

]
.

Παρατηρούµε ότι

AfD,B

xy
z

 =

[
1 0 −1
1 1 0

] xy
z

 =

[
x− z
x+ y

]
.

Η επόµενη πρόταση είναι ιδιαίτερα χρήσιµη.

Πρόταση 4.1.4. ΄Εστω f : V → W µία γραµµική συνάρτηση,B καιD διατεταγµένες
ϐάσεις των V και W αντίστοιχα. Τότε, για κάθε v ∈ F , ισχύει ότι

CD(f(v)) = AfD,B CB(v).

Απόδειξη. ΄Εστω ότι B =
(
v1, . . . , vn

)
και ότι v = k1v1 + · · ·+ knvn, δηλ.

CB(v) =
[
k1 · · · kn

]T
.

Αφού f είναι γραµµική συνάρτηση, προκύπτει ότι

f(v) = f(k1v1 + · · ·+ knvn) = f(k1v1) + · · ·+ f(knvn) = k1f(v1) + · · ·+ knf(vn).

Αν D = (w1, . . . , wm), τότε γράφοντας τα f(vi) ως γραµµικούς συνδυασµούς των wj, για
1 ≤ j ≤ m και 1 ≤ i ≤ n, και συγκεντρώνοντας τους αντίστοιχους συντελεστές, προκύπτει
ότι

CD(f(v)) = k1CD(f(v1)) + · · ·+ knCD(f(vn)) = AfD,B

k1

...
kn

 .

Αντίστροφα αν καθορίσουµε διατετεγµένες ϐάσειςB = (v1, . . . , vn) καιD = (w1, . . . , wn)
για τους χώρους V και W , τότε σε κάθε πίνακα A = (αij) ∈ Mm×n(R) αντιστοιχεί µία
γραµµική συνάρτηση f : V → W που ορίζεται από τη σχέση

CD(f(v)) = A CB(v) . (4.1.4.1)

Η i στήλη του A είναι ίση µε CD (f(vi)). Για παράδειγµα, η εικόνα του f(v1) ϐρίσκεται
από την πρώτη στήλη του A:

f(v1) = a11w1 + a21w2 + · · ·+ an1wn .

Με τον ίδιο τρόπο µπορούµε να υπολογίσουµε τις εικόνες f(vi) για κάθε vi ∈ B. Προκύ-
πτει, λοιπόν, το εξής συµπέρασµα.
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Πρόταση 4.1.5. ΄Εστω A = (αij) ∈ Mm×n(k), και B, D διατετεγµένες ϐάσεις για τους V
και W αντίστοιχα. Τότε υπάρχει γραµµική συνάρτηση f : V → W έτσι ώστε AfD,B = A.
Αντίστροφα, σε κάθε γραµµική συνάρτηση f : V → W αντιστοιχεί ένας m × n πίνακας
A ∈Mm×n(k).

Στα επόµενα παραδείγµατα ϑα εντρυφήσουµε σε αυτές τις έννοιες.

Παραδείγµατα 4.1.6.

1. ΄Εστω ότι f : k2 → k2 γραµµική συνάρτηση και ότι f(e1) = (1, 1) και f(e2) = (1, 2).
΄Εστω B η κανονική ϐάση του k2. Τότε

AfB,B =

[
1 1
1 2

]
.

Θα υπολογίσουµε την εικόνα του v = (a, b). Από τη Σχέση (4.1.4.1) έχουµε ότι

CB(f(v)) = AfB,B

[
a
b

]
=

[
a+ b
a+ 2b

]
και f(a, b) = (a+ b, a+ 2b).

2. ΄Εστω ότι η γραµµική συνάρτηση f : k3 → k3 έχει πίνακα

AfB,B =

 1 2 5
0 1 1
3 0 2

 ,
ως προς την κανονική ϐάση B = (e1, e2, e3) του R3. ΄Επεται ότι

f(e1) = (1, 0, 3), f(e2) = (2, 1, 0), f(e3) = (5, 1, 2).

΄Αρα, αν v = κ1e1 + κ2e2 + κ3e3, τότε

CB(v) =

κ1

κ2

κ3

 , CB(f(v)) = A CB(v) =

κ1 + 2κ2 + 5κ3

κ2 + κ3

3κ1 + 2κ3

 ,
και f(v) = (κ1 + 2κ2 + 5κ3, κ2 + κ3, 3κ1 + 2κ3).

3. Θεωρούµε τους R-διανυσµατικούς χώρους k3 και k4 µε αντίστοιχες διατεταγµένες
κανονικές ϐάσεις B = (e1, e2, e3) και D = (ε1, ε2, ε3, ε4). ΄Εστω η γραµµική συνάρ-
τηση f : k3 → k4 µε πίνακα

AfD,B =


1 2 3
4 5 6
7 8 9
10 11 12

 .
Για τον αναλυτικό τύπο της f έχουµε ότι

AfD,B

ab
c

 =


a+ 2b+ 3c
4a+ 5b+ 6c
7a+ 8b+ 9c

10a+ 11b+ 12c


και άρα

f(a, b, c) = (a+ 2b+ 3c, 4a+ 5b+ 6c, 7a+ 8b+ 9c, 10a+ 11b+ 12c) .
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4. Η αριστερόστροφη περιστροφή (counterclockwise rotation) κατά γωνία θ, είναι
η συνάρτηση rθ του R2 που περιστρέφει το διάνυσµα OA κατά γωνία θ µε ϕορά α-
ντίθετη των δεικτών του ϱολογιού. Η γεωµετρική παράσταση της συνάρτησης δίνεται
στο Σχήµα (4.2).

x

y

e1

e2

θ

(cos θ, sin θ)

rθ(e1)

(− sin θ, cos θ)

rθ(e2)

0

Σχήµα 4.2: Αριστερόστροφη περιστροφή κατά γωνία θ

Εποµένως

rθ : R2 → R2 , (α, β) 7→ (α′, β′).

Από τα όµοια τρίγωνα που σχηµατίζονται δεν είναι δύσκολο να παρατηρήσει κά-
ποιος ότι (1, 0) 7→ (cos θ, sin θ), ενώ (0, 1) 7→ (− sin θ, cos θ). ΄Ετσι ο πίνακας που
αντιστοιχεί στην rθ ως προς τη κανονική ϐάση είναι[

cos θ − sin θ
sin θ cos θ

]
.

και

rθ(a, b) = (cos θ a− sin θ b, sin θ a+ cos θ b) .

5. Η συνάρτηση

f : R2 → R2 , (α, β) 7→ (kα, β),

για κάποιο ϑετικό πραγµατικό αριθµό k, λέγεται διαστολή (dilation) ως προς τον
άξονα των Χ αν k ≥ 1, ενώ αν 0 < k < 1, τότε η f λέγεται συστολή (contraction) ως
προς τον άξονα των Χ. Ο πίνακας της f ως προς τη κανονική ϐάση του R2 είναι ο[

k 0
0 1

]
και ο τύπος της f είναι f(a, b) = (ka, b). Ανάλογα ορίζεται η συνάρτηση διαστολής
ή συστολής ως προς τον άξονα των Y .

Στη συνέχεια ϐλέπουµε το αποτέλεσµα της διαστολής ως προς τον άξονα των Χ µε
k = 2.
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x

y

e1

e2

P

0

f

x

y

f(e1)

f(e2)

f(P )

0

Σχήµα 4.3: ∆ιαστολή ως προς τον άξονα των X µε συντελεστή 2

6. ΄Εστω m κάποιος πραγµατικός αριθµός. Η συνάρτηση f : R2 → R2 που απεικο-
νίζει το διάνυσµα ~OA στο διάνυσµα ~OA1 επί της ευθείας µε εξίσωση y = mx έτσι
ώστε ~OA1 να είναι ορθογώνιο στο ~AA1, λέγεται προβολή (projection) στην προανα-
ϕερθείσα ευθεία. Γεωµετρικά η συνάρτηση αναπαριστάται όπως στο Σχήµα (6.1):

x

y

A

A1

L

0

Σχήµα 4.4: Προβολή στην ευθεία y = mx

Στο επόµενο κεφάλαιο ϑα δούµε πως να υπολογίζουµε τις προβολές µε τη ϐοήθεια
των εσωτερικών γινοµένων.

7. Η συνάρτηση f του k2 που αντιστοιχεί το OA στο OA′ που απέχει από την ευθεία
µε εξίσωση y = mx όσο και το OA λέγεται αντικατοπτρισµός (reflection):

x

y
L

A

A1

0

Σχήµα 4.5: Αντικατοπτρισµός ως προς την ευθεία y = mx

Θα ϐρούµε τον πίνακα του αντικατοπτρισµού f ως προς τον άξονα των X για τη
κανονική ϐάση B = {e1, e2} του R2, ϐλ. Σχήµα (4.6). Παρατηρούµε ότι f(e1) = e1



114 Γραµµική ΄Αλγεβρα. Γραµµικές Συναρτήσεις

ενώ f(e2) = (0,−1). ΄Αρα

AB,B =

[
1 0
0 −1

]
, και εποµένως f(a, b) = (a,−b) .

x

y

e1

e2

P

0

f

x

y

f(e1) = e1

f(e2) = −e2 f(P )

0

Σχήµα 4.6: Αντικατοπτρισµός ως προς τον άξονα των Χ

΄Εστω ότι V1, V2, V3 είναι k-διανυσµατικοί χώροι και ότι f : V1 → V2, g : V2 → V3

είναι γραµµικές συναρτήσεις. ∆εν είναι δύσκολο να παρατηρήσει κάποιος ότι η σύνθεση
g ◦ f : V1 → V3 είναι γραµµική συνάρτηση. Αν B,D,E είναι ϐάσεις για τους V1, V2, V3

αντίστοιχα, τότε προκύπτει ο επόµενος µνηµονικός τύπος :

A
(g◦f)
E,B = AgE,D AfD,B.

Παραδείγµατα 4.1.7.

1. ΄Εστω οι γραµµικές συναρτήσεις f : k2 → k2, f(a, b) = (a,−b), g : k2 → k3,
g(a, b) = (a, b, a− b) και B,D οι κανονικές ϐάσεις των χώρων k2 και k3 αντίστοιχα.
Τότε

AfB,B =

[
1 0
0 −1

]
, AgD,B =

1 0
0 1
1 −1

 , Ag◦fD,B = AgD,B ◦ A
f
B,B =

1 0
0 −1
1 1

 .

΄Αρα
g ◦ f : k2 → k3, (g ◦ f)(a, b) = (a,−b, a+ b) .

2. Θα υπολογίσουµε τον πίνακα που αντιστοιχεί στη γραµµική συνάρτηση f : R2 →
R2 που προκύπτει από τις συνθέσεις των εξής γραµµικών συναρτήσεων:

• f1: την αριστερόστροφη περιστροφή του R2 µε γωνία θ = π/2,

• f2: τον αντικατοπρισµό του R2 ως προς τον άξονα των X,

• f3: τη διαστολή ως προς τον άξονα των Y µε συντελεστή 2.

Αντί να ϐρούµε τους πίνακες για κάθε µία από τις συναρτήσεις και στη συνέχεια να
τους πολλαπλασιάσουµε, ϑα υπολογίσουµε την εικόνα για κάθε ένα από τα διανύ-
σµατα της κανονικής ϐάσης του R2 µετά από τη σύνθεση των τριών συναρτήσεων:

e1
f1−→ e2

f2−→ −e2
f3−→ (0,−2)

e2
f1−→ −e1

f2−→ −e1
f3−→ (−1, 0)

.



Γραµµικές Συναρτήσεις Ι 115

Αν B είναι η κανονική ϐάση του R2, έπεται ότι AfB,B =

[
0 −1
−2 0

]
. Εποµένως

f : R2 → R2 , (a, b) 7→ (−b,−2a).

Ασκήσεις Ενότητας 4.1

1. Να αποδείξετε ότι η f είναι γραµµική συνάρτηση, όπου f : k2 → k3, (x, y) 7→
(x + y, y, 3x). Να αποδείξετε ότι αν B είναι η κανονική ϐάση του k2 και D η
κανονική ϐάση του k3, τότε

AfB,D =

1 1
0 1
3 0

 .

2. ΄Εστω

A =

[
1 2
3 4

]
.

Να ϐρεθεί η γραµµική συνάρτηση f : R2 → R2 µε πίνακα τον A.

3. ΄Εστω

A =

[
1 3 5 6
3 1 0 −1

]
.

Να οριστεί η γραµµική συνάρτηση f : R4 → R2 µε πίνακαA. Να οριστεί η γραµµική
συνάρτηση g : R2 → R4 µε πίνακα AT .

4. ΄Εστω f : R3 → R4 όπου f(a, b, c) = (a + b + c, b + c, a + 2c, b + 3c). Να ϐρεθεί ο
πίνακας της f ως προς την κανονική ϐάση του R3.

5. ΄Εστω

A =

[
1 1
−2 1

]
είναι ο πίνακας µίας γραµµικής συνάρτηση f : R2 → R2. Να υπολογίσετε το
f(4,−3).

6. Να ϐρεθεί η γραµµική συνάρτηση f : R2 → R2 που πρώτα περιστρέφει δεξιόστροφα
ως προς γωνία π/2, µετά διαστέλλει ως προς τον άξονα των Χ µε συντελεστή 3, στη
συνέχεια διαστέλλει ως προς τον άξονα των Υ µε συντελεστή 2 και τέλος αντικατρο-
πτρίζει ως προς τον άξονα των Υ. (Υπόδειξη : Να κάνετε το σχήµα και να ϐρείτε τις
εικόνες των e1 και e2).

4.2 Γραµµικές Συναρτήσεις, ΙΙ

Σε αυτήν την ενότητα εισάγουµε την έννοια της εικόνας και του πυρήνα µίας γραµµικής
συνάρτησης.
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Ορισµός 4.2.1. ΄Εστω ότι V ,W είναι k-διανυσµατικοί χώροι και ότι f : V → W , v 7→ f(v)
είναι µία γραµµική συνάρτηση. Η εικόνα (image) της f συµβολίζεται µε Imf και είναι το
σύνολο

Imf = { f(v) : v ∈ V } ⊆ W.

Ο πυρήνας (kernel) της f συµβολίζεται Ker f και είναι το σύνολο

Ker f = { v ∈ V : f(v) = 0} ⊆ V.

Θα υπολογίσουµε τον πυρήνα και την εικόνα σε κάποια χαρακτηριστικά παραδείγµα-
τα.

Παραδείγµατα 4.2.2.

1. ΄Εστω
f : Rn → Rm , v 7→ 0,

η τετριµµένη συνάρτηση στον Rn. Τότε Ker f = Rn, ενώ Im f = {0}.

2. ΄Εστω
f : R2 → R3 , (x, y) 7→ (x, 0, 0) .

Τότε
Ker f = S({(0, 1)}) και Imf = {S({(1, 0, 0)}) .

∆εν είναι δύσκολο να παρατηρήσει κάποιος ότι τα σύνολα Imf και Ker f είναι υπο-
χώροι των W και V αντίστοιχα. Πως ελέγχουµε όµως αν ένα διάνυσµα w του W είναι
µέσα στην Imf ή αν ένα διάνυσµα v του V είναι µέσα στον Ker f ; ΄Εστω ότι B και D είναι
διατεταγµένες ϐάσεις των V και W . Θα υποθέσουµε ότι dimk(V ) = n, dimk(W ) = m και
ότι B = (v1, . . . , vn). Στην Πρόταση 4.1.4 είδαµε ότι

AfD,B CB(v) = CD(f(v)) .

Εποµένως w ∈ Imf , δηλ. υπάρχει v ∈ V τέτοιο ώστε f(v) = w, αν και µόνο αν το
γραµµικό σύστηµα

AfD,B X = B, όπου B = CD(w)

είναι συµβατό. Εάν αυτό συµβαίνει και (x1, . . . , xn) είναι λύση του συστήµατος, τότε

CD(w) = x1CD (f(v1)) + · · ·+ xnCD (f(vn)) .

΄Αρα το Ϲητούµενο διάνυσµα v ∈ V προκύπτει ως ο γραµµικός συνδυασµός

v = x1v1 + · · ·xnvn .

Παρατηρούµε επίσης ότι v ∈ Ker f , δηλ. f(v) = 0, αν και µόνο αν

AfD,B CB(v) = 0.

Εποµένως για να ϐρούµε τα στοιχεία του Ker f υπολογίζουµε τον null(AfD,B). Αν το
διάνυσµα v = (x1, . . . , xn) είναι λύση του AX = 0, τότε το v ∈ null(AfD,B) και

v = x1v1 + · · ·xnvn ∈ Ker f.
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Συγκεντρώνουµε αυτές τις παρατηρήσεις στην επόµενη πρόταση.

Πρόταση 4.2.3. ΄Εστω f : V → W , v 7→ f(v) µία γραµµική συνάρτηση, B και D
διατεταγµένες ϐάσεις των V και W αντίστοιχα. Τότε :

i) το w ∈ W ανήκει στον Imf αν και µόνο αν CD(w) παράγεται από τις στήλες του
AfD,B

ii) το v ∈ V ανήκει στον Ker f του V αν και µόνο αν AfD,BCB(v) = 0.

΄Εχουµε δει ότι η ϐαθµίδα rank(AfD,B) είναι ίση µε τη διάσταση του χώρου στηλών του
AfD,B, ϐλ. Πρόταση 3.4.1. Εποµένως ο χώρος που παράγεται από τις στήλες του AfD,B
έχει διάσταση rank(AfD,B). Ως άµεση συνέπεια της Πρότασης 4.2.3, σηµειώνουµε το εξής
πόρισµα.

Πόρισµα 4.2.4. ΄Εστω f : V → W , v 7→ f(v) µία γραµµική συνάρτηση, B και D
διατεταγµένες ϐάσεις των V και W αντίστοιχα. Τότε :

i) dimk(Imf) = rank(AfD,B).

ii) dimk(Ker f) = dimk(null(A))

Το επόµενο παράδειγµα ϑα ξεκαθαρίσει αυτές τις έννοιες.

Παράδειγµα 4.2.5. ΄Εστω η συνάρτηση

f : R3 → R2 , (x, y, z) 7→ (x− z, x+ y) ,

και έστω B, D οι κανονικές ϐάσεις του R3 και του R2. Τότε

AfD,B =

[
1 0 −1
1 1 0

]
.

Είναι ϕανερό ότι rank(AfD,B) = 2. Εποµένως, ο χώρος στηλών του AfD,B είναι υποχώρος
του R2 µε διάσταση δύο, άρα Σ

(
AfD,B

)
= R2 και κατά συνέπεια, Imf = R2. Ας ϐρούµε

αναλυτικά για ένα τυχαίο στοιχείο w = (b1, b2) ∈ R2, ένα στοιχείο v = (a1, a2, a3) ∈ R3

έτσι ώστε f(v) = w. Θεωρούµε τον επαυξηµένο πίνακα [AfD,B | CD(w)] και τον ϕέρουµε
σε ελαττωµένη κλιµακωτή µορφή γραµµών:[

1 0 −1 b1

1 1 0 b2

]
→
[

1 0 −1 b1

0 1 1 b2 − b1

]
.

Εποµένως v = (b1 + t, b2− b1− t, t) έχει την ιδιότητα f(v) = w, όπου t ∈ R και υπάρχουν
άπειρα διανύσµατα του R3 που απεικονίζονται µέσω της f στο w.

Είδαµε ότι ο Ker f είναι ο µηδενοχώρος του AfD,B και αποτελείται από τις λύσεις του
συστήµατος AfD,BX = 0. Εποµένως

Ker f = {(x3,−x3, x3) : x3 ∈ R} = S({(1,−1, 1)}) .

Παρατηρούµε ότι
dimk(Ker f) + dimk(Imf) = 3 = dimk(R3) .
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Η γραµµική συνάρτηση f : V → W είναι ένα προς ένα αν και µόνο αν διαφορετικά
διανύσµατα απεικονίζονται σε διαφορετικά στοιχεία. ΄Ετσι αν f είναι ένα προς ένα και
f(v1) = f(v2), συµπεραίνουµε ότι v1 = v2.

Πρόταση 4.2.6. ΄Εστω f : V → W µία γραµµική συνάρτηση. Τότε η f είναι ένα
προς ένα αν και µόνο αν Ker f = {0}.

Απόδειξη. Αν 0 6= v ∈ Ker f τότε f(v) = f(0) = 0 και εποµένως η f δεν είναι ένα προς
ένα. Αντίστροφα, ας υποθέσουµε ότι Ker f = {0} και έστω ότι f(v1) = f(v2). Τότε

f(v1)− f(v2) = 0⇔ f(v1 − v2) = 0⇔ v1 − v2 ∈ Ker f{0}.

Εποµένως v1 − v2 = 0 και v1 = v2.

Από τα προηγούµενα προκύπτει ότι ο πυρήνας µίας γραµµικής συνάρτησης f µετράει
πόσο απέχει η γραµµική συνάρτηση f από το να είναι ένα προς ένα. Η f : V → W
λέγεται επιµορφισµός (epimorphism) όταν Imf = W .

Πρόταση 4.2.7. ΄Εστω f : V → W µία γραµµική συνάρτηση, B και D διατεταγµένες
ϐάσεις των V και W αντίστοιχα. Τότε η f είναι επιµορφισµός αν και µόνο αν dimk(W ) =
rank(AfD,B).

Απόδειξη. ΄Οµως η f είναι επιµορφισµός ακριβώς όταν Imf = W . Από το Πόρισµα 4.2.4
έπεται ότι η f είναι επιµορφισµός αν και µόνο αν dimk(W ) = rank(AfD,B).

Η f : V → W λέγεται ισοµορφισµός (isomorphism) αν είναι ένα προς ένα και
επιµορφισµός.

Παράδειγµα 4.2.8. ΄Εστω

f : R2 → R2 , (x, y) 7→ (x+ 2y, 2x+ 3y) .

΄Εστω B η κανονική ϐάση του R2. Τότε

AfB,B =

[
1 2
2 3

]
.

Αφού det(AfB,B) = −1, ο πίνακας AfB,B είναι αντιστρέψιµος πίνακας και null(AfB,B) =

{0}. Ο χώρος στηλών του AfB,B είναι ο R2. ΄Αρα η f είναι ένα προς ένα και επιµορφισµός,
εποµένως f είναι ισοµορφισµός.

΄Εστω f : V → W µία γραµµική συνάρτηση. Το επόµενο ϑεώρηµα συνδέει τις διαστά-
σεις των υποχώρων Imf του W και Ker f του V .

Θεώρηµα 4.2.9. ΄Εστω f : V → W µία γραµµική συνάρτηση. Τότε :

n = dimk(V ) = dimk(Ker f) + dimk(Imf) .

Απόδειξη. ΄Εστω A ∈ Mm×n(k) ο πίνακας της συνάρτησης f ως προς τις διατεταγµένες
ϐάσεις B και D των V και W αντίστοιχα. Από το Θεώρηµα 3.4.3, γνωρίζουµε ότι

rank(A) + dim(null(A)) = n . (4.2.9.1)

Σύµφωνα µε το Πόρισµα 4.2.4 rank(A) = dimk(Imf) και dimk(null(A)) = dimk(Ker f),
εποµένως προκύπτει το Ϲητούµενο.
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Τα επόµενα πορίσµατα είναι άµεσες συνέπειες του Θεωρήµατος 4.2.9.

Πόρισµα 4.2.10. Αν f : V → W είναι ισοµορφισµός, τότε

dimkV = dimkW .

Απόδειξη. Αφού f είναι ισοµορφισµός, έπεται ότι dimk(Ker f) = 0 και dimk(Imf) =
dimk(W ). Εποµένως

dimk(V ) = 0 + dimk(W ) = dimk(W ) .

Μπορούµε, λοιπόν, να αποφασίσουµε αν f : V → W είναι ισοµορφισµός, ελέγχοντας
αν ο πίνακας της συνάρτησης είναι αντιστρέψιµος.

Πόρισµα 4.2.11. ΄Εστω V και W διανυσµατικοί χώροι µε την ίδια διάσταση, B
διατεταγµένη ϐάση του V και D διατεταγµένη ϐάση του W . Αν f : V → W είναι
γραµµική συνάρτηση τότε η f είναι ισοµορφισµός αν και µόνο αν ο πίνακας AfD,B
είναι αντιστρέψιµος.

Απόδειξη. Ο πίνακας AfD,B είναι αντιστρέψιµος αν και µόνο αν nullAfD,B = {0}, ισοδύ-
ναµα αν και µόνο αν rank(AfD,B

)
= dimk(W ), δηλ. αν Ker f = {0} και Imf = W .

Στην προηγούµενη ενότητα, είδαµε ότι αν B,D,E είναι διατεταγµένες ϐάσεις για τους
V1, V2, και V3 αντίστοιχα, τότε

Ag◦fE,B = AgE,DA
f
D,B .

Η παρατήρηση αυτή µας επιτρέπει να ϐρούµε την αντίστροφη συνάρτηση µίας γραµµικής
συνάρτησης που είναι ισοµορφισµός. Τονίζουµε ότι αν µία γραµµική συνάρτηση f :
V → W είναι ισοµορφισµός, τότε η συνάρτηση f−1 : W → V υπάρχει, αφού f είναι
αµφιµονότιµη και επιµορφισµός.

Πρόταση 4.2.12. ΄Εστω f : V → W ισοµορφισµός, B, D διατεταγµένες ϐάσεις των V και
W αντίστοιχα, A = AfD,B. Τότε f−1 : W → V είναι η γραµµική συνάρτηση µε πίνακα A−1

ως προς τις διατεταγµένες ϐάσεις D και B των W και V αντίστοιχα, δηλ.

Af
−1

B,D = (AfD,B)−1 .

Απόδειξη. ΄Εστω ότι g : W → V είναι η γραµµική συνάρτηση µε πίνακα AgB,D = A−1.
Τότε

Ag◦fB,B = AgB,DA
f
D,B = A−1A = In

και εποµένως
CB
(
g ◦ f (v)

)
= InCB(v) = CB(v) .

Συνεπώς, g ◦ f : V → V , v 7→ v, δηλ. g = f−1.

Παράδειγµα 4.2.13. Θα υπολογίσουµε την αντίστροφη συνάρτηση της γραµµικής συ-
νάρτησης f : R2 → R2, (x, y) 7→ (x + 2y, 2x + 3y). ΄Εστω B η κανονική ϐάση του R2.
Τότε

A = AfB,B =

[
1 2
2 3

]
−→ Af

−1

B,B = (A)−1 =

[
−3 2
2 −1

]
.

Εποµένως f−1(x, y) = (−3x+ 2y, 2x− y).
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΄Εστω ότι οι k-διανυσµατικοί χώροι V ,W έχουν την ίδια διάσταση n, και έστω B,
D διατεταγµένες ϐάσεις των V και W αντίστοιχα. Θεωρούµε τη γραµµική συνάρτηση
f : V → W έτσι ώστε AfD,B = In. Αφού ο πίνακας AfD,B είναι αντιστρέψιµος, έπεται ότι η
γραµµική συνάρτηση f είναι ισοµορφισµός. Αποδείξαµε λοιπόν το επόµενο συµπέρασµα.

Θεώρηµα 4.2.14. ΄Εστω ότι V , W είναι k-διανυσµατικοί χώροι και ότι dimk(V ) =
dimk(W ). Τότε υπάρχει ισοµορφισµός f : V → W . Ειδικότερα, αν dimk(V ), τότε ο
V είναι ισόµορφος µε τον kn.

Αυτό σηµαίνει ότι όταν δύο k-διανυσµατικοί χώροι έχουν την ίδια διάσταση, τότε από
αλγεβρική σκοπιά είναι πανοµοιότυποι : µελετώντας τον έναν από τους δύο, µπορούµε
να ϐγάλουµε συµπεράσµατα που ισχύουν και για τους δύο. Παρατηρούµε επίσης ότι
ο ισοµορφισµός του Θεωρήµατος 4.2.14 δεν είναι µοναδικός. Αν κρατήσουµε τη ϐάση
B του V σταθερή, τότε κάθε ϕορά που αλλάζουµε τη διάταξη σε οποιαδήποτε ϐάση του
W , παίρνουµε και έναν διαφορετικό ισοµορφισµό. Υπάρχει λόγος να προτιµήσουµε
κάποιον από τους ισοµορφισµούς ; Η απάντηση σε αυτό το ερώτηµα είναι ϑετική, λόγω
των εφαρµογών, και η επιλογή της ϐάσης εξαρτάται κυρίως από τις γραµµικές συναρτήσεις
που ϑέλουµε να µελετήσουµε. Θα δούµε, λοιπόν, την επίδραση που έχουν οι αλλαγές
ϐάσεων (στις γραµµικές συναρτήσεις µεταξύ των δύο χώρων) στην επόµενη ενότητα.

Παραδείγµατα 4.2.15.

1. ΄Εστω v1 = (1, 2, 0),v2 = (0, 0, 1), V = S({v1, v2}). Ο χώρος V είναι επίπεδο του
R3, D = (v1, v2) είναι διατεταγµένη ϐάση του V και dimV = 2. Θα ϐρούµε έναν
ισοµορφισµό µεταξύ του R2 και του V . ΄Εστω B = (e1, e2) η κανονική ϐάση του
R2. Παίρνουµε τη γραµµική συνάρτηση f : R2 → V, όπου f(e1) = (1, 2, 0) και
f(e2) = (0, 0, 1). Ο αναλυτικός τύπος της f προκύπτει από τη σχέση f(a, b) =
f(ae1 + be2) = af(e1) + bf(e2) = (a, 2a, 0) + (0, 0, b) = (a, 2a, b), ενώ

AfD,B =

[
1 0
0 1

]
.

Ο πίνακας AfD,B είναι αντιστρέψιµος και η γραµµική συνάρτηση f είναι ισοµορφι-
σµός.

2. ΄Εστω τώρα V = S({(1, 2, 0), (0, 0, 1)}) και W = S({(1, 4, 0), (0, 0, 1)}). Παρατηρού-
µε ότι dim(V ) = dim(W ) = 2. Θα ϐρούµε έναν ισοµορφισµό f : V → W . ΄Εστω η
ϐάση D = (v1, v2) του V, όπου v1 = (1, 2, 0), v2 = (0, 0, 1) και η ϐάση E = (w1, w2)
του W, όπου w1 = (1, 4, 0), w2 = (0, 0, 1). Θεωρούµε τον αντιστρέψιµο πίνακα

A =

[
0 1
1 0

]
και τη γραµµική συνάρτηση f : V → W έτσι ώστεAfE,D = A. ΄Εχουµε ότι f(v1) = w2

και f(v2) = w1, ενώ f(av1 + bv2) = af(v1) + bf(v2) άρα f(a, 2a, b) = (b, 4b, a). Η
γραµµική συνάρτηση f είναι ισοµορφισµός.

Συγκεντρώνουµε τους ορισµούς και τα κυριότερα αποτελέσµατα των γραµµικών συ-
ναρτήσεων στον επόµενο πίνακα.
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Πίνακας 4.2.1: Γραµµικές συναρτήσεις, Σύνοψη

i. Η f : V → U λέγεται γραµµική συνάρτηση αν f(v1 + v2) = f(v1) + f(v2) και
f(κv) = κf(v) για όλα τα κ ∈ R, v1, v2, v ∈ V .

ii. Αν B και D είναι διατεταγµένες ϐάσεις των V και U αντίστοιχα, τότε η f
ορίζεται πλήρως από τις εικόνες των στοιχείων της B. Ο πίνακας της f ως προς
τις ϐάσεις D και B συµβολίζεται AfD,B και είναι ο m× n πίνακας

AfD,B =
[
CD(f(v1)) · · · CD(f(vn))

]
,

όπου n = dimk(V ) και m = dimk(U). Ισχύει ότι

CD(f(v)) = AfD,BCB(v) .

iii. Η f είναι ένα προς ένα αν και µόνο αν Ker f = {v ∈ V : f(v) = 0} ή
ισοδύναµα αν και µόνο αν null(Af ) = {0}. Η f είναι επιµορφισµός αν και
µόνο αν Imf = U , δηλ. αν και µόνο αν rank(AfD,B) = dimk(U). Ισχύει ότι

dimk(Imf) + dimk(Ker f) = dimk(V ) .

iv. ΄Οταν dimk(V ) = dimk(U), συγκρίνοντας διαστάσεις προκύπτει ότι

f ισοµορφισµός ⇔ f ένα προς ένα ⇔ f επιµορφισµός .

Εποµένως η f : V → U είναι ισοµορφισµός αν και µόνο αν ο πίνακας AfD,B
είναι αντιστρέψιµος και σε αυτήν την περίπτωση

Af
−1

B,D =
(
AfD,B

)−1
.

Ασκήσεις Ενότητας 4.2

1. ∆ίνεται η συνάρτηση

f : R3 → R3 , (x, y, z)→ (x+ 2y, y − z, x+ 2z).

Να υπολογίσετε µία ϐάση των Ker f και Imf .

2. ΄Εστω η γραµµική συνάρτηση f : R3 → R3, µε

f(x, y, z) = (x+ 3z, 2x+ y + 5z, −y + 2z),

για (x, y, z) ∈ R3. Να αποδείξετε ότι η f είναι ισοµορφισµός.

3. Να ϐρεθεί ισοµορφισµός f : R2 → V, όπου V = {(x, y, z) : x+ y + z = 0}.

4. Να ϐρεθεί ισοµορφισµός f : V → R2, όπου V = {(x, y, z) : x+ y + z = 0}.
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4.3 Πίνακες Αλλαγής Βάσης

΄Εστω ότι οι B, B′ είναι δύο διατεταγµένες ϐάσεις του k-διανυσµατικού χώρου V και ότι
αντίστοιχα οι D, D′ είναι διατεταγµένες ϐάσεις του k-διανυσµατικού χώρου U . Θεωρούµε
τη γραµµική συνάρτηση f : V → U . Ποιά είναι η σχέση µεταξύ των πινάκων AfD,B και
AfD′B′; Με αυτό το ερώτηµα ϑα ασχοληθούµε σε αυτή την ενότητα. Πρώτα, εξετάζουµε τον
πίνακα που αντιστοιχεί στην ταυτοτική συνάρτηση idV : V → V ως προς δύο διατεταγµέ-
νες ϐάσεις B και B′. Ονοµάζουµε τον πίνακα AidV

B,B πίνακα µετάβασης (change of basis
matrix) και τον συµβολίζουµε µε SB′←B. Ο πίνακας SB′←B είναι τετραγωνικός. Ο αριθµός
γραµµών (και στηλών) του SB′←B είναι ίσος µε n όπου n = dimk(V ). Αν B = (v1, . . . , vn),
τότε σύµφωνα µε τον Πίνακα 4.2.1.ii, ισχύει ότι :

SB′←B =
[
CB′(v1) · · · CB′(vn)

]
.

Παρατηρούµε ότι
SB′←B = In ⇔ B = B′.

΄Ετσι, σύµφωνα πάλι µε τον Πίνακα 4.2.1.iv, αφού

SB←B′ SB′←B = SB←B = In,

έπεται ότι :

(SB′←B)−1 = SB←B′.

Παραδείγµατα 4.3.1.

1. ΄Εστω B = (e1, e2) η κανονική ϐάση του R2 και B′ = (v1, v2) όπου v1 = (1, 2),
v2 = (1, 1). Είναι πολύ εύκολο να ϐρούµε τον πίνακα SB←B′. Αφού v1 = e1 + 2e2

και v2 = e1 + e2, έπεται ότι

SB←B′ =

[
1 1
2 1

]
.

Εποµένως

SB′←B = (SB←B′)
−1 =

[
−1 1
2 −1

]
.

Σηµειώνουµε την ερµηνεία των στηλών του SB′←B, ως τους πίνακες των συντεταγµέ-
νων των στοιχείων της ϐάσης B ως προς τη ϐάση B′. Αφού

SB′←B =
[
CB′(v1) CB′(v2)

]
,

έπεται ότι e1 = −v1 + 2v2 και ότι e2 = v1 − v2.

2. ΄Εστω B = (e1, e2, e3) η κανονική ϐάση του R2 και B′ = (v1, v2, v3) όπου v1 =
(1, 2, 0), v2 = (1, 1, 0), v3 = e3. Θα ϐρούµε τους πίνακες µετάβασης από τη µία
ϐάση στην άλλη. Θα ξεκινήσουµε µε τον απλούστερο από τους δύο πίνακες, τον
SB←B′, που οι στήλες του είναι οι συντεταγµένες των στοιχείων της B′. Στη συνέχεια,
ϐρίσκουµε τον SB′←B παίρνοντας τον αντίστροφο του SB←B′. Ο αναγνώστης καλείται
να διαπιστώσει ότι

SB←B′ =

1 1 0
2 1 0
0 0 1

 και SB′←B =

 −1 1 0
2 −1 0
0 0 1

 .
Από τις στήλες του SB′←B συµπεραίνουµε ότι e1 = −v1 +2v2, e2 = v1−v2 και ϐέβαια
e3 = v3.
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3. ΣτονM2×2(C) ϑεωρούµε τον επόµενο πίνακα A και τον αντίστροφό του:

A =

[
3 2
1 1

]
, A−1 =

[
1 −2
−1 3

]
.

Αφού οA είναι αντιστρέψιµος, οι στήλες τουA είναι γραµµικά ανεξάρτητες, άρα v1 =
(3, 1), v2 = (2, 1), είναι γραµµικά ανεξάρτητα στον C2 και B′ = (v1, v2) είναι
διατεταγµένη ϐάση, ϐλ. Πρόταση 3.5.10. Παρατηρούµε ότι :

A = SB←B′ και A−1 = SB′←B .

Εποµένως e1 = v1 − v2 και e2 = −2v1 + 3v2.

Μία χρήσιµη σχέση, συνέπεια της ϑεώρησης του πίνακα SB′←B ως πίνακα της ταυτο-
τικής συνάρτησης του V και της Πρότασης 4.1.4 είναι η εξής :

CB′(v) = SB′←B CB(v) . (4.3.1.1)

Παράδειγµα 4.3.2. ΄ΕστωB = (e1, e2) η κανονική ϐάση τουR2, w1 = (1, 1), w2 = (1,−1)
και B′ = (w1, w2). Παρατηρούµε ότι w1 = e1 + e2, w2 = e1 − e2. ΄Αρα

SB←B′ =

[
1 1
1 −1

]
και SB′←B = (SB←B′)

−1 =

[
1/2 1/2
1/2 −1/2

]
.

Εποµένως e1 = 1/2w1 + 1/2w2, e2 = 1/2w1 − 1/2w2. ΄Εστω v = (2, 1). Θα ϐρούµε τις
συντεταγµένες του v ως προς τη ϐάση B′. Αφού v = 2e1 + e2, έπεται ότι

CB′(v) = SB′←B CB(v) =

[
1/2 1/2
1/2 −1/2

] [
2
1

]
=

[
3/2
1/2

]
,

δηλ. v = 3/2w1 + 1/2w2.
΄Εστω τώρα w = 3w1 + w2. Τότε

CB(u) = SB←B′ CB′(u) =

[
1 1
1 −1

] [
3
1

]
=

[
4
2

]
,

άρα
w = 4e1 + 2e2 = (4, 2).

΄Εστω, λοιπόν, f : V → U γραµµική συνάρτηση. Στη συνέχεια περιγράφουµε τη
σχέση µεταξύ των πινάκων AfD,B και AfD′B′.

Πρόταση 4.3.3. ΄Εστω f : V → W µία γραµµική συνάρτηση, B, B′ δύο διατεταγ-
µένες ϐάσεις του V και D, D′ δύο διατεταγµένες ϐάσεις του W . Τότε

AfD′,B′ = SD′←D AfD,B SB←B′ .

Απόδειξη. ΄Εστω ότι B′ = (v1, . . . , vn), όπου n = dimk(V ). Τότε

AfD′,B′ =
[
CD′(f(v1)) · · · CD′(f(vn))

]
.
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Για την i στήλη του AfD′,B′, από τη σχέση (4.3.1.1), έχουµε ότι

CD′ (f(vi)) = SD′←D CD (f(vi)) . (4.3.3.1)

Από την Πρόταση 4.1.4 έχουµε ότι

CD (f(vi)) = AfD,B CB(vi) .

Αντικαθιστώντας στην ΄Εκφραση (4.3.3.1) προκύπτει ότι

CD′ (f(vi)) = SD′←D AfD,B′ CB(vi).

Παρατηρούµε ότι CB(vi) είναι η i στήλη του SB←B′, δηλ. η i στήλη του AfD′,B′ προκύπτει
ως την i στήλη του γινοµένου πινάκων

SD′←D AfD,B SB←B′ .

Η πρότασή µας λοιπόν αποδείχθηκε.

Ως ειδική περίπτωση της Πρότασης 4.3.3 εξετάζουµε τι συµβαίνει όταν V = W και
B = D ενώ B′ = D′. Θέτοντας S = SB←B′, προκύπτει το επόµενο συµπέρασµα:

Πόρισµα 4.3.4. ΄Εστω f : V → V µία γραµµική συνάρτηση και B, B′ δύο διατε-
ταγµένες ϐάσεις του V . Τότε υπάρχει αντιστρέψιµος πίνακας S, έτσι ώστε

AfB′,B′ = S−1AfB,B S . (4.3.4.1)

Οι πίνακες AfB,B, A
f
B′,B′ είναι όµοιοι. Γενικότερα δύο πίνακες A,A′ ∈ Mn(k) λέγονται

όµοιοι (similar) αν υπάρχει αντιστρέψιµος πίνακας P ∈Mn(k) έτσι ώστε

A′ = P−1A P .

Σηµειώνουµε την επόµενη χρήσιµη πρόταση.

Πρόταση 4.3.5. ΄Εστω A, A′ δύο όµοιοι πίνακες. Τότε detA = detA′.

Απόδειξη. ΄Εστω ότιA′ = P−1A P για κάποιον αντιστρέψιµο πίνακα P . Αφού det(P−1) detP =
1, έπεται ότι

detA′ = det (P−1A P ) = det(P−1) detA detP = detA.

Από τα προηγούµενα προκύπτει ότι αν f : V → V είναι µία γραµµική συνάρτηση και
B, B′ δύο διατεταγµένες ϐάσεις του V , τότε

det(AfB′,B′) = det(AfB,B).

Παραδείγµατα 4.3.6.

1. ∆ίνεται η γραµµική συνάρτηση

f : R3 → R3 , (x, y, z) 7→ (x+ 3y − z, 2x− y, y + 2z).
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΄Εστω B = (e1, e2, e3) η κανονική ϐάση του R3. Αφού f(e1) = (1, 2, 0), f(e2) =
(3,−1, 1) και f(e3) = (−1, 0, 2),

AfB,B =

 1 3 −1
2 −1 0
0 1 2

 .
΄Εστω τώρα v1 = (0, 1,−1), v2 = (1, 1, 1), v3 = (2, 0,−1). Τα διανύσµατα v1, v2, v3

είναι γραµµικά ανεξάρτητα και D = (v1, v2, v3) είναι διατεταγµένη ϐάση του R3.
Επίσης,

SB←D =

 0 1 2
1 1 0
−1 1 −1


και

SD←B = (SB←D)−1 =
1

5

 −1 3 −2
1 2 2
2 −1 −1

 .
΄Αρα

AfD,B = SD←B A
f
B,B SB←B = SD←B A

f
B,B I3 =

1

5

 5 −8 −3
5 3 3
0 6 −4

 .
Αφού

AfD,B =
[
CD(f(e1)) CD(f(e2)) CD(f(e3))

]T
,

έπεται ότι

• f(e1) = v1 + v2,

• f(e2) =
1

5
(−8v1 + 3v2 + 6v3),

• f(e3) =
1

5
(−35v1 + 3v2 − 4.

Επίσης,

AfD,D = SD←B A
f
B,B SB←D =

1

5

 −5 −6 13
0 11 7

10 2 4

 .
Εποµένως

• f(v1) = −v1 + 2v3,
• f(v2) = 1

5
(−6v1 + 11v2 + 2v3), και

• f(v3) = 1
5
(13v1 + 7v2 + 4v3).

2. ΄Εστω v1 = (1, 1), v2 = (−1, 1) ∈ C2, B η κανονική ϐάση του C2 και D η ϐάση
(v1, v2). ∆ίνεται η γραµµική συνάρτηση f : C2 → C2, µε την πληροφορία ότι
f(v1) = v1 και f(v2) = 2v2. Ο πίνακας, λοιπόν, της f ως προς τη ϐάση D είναι
ιδιαίτερα απλός :

AfD,D =

[
1 0
0 2

]
.
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Επιθυµούµε να ϐρούµε τον τύπο της f . Αφού

SB←D =

[
1 −1
1 1

]
, SD←B = (SB←D)−1 =

1

2

[
1 1
−1 1

]
,

έπεται ότι

AfB,B = SB←D AfD,D SD←B =
1

5

[
3 1
1 3

]
.

Αφού CBf(a, b) = AfB,BCB(a, b), έχουµε ότι :

CBf(a, b) =
1

2

[
3 1
1 3

] [
a
b

]
=

1

2

[
3a+ b
b+ 3a

]
και άρα

f(a, b) =
1

2
(3a+ b, b+ 3a) .

Παρατηρούµε ότι ο πίνακας της f ως προς τη ϐάση D είναι σαφώς απλούστερος από
τον πίνακα της f ως προς την κανονική ϐάση B.

΄Ενας n×n πίνακας A µε συντελεστές από το k είναι διαγωνιοποιήσιµος (diagonali-
zable), αν ο A είναι όµοιος µε διαγώνιο πίνακα. Η γραµµική συνάρτηση f : V → V
λέγεται διαγωνιοποιήσιµη (diagonalizable) αν υπάρχει µία διατεταγµένη ϐάσηD του V ,
έτσι ώστε ο AfD,D να είναι διαγώνιος πίνακας. ΄Ενα από τα σηµαντικότερα προβλήµατα που
ϑα µας απασχολήσουν στο επόµενο κεφάλαιο, είναι η εύρεση κριτηρίων για το πότε ένας
τετραγωνικός πίνακας και αντίστοιχα µία γραµµική συνάρτηση είναι διαγωνιοποιήσιµοι.

Ασκήσεις Ενότητας 4.3

1. ΄Εστω B = (e1, e2, e3, e4) η συνήθης ϐάση του R-διανυσµατικού χώρου R4, ε1 =
e1 + e4, ε2 = e1 + 3e2, ε3 = 3e1 + e2, ε4 = e1 + e2 + e3 + e4, D = (ε1, ε2, ε3, ε4). Να
ϐρεθούν οι πίνακες SD←B και SB←D.

2. ΄Εστω C = ((1, 1), (1,−1)) και

A =

[
1 2
3 4

]
.

Να ϐρεθεί η γραµµική συνάρτηση f : R2 → R2, όταν A = Af = AC,C .

3. ∆ίνεται ο ενδοµορφισµός του R-διανυσµατικού χώρου R3,

f : R3 → R3 , xε1 + yε2 + zε3 7→ yε1 + zε2 + xε3 ,

όπου ε1 = (1, 0, 1), ε2 = (1, 1, 0), ε3 = (1, 0, 0). Να ορίσετε την f ως προς τη
συνήθη ϐάση του R3, δηλ. να περιγράψετε f(e1), f(e2), f(e3) και να δώσετε τον
τύπο f(a, b, c). Εάν η f είναι ισοµορφισµός να ϐρεθεί η f−1.
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4.4 Σύντοµα Ιστορικά Στοιχεία

Η µελέτη των γραµµικών συναρτήσεων, ως (γραµµική) αλλαγή του συστήµατος των συντε-
ταγµένων απασχόλησε τους γεωµέτρες τον 17ο και 18ο αιώνα για το πραγµατικό επίπεδο
και τον τρισδιάστατο χώρο. Ο Gauss (1777-1855) στο έργο του για τις τετραγωνικές µορ-
ϕές, δηλ. τις συναρτήσεις της µορφής f(x, y) = ax2 + bxy + cy2, το 1801 µελέτησε πότε
(γραµµικές) αλλαγές του συστήµατος των συντεταγµένων δίνουν ισοδύναµες τετραγωνι-
κές µορφές. Αποθήκευσε άτυπα τις πληροφορίες της αλλαγής συντεταγµένων σε έναν
πίνακα, αυτόν που σήµερα καλούµε πίνακα της γραµµικής συνάρτησης, και απέδειξε ότι
η ορίζουσα του πίνακα πρέπει να είναι ίση µε το 1. Εφεξής, η εξέλιξη της ιστορίας των
γραµµικών συναρτήσεων παρακολουθεί στενά και παράλληλα την ιστορία της ϑεωρίας των
πινάκων και των διανυσµατικών χώρων.

Για περισσότερα ιστορικά στοιχεία παραπέµπουµε στα συγγράµµατα [3] και [4].
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Κεφάλαιο 5

Ιδιοτιµές, Ιδιοδιανύσµατα

Σε αυτό το κεφάλαιο µελετούµε τις ιδιοτιµές και τα ιδιοδιανύσµατα ενός τετραγωνικού
πίνακα. Ως συνήθως, k είναι το σώµα R ή το σώµα C.

5.1 Ιδιοτιµές και Ιδιοδιανύσµατα

΄Εστω V ένας k-διανυσµατικός χώρος και φ : V → V µία γραµµική συνάρτηση. Σε αυτήν
την ενότητα ϑα δούµε πως εντοπίζουµε µη µηδενικά διανύσµατα v που οι εικόνες τους,
φ(v), είναι διανύσµατα παράλληλα προς τα ίδια τα v. Τα διανύσµατα αυτά τα ονοµάζουµε
ιδιοδιανύσµατα της φ. Στο Σχήµα 5.1 µε µπλε χρώµα απεικονίζεται ένα ιδιοδιάνυσµα v
της φ, ενώ µε κόκκινο χρώµα απεικονίζεται η εικόνα του.

0
v

φ(v) = λv

Σχήµα 5.1: Ιδιοδιάνυσµα για την ιδιοτιµή λ

Ορισµός 5.1.1. ΄Εστω V ένας k-διανυσµατικός χώρος και φ : V → V µία γραµµική
συνάρτηση. Το λ ∈ k λέγεται ιδιοτιµή (eigenvalue) της φ, αν υπάρχει v ∈ V , v 6= 0, έτσι
ώστε

φ(v) = λv. (5.1.1.1)

Το v της Σχέσης (5.1.1.1) λέγεται ιδιοδιάνυσµα (eigenvector) της φ για την ιδιοτιµή λ.

Παραδείγµατα 5.1.2.

1. Η ταυτοτική συνάρτηση idV : V → V , idV (v) = v έχει το 1 για ιδιοτιµή, ενώ κάθε
v 6= 0 ∈ V είναι ιδιοδιάνυσµα για την ιδιοτιµή 1. Είναι ϕανερό ότι η γραµµική
συνάρτηση idV : V → V δεν έχει άλλη ιδιοτιµή.
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2. Κάθε µη µηδενικό στοιχείο v του V είναι ιδιοδιάνυσµα για τη µηδενική (τετριµµένη)
συνάρτηση f : V → V για την ιδιοτιµή 0 αφού f(v) = 0. Είναι ϕανερό ότι η µόνη
ιδιοτιµή της µηδενικής συνάρτησης είναι το 0.

΄Εχοντας µελετήσει στο προηγούµενο κεφάλαιο τη στενή σχέση µεταξύ των γραµµικών
συναρτήσεων και των πινάκων, δίνουµε στη συνέχεια τους αντίστοιχους ορισµούς για τους
τετραγωνικούς πίνακες.

Ορισµός 5.1.3. Αν A ∈ Mn(k), τότε b =
[
b1 · · · bn

]T ∈ Mn×1(k) λέγεται ιδιοδιάνυ-
σµα (eigenvector) του A για την ιδιοτιµή (eigenvalue) λ, αν b 6= 0 και A b = λb, δηλ.

A

b1

...
bn

 = λ

b1

...
bn

 . (5.1.3.1)

Σύµφωνα µε το Θεώρηµα 4.2.14, κάθε k-διανυσµατικός χώρος V διάστασης n εί-
ναι ισόµορφος µε τον kn. Για να απλοποιήσουµε, λοιπόν, τους συµβολισµούς µας, ϑα
περιοριστούµε στην περίπτωση που V = kn. Σηµειώνουµε την επόµενη πρόταση.

Πρόταση 5.1.4. ΄Εστω φ : kn → kn µία γραµµική συνάρτηση , D µία διατεταγµένη
ϐάση του kn. Το v ∈ kn είναι ιδιοδιάνυσµα της φ για την ιδιοτιµή λ αν και µόνο αν ο
CD(v) είναι ιδιοδιάνυσµα του πίνακα AφD,D για την ιδιοτιµή λ. Ειδικότερα, αν B είναι
η κανονική ϐάση του kn, τότε το (b1, . . . , bn) είναι ιδιοδιάνυσµα της φ αν και µόνο αν

το b =
[
b1 · · · bn

]T
είναι ιδιοδιάνυσµα του AφB,B .

Απόδειξη. ΄Εστω ότι το v είναι ιδιοδιάνυσµα της φ για την ιδιοτιµή λ, δηλ. φ(v) = λv. Τότε
v 6= 0, άρα CD(v) 6= 0. Είναι ϕανερό ότι CD(λv) = λ CD(v). Από την Πρόταση 4.1.4,
έχουµε ότι :

AφD,D CD(v) = CD(φ(v)) = CD(λv) = λ CD(v) .

΄Αρα το CD(v) είναι ιδιοδιάνυσµα του AφD,D. Το αντίστροφο προκύπτει µε τον ίδιο ακριβώς
τρόπο.

Για το τελευταίο συµπέρασµα της πρότασης σηµειώνουµε ότι αν B είναι η κανονική
ϐάση του kn και v = (b1, . . . , bn), τότε CB(v) =

[
b1 · · · bn

]T .
Στα επόµενο παραδείγµατα ϑα δούµε πως ϐρίσκουµε τα ιδιοδιανύσµατα και τις ιδιο-

τιµές, χρησιµοποιώντας την παρατήρηση αυτή και τη γεωµετρική εποπτεία για το πραγ-
µατικό επίπεδο και τον πραγµατικό τρισδιάστατο χώρο.

Παραδείγµατα 5.1.5.

1. Ο µοναδιαίος πίνακας In έχει την ιδιοτιµή 1 µε ιδιοδιάνυσµα κάθε v 6= 0 ∈ kn.
Σηµειώνουµε ότι ο In είναι ο πίνακας της ταυτοτικής συνάρτησης idkn : kn → kn,
id(v) = v ως προς την κανονική ϐάση.

2. Ο µηδενικός n× n πίνακας

0 =

0 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · 0


έχει την ιδιοτιµή 0 µε ιδιοδιάνυσµα κάθε v 6= 0 ∈ kn. Σηµειώνουµε ότι ο 0 είναι ο
πίνακας της µηδενικής συνάρτησης kn → kn, v 7→ 0 ως προς οποιαδήποτε ϐάση.
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3. Η γραµµική συνάρτηση f : R2 → R2 που περιστρέφει αριστερόστροφα κατά γωνία
π/4 τα στοιχεία του R2 (ϐλ. Σχήµα 5.2) δεν έχει ιδιοτιµές και ιδιοδιανύσµατα. Για
το συµπέρασµα αυτό αρκεί να παρατηρήσουµε τη γραφική απεικόνιση της συνάρ-
τησης : όταν v 6= 0 τότε f(v) και v ορίζουν δύο ευθείες που σχηµατίζουν µεταξύ τους
γωνία π/4. ΄Αρα δεν υπάρχει λ έτσι ώστε f(v) = λ v.

v

π/4

f(v)

0

Σχήµα 5.2: Αριστερόστροφη περιστροφή κατά γωνία π/4

΄Εστω

A = AfBB =

√
2

2

[
1 −1
1 1

]
.

Αφού η f δεν έχει ιδιοτιµές και ιδιοδιανύσµατα, ούτε ο A έχει ιδιοτιµές και ιδιοδια-
νύσµατα στον R.

4. ΄Εστω f : R2 → R2 η προβολή στην ευθεία y = mx, όπως απεικονίζεται στο Σχήµα
6.1.

x

y

L

(1,m)

(−m, 1)

0

Σχήµα 5.3: Προβολή στον R2 στην ευθεία y = mx

Η ευθεία y = mx περνά από την αρχή των αξόνων O(0, 0) και το σηµείο (1,m).
Είναι λοιπόν παράλληλη προς το διάνυσµα (1,m) και κάθετη προς το διάνυσµα
(−m, 1). Από τη γραφική απεικόνιση της συνάρτησης, συµπεραίνουµε ότι η f έχει
δύο ιδιοτιµές : το 1 και το 0. Πράγµατι αν v1 = (1,m) τότε f(v1) = v1 και άρα το
v1 είναι ιδιοδιάνυσµα για το 1. Αντίστοιχα αν v2 = (−m, 1) τότε f(v2) = 0 και το v2

είναι ιδιοδιάνυσµα για την ιδιοτιµή 0. Γενικότερα, τα πολλαπλάσια του v1 είναι όλα
ιδιοδιανύσµατα για την τιµή 1, ενώ τα πολλαπλάσια του v2 είναι ιδιοδιανύσµατα της
f για την ιδιοτιµή 0.

Στη συνέχεια ϑα ϐρούµε τον τύπο της f . ΄Εστω D = (v1, v2). Ο πίνακας AfD,D
είναι διαγώνιος, µε τις ιδιοτιµές να εµφανίζονται ως στοιχεία της κυρίας διαγωνίου.
Πράγµατι f(v1) = v1 και f(v2) = 0, εποµένως

CD(f(v1)) =

[
1
0

]
και CD(f(v2)) =

[
0
0

]
.
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΄Αρα

AfD,D =

[
1 0
0 0

]
.

΄Εστω τώρα B = (e1, e2),

S = SB←D =

[
1 −m
m 1

]
.

Τότε

AfB,B = S AfB,B S
−1 =

1

1 +m2

[
1 m
m m2

]
.

Αφού

AfB,B

[
a
b

]
=

1

1 +m2

[
a+mb
ma+m2b

]
,

έπεται ότι
f(a, b) =

1

1 +m2
(a+mb,ma+m2b) .

5. ΄Εστω f : R2 → R2 ο αντικατοπτρισµός ως προς την ευθεία y = mx, όπως απεικο-
νίζεται στο Σχήµα 5.4.

x

y
L

v1v2

0

Σχήµα 5.4: Αντικατοπτρισµός ως προς την ευθεία y = mx

Η f έχει την ιδιοτιµή 1 µε ιδιοδιανύσµατα τα πολλαπλάσια του v1 = (1,m), και την
ιδιοτιµή -1 µε ιδιοδιανύσµατα τα πολλαπλάσια του v2 = (−m, 1). ΄Ετσι ως προς τη
ϐάση D = (v1, v2) έχουµε ότι

AfD,D =

[
1 0
0 −1

]
.

΄Εστω B η κανονική ϐάση του R2 και S = SB←D. Τότε

S =

[
1 −m
m 1

]
και

AfB,B = S AfD,D S−1 =
1

1 +m2

[
1−m2 2m

2m m2 − 1

]
.

Αφού

AfB,b

[
a
b

]
=

1

1 +m2

[
a(1−m2) + 2bm
2am+ b(m2 − 1)

]
,

ο αναλυτικός τύπος της f είναι

f(a, b) =
1

1 +m2
(a(1−m2) + 2bm, 2am+ b(m2 − 1)) .
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Αν το λ είναι ιδιοτιµή της γραµµικής συνάρτησης φ : kn → kn, τότε ο ιδιοχώρος
(eigenspace) της φ, Vλ(φ), είναι το σύνολο

Vλ(φ) := {v ∈ kn : φ(v) = λv} .

Ο Vλ(φ) είναι, λοιπόν, το σύνολο όλων των ιδιοδιανυσµάτων της φ για την ιδιοτιµή λ, µαζί
µε το 0. Αντίστοιχα, αν A είναι ένας n× n πίνακας,

Vλ(A) := {b ∈Mn×1(k) : Ab = λb} .

Αφού σε κάθε n × n πίνακα αντιστοιχεί µία γραµµική συνάρτηση φ : kn → kn και
αντίστροφα, είναι ϕανερό ότι ιδιότητες του Vλ(φ) µεταφράζονται σε ιδιότητες του Vλ(A)
και τανάπαλιν. Παρατηρούµε ότι ο Vλ(φ) είναι διανυσµατικός χώρος. Πράγµατι :

• αν v1, v2 ∈ Vλ(φ), τότε φ(v1 + v2) = φ(v1) + φ(v2) = λv1 + λv2 = λ(v1 + v2) και
εποµένως v1 + v2 ∈ Vλ(φ).

• Επίσης, αν v ∈ Vλ(φ) και κ ∈ k, τότε φ(κv) = κφ(v) = κ(λv) = (κλ)v = λ(κv) =
λφ(v) και εποµένως κv ∈ Vλ(φ).

Τέλος, µία ενδιαφέρουσα ιδιότητα των χώρων Vλ(φ), είναι ότι παραµένουν αναλλοίωτοι
(invariant) από τη δράση της φ, δηλ.

φ (Vλ(φ)) ⊂ Vλ(φ).

Παραδείγµατα 5.1.6.

1. ∆ίνεται η γραµµική συνάρτηση

φ : R2 → R2 , (x, y) 7→ (2x+ y, 4x+ 2y).

΄Εστω B = (e1, e2) η κανονική ϐάση του R2. Τότε

AφB,B =

[
2 1
4 2

]
Παρατηρούµε ότι

φ(1,−2) = (0, 0) = 0(1,−2) ,

δηλ. το 0 είναι ιδιοτιµή και v1 = (1,−2) είναι ιδιοδιάνυσµα της φ για την ιδιοτιµή 0
όπως ϐέβαια και κάθε άλλο (µη µηδενικό) στοιχείο του Kerφ. Επίσης,

φ(1, 2) = (4, 8) = 4(1, 2) ,

δηλ. το 4 είναι ιδιοτιµή του φ και v2 = (1, 2) είναι ιδιοδιάνυσµα για την ιδιοτιµή 4.
Τα v1, v2 είναι γραµµικά ανεξάρτητα και παράγουν τον R2. ΄Αρα D = (v1, v2) είναι
ϐάση του R2. Εποµένως

AφD,D =

[
0 0
0 4

]
,

και

AφD,D = S−1 AφB,B S όπου S = SB←D =

[
1 1
−2 2

]
.

Ο αναγνώστης καλείται να αποδείξει ότι V0(φ) = S({(v1}) και ότι V4(φ) = S({v2}).



134 Χ. Χαραλάµπους, Α. Φωτιάδης Γραµµική ΄Αλγεβρα

2. ∆ίνεται η γραµµική συνάρτηση

φ : R2 → R2 , (x, y) 7→ (2x, 3y).

΄Εστω B = (e1, e2) η κανονική ϐάση του R2. Παρατηρούµε ότι

A = AφB,B =

[
2 0
0 3

]
είναι διαγώνιος πίνακας.: φ(e1) = 2e1 και φ(e2) = 3e2. Εποµένως, e1 είναι ιδιο-
διάνυσµα για την ιδιοτιµή 2, ενώ το e2 είναι ιδιοδιάνυσµα για την ιδιοτιµή 3. Ο
αναγνώστης καλείται να αποδείξει ότι

V2(φ) = S({e1}) και V3(φ) = S({e2}) .

3. ΄Εστω φ : R3 → R3,φ(x, y, z) = (3x, 3y, z) και B = (e1, e2, e3) η κανονική ϐάση του
R3. Παρατηρούµε ότι

AφB,B =

3 0 0
0 3 0
0 0 1

 .

Ο AφB,B είναι διαγώνιος και τα e1, e2 είναι ιδιοδιανύσµατα για την ιδιοτιµή 3, ενώ το
e3 είναι ιδιοδιάνυσµα για την ιδιοτιµή 1. Ο αναγνώστης καλείται να αποδείξει ότι

V3(φ) = S({e1, e2}), V1(φ) = S({e3}) .

4. Θα γενικεύσουµε τις παρατηρήσεις µας για τους διαγώνιους πίνακες και τις ιδιοτιµές
τους. ΄Εστω ότι f : kn → kn είναι γραµµική συνάρτηση µε την ιδιότητα ότι υπάρχει
D = (v1, . . . , vn) διατεταγµένη ϐάση του kn έτσι ώστε το vi να είναι ιδιοδιάνυσµα της
f , για i = 1, . . . , n. ΄Εστω ότι λi είναι η ιδιοτιµή της f που αντιστοιχεί στο vi, για
i = 1, . . . , n. Αφού f(vi) = λivi, ο πίνακας των συντεταγµένων του f(vi) ως προς τη
ϐάση D έχει την εξής µορφή:

CD(f(vi)) =
[
0 · · · λi · · · 0

]T
↑

i-ϑέση

και εποµένως ο AfD,D είναι διαγώνιος πίνακας,

AfD,D =

λ1 0
. . .

0 λn

 .

Αντίστροφα, αν D = (v1, . . . , vn) είναι ϐάση του kn, f : kn → kn και

AfD,D =

λ1 O
.. .

O λn

 ,

τότε f(vi) = λivi, για i = 1, . . . , n. Εποµένως το vi είναι ιδιοδιάνυσµα της f για την
ιδιοτιµή λi, για i = 1, . . . , n.
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5. ΄Εστω φ : V → V µία γραµµική συνάρτηση του V και έστω ότι το 0 είναι ιδιοτιµή
του φ. Υπάρχει λοιπόν 0 6= v ∈ V έτσι ώστε φ(v) = 0 v = 0. Εποµένως v ∈ Kerφ
και Kerφ 6= {0}. Αντίστροφα, αν v ∈ Kerφ και v 6= 0, τότε φ(v) = 0 και το
v είναι ιδιοδιάνυσµα που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή 0. Καταλήγουµε έτσι στο εξής
συµπέρασµα:

Το 0 είναι ιδιοτιµή της γραµµικής συνάρτησης φ : V → V αν και µόνο αν η
φ δεν είναι ένα προς ένα . Ισοδύναµα, το 0 είναι ιδιοτιµή του τετραγωνικού
πίνακα A αν και µόνο αν detA = 0.

6. ΄Εστω ότι φ : V → V είναι ισοµορφισµός. Αν το λ είναι ιδιοτιµή της φ και v είναι
ιδιοδιάνυσµα της φ για το λ, τότε (όπως ϑα δούµε) το λ−1 είναι ιδιοτιµή της φ−1 και το
v είναι ιδιοδιάνυσµα της φ−1 για το λ−1. Πράγµατι, έστω ότι το v είναι ιδιοδιάνυσµα
της φ που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή λ. Αφού η γραµµική συνάρτηση φ : V → V
είναι ισοµορφισµός, έπεται ότι λ 6= 0. Εποµένως

φ−1(v) = φ−1((λ−1λ)v) = λ−1φ−1(φ(v)) = λ−1 idV (v) = λ−1v.

∆είξαµε λοιπόν ότι :

Αν ο φ : V → V είναι ισοµορφισµός και το λ είναι ιδιοτιµή της φ µε ιδιο-
διάνυσµα v, τότε το λ−1 είναι ιδιοτιµή του φ−1 : V → V µε ιδιοδιάνυσµα το
v.

7. ∆ίνεται η γραµµική συνάρτηση φ : R2 → R2, µε φ(x, y) = (y,−2x+ 3y). Ο πίνακας
A της φ ως προς την κανονική ϐάση B του R2 είναι

A =

[
0 −2
1 3

]
.

Ο αναγνώστης καλείται να επιβεβαιώσει ότι το 2 είναι ιδιοτιµή του A και της φ και ότι
κάθε µη µηδενικό διάνυσµα επί της ευθείας {t(1,−1) : t ∈ R} είναι ιδιοδιάνυσµα

για την ιδιοτιµή 2. Η φ−1 : R2 → R2, δίνεται από τον τύπο φ−1(x, y) =
1

2
(3x−y, 2x).

Ο αναγνώστης καλείται να επιβεβαιώσει ότι το
1

2
είναι ιδιοτιµή της φ−1.

8. ΄Εστω ο 2× 2 µιγαδικός πίνακας

A =

[
i 1
0 1 + i

]
.

Το e1 είναι ιδιοδιάνυσµα για την ιδιοτιµή i και το (1, 1) είναι ιδιοδιάνυσµα για την
ιδιοτιµή 1 + i.

9. ΄Εστω ο 2× 2 µιγαδικός πίνακας

A =

[
0 i
−i 1

]
.

Ο αναγνώστης καλείται να επιβεβαιώσει ότι ±1 είναι ιδιοτιµές του A.
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10. ΄Εστω A ∈ Mn(C) και λ ιδιοτιµή του A. Τότε το λ είναι ιδιοτιµή του A. Πράγµατι,
έστω ότι b είναι ιδιοδιάνυσµα του A για την ιδιοτιµή λ. Τότε A b = λb και συνεπώς

A b = λb⇒ A b = λ b,

δηλ. το b είναι ιδιοδιάνυσµα του A για την ιδιοτιµή λ.

11. ΄Εστω A ∈ Mn(C) ένας πίνακας, τέτοιος ώστε A = A
T
. Ο A λέγεται αυτοπροσαρ-

τηµένος (self-adjoint). Θα αποδείξουµε ότι οι ιδιοτιµές του A είναι πραγµατικοί
αριθµοί.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι το b είναι ιδιοδιάνυσµα του A για την ιδιοτιµή λ ∈ C. Για να δεί-
ξουµε ότι το λ είναι πραγµατικός αριθµός, ϑα αποδείξουµε ότι λ = λ. Υπολογίζουµε
το γινόµενο (Ab)T b:

(Ab)T b = (λb)T b = λ(bT b) . (5.1.6.1)

Από το προηγούµενο παράδειγµα γνωρίζουµε ότι λ είναι ιδιοτιµή του A και ότι b
είναι ιδιοδιάνυσµα για το λ. Από την υπόθεση, A

T
= A. Συνεπώς A = AT . Θα

υπολογίσουµε τώρα το γινόµενο (Ab)T b, χρησιµοποιώντας αυτές τις παρατηρήσεις.

(Ab)T b = (bTAT )b = bT (A b) = bT (λ b) = λ(bT b) . (5.1.6.2)

Από τις Εκφράσεις (5.1.6.1) και (5.1.6.2) προκύπτει ότι

λ(bT b) = λ(bT b)⇒ (λ− λ)(bT b) = 0.

΄Οµως, bT b 6= 0 (ϐλ. Παράδειγµα 2.1.10.2) και άρα λ = λ. Αυτό σηµαίνει ότι λ ∈ R
και το Ϲητούµενο αποδείχθηκε.

Αποδείξαµε λοιπόν ότι :

Αν ο A ∈ Mn(C) είναι αυτοπροσαρτηµένος πίνακας τότε οι ιδιοτιµές του A
είναι πραγµατικοί αριθµοί. Αν ο A ∈Mn(R) είναι συµµετρικός πίνακας, τότε
οι οι ιδιοτιµές του A είναι πραγµατικοί αριθµοί.

12. Ο συµµετρικός πίνακας

A =

[
i 0
0 2i

]
δεν είναι αυτοπροσαρτηµένος, (προσοχή: A = AT , όµως A /∈Mn(R)). Οι ιδιοτιµές
του A είναι οι µιγαδικοί αριθµοί i, 2i.

Στη συνέχεια γενικεύουµε το συµπέρασµα του Παραδείγµατος 5.1.5.5.

Πρόταση 5.1.7. ΄Εστω ο πίνακας A ∈ Mn(k). Το λ είναι ιδιοτιµή του A αν και µόνο αν
det(A− λIn) = 0. Αντίστοιχα, αν φ : kn → kn είναι µία γραµµική συνάρτηση και A είναι ο
πίνακας της φ ως προς οποιαδήποτε διατεταγµένη ϐάση του kn, τότε το λ είναι ιδιοτιµή της φ
αν και µόνο αν det(A− λIn) = 0. Αν το λ είναι ιδιοτιµή του A, τότε τα ιδιοδιανύσµατα του
A για την ιδιοτιµή λ, είναι οι µη µηδενικές λύσεις του A− λIn = 0.
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Απόδειξη. ΄Εστω ότι b είναι ιδιοδιάνυσµα για τον A που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή λ. Τονί-
Ϲουµε ότι b 6= 0. Ισχύει ότι

Ab = λb⇔ Ab− λb = 0⇔ Ab− λIn = 0⇔ (A− λIn)b = 0.

Συνεπώς το οµογενές σύστηµα (A − λIn)X = 0 έχει τη µη µηδενική λύση, b. Αυτό
µπορεί να γίνει µόνο όταν A − λIn δεν είναι αντιστρέψιµος και det(A − λIn) = 0. Για
την αντίστροφη κατεύθυνση, παρατηρούµε ότι όλες οι συνεπαγωγές στον συλλογισµό µας
αντιστρέφονται.

Παραδείγµατα 5.1.8.

1. Ο πίνακας

A =

[
1 −1
1 1

]
∈M2(R)

δεν έχει ιδιοτιµές και ιδιοδιανύσµατα στον R. Πράγµατι,

det(A− λI2) = det

([
1− λ −1

1 1− λ

])
= (1− λ)2 + 1 = λ2 − 2λ+ 2

δεν έχει ϱίζες στον R, αφού η διακρίνουσα του λ2− 2λ+ 2 είναι αρνητικός αριθµός.
Το πολυώνυµολ2 − 2λ + 2 έχει όµως δύο µιγαδικές ϱίζες, τις 1 ± i. Εποµένως,
A ∈M2×2(C) έχει δύο ιδιοτιµές στον C. Ο αναγνώστης καλείται να διαπιστώσει ότι
(i, 1) ∈ C2 είναι ιδιοδιάνυσµα του A για την ιδιοτιµή 1 + i, ενώ (−i, 1) ∈ C2 είναι
ιδιοδιάνυσµα του A για την ιδιοτιµή 1− i.

2. ΄Εστω ότι A,B είναι δύο όµοιοι n × n πίνακες και ότι B = P−1AP για κάποιον
αντιστρέψιµο πίνακα P . Αν b είναι ιδιοδιάνυσµα του A για την ιδιοτιµή λ, τότε P−1b
είναι ιδιοδιάνυσµα του B για την ιδιοτιµή λ.

Απόδειξη. Αφού b είναι ιδιοδιάνυσµα του A για την ιδιοτιµή λ, Ab = λb. Εποµένως :

B(P−1b) = (P−1AP )(P−1b) = (P−1A)(P P−1b) = (P−1A)(In b)

= P−1(A b) = P−1(λb) = λ(P−1b) .

Σηµειώνουµε το συµπέρασµα που προκύπτει από τα προηγούµενα.

΄Οµοιοι πίνακες έχουν τις ίδιες ιδιοτιµές.

Παρατηρούµε ότι σύµφωνα µε την Πρόταση 5.1.7,

Vλ(φ) = null(A− λIn)

και µάλιστα, αφού ο Vλ(φ) περιέχει ένα τουλάχιστον µη µηδενικό ιδιοδιάνυσµα, ισχύει
ότι

dimkVλ(φ) ≥ 1 .
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Ασκήσεις Ενότητας 5.1

1. ΄Εστω η γραµµική συνάρτηση φ : R2 → R2 που περιστρέφει τα διανύσµατα α-
ϱιστερόστροφα κατά γωνία π. Να ϐρεθούν οι ιδιοτιµές και τα ιδιοδιανύσµατα της
φ.

2. ΄Εστω η γραµµική συνάρτηση φ : R3 → R3 που αντικατοπτρίζει τα διανύσµατα ως
προς το επίπεδο y = 0. Να ϐρεθούν οι ιδιοτιµές και τα ιδιοδιανύσµατα της φ.

3. Να υπολογισθούν οι ιδιοτιµές και τα ιδιοδιανύσµατα των εξής γραµµικών συνάρτη-
σεων

(αʹ) φ : C2 → C2, (x, y) 7→ (x+ 4y, 2x+ 3y).

(ϐʹ) ψ : R3 → R3, (a, b, c) 7→ (b, c, a).

(γʹ) f : R3 → R3, (x, y, z) 7→ (2x+ y, y − z, 2y + 4z).

4. Να υπολογισθούν οι ιδιοτιµές και τα ιδιοδιανύσµατα των εξής πινάκων:

(αʹ)
[
1 2
3 2

]
,

(ϐʹ)
[
−2 2
−2 3

]
,

(γʹ)
[

1 i
−i 1

]
.

5. ΄Εστω A ένας n×n πίνακας, λ µία ιδιοτιµή του A και X είναι ένα ιδιοδιάνυσµα του
A που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή λ. Να αποδείξετε ότι το λ+ k είναι µία ιδιοτιµή του
A+ kIn και ότι X είναι ιδιοδιάνυσµα του A+ kIn. Επίσης να αποδείξετε ότι το λm

είναι µία ιδιοτιµή του Am και ότι X είναι ιδιοδιάνυσµα του Am που αντιστοιχεί στο
λm.

6. ΄Εστω A ένας n × n πίνακας και λ είναι µία ιδιοτιµή του 3A. Να αποδείξετε ότι το
λ2 − λ+ 2 είναι µία ιδιοτιµή του πίνακα 3A2 − A+ 2In.

5.2 Ιδιοχώροι και το Χαρακτηριστικό Πολυώνυµο

΄Εστω φ : kn → kn µία γραµµική συνάρτηση. Για να ϐρούµε τις ιδιοτιµές της φ, ϐασιζό-
µαστε στις Προτάσεις 5.1.4 και 5.1.7 και προχωράµε ως εξής :

• ϐρίσκουµε τον πίνακα A της φ, ως προς την κανονική (ή οποιαδήποτε άλλη διατε-
ταγµένη ϐάση) του kn,

• υπολογίζουµε την ορίζουσα του πίνακα A− xIn,

• ϐρίσκουµε τις τιµές των λ που µηδενίζουν την ορίζουσα det(A− xIn).
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Για να ϐρούµε τα τα ιδιοδιανύσµατα της φ όταν γνωρίζουµε τις ιδιοτιµές, µπορούµε να
λύσουµε τα συστήµατα AX = λX για κάθε ιδιοτιµή του A. Υπάρχει µήπως κάποιος
αποτελεσµατικότερος τρόπος ; Για να απαντήσουµε σε αυτό το ερώτηµα, ϑα ορίσουµε το
χαρακτηριστικό πολυώνυµο του A. Σηµειώνουµε ότι ο πίνακας A − xIn είναι ο n × n
πίνακας

A− xIn =


α11 − x α12 · · · α1n

α21 α22 − x · · · α2n

...
...

...
αn1 αn2 · · · αnn − x

 .

Εποµένως det(A − xIn) είναι ένα πολυώνυµο στον k[x], ϐαθµού n. Το πολυώνυµο αυτό
συµβολίζεται µε PA(x) και λέγεται χαρακτηριστικό πολυώνυµο (characteristic polyno-
mial) του A, δηλ.

PA(x) := det(A− xIn).

Γράφουµε Pφ(x) για το PA(x) όταν ϑέλουµε να δώσουµε την έµφαση στην φ. Οι
ιδιοτιµές του A µηδενίζουν το PA(x) και είναι οι ϱίζες του PA(x). Παρατηρούµε ότι το
PA(x) έχει την εξής µορφή:

PA(x) = (−1)nxn + αn−1x
n−1 + · · ·+ α1x+ α0 .

Ο σταθερός όρος του PA(x), a0, είναι ίσος µε την ορίζουσα του A. Πράγµατι,

PA(0) = α0 = det(A− 0In) = detA .

Ενδιαφέρον επίσης έχει ο συντελεστής an−1 του PA(x). Από τον υπολογισµό της ορίζουσας
του A− xIn προκύπτει ότι ο an−1 είναι µε προσέγγιση προσήµου το ίχνος του A:

αn−1 = (−1)n−1(α11 + · · ·+ αnn) = (−1)n−1 Tr(A) .

Παραδείγµατα 5.2.1.

1. ΄Εστω

A =

[
1 2
0 i

]
.

Τότε

A− xI2 =

[
1− x 2

0 i− x

]
⇒ PA(x) = (1− x)(i− x) = x2 − (1 + i)x+ i .

Οι ιδιοτιµές του A είναι οι 1 και i. ΄Εστω φ : C2 → C2, φ(a, b) = (a, 2a + ib). Αν B
είναι η κανονική ϐάση του C2, τότε A = AφB,B. Εποµένως

Pφ(x) = x2 − (1 + i)x+ i .

2. ΄Εστω

A =

1 0 2
0 2 3
0 2 3

 .
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Τότε

A− xI3 =

1− x 0 2
0 2− x 3
0 2 3− x


και det(A− xI3) =

(1− x)
(
(2− x)(3− x)− 6

)
= −x(x− 1)(x− 5) = −x3 + 6x2 − 6x .

3. ΄Εστω A ∈Mn(k). Τότε

det(A− xIn) = det(A− xIn)T = det(AT − xIn) .

∆είξαµε λοιπόν ότι

Οι πίνακες A και AT έχουν το ίδιο χαρακτηριστικό πολυώνυµο.

4. Είδαµε ότι ο σταθερός όρος του πολυωνύµου PA(x) είναι ίσος µε την ορίζουσα τουA.
Σύµφωνα µε την Πρόταση 5.1.7, το 0 είναι ιδιοτιµή του A αν και µόνο αν detA = 0.
Εποµένως

Ο πίνακας A είναι αντιστρέψιµος αν και µόνο αν ο σταθερός όρος του PA(x)
είναι διάφορος του µηδενός.

Πόσες ιδιοτιµές έχει µία γραµµική συνάρτηση φ : kn → kn; Αντίστοιχα πόσες ιδιοτιµές
έχει ένας n×n πίνακας A; Σύµφωνα µε τα όσα έχουµε εξετάσει προηγουµένως ο αριθµός
των ιδιοτιµών του φ και αντίστοιχα τουA είναι ακριβώς ο ο αριθµός των ϱιζών του Pφ(x) και
αντίστοιχα του PA(x)). Πόσες λοιπόν ϱίζες έχει ένα πολυώνυµο ϐαθµού n; Η απάντηση
εξαρτάται από το σώµα επάνω από το οποίο δουλεύουµε και δίνεται από την επόµενη
πρόταση.

Πρόταση 5.2.2. Αν φ : Cn → Cn είναι µία γραµµική συνάρτηση, τότε η φ έχει ακριβώς n
µιγαδικές ιδιοτιµές. Αν φ : Rn → Rn είναι µία γραµµική συνάρτηση, τότε η φ έχει το πολύ
n πραγµατικές ιδιοτιµές. Αντίστοιχα αν A ∈ Mn(C) τότε ο A έχει ακριβώς n µιγαδικές
ιδιοτιµές. Αν A ∈Mn(R) τότε ο A έχει το πολύ n πραγµατικές ιδιοτιµές.

Απόδειξη. Για την απόδειξη, πρέπει να αναφερθούµε στο Θεµελιώδες Θεώρηµα της ΄Αλ-
γεβρας. Σύµφωνα µε το ϑεώρηµα αυτό, ένα πολυώνυµο p(x) ∈ C[x] ϐαθµού n µε συντε-
λεστές από το C έχει ακριβώς n ϱίζες στο C, µετρηµένες σύµφωνα µε την πολλαπλότητά
τους. Βεβαίως, αν p(x) ∈ R[x], τότε p(x) ∈ C[x]. Εποµένως το p(x) έχει ακριβώς deg p(x)
µιγαδικές ϱίζες και κάποιες από αυτές µπορεί να είναι πραγµατικοί αριθµοί, ίσως όµως
όχι όλες. Συνεπώς αν p(x) ∈ R[x], τότε p(x) έχει το πολύ deg p(x) πραγµατικές ϱίζες.
Αφού PA(x) έχει ϐαθµό n, το συµπέρασµα της πρότασης και για τις δύο περιπτώσεις
προκύπτει από τις προηγούµενες παρατηρήσεις.

Στα επόµενα παραδείγµατα ϑα κάνουµε χρήση αυτής της πληροφορίας.

Παραδείγµατα 5.2.3.

https://el.wikipedia.org/wiki/%CE%98%CE%B5%CE%BC%CE%B5%CE%BB%CE%B9%CF%8E%CE%B4%CE%B5%CF%82_%CE%B8%CE%B5%CF%8E%CF%81%CE%B7%CE%BC%CE%B1_%CE%AC%CE%BB%CE%B3%CE%B5%CE%B2%CF%81%CE%B1%CF%82
https://el.wikipedia.org/wiki/%CE%98%CE%B5%CE%BC%CE%B5%CE%BB%CE%B9%CF%8E%CE%B4%CE%B5%CF%82_%CE%B8%CE%B5%CF%8E%CF%81%CE%B7%CE%BC%CE%B1_%CE%AC%CE%BB%CE%B3%CE%B5%CE%B2%CF%81%CE%B1%CF%82
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1. ΄Εστω ότι A ∈Mn(C) και ότι οι ιδιοτιµές του A είναι οι λ1, . . . , λn ∈ C. Αφού λοιπόν
ο αρχικός συντελεστής του PA(x) είναι το (−1)n, έπεται ότι

PA(x) = (−1)n(x− λ1) · · · (x− λn).

Αναπτύσσοντας αυτό το γινόµενο, προκύπτει ότι ο συντελεστής του όρου xn−1 είναι
ίσος µε το

(−1)n−1(λ1 + · · ·+ λn),

ενώ ο σταθερός όρος του PA(x), ο PA(0), είναι ίσος µε το γινόµενο

(−1)n(0− λ1) · · · (0− λn) = (−1)n(−1)n(λ1 · · ·λn) = λ1 · · ·λn.

Προηγουµένως είδαµε ότι ο συντελεστής του όρου xn−1 είναι (−1)n−1 Tr(A) και ότι
ο σταθερός όρος του PA(x) είναι ίσος µε την ορίζουσα του A. Εποµένως αποδείξαµε
την επόµενη σχέση µεταξύ της ορίζουσας του A και της ιδιοτιµής του A.

Αν A ∈Mn(C) και οι ιδιοτιµές του A είναι οι λ1, . . . , λn τότε
Tr(A) = λ1 + · · ·+ λn και detA = λ1 · · ·λn.

2. ∆ίνεται ο πίνακας

A =

3− a 3b c
c a i
i c+ i −1


µαζί µε την πληροφορία ότι detA = 2 και ότι µία ιδιοτιµή του A είναι ίση µε 2. Από
την Πρόταση 5.2.2 γνωρίζουµε ότι ο A έχει τρεις συνολικά µιγαδικές ιδιοτιµές. Θα
υπολογίσουµε τις άλλες δύο.

΄Εστω ότι λ1, λ2 είναι οι άλλες δύο ιδιοτιµές του A. Τότε

2 = detA = 2λ1λ2, 2 = TrA = 2 + λ1 + λ2 .

Εποµένως
λ1 = −λ2, και λ2

1 = −1

και οι άλλες δύο ιδιοτιµές του A είναι ±i.

΄Οπως έχουµε δει, όµοιοι πίνακες έχουν τις ίδιες ιδιοτιµές, ϐλ. Παράδειγµα 5.1.8.2.
Ισχύει όµως κάτι πιο ισχυρό, όπως δείχνει η επόµενη πρόταση.

Πρόταση 5.2.4. ΄Οµοιοι πίνακες έχουν το ίδιο χαρακτηριστικό πολυώνυµο.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι A,B ∈Mn(k) είναι δύο όµοιοι πίνακες. Θα αποδείξουµε ότι det(A−
xIn) = det(B − xIn). Αφού A,B είναι όµοιοι, υπάρχει αντιστρέψιµος πίνακας S τέτοιος
ώστε

B = S−1A S .

Θα δείξουµε ότι det(B − xIn) = det(A− xIn). Πράγµατι

det(B − xIn) = det(S−1A S − xS−1S) = det(S−1A S − S−1xInS) =

= det(S−1(A− xIn)S) = det(S−1| det(A− xIn) det(S) = det(A− xIn) .

Αποδείξαµε λοιπόν ότι οι όµοιοι πίνακες A και B έχουν το ίδιο χαρακτηριστικό πολυώνυ-
µο.
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΄Εστω φ : kn → kn µία γραµµική συνάρτηση. Οι πίνακες της φ ως προς διαφορετικές
ϐάσεις του kn είναι όµοιοι, (Πόρισµα 4.3.4). Σύµφωνα µε την προηγούµενη πρόταση,
µπορούµε να επιλέξουµε οποιαδήποτε ϐάση του kn και ϑα ϐρούµε ακριβώς το ίδιο πο-
λυώνυµο Pφ(x). Ο επόµενος αλγόριθµος συγκεντρώνει τα ϐήµατα για τον υπολογισµό
των ιδιοτιµών και των ιδιοδιανυσµάτων της φ.

Αλγόριθµος 5.2.1 Αλγόριθµος υπολογισµού ιδιοχώρων της γραµµικής συνάρτησης
φ : kn → kn

Είσοδος: Η γραµµική συνάρτηση φ : kn → kn.
΄Εξοδος: Μία ϐάση για τους ιδιοχώρους της φ.

Βήµα 1 ΄Εστω
A =

[
φ(e1) · · · φ(en)

]
.

Βήµα 2 Βρίσκουµε το πολυώνυµο PA(x) = Pφ(x) υπολογίζοντας την ορίζουσα

det(A− xIn) .

Βήµα 3 Βρίσκουµε τις ιδιοτιµές του A στον k, λύνοντας την εξίσωση

PA(x) = 0 .

Βήµα 4 Για κάθε λ που είναι ιδιοτιµή του A, ϐρίσκουµε µία ϐάση για το µηδε-
νοχώρο του A− λIn:

Vλ(φ) = null(A− λIn) .

Στα παραδείγµατα που ακολουθούν ϑα δούµε τον αλγόριθµο στη πράξη.

Παραδείγµατα 5.2.5.

1. ΄Εστω φ : C2 → C2, φ(a, b) = (a + 2b, ib). Υπολογίζουµε τις εικόνες φ(e1) και
φ(e2). Αφού φ(e1) = (1, i) και φ(e2) = (2, i), αν B είναι η κανονική ϐάση του C2

και A = AφB,B, τότε

A =

[
1 2
0 i

]
.

΄Οπως είδαµε στο Παράδειγµα 5.2.1.1,

PA(x) = (1− x)(i− x)

και A έχει τις ιδιοτιµές 1 και i. ΄Ετσι

V1(A) = null(A− I2) = null

[
0 2
0 i− 1

]
= null

[
0 1
0 0

]
= {t(1, 0) : t ∈ C}

ενώ

Vi(A) = null(A− iI2) = null

[
1− i 2

0 0

]
= null

[
1 1 + i
0 0

]
= {t(−1− i, 1) : t ∈ C} .
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Παρατηρούµε ότι αν v1 = (1, 0), v2 = (−1−i, 1), τότεD = (v1, v2) είναι διατεταγµένη
ϐάση του C2 από ιδιοδιανύσµατα της φ και άρα

AφD,D =

[
1 0
0 i

]
.

Αφού ο πίνακας AφD,D είναι διαγώνιος, η γραµµική συνάρτηση φ είναι διαγωνιοποι-
ήσιµη.

2. Θα προσδιορίσουµε τους ιδιοχώρους της γραµµικής συνάρτησης

φ : R2 → R2 , (x, y) 7→ (2x+ y, x+ 2y).

Ο πίνακας του φ ως προς τη συνήθη ϐάση του R2 είναι ο

A =

[
2 1
1 2

]
.

Αφού A = AT , ο A έχει ακριβώς δύο πραγµατικές ιδιοτιµές, ϐλ. Παράδειγµα
5.1.5.11. Πράγµατι, υπολογίζουµε και παραγοντοποιούµε το χαρακτηριστικό πο-
λυώνυµο της φ:

Pφ(x) = det

[
2− x 1

1 2− x

]
= (2− x)2 − 1 = x2 − 4x+ 3 = (x− 1)(x− 3).

Εποµένως οι ιδιοτιµές του A είναι το 1 και το 3. Φέρνουµε τον πίνακα A − 1I2 σε
ελαττωµένη κλιµακωτή µορφή γραµµών:[

1 1
1 1

]
−→

[
1 1
0 0

]
.

Ο ιδιοχώρος του φ που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή 1, είναι ο

V1(φ) = { (−x2, x2) : x2 ∈ k} = S({(−1, 1)}) = S({v}),

όπου v = (−1, 1).

Για τον χώρο V3(φ), ϕέρνουµε τον πίνακα A− 3I2 σε ελαττωµένη κλιµακωτή µορφή
γραµµών [

−1 1
1 −1

]
−→

[
1 −1
0 0

]
,

άρα
V3(φ) = { (x2, x2) : x2 ∈ k} = S({(1, 1)}) = S({u}),

όπου u = (1, 1).

Τα ιδιοδιανύσµατα {v, u} είναι ϐάση για τον R2 και ο A είναι διαγωνιοποιήσιµος
και όµοιος µε τον [

1 0
0 3

]
.
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3. Θα προσδιορίσουµε τις ιδιοτιµές και τους ιδιοχώρους του πίνακα

A =

[
1 1
1 0

]
∈M2(R).

Το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του A είναι το∣∣∣∣ 1− x 1
1 −x

∣∣∣∣ = −x+ x2 − 1 =

(
x− 1 +

√
5

2

)(
x− 1−

√
5

2

)
.

Οι ιδιοτιµές του A είναι λ1 =
1 +
√

5

2
και λ2 =

1−
√

5

2
.

Για να ϐρούµε τον ιδιοχώρο Vλ1 λύνουµε το σύστηµα (A− λ1I2)X = O. Η ελαττω-
µένη κλιµακωτή µορφή γραµµών του A− λ1I2 είναι :[

1 −1−
√

5
2

0 0

]
και άρα

Vλ1(A) = {(1 +
√

5

2
x2, x2) : x2 ∈ R} = S({(1 +

√
5

2
, 1)})

= S({(1 +
√

5, 2)}).

Αντίστοιχα

Vλ2(A) = S({(1−
√

5

2
, 1)}) = S({(1−

√
5, 2)}).

Ο πίνακας A είναι διαγωνιοποιήσιµος και όµοιος µε τον πίνακα[
λ1 0
0 λ2

]
.

4. Ο πίνακας

A =

[
0 −1
1 0

]
∈M2(R)

έχει χαρακτηριστικό πολυώνυµο το

PA(x) =

∣∣∣∣ −x −1
1 −x

∣∣∣∣ = x2 + 1 .

Το πολυώνυµο PA(x) δεν έχει ϱίζες στον R και ο A δεν είναι διαγωνιοποιήσιµος στον
R. Τα±i ∈ C είναι ϱίζες του PA(x) στονC και άρα οA έχει ιδιοτιµές τους µιγαδικούς
αριθµούς ±i και είναι διαγωνιοποιήσιµος στον C. Οι αντίστοιχοι ιδιοχώροι είναι

Vi(A) = { (ix2, x2) : x2 ∈ C} = S({(i, 1)}),

και
V−i(A) = { (ix2, x2) : x2 ∈ C} = S({(−i, 1)}).



Ιδιοχώροι και το Χαρακτηριστικό Πολυώνυµο 145

5. ΄Εστω φ : R3 → R3, φ(a, b, c) = (a + 2c, 2b + 3c, 2b + 3c), B η κανονική ϐάση του
R3 και A = AφB,B. Τότε

A =

1 0 2
0 2 3
0 2 3


και όπως είδαµε στο Παράδειγµα 5.2.1.2, PA(x) = −x(x− 1)(x− 5). Εποµένως οι
ιδιοτιµές του A είναι 0, 1, 5.

V0(A) = null(A− 0 I3) = nullA = null

1 0 2
0 2 3
0 2 3

 = null

1 0 2
0 1 3

2

0 0 0

 .

Εποµένως

V0(A) = {t(−2,−3

2
, 1) : t ∈ R} .

Επίσης

V1(A) = null(A− 1 I3) = null

0 0 2
0 1 3
0 2 2

 = null

0 1 0
0 0 1
0 0 0

 .

Εποµένως
V1(A) = {t(1, 0, 0) : t ∈ R} .

Τέλος

V5(A) = null(A− 5 I3) = null

−4 0 2
0 −3 3
0 2 −2

 = null

1 0 −1
2

0 1 −1
0 0 0


και

V5(A) = {t(1

2
, 1, 1) : t ∈ R} .

Παρατηρούµε ότι αν

v1 = (−2,−3

2
, 1), v2 = (1, 0, 0), v3 = (

1

2
, 1, 1)

τότε D = (v1, v2, v3) είναι διατεταγµένη ϐάση του R3 από ιδιοδιανύσµατα της φ και

AφD,D =

0 0 0
0 1 0
0 0 5

 .

Αφού ο πίνακας AφD,D είναι διαγώνιος, η φ είναι διαγωνιοποιήσιµη.

6. ΄Εστω

A =

 4 0 1
−2 1 0
−2 0 1

 ∈M3(R).

Το χαρακτηριστικό πολυώνυµο PA(x) του A είναι το

PA(x) =

∣∣∣∣∣∣
4− x 0 1
−2 1− x 0
−2 0 1− x

∣∣∣∣∣∣ = (1− x)[(4− x)(1− x) + 2]⇒
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⇒ PA(x) = (1− x)(x− 2)(x− 3).

Εποµένως οι ιδιοτιµές του A είναι είναι οι

λ1 = 1, λ2 = 2, λ3 = 3.

Αφού ο πίνακας A έχει τρεις διακεκριµένες ιδιοτιµές είναι διαγωνιοποιήσιµος.
Πράγµατι, οι ιδιοχώροι του A είναι οι

V1 = { (0, κ, 0) : κ ∈ R} = S({(0, 1, 0)}),
V2 = { (−1

2
κ, κ, κ) : κ ∈ R} = S({(−1

2
, 1, 1)}),

V3 = { (−κ, κ, κ) : κ ∈ R} = S({(−1, 1, 1)}) .

Τα ιδιοδιανύσµατα

ε1 = (0, 1, 0), ε2 = (−1

2
, 1, 1), ε3 = (−1, 1, 1)

αποτελούν ϐάση του R3. ΄Εστω D = (ε1, ε2, ε3). Ο A είναι όµοιος µε τον πίνακα

E =

 1 0 0
0 2 0
0 0 3

 ,

και
E = S−1A S

όπου

S = SB←D =

 0 −1/2 −1
1 1 1
0 1 1

 .

΄Εστω λ ιδιοτιµή του A ∈ Mn(k). Τότε PA(λ) = 0 και PA(x) = (x − λ)q1(x) για
κάποιο q1(x) ∈ k[x]. Αν q1(λ) = 0, τότε q1(x) = (x− λ)q2(x) για κάποιο q2(x) ∈ k[x] και
PA(x) = (x− λ)2q2(x). Συνεχίζοντας καταυτόν τον τρόπο, καταλήγουµε ότι υπάρχει ένας
ϕυσικός αριθµός mλ ∈ N τέτοιος ώστε

PA(x) = (x− λ)mλq(x) , όπου q(x) ∈ k[x] , και q(λ) 6= 0 .

Σηµειώνουµε ότι 1 ≤ mλ ≤ n. Ο ϕυσικός αυτός αριθµός mλ λέγεται αλγεβρική πολλα-
πλότητα (algebraic multiplicity) της ιδιοτιµής λ. Αν λοιπόν λ1, . . . , λk είναι οι διακεκρι-
µένες ιδιοτιµές του A στο k, τότε υπάρχει h(x) ∈ k[x] τέτοιο ώστε

degPA(x) = (x− λ1)mλ1 · · · (x− λk)mλk h(x)

και άρα
mλ1 + · · ·+mλk ≤ n.

Παρατηρούµε επίσης ότι αφού Vλ(A) 6= {0}, έπεται ότι

nλ := dimkVλ(A) ≥ 1 .

Ο ϕυσικός αριθµός nλ λέγεται η γεωµετρική πολλαπλότητα (geometric multiplicity)
της λ. Με χρήση της µεθόδου της µαθηµατικής επαγωγής αποδεικνύεται ότι
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Θεώρηµα 5.2.6. Αν το λ είναι ιδιοτιµή του A, τότε mλ ≥ nλ ≥ 1, δηλ.

η αλγεβρική πολλαπλότητα του λ ≥ τη γεωµετρική πολλαπλότητα του λ.

Για την απόδειξη της παραπάνω ανισότητας παραπέµπουµε στο σύγραµµα [2, Πρόταση
5.2.5].

Παράδειγµα 5.2.7. ΄Εστω

A =


4 0 0 0 0
0 4 1 0 0
0 0 4 5 0
0 0 0 0 5

 .
Τότε PA(x) = (x − 2)3(x − 3)2 και εποµένως η αλγεβρική πολλαπλότητα του 4 είναι το 3
ενώ η αλγεβρική πολλαπλότητα του 5 είναι το 2. Ο αναγνώστης καλείται να διαπιστώσει
ότι η γεωµετρική πολλαπλότητα του 4 είναι ίση µε το 2 ενώ η γεωµετρική πολλαπλότητα
του 5 είναι το 2.

Ασκήσεις Ενότητας 5.2

1. ∆ίνεται ο πίνακας

A =

a b 0
c 1− a 2i
i c+ 1 1

 .

Αν detA = 8 και µία ιδιοτιµή του A είναι το 2 να ϐρεθούν οι υπόλοιπες ιδιοτιµές.

2. Να ϐρείτε τους ιδιοχώρους του πίνακα

A =

2 1 0
0 1 −1
0 2 4

 ∈M3(R).

3. Να αποδείξετε ότι όµοιοι πίνακες έχουν το ίδιο ίχνος και την ίδια ορίζουσα χρησι-
µοποιώντας την Πρόταση 5.2.4.

4. Να ϐρείτε τις αλγεβρικές και γεωµετρικές πολλαπλότητες των ιδιοτιµών του πίνακα

A =


1 1 2 0 0
0 1 1 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 3
0 0 0 3 1

 .
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5.3 ∆ιαγωνιοποιήσιµοι Πίνακες

Θυµίζουµε ότι ο n × n πίνακας A είναι διαγωνιοποιήσιµος αν ο A είναι όµοιος µε δια-
γώνιο πίνακα. Σε αυτήν την ενότητα ϑα εξερευνήσουµε πότε µία γραµµική συνάρτηση
φ : kn → kn είναι διαγωνιοποιήσιµη. Σύµφωνα µε το Παράδειγµα 5.1.6.3, η φ είναι δια-
γωνιοποιήσιµη αν και µόνο αν ο kn έχει µία διατεταγµένη ϐάση D από ιδιοδιανύσµατα
της φ. Τονίζουµε ότι αν το ιδιοδιάνυσµα vi κατέχει την i ϑέση στο διατεταγµένο σύνολο
D, τότε το λi εµφανίζεται στην i γραµµή και στήλη του διαγώνιου πίνακα AφD,D.

Παραδείγµατα 5.3.1.

1. ΄Εστω ότι φ : C2 → C2, φ(a, b) = (a+ 2b, ib). ΄Οπως είδαµε στο Παράδειγµα 5.2.5.1,
η φ είναι διαγωνιοποιήσιµη µε ιδιοτιµές 1 και i και αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα v1

και v2. ΄Εστω τώρα D1 = (v1, v2) και D2 = (v2, v1). Τότε

AφD1,D1
=

[
1 0
0 i

]
, ενώ AφD2,D2

=

[
i 0
0 1

]
.

2. ΄Εστω φ : R3 → R3, µία διαγωνιοποιήσιµη γραµµική συνάρτηση µε ιδιοτιµές λ1, λ2,
λ3 και αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα v1, v2, v3. ΑνD1 = (v1, v2, v3) καιD2 = (v3, v1, v2),
τότε

AφD1,D1
=

λ1 0 0
0 λ2 0
0 0 λ3

 , ενώ AφD2,D2
=

λ3 0 0
0 λ1 0
0 0 λ2

 .

Η επόµενη πρόταση αποδεικνύει ότι δεν υπάρχει σχέση γραµµικής εξάρτησης µεταξύ µη
µηδενικών διανυσµάτων από διαφορετικούς ιδιοχώρους.

Πρόταση 5.3.2. ΄Εστω φ : kn → kn µία γραµµική συνάρτηση. Αν τα w1, w2, . . . , wκ είναι
ιδιοδιανύσµατα του V που αντιστοιχούν σε διακεκριµένες ιδιοτιµές λ1,λ2, . . . , λκ, τότε τα
w1, w2,. . . , wκ είναι γραµµικά ανεξάρτητα.

Απόδειξη. Θα δώσουµε τη ϐασική ιδέα της απόδειξης, αποδεικνύοντας αναλυτικά την πε-
ϱίπτωση δύο ιδιοδιανυσµάτων δύο διαφορετικών ιδιοτιµών και σηµειώνοντας ότι η γενική
περίπτωση γίνεται ανάλογα. ΄Εστω ότι

µ1w1 + µ2w2 = 0, (5.3.2.1)

όπου µ1, µ2 ∈ k. Θα αποδείξουµε ότι µ1 = µ2 = 0. Πράγµατι,

φ(µ1w1 + µ2w2) = φ(0) = φ(0)⇒ µ1φ(w1) + µ2φ(w2) = 0⇒

µ1λ1w1 + µ2λ2w2 = 0. (5.3.2.2)

Πολλαπλασιάζουµε τη Σχέση (5.3.2.1) µε λ2 και την αφαιρούµε από τη Σχέση (5.3.2.2).
΄Ετσι

µ1(λ1 − λ2)w1 = 0 .

΄Οµως w1 είναι ιδιοδιάνυσµα και άρα w1 6= 0. ΄Επεται ότι µ1(λ1 − λ2) = 0. ΄Αρα µ1 = 0
αφού λ1 6= λ2. Αντικαθιστούµε στη Σχέση (5.3.2.1) και µε τον ίδιο τρόπο καταλήγουµε
ότι µ2 = 0.
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΄Αµεση συνέπεια της προηγούµενης πρότασης είναι το εξής ϑεώρηµα.

Θεώρηµα 5.3.3. ΄Εστω ο πίνακας A ∈Mn(k) και λ1, . . . , λk ∈ k οι διακεκεριµένες
ιδιοτιµές του A στο σώµα k. Ο A είναι διαγωνιοποιήσιµος αν και µόνο αν

dimkVλ1(A) + · · ·+ dimkVλk(A) = n .

Σηµειώνουµε δύο ειδικές περιπτώσεις του Θεωρήµατος 5.3.3.

Πόρισµα 5.3.4. ΄Εστω ότι A ∈Mn(k).

i) Αν ο A έχει n διαφορετικές ιδιοτιµές, τότε ο A είναι διαγωνιοποιήσιµος.

ii) Αν ο A είναι διαγωνιοποιήσιµος, τότε η γεωµετρική πολλαπλότητα κάθε ιδιοτιµής του
A είναι ίση µε την αλγεβρική πολλαπλότητα της ιδιοτιµης.

Απόδειξη. Από το Θεώρηµα 5.2.6 προκύπτει ότι

k ≤ nλ1 + · · ·+mλk = mλ1 + · · ·+mλk ≤ n.

Εποµένως αν αν ο A είναι διαγωνιοποιήσιµος τότε

mλ1 = nλ1 , . . . ,mλk = nλk ,

ενώ αν n = k, τότε nλi = mλi = 1, για i = 1, . . . , n και ο A είναι διαγωνιοποιήσιµος.

Στα παραδείγµατα που ακολουθούν ϑα εφαρµόσουµε τα παραπάνω.

Παραδείγµατα 5.3.5.

1. Θεωρούµε τη γραµµική συνάρτηση

φ : R3 → R3 , (x, y, z) 7→ 4(x, y, z)

του R-διανυσµατικού χώρου R3. Ο πίνακας της φ ως προς τη συνήθη ϐάση του R3

είναι ο

A =

 4 0 0
0 4 0
0 0 4


,

και το χαρακτηριστικό πολυώνυµο είναι το PA(x) = (4− x)3. ΄Ετσι η µόνη ιδιοτιµή
της φ είναι το 4 και αφού A− 4I3 = 0 έπεται ότι V4(φ) = null(A− 4I3) = R3.

2. ΄Εστω

A =

4 0 1
0 4 0
0 0 4

 .

Τότε PA(x) = (4− x)3 και η µόνη ιδιοτιµή του A είναι το 4. Επίσης

A− 4I3 =

0 0 1
0 0 0
0 0 0


και V4(A) = {(s, t, 0) : s, t ∈ R} = S({e1, e2}). Ο πίνακας A δεν είναι διαγωνιοποι-
ήσιµος γιατί δεν υπάρχει ϐάση του R3 που να αποτελείται από ιδιοδιανύσµατα του
A.
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3. Θα υπολογίσουµε τις ιδιοτιµές και τα ιδιοδιανύσµατα της γραµµικής συνάρτησης
f : R3 → R3,f(a, b, c) = (3a + 2b + 2c, a + 4b + 2c,−a − 2b). ΄Εστω B η κανονική
ϐάση του R3 και έστω

A = AfB,B =

 3 2 2
1 4 2
−1 −2 0


.

Το χαρακτηριστικό πολυώνυµο PA(x) είναι το∣∣∣∣∣∣
3− x 2 2

1 4− x 2
−1 −2 −x

∣∣∣∣∣∣ = 12− 16x+ 7x2 − x3 = (2− x)2(3− x),

και οι ιδιοτιµές τουA είναι το 2 και το 3. Φέρνουµε τον πίνακαA−2I3 σε ελαττωµένη
κλιµακωτή µορφή γραµµών:

A− 2I3 =

 1 2 2
1 2 2
−1 −4 0

 −→
 1 2 2

0 0 0
0 0 0


,

εποµένως το σύνολο των λύσεων του συστήµατος (A− 2I3)X = 0 είναι το

V2(A) = { (−2x2 − 2x3, x2, x3) : x2, x3 ∈ R} =

{ t(−2, 1, 0) + s(−2, 0, 1) : t, s ∈ R}.

΄Οµοια ϕέρνουµε τον πίνακα A− 3I3 σε ελαττωµένη κλιµακωτή µορφή γραµµών:

A− 3I3 =

 0 2 2
1 1 2
−1 −2 −3

 −→
 1 0 1

0 1 1
0 0 0


,

και ο ιδιοχώρος που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή 3 είναι ο

V3(A) = S({(−1,−1, 1)}).

Αφού
dim(V2(A)) + dim(V3(A)) = 3

έπεται ότι
V2(A) + V3(A) = R3

και ότι η f είναι διαγωνιοποιήσιµη. Θεωρούµε τα ιδιοδιανύσµατα v1 = (−2, 1, 0),v2 =
(−2, 0, 1) (για την ιδιοτιµή 2) και v3 = (−1,−1, 1) (για την ιδιοτιµή 3) και τις διατε-
ταγµένες ϐάσεις D = (v1, v2, v3), E = (v2, v3, v1) του R3. Τότε

AfD,D =

2 0 0
0 2 0
0 0 3

 ενώ AfE,E =

2 0 0
0 3 0
0 0 2

 .

Οι τρεις πίνακες AfB,B, A
f
D,D, AfE,E είναι όµοιοι ανά Ϲεύγη. Ο αναγνώστης καλείται

να ϐρει τους πίνακες µετάβασης.
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4. ΄Εστω ο πίνακας

A =


2 0 0 0
0 −2 1 0
0 −5 2 0
0 0 0 2

 .

Τότε PA(x) == (2 − x)2(x2 + 1). Παρατηρούµε ότι η µοναδική ιδιοτιµή του A
στον R είναι το 2, ενώ στον C οι ιδιοτιµές του A είναι το 2 και το ±i. Εποµένως
ο A δεν είναι διαγωνιοποιήσιµος στον R. Εθετάζουµε στη συνέχεια αν ο A είναι
διαγωνιοποιήσιµος στον C.

Για να ϐρούµε µία ϐάση για τον ιδιοχώρο V2(A), ϕέρνουµε τον πίνακα A − 2I4 σε
ελαττωµένη κλιµακωτή µορφή γραµµών:

0 0 0 0
0 −4 1 0
0 −5 0 0
0 0 0 0

 −→


0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0


.

Εποµένως

V2(A) = null(A− 2I4) = { (x1, 0, 0, x4) : x1, x4 ∈ C} = S({(1, 0, 0, 0), (0, 0, 0, 1)}).

Για να ϐρούµε τον ιδιοχώρο Vi(A) παρατηρούµε ότι µετά από στοιχειώδεις πράξεις
γραµµών, η ελαττωµένη κλιµακωτή µορφή γραµµών του A− iI4 είναι

1 0 0 0
0 1 2−i

5
0

0 0 0 1
0 0 0 0


και άρα

Vi(A) = { x3(0,
−2 + i

5
, 1, 0) : t ∈ C} = {k(0,−2 + i, 5, 0) : k ∈ C}.

Αντίστοιχα, ϐρίσκουµε ότι ο ιδιοχώρος για την ιδιοτιµή −i είναι

V−i(A) = { t(0,−2− i, 5, 0) : t ∈ C}.

Ο A είναι διαγωνιοποιήσιµος στον C, αφού τα ιδιοδιανύσµατα

(1, 0, 0, 0), (0, 0, 0, 1), (0,−2 + i, 5, 0), (0,−2− i, 5, 0)

είναι γραµµικά ανεξάρτητα και αποτελούν ϐάση για τον C4. Ο πίνακας A στον C
είναι όµοιος µε τον πίνακα 

2 0 0 0
0 2 0 0
0 0 i 0
0 0 0 −i

 .

Παραθέτουµε το επόµενο ϑεώρηµα χωρίς απόδειξη, τονίζουµε όµως ότι πρόκειται για
ένα από τα σηµαντικότερα ϑεωρήµατα της Γραµµικής ΄Αλγεβρας. Το ϑεώρηµα αυτό δείχνει



152 Χ. Χαραλάµπους, Α. Φωτιάδης Γραµµική ΄Αλγεβρα

ότι µπορούµε να συνδυάσουµε γραµµικά τις δυνάµεις του A για να προκύψει ο µηδενικός
πίνακας. Για την απόδειξη, παραπέµπουµε τον αναγνώστη στο σύγγραµα [2, Ενότητα 5.3].

Θεώρηµα 5.3.6. (Cayley-Hamilton) ΄Εστω ο πίνακας A ∈Mn(k) µε

PA(x) = (−1)nxn + αn−1x
n−1 + · · ·+ α1x+ α0,

το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του A. Τότε ο γραµµικός συνδυασµός

(−1)nAn + αn−1A
n−1 + · · ·+ α1A+ α0In

είναι ο µηδενικός πίνακας, δηλ. PA(A) = 0.

Στα επόµενα παραδείγµατα ϑα εξετάσουµε διαφορες εφαρµογές του Θεωρήµατος των
Cayley-Hamilton.

Παραδείγµατα 5.3.7.

1. ΄Εστω ο πίνακας

A =

[
1 1
0 2

]
.

Τότε PA(x) = x2 − 3x+ 2. Παρατηρούµε ότι

A2 − 3A+ 2I2 =

[
1 3
0 4

]
− 3

[
1 1
0 2

]
+

[
2 0
0 2

]
=

[
0 0
0 0

]
= 0,

διαπιστώνουµε λοιπόν την ισχύ του Θεωρήµατος των Cayley-Hamilton σε αυτό το
συγκεκριµένο απλό παράδειγµα. Παρατηρούµε επίσης ότι

A2 − 3A+ 2I2 = 0⇒ A2 − 3A = −2I2 ⇒ (A− 3I2)A = 2I2 ⇒
1

2
(A− 3I2)A = I2 ⇒ A−1 =

1

2
(A− 3I2) .

2. ΄Εστω ο πίνακας

A =

1 0 2
0 −1 1
0 1 0

 .

Τότε PA(x) = −x3 + 2x− 1 και σύµφωνα µε το Θεώρηµα των Cayley-Hamilton

−A3 + 2A− I3 = 0.

Αφού ο σταθερός όρος του PA(x) είναι διάφορος του µηδενός, ο A είναι αντιστρέψι-
µος. Θα υπολογίσουµε τον A−1 χρησιµοποιώντας την προηγούµενη σχέση µεταξύ
των δυνάµεων του A.

− A3 + 2A − I3 = 0 ⇒ −A3 + 2A = I3 ⇒ A(−A2 + 2I3) = I3.

Εποµένως
A−1 = −A2 + 2I3.

https://en.wikipedia.org/wiki/Cayley%E2%80%93Hamilton_theorem
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3. ΄Εστω ότι
PA(x) = (−1)nxn + αn−1x

n−1 + · · ·+ α1x+ α0 .

Από το Θεώρηµα των Cayley-Hamilton έπεται ότι

PA(A) = 0⇒ (−1)nAn + αn−1A
n−1 + · · ·+ α1A+ α0In = 0⇒

An = (−1)n+1αn−1A
n−1 + · · ·+ (−1)n+1α1A+ (−1)n+1α0In .

Εποµένως ο An εκφράζεται ως γραµµικός συνδυασµός των In, A, . . . , An−1. Πολλα-
πλασιάζοντας τις δύο πλευρές της προηγούµενης ισότητας µε A και αντικαθιστώντας
το An ϐλέπουµε ότι

An+1 = (α2
n−1 + αn−1αn−2)An−1 + · · ·+ αn−1α0In .

΄Αρα και ο An+1 εκφράζεται ως γραµµικός συνδυασµός των In, A, . . . , An−1. Γε-
νικότερα, όλες οι δυνάµεις Am όπου m ≥ n µπορούν να γραφούν ως γραµµικοί
συνδυασµοί των δυνάµεων In, A, . . . , An−1.

Το ίδιο ισχύει και για το A−1 όταν ο A είναι αντιστρέψιµος. Πράγµατι, ο A είναι
αντιστρέψιµος αν και µόνο αν α0 6= 0. Σε αυτήν την περίπτωση,

(−1)nAn + αn−1A
n−1 + · · ·+ α1A = −α0In .

Βγάζοντας κοινό παράγοντα το A (από το αριστερό µέρος της ισότητας) ϐρίσκουµε
ότι

A
(
(−1)nAn−1 + αn−1A

n−2 + · · ·+ α1In
)

= −α0In,

δηλ.

A−1 = − 1

α0

((−1)nAn−1 + αn−1A
n−2 + · · ·+ α1In).

4. ΄Εστω ο πίνακας

A =

0 0 i
i 0 0
0 −1 0

 .

Το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα A είναι

det

−x 0 i
i −x 0
0 −1 −x

 = (−x)(−x)2 − i · i = −x3 + 1.

Σύµφωνα µε το ϑεώρηµα των Cayley-Hamilton

−A3 + I3 = 0

και άρα A3 = I3. Αν m ∈ N, τότε ο m µπορεί να γραφεί µοναδικά ως m = 3κ + r,
όπου r = 0, 1, 2 και κ ∈ N. Εποµένως για m ∈ N έχουµε τις εξής περιπτώσεις :

Am =


A3κ = (A3)κ = I κ3 = I3

A3κ+1 = (A3)κA = A

A3κ+2 = (A3)κA2 = A2 .

΄Ετσι οι διακεκριµένες δυνάµεις του πίνακα A είναι οι I3, A,A
2. Αφού A3 = I3,

προκύπτει ότι A A2 = I3, άρα A−1 = A2.
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Ο πίνακας J ∈ Mk(C) λέγεται µπλοκ του Jordan (Jordan block) για το λ αν ο J έχει
την εξής µορφή:

J =



λ 1 0 · · · 0 0
0 λ 1 · · · 0 0
0 0 λ · · · 0 0
...

. . .
...

0 0 0 · · · λ 1
0 0 0 · · · 0 λ


.

΄Ενα σηµαντικό αποτέλεσµα αφορά την ταξινόµηση των πινάκων σε ανάλυση µπλοκ πινά-
κων του Jordan. Το αναφέρουµε στη συνέχεια χωρίς απόδειξη.

Θεώρηµα 5.3.8. ΄Εστω ο πίνακας A ∈ Mn(C) µε χαρακτηριστικό πολυώνυµο PA(x) =
(x−λ1)m1 · · · (x−λs)ms , όπου λ1, . . . , λs ∈ C είναι οι διακεκριµµένες ιδιοτιµές τουA. ΄Εστω
επίσης ότι ni = dimCVλi(A), για i = 1, . . . , s. Υπάρχει αντιστρέψιµος πίνακας P τέτοιος
ώστε

P−1AP =


J1 0 · · · 0
0 J2 · · · 0
...

. . . 0
0 0 · · · Jr

 ,
όπου, για j = 1, . . . , r, ο υποπίνακας Jj του J είναι µπλοκ του Jordan για κάποια από τις
ιδιοτιµές του A. Ισχύουν τα εξής για την ιδιοτιµή λi (i = 1, . . . , s):

i) Ο αριθµός των µπλοκ του Jordan για την λi είναι ίσος µε ni,

ii) η λi εµφανίζεται ακριβώς mi ϕορές στη διαγώνιο των µπλοκ του Jordan για τη λi.

Ο πίνακας P−1AP είναι µοναδικός και λέγεται η κανονική µορφή του Jordan (Jordan
canonical form) για τον A.

Στο επόµενο παράδειγµα εφαρµόζουµε το Θεώρηµα 5.3.8 για έναν 3× 3 πίνακα.

Παράδειγµα 5.3.9. ΄Εστω ότι PA(x) = (x − 2)3. Τότε ο A είναι όµοιος µε ακριβώς έναν
από τους εξής πίνακες :

J1 =

2 0 0
0 2 0
0 0 2

 , J2 =

2 0 0
0 2 1
0 0 2

 , J3 =

2 1 0
0 2 1
0 0 2

 .
Και στις τρεις περιπτώσεις, η αλγεβρική πολλαπλότητα του 2 είναι ίση µε το 3. Ο πίνακας
A είναι διαγωνιοποιήσιµος µόνο όταν η κανονική µορφή του Jordan του A είναι ο J1,
όταν δηλ. η γεωµετρική πολλαπλότητα του 2 είναι 3. Ο J1 αποτελείται από τρία µπλοκ
του Jordan, όλα 1 × 1 πίνακες. ΄Οταν η γεωµετρική πολλαπλότητα του 2 είναι δύο, τότε
η κανονική µορφή του Jordan του A είναι ο J2. Ο J2 αποτελείται από δύο µπλοκ του
Jordan: το πρώτο είναι ένας 1 × 1 πίνακας, το δεύτερο είναι ένας 2 × 2 πίνακας. Τέλος,
όταν η γεωµετρική πολλαπλότητα του 2 είναι ένα, τότε η κανονική µορφή του Jordan του
A είναι ο J3. Ο J3 αποτελείται από ένα 3× 3 µπλοκ του Jordan.

Παραπέµπουµε τον αναγνώστη στο σύγγραµµα [6] για περισσότερα επί του ϑέµατος
αυτού.

https://en.wikipedia.org/wiki/Camille_Jordan
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Ασκήσεις Ενότητας 5.3

1. ΄Εστω η γραµµική συνάρτηση φ : R2 → R2 που περιστρέφει τα διανύσµατα αριστε-
ϱόστροφα κατά γωνία π. Είναι η φ διαγωνιοποιήσιµη ;

2. ΄Εστω η γραµµική συνάρτηση φ : R3 → R3 που αντικατοπτρίζει τα διανύσµατα ως
προς το επίπεδο y = 0. Είναι η φ διαγωνιοποιήσιµη ;

3. Να υπολογίσετε για ποιές τιµές των a, b διαγωνιοποιείται ο πίνακας[
a 1
0 b

]
∈M2(R).

4. Να εξετάσετε αν ο πίνακας

A =

 2 1 0
0 1 −1
0 2 4


είναι διαγωνιοποιήσιµος.

5. Να εξετάσετε αν ο πίνακας

A =

[
1 i
−i 2

]
είναι διαγωνιοποιήσιµος.

6. ΄Εστω ότι το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα A είναι το

x4 − 2x3 + x+ 4.

Να υπολογίσετε τον αριθµό των γραµµών του A, τη ϐαθµίδα rank(A) και να εκφρά-
σετε τον A−1 ως γραµµικό συνδυασµό δυνάµεων του A.

7. Με εφαρµογή του Θεωρήµατος των Cayley-Hamilton να υπολογίσετε τον αντίστροφο
του πίνακα

A =

 1 −2 2
−1 0 1

3 −4 −3


και να γράψετε τον A4 ως γραµµικό συνδυασµό των πινάκων I3, A,A

2.

8. Να ϐρείτε τις κανονικές µορφές του Jordan που µπορεί να έχει ο πίνακας A ∈
M5(C) όταν PA(x) = (x− 3)2(x+ 1)3.

5.4 Ορθογώνιοι Πίνακες και Εσωτερικό Γινόµενο στον
Rn

Ο τετραγωνικός πίνακας A ∈Mn(R) λέγεται ορθογώνιος (orthogonal) αν

ATA = In ή ισοδύναµα αν A−1 = AT .

Είναι ϕανερό ότιA είναι ορθογώνιος πίνακας αν και µόνο ανAT είναι ορθογώνιος πίνακας,
ϐλ. ΄Ασκηση 5.4.2.
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Παραδείγµατα 5.4.1.

1. Ο In είναι ορθογώνιος πίνακας.

2. ΄Εστω

A =

 1/
√

3 −2/
√

6 0

1/
√

3 1/
√

6 −1/
√

2

1/
√

3 1/
√

6 1/
√

2

 .
Ο αναγνώστης καλείται να επιβεβαιώσει ότι A AT = I3 και άρα ο A είναι ορθογώνιος
πίνακας και

A−1 = AT =

 1/
√

3 1/
√

3 1/
√

3

−2/
√

6 1/
√

6 1/
√

6

0 −1/
√

2 1/
√

2

 .

3. ΄Εστω ο A ∈Mn(R) ορθογώνιος πίνακας. Αφού AT A = In έπεται ότι

detAT A = det In = 1⇒ detAT detA = 1⇒ detA detA = 1

⇒ detA = ±1 .

Μία σηµαντική ιδιότητα των ορθογώνιων πινάκων είναι ότι οι ιδιοτιµές τους µπορούν
να πάρουν δύο µόνο τιµές, τις ±1, ϐλ. ΄Ασκηση 5.3.3. Για να µπορέσουµε, όµως, να
αποδείξουµε το προηγούµενο, ϑα χρειαστεί να αναπτύξουµε τη ϑεωρία του εσωτερικού
γινοµένου στον Rn και να περιγράψουµε το γινόµενο ATA µε τη χρήση του εσωτερικού
γινοµένου.

Το σύνηθες εσωτερικό γινόµενο (standard inner product) στον Rn είναι η συνάρ-
τηση

〈 , 〉 : Rn × Rn → R, όπου

〈(α1, . . . , αn), (β1, . . . , βn)〉 = α1β1 + · · ·+ αnβn .

Για παράδειγµα, στον R2

〈(1, 2), (3,−1)〉 = 1 · 3 + 2 · (−1) = 1 , 〈(1, 2), (1, 2)〉 = 5 .

Οµοίως στον Rn για κάθε n ∈ N, έχουµε ότι :

〈 (α1, . . . , αn), (α1, . . . , αn) 〉 = α2
1 + · · ·+ α2

n .

΄Εστω ότι v, u, w ∈ Rn, κ, λ ∈ R. Είναι εύκολο να δούµε ότι ικανοποιούνται οι ιδιότητες
του επόµενου πίνακα.

Πίνακας 5.4.1: Ιδιότητες του εσωτερικού γινοµένου
〈 , 〉 : Rn × Rn → R.

i) 〈v, v〉 ≥ 0, ∀v ∈ Rn και 〈v, v〉 = 0 αν και µόνο αν v = 0.

ii) 〈v, u〉 = 〈u, v〉, ∀v, w ∈ Rn

iii) 〈κv + λw, u〉 = κ〈v, u〉+ λ〈w, u〉, ∀v, w ∈ Rn, ∀κ, λ ∈ R,

iv) 〈v, κu+ λw〉 = κ〈v, u〉+ λ〈v, w〉, ∀v, w ∈ Rn, ∀κ, λ ∈ R,

v) 〈v,0〉 = 0, ∀v ∈ Rn.
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Ως άµεση συνέπεια της πρώτης ιδιότητας του εσωτερικού γινοµένου, προκύπτει ότι

αν 〈v, w〉 = 0, για κάθε w ∈ Rn, τότε v = 0. (5.4.1.1)

Το µήκος (norm) του v συµβολίζεται ‖v‖ και είναι ίσο µε
√
〈v, v〉. Το διάνυσµα v

λέγεται κανονικό (normal) αν ‖v‖ = 1. Αν w ∈ Rn είναι µη µηδενικό διάνυσµα, τότε ο
αναγνώστης µπορεί εύκολα να διαπιστώσει ότι το διάνυσµα

1

‖w‖
w

είναι κανονικό και παράλληλο προς το w. Η απόσταση (distance) δύο διανυσµάτων
v, u ∈ Rn είναι το µήκος του διανύσµατος v − u και συµβολίζεται d(v, u) δηλ. d(v, u) =
‖u − v‖. Μπορεί να αποδειχθεί η επόµενη ανισότητα, που είναι γνωστή ως ανισότητα
των Cauchy-Schwarz (Cauchy-Schwarz inequality):

−‖u‖‖v‖ ≤ 〈u, v〉 ≤ ‖u‖‖v‖ .
΄Ετσι ισχύει ότι

−1 ≤ 〈u, v〉
‖u‖‖v‖

≤ 1 .

Αναφέρουµε επίσης την τριγωνική ανισότητα (triangle inequality) που προκύπτει εύ-
κολα από την ανισότητα των Cauchy-Schwarz:

‖v + u‖ ≤ ‖v‖+ ‖u‖ .

Αν v, u 6= 0 τότε γωνία (angle) των v και u ορίζεται η γωνία θ για την οποία 0 ≤ θ ≤ π και

cos θ =
〈u, v〉
‖u‖‖v‖

.

Παράδειγµα 5.4.2. ΄Εστω v = (1, 0, 1), u = (−1, 1, 0). Τότε ‖u‖ = ‖u‖ =
√

2 και
d(u, v) =

√
6.

cos θ =
〈v, u〉
‖v‖‖u‖

=
−1√
2
√

2
= −1

2

και άρα θ = π − π

3
=

2π

3
.

Σχήµα 5.5: Τα διανύσµατα u και v στον R3

Τα διανύσµατα u,v δεν είναι κανονικά. Τα διανύσµατα όµως

u′ =
1√
2

(1, 0, 1), v′ =
1√
2

(−1, 1, 0)

είναι κανονικά και σχηµετίζουν την ίδια γωνία όπως τα u και v.

https://en.wikipedia.org/wiki/Cauchy%E2%80%93Schwarz_inequality
https://en.wikipedia.org/wiki/Cauchy%E2%80%93Schwarz_inequality
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∆ύο διανύσµατα v, u λέγονται ορθογώνια (orthogonal) όταν

〈v, u〉 = 0 .

Είναι εύκολο να αποδείξει κανείς ότι όταν τα διανύσµατα v, u είναι ορθογώνια, τότε ισχύει
το παρακάτω συµπέρασµα, γνωστό ως το Πυθαγόρειο Θεώρηµα, ϐλ. ΄Ασκηση 5.4.2.

Αν u, v ∈ Rn είναι ορθογώνια διανύσµατα τότε ‖u+ v‖2 = ‖u‖2 + ‖v‖2.

Αν D είναι διατεταγµένη ϐάση του Rn, τότε η D λέγεται ορθογώνια ϐάση (orthogonal
basis) του Rn, αν τα διανύσµατα της D είναι ανά δύο ορθογώνια. Αν η D είναι ορθογώνια
ϐάση του Rn και κάθε διάνυσµα της D είναι κανονικό, τότε η D λέγεται ορθοκανονική
ϐάση (orthonormal basis) του Rn.

Παράδειγµα 5.4.3. Είναι ϕανερό ότι η κανονική ϐάση B = (e1, . . . , en) του Rn είναι
ορθοκανονική. Πράγµατι, e1, . . . , en είναι κανονικά αφού ‖ei‖ = 1, για i = 1, . . . , n και

〈ei, ej〉 =

{
0, για i 6= j

1, για i = j

δηλ. ei, ej είναι ανά δύο ορθογώνια για 1 ≤ i < j ≤ n.

΄Οταν ο V είναι διανυσµατικός υποχώρος του Rn γενικεύουµε τους προηγούµενους
ορισµούς. ΄Ετσι, αν D είναι µία διατεταγµένη ϐάση του V τότε η D λέγεται ορθογώνια
ϐάση (orthogonal basis) του V αν τα διανύσµατα της D είναι ανά δύο ορθογώνια και η
D λέγεται ορθοκανονική ϐάση (orthonormal basis) του V αν D είναι ορθογώνια ϐάση
και κάθε διάνυσµα της D είναι κανονικό. Σηµειώνουµε την επόµενη παρατήρηση.

Κάθε ορθογώνια ϐάση του V γίνεται ορθοκανονική αν κανονικοποιήσουµε
(normalize) τα στοιχεία της, δηλ. αν διαιρέσουµε τα στοιχεία της ϐάσης µε το µήκος
τους.

Παραδείγµατα 5.4.4.

1. ΄Εστω v1 = (1, 1), v2 = (1,−1). Αφού 〈v1, v2〉 = 0 και v1, v2 είναι γραµµικά ανεξάρ-
τητα έπεται ότι D = {v1, v2} είναι ορθογώνια ϐάση του R2. Το µήκος και των δύο
διανυσµάτων της ϐάσης είναι ‖v1‖ = ‖v2‖ =

√
2. Η ϐάσηD δεν είναι ορθοκανονική.

Κανονικοποιούµε, ϑεωρώντας τα διανύσµατα w1 = 1/
√

2(1, 1), w2 = 1/
√

2(1,−1).
Το σύνολο {w1, w2} είναι τώρα ορθοκανονική ϐάση του R2.

2. ΄Εστω v1 = 1/
√

3(1, 1, 1), v2 = 1/
√

6(−2, 1, 1), v3 = 1/
√

2(0,−1, 1). Είναι εύκολο
να δούµε ότι τα προηγούµενα διανύσµατα είναι ανά δύο ορθογώνια. Θα δείξουµε
ότι v1, v2, v3 είναι γραµµικά ανεξάρτητα. Πράγµατι, ο πίνακας

A =

1/
√

3 −2/
√

6 0

1/
√

3 1/
√

6 −1/
√

2

1/
√

3 1/
√

6 1/
√

2


είναι ορθογώνιος (Παράδειγµα 5.4.1), και εποµένως αντιστρέψιµος. ΄Αρα τα v1, v2, v3

είναι γραµµικά ανεξάρτητα, ϐλ. Πρόταση 3.3.5. Επίσης ‖v1‖ = ‖v2‖ = ‖v3‖ = 1.
΄Επεται ότι το σύνολο {v1, v2, v3} είναι ορθοκανονική ϐάση του R3.
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3. ΄Εστω ο υποχώρος V του R3 που ορίζεται ως το σύνολο

V = {(x, y, z) ∈ R3 : x+ y − z = 0} .

Αν v1 = (1, 0, 1), v2 = (0, 1, 1), τότε
(
v1, v2

)
είναι διατεταγµένη ϐάση για τον V αλλά

όχι ορθογώνια ϐάση για τον V . Παρατηρούµε, όµως, ότι

w = (−1, 2, 1) = −v1 + 2v2 ∈ V

και ότι 〈v1, w〉 = 0, άρα {v1, w} είναι ορθογώνια ϐάση για τον V . Εποµένως

{ 1√
2
v1,

1√
6
w}

είναι ορθοκανονική ϐάση για τον V .

Το επόµενο ϑεώρηµα δείχνει τη χρησιµότητα της εύρεσης ορθογώνιας ϐάσης.

Θεώρηµα 5.4.5. ΄Εστω ότι V υποχώρος του Rn και ότι τα διανύσµατα v1, . . . , vt ∈ V είναι
ανά δύο ορθογώνια. Τότε τα διανύσµατα v1, . . . , vt είναι γραµµικά ανεξάρτητα και

v = κ1v1 + · · ·+ κtvt =⇒ κi =
〈v, vi〉
‖vi‖2

για i = 1, . . . , t .

Απόδειξη. ΄Εστω ότι
κ1v1 + · · ·+ κtvt = 0 (5.4.5.1)

Θα δείξουµε ότι οι συντελεστές κ1, . . . , κt είναι 0. Θα πάρουµε το εσωτερικό γινόµενο µε
το διάνυσµα v1 και των δύο πλευρών της έκφρασης (5.4.5.1). Αφού

〈v1, κ1v1 + · · ·+ κtvt〉 = 〈v1,0〉 = 0

έπεται ότι
〈v1, κ1v1〉+ · · ·+ 〈v1, κtvt〉 = 0

και
κ1〈v1, v1〉+ · · ·+ κt〈v1, vt〉 = 0 ,

άρα
κ11 + κ20 + · · ·+ κt0 = 0⇒ κ1 = 0 .

Είναι ϕανερό ότι µπορούµε να επαναλάβουµε τα προηγούµενα παίρνοντας το εσωτε-
ϱικό γινόµενο µε κάθε ένα από τα διανύσµατα v1, . . . , vt και να δείξουµε ότι κ1 = · · · =
κt = 0. Εποµένως τα τα διανύσµατα v1, . . . , vt είναι γραµµικά ανεξάρτητα.

΄Εστω τώρα v = κ1v1 + · · ·+κtvt. Παίρνοντας το εσωτερικό γινόµενο µε το vi προκύπτει
ότι :

〈v, vi〉 = 〈κ1v1 + · · ·+ κtvt, vi〉 = κi〈vi, vi〉 =⇒ κi =
〈v, vi〉
〈vi, vi〉

από όπου προκύπτει και το Ϲητούµενο.

΄ΕστωB = (e1, . . . , en) η κανονική ϐάση τουRn. Το γινόµενο των πινάκωνCB(u)TCB(v)
είναι ένας 1 × 1 πίνακας µε µοναδικό στοιχείο το αποτέλεσµα του εσωτερικού γινοµένου
των u, v, δηλ.

CB(u)TCB(v) = CB(v)TCB(u) = [〈v, u〉] .
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Εξαιτίας αυτής της παρατήρησης και για συντοµογραφία γράφουµε:

〈v, u〉 = vTu .

Γενικότερα, αν A ∈Mn(R) και A =
[
CB(v1) . . . CB(vn)

]
, τότε

AT A =

v
T
1 v1 . . . vT1 vn
...

...
vTn v1 . . . vTn vn

 .
Προκύπτει λοιπόν το εξής κριτήριο :

Πρόταση 5.4.6. Το σύνολο D = {v1, . . . , vn} ⊂ Rn είναι ορθογώνια ϐάση του Rn αν και
µόνο αν ο ATA είναι διαγώνιος πίνακας, όπου

A =
[
CB(v1) · · · CB(vn)

]
.

Το σύνολοD είναι ορθοκανονική ϐάση του Rn αν και µόνο αν ATA = In, δηλ. αν και µόνο
αν ο A είναι ορθογώνιος πίνακας.

Η προηγούµενη πρόταση γενικεύεται ως εξής για το διανυσµατικό υποχώρο V του Rn.

Πρόταση 5.4.7. ΄ΕστωB η κανονική ϐάση του Rn, V ένας διανυσµατικός υποχώρος
του Rn, µε dimRV = m. ΄Ενα υποσύνολο D = {v1, . . . , vm} ⊂ V είναι ορθογώνια
ϐάση του V αν και µόνο αν ο ATA είναι διαγώνιος m×m πίνακας, όπου

A =
[
CB(v1) . . . CB(vm)

]
.

Το σύνολο D είναι ορθοκανονική ϐάση του Rn αν και µόνο αν ATA = Im, δηλ. αν
και µόνο αν ο A είναι ορθογώνιος πίνακας.

Είναι πλέον ϕανερό ότι αν οι στήλες του A είναι ορθοκανονική ϐάση του Rn, τότε και
οι γραµµές του A είναι ορθοκανονική ϐάση του Rn.

Παραδείγµατα 5.4.8.

1. Στο Παράδειγµα 5.4.1 είδαµε ότι ο

A =

 1/
√

3 −2/
√

6 0

1/
√

3 1/
√

6 −1/
√

2

1/
√

3 1/
√

6 1/
√

2


είναι ορθογώνιος πίνακας. Συνεπώς(

1√
3

(1, 1, 1),
1√
6

(−2, 1, 1),
1√
2

(0,−1, 1)

)
και (

(
1√
3
,

2√
6
, 0), (

1√
3
,

1√
6
,− 1√

2
), (

1√
3
,

1√
6
,

1√
2

)

)
,

είναι δύο ορθοκανονικές ϐάσεις του R3.
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2. Στο Παράδειγµα 5.4.4.3 είδαµε ότι(
1√
2

(1, 0, 1),
1√
6

(−1, 2, 1)

)
είναι ορθοκανονική ϐάση για το επίπεδο

V = {(x, y, z) ∈ R3 : x+ y − z = 0} .

΄Εστω B η κανονική ϐάση του R3. Ο πίνακας A της Πρότασης 5.4.7 είναι ο 3 × 2
πίνακας

A =

 1/
√

2 −1/
√

6

0 2/
√

6

1/
√

2 1/
√

6

 .
Ο αναγνώστης καλείται να διαπιστώσει ότι ATA = I2.

Πως γενικεύονται τα προηγούµενα όταν ο V είναι ένας R-διανυσµατικός χώρος ; Αν V
είναι ένας R-διανυσµατικό χώρος, τότε λέµε ότι ο V είναι Ευκλείδειος διανυσµατικός
χώρος (Euclidean vector space) αν µπορεί να ορισθεί ένα εσωτερικό γινόµενο (inner
product) στον V , δηλ. µία συνάρτηση 〈 , 〉 : V × V → R για την οποία ισχύουν ιδιό-
τητες, αντίστοιχες µε αυτές του εσωτερικού γινοµένου που µελετήσαµε στον Rn και τους
υποχώρους του, ϐλ. Πίνακα 5.4.1. Στον επόµενο πίνακα έχουµε συγκεντρώσει αυτές τις
ιδιότητες.

Πίνακας 5.4.2: Ιδιότητες του εσωτερικού γινοµένου 〈 , 〉 : V × V → R.

i.) 〈v, v〉 ≥ 0, ∀v ∈ V και 〈v, v〉 = 0 αν και µόνο αν v = 0.

ii.) 〈v, u〉 = 〈u, v〉, ∀v, w ∈ V
iii.) 〈κv + λw, u〉 = κ〈v, u〉+ λ〈w, u〉, ∀v, w ∈ V , ∀κ, λ ∈ R,

iv.) 〈v, κu+ λw〉 = κ〈v, u〉+ λ〈v, w〉, ∀v, w ∈ V , ∀κ, λ ∈ R,

v.) 〈v,0〉 = 0, ∀v ∈ V .

Παραδείγµατα 5.4.9.

1. Ο Rn µε το σύνηθες εσωτερικό γινόµενο.

2. Το σύνολο V των συνεχών πραγµατικών συναρτήσεων µε πεδίο ορισµού το κλειστό
διάστηµα [a, b] είναι Ευκλείδειος διανυσµατικός χώρος µε εσωτερικό γινόµενο

〈 , 〉 : V × V → R, 〈f, g〉 =

∫ b

a

f(t)g(t)dt .

΄Ολα τα συµπεράσµατα αυτής της ενότητας επεκτείνονται µε το ϕυσικότερο τρόπο σε
Ευκλείδειους διανυσµατικούς χώρους. Παραπέµπουµε τον αναγνώστη στα συγγράµµατα
της ϐιβλιογραφίας για περισσότερες λεπτοµέρειες.

Μπορούµε, όµως, γενικότερα να ορίσουµε το σύνηθες εσωτερικό γινόµενο στον Cn και
την έννοια του εσωτερικού γινοµένου για τους C-διανυσµατικούς χώρους. Το σύνηθες
εσωτερικό γινόµενο (standard inner product) στον Cn ορίζεται ως εξής :

〈(α1, . . . , αn), (β1, . . . , βn)〉 = α1β1 + · · ·+ αnβn .
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Λέµε ότι οC-διανυσµατικός χώρος V είναι Ερµητιανός διανυσµατικός χώρος (Hermitian
vector space) αν σε αυτόν ορίζεται ένα εσωτερικό ή ερµητιανό γινόµενο (inner pro-
duct), δηλ. µία συνάρτηση 〈 , 〉 : V × V → C για την οποία ισχύουν οι ιδιότητες του
επόµενου πίνακα.

Πίνακας 5.4.3: Ιδιότητες του Ερµητιανού εσωτερικού γινοµένου
〈 , 〉 : V × V → C.

i.) 〈v, v〉 ∈ R+, ∀v ∈ V και 〈v, v〉 = 0 αν και µόνο αν v = 0.

ii.) 〈v, u〉 = 〈u, v〉, ∀v, w ∈ V .

iii.) 〈κv + λw, u〉 = κ〈v, u〉+ λ〈w, u〉, ∀v, w ∈ V , ∀κ, λ ∈ R.

iv.) 〈v, κu+ λw〉 = κ〈v, u〉+ λ〈v, w〉, ∀v, w ∈ V , ∀κ, λ ∈ R.

v.) 〈v,0〉 = 0, ∀v ∈ V .

΄Ενας πίνακας A ∈Mn(C) λέγεται ορθογώνιος (orthogonal) αν

A(AT ) = In.

΄Οπως σε έναν Ευκλείδειο διανυσµατικό χώρο, έτσι και σε έναν Ερµητιανό διανυσµατικό
χώρο έχουµε τις έννοιες µίας ορθογώνιας και ορθοκανονικής ϐάσης. Τονίζουµε ότι αν ο
A ∈ Mn(R) είναι ορθογώνιος στον R, τότε είναι ορθογώνιος και στον C. ΄Ετσι, σύνολα
που είναι ορθογώνιες (ορθοκανονικές) ϐάσεις στον Rn είναι ορθογώνιες (ορθοκανονικές)
ϐάσεις στον Cn. Είναι όµως απαραίτητο για την ισχύ της ϑεωρίας µας, να χρησιµοποιούµε
τους συζυγείς αναστρόφους πίνακες, όταν δουλεύουµε µε µιγαδικούς αριθµούς.

Παράδειγµα 5.4.10. Ο αναγνώστης καλείται να επιβεβαιώσει ότι ο πίνακας

A =
1√
2

[
1 i
i 1

]
είναι ορθογώνιος και ότι οι στήλες του A δίνουν µία ορθοκανονική ϐάση του C2.

Ασκήσεις Ενότητας 5.4

1. ΄Εστω v = (1, 2, 3, 4). Να ϐρείτε ‖v‖, ‖3v‖, ‖1
5
v‖, d(u, v).

2. Αν u, v ∈ Rn είναι ορθογώνια, τότε από τις ιδιότητες του εσωτερικού γινοµένου, να
αποδείξετε το Πυθαγόρειο Θεώρηµα, δηλ. ότι

‖u+ v‖2 = ‖u‖2 + ‖v‖2 .

3. Να αποδείξετε ότι τα v1 = (−3, 0, 4), v2 = (4, 0,−3), v3 = (0, 5, 0) δίνουν µία
ορθογώνια ϐάση του R3.

4. Αν A είναι ορθογώνιος πίνακας τότε να αποδείξετε ότι AT είναι ορθογώνιος πίνακας.

5. Για τον πίνακα

A =

[
1 5
5 1

]
να ϐρείτε ένα διαγώνιο πίνακα D και ένα πίνακα P έτσι ώστε D = P TAP .
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6. Να διαγωνιοποιήσετε ορθογώνια τον πίνακα 1 0 0
0 3 2
0 2 6

 .
7. ΄Εστω V ο χώρος των συνεχών πραγµατικών συναρτήσεων στο διάστηµα [−π, π] µε

εσωτερικό γινόµενο

〈 , 〉 : V × V → R, 〈f, g〉 =

∫ π

−π
f(t)g(t)dt .

Να αποδείξετε ότι τα στοιχεία του (άπειρου) συνόλου

{1, cosx, sinx, cos(2x), sin(2x), . . . , cos(nx), sin(nx), . . . , }

είναι ανά δύο ορθογώνια. Να συµπεράνετε ότι dimR(V ) =∞.

8. Να ϐρείτε ορθογώνιους πίνακες A1 ∈M2(R) (αν υπάρχουν) τέτοιοι ώστε

A1 =

[
1/2 1/2
b d

]
, A2 =

[
1/4 a
b d

]
.

9. Να ϐρείτε µία ορθογώνια ϐάση στον C3 που να περιέχει το διάνυσµα (1, 0, i).

10. ΄Εστω ότι {u1, . . . , un} ϐάση για τον υποχώρο U του Rm και έστω ότι w ∈ Rm.
Να αποδείξετε ότι 〈w, u〉 = 0, για κάθε u ∈ U , αν και µόνο αν 〈w, ui〉 = 0, για
i = 1, . . . , n.

11. ΄Εστω ότι h : Rn → Rn είναι γραµµική συνάρτηση. Αν

〈h(v), w〉 = 0, για v, w ∈ Rn,

τότε h = 0Rn και h(v) = 0, για v ∈ Rn. Να συµπεράνετε ότι αν g : Rn → Rn είναι
γραµµική συνάρτηση και

〈g(v), w〉 = 〈v, w〉, για v, w ∈ Rn,

τότε g = idRn και g(v) = v, για v ∈ Rn.

5.5 Φασµατικό Θεώρηµα

΄Εστω ότι φ : Rn → Rn είναι µία γραµµική συνάρτηση, B είναι η κανονική ϐάση του Rn,
και A = AφB,B. Ορίζουµε την προσαρτηµένη γραµµική συνάρτηση (adjoint linear map)
του φ, να είναι η γραµµική συνάρτηση φ∗ : Rn → Rn, µε πίνακα

Aφ
∗

B,B = AT .



164 Χ. Χαραλάµπους, Α. Φωτιάδης Γραµµική ΄Αλγεβρα

Παράδειγµα 5.5.1. ΄Εστω η γραµµική συνάρτηση φ : R2 → R2, φ(x, y) = (x+2y, 3x−y).
Αν B είναι η κανονική ϐάση του R2, τότε

AφB,B =

[
1 2
3 −1

]
.

Εποµένως

Aφ
∗

B,B =

[
1 3
2 −1

]
και φ∗ : R2 → R2, φ∗(x, y) = (x+ 3y, 2x− y) .

Μία σηµαντική ιδιότητα του εσωτερικού γινοµένου αφορά τις γραµµικές συναρτήσεις
και τις προσαρτηµένες συναρτήσεις.

Θεώρηµα 5.5.2. ΄Εστω ότι φ : Rn → Rn είναι γραµµική συνάρτηση. Τότε

〈φ(v), w〉 = 〈v, φ∗(w)〉 για v, w ∈ Rn.

Απόδειξη. Θα δείξουµε ότι
φ(v)T w = vT φ∗(w)

και ισοδύναµα ότι
CB(φ(v))T CB(w) = CB(v)T CB(φ∗(w)) .

Από την Πρόταση 4.1.4, έπεται ότι

CB(φ(v)) = A CB(v) και CB(φ∗(w)) = AT CB(w) ,

όπου A = AφB,B. ΄Αρα

(A CB(v))T CB(w) =
(
CB(v)TAT

)
CB(w) = CB(v)T

(
ATCB(w)

)
και το Ϲητούµενο αποδείχθηκε.

Στη γλώσσα των πινάκων, µπορούµε να διατυπώσουµε το Θεώρηµα 5.5.2 ως εξής :

΄Εστω ότι A ∈Mn(R) και v ∈ Rn. Τότε 〈Av, v〉 = 〈v, ATv〉.

Είναι ϕανερό ότι (φ∗)∗ = φ. ΄Αµεση λοιπόν συνέπεια του Θεωρήµατος 5.5.2 είναι το
επόµενο πόρισµα.

Πόρισµα 5.5.3. ΄Εστω ότι φ : Rn → Rn είναι γραµµική συνάρτηση. Τότε

〈φ∗(v), w〉 = 〈v, φ(w)〉 για v, w ∈ Rn.

Ειδικότερα
〈φ∗φ(v), w〉 = 〈φ(v), φ(w)〉 για v, w ∈ Rn.

Στη συνέχεια εξετάζουµε υπό ποιες συνθήκες µία γραµµική συνάρτηση φ : Rn → Rn

έχει n ορθογώνια ιδιοδιανύσµατα. ΄Οταν αυτό συµβαίνει λέµε ότι η φ (και ο αντίστοι-
χος πίνακας ως προς οποιαδήποτε ϐάση του Rn) είναι ορθογώνια διαγωνιοποιήσιµη
(orthogonal diagonalizable). Τα n ορθογώνια ιδιοδιανύσµατα του Rn καθορίζουν ένα νέο
σύστηµα συντεταγµένων που διευκολύνει τη µελέτη της συνάρτησης. Από όσα έχουµε
εξετάσει νωρίτερα και το Παράδειγµα 5.1.6.11 προκύπτει το εξής συµπέρασµα.
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Πρόταση 5.5.4. ΄Ενας πίνακας A ∈Mn(R) είναι ορθογώνια διαγωνιοποιήσιµος αν υπάρ-
χει ορθογώνιος πίνακας P ∈Mn(R)έτσι ώστε

P TA P =

λ1 0
. . .

0 λn

 .

Τα λ1, . . . , λn στην προηγούµενη έκφραση είναι οι ιδιοτιµές του A και είναι πραγµατικοί
αριθµοί. Οι στήλες του P αντιστοιχούν σε ιδιοδιανύσµατα του A.

Ο A είναι λοιπόν ορθογώνια διαγωνιοποιήσιµος όταν υπάρχει µία ορθοκανονική ϐάση
του Rn που να αποτελείται από ιδιοδιανύσµατα του A. Το επόµενο ϑεώρηµα δίνει µία
ικανή και αναγκαία συνθήκη για να είναι ένας πίνακας ορθογώνια διαγωνιοποιήσιµος. Το
ϑεώρηµα είναι γνωστό ως τοΦασµατικό ϑεώρηµα (Spectral Theorem). Για την αναλυτική
απόδειξη του ϑεωρήµατος παραπέµπουµε στο σύγγραµµα [2, Θεώρηµα 7.2.18]

Θεώρηµα 5.5.5 (Φασµατικό Θεώρηµα). Ο πίνακας A ∈ Mn(R) είναι ορθογώνια
διαγωνιοποιήσιµος αν και µόνο αν A = AT .

Στη συνέχεια, στο Θεώρηµα 5.5.6, ϑα αποδείξουµε µία ειδική περίπτωση του Φασµα-
τικού Θεωρήµατος.

Θεώρηµα 5.5.6. ΄Εστω ότι A ∈ M2(R) και A = AT . Τότε ο A έχει δύο ορθογώνια
ιδιοδιανύσµατα.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι A ∈ M2(R) και A = AT . Στο Παράδειγµα 5.1.6.11 είδαµε ότι οι
ιδιοτιµές του A είναι πραγµατικοί αριθµοί. ΄Εστω ότι λ1 είναι µία από τις ιδιοτιµές του
A και ότι X1 =

[
a1 b1

]T είναι ιδιοδιάνυσµα του A για την ιδιοτιµή λ1. Θεωρούµε τον
ορθογώνιο πίνακα

P =

[
a1 −b1

b1 a1

]
.

Θα δείξουµε ότι X2 =
[
−b1 11

]T είναι ιδιοδιάνυσµα του A. ΄Εστω v1 = (a1, b1), v2 =
(−b1, a1) και B η κανονική ϐάση του R2. ΄Ετσι, X1 = CB(v1), X2 = CB(v2). Για να
δείξουµε ότι X2 είναι ιδιοδιάνυσµα του A αρκεί να δείξουµε ότι AX2 = tX2 για κάποιον
πραγµατικό αριθµό t. Θέτουµε Y = AX2

Αφού (v1, v2) είναι ϐάση του R2, υπάρχουν κ, t ∈ R έτσι ώστε Y = κX1 + tX2. Ο
στόχος µας, λοιπόν, είναι να δείξουµε ότι κ = 0. Για να τον πετύχουµε, ϑα υπολογίσουµε
το γινόµενο Y TX1 = (AX2)T X1. Κάνοντας τις πράξεις ϐρίσκουµε ότι

(AX2)TX1 = XT
2 (ATX1) = XT

2 (AX1) = XT
2 (λ1X1) = λ1(XT

2 X1) = 0 .

Αντικαθιστώντας κX1 + tX2 στη ϑέση του AX2 ϐρίσκουµε ότι

(AX2)TX1 = (κX1 + tX2)TX1 = (κXT
1 + tXT

2 )X1

= κ(XT
1 X1) + t(XT

2 X1) = κ(XT
1 X1) + t0 = κ(XT

1 X1) .

Αφού XT
1 X1 6= 0 και κ(XT

1 X1) = 0 έπεται ότι κ = 0. ΄Αρα AX2 = tX2 και το X2 είναι
ιδιοδιάνυσµα του A για την ιδιοτιµή t. Εποµένως ο 2× 2 πίνακας A έχει δύο ορθογώνια
ιδιοδιανύσµατα και είναι ορθογώνια διαγωνιοποιήσιµος.
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΄Εστω ότιB είναι η κανονική ϐάση τουRn και έστω ότι φ : Rn → Rn είναι µία γραµµική
συνάρτηση. Παρατηρούµε ότι

AφB,B = (AφB,B)T αν και µόνο αν φ = φ∗.

Η γραµµική συνάρτηση φ : Rn → Rn λέγεται αυτοπροσαρτηµένη (self-adjoint) αν φ =
φ∗ ενώ ο πίνακας A ∈ Mn(R) λέγεται αυτοπροσαρτηµένος αν A = AT . Σύµφωνα µε
το Θεώρηµα 5.5.5 η συνάρτηση φ : Rn → Rn είναι ορθογώνια διαγωνιοποιήσιµη αν και
µόνο αν η φ είναι αυτοπροσαρτηµένη.

Παραδείγµατα 5.5.7.

1. Στο Παράδειγµα 5.2.5.2 δείξαµε ότι η συνάρτηση

φ : R2 → R2 , (x, y) 7→ (2x+ y, x+ 2y)

είναι διαγωνιοποιήσιµη και ότι

P T Aφb,B P =

[
1 0
0 3

]
,

όπου

P =
1√
2

[
−1 1

1 1

]
.

Τα ιδιοδιανύσµατα για τις ιδιοτιµές 1 και 3 της φ είναι ορθογώνια και φ = φ∗.

2. Θεωρούµε τον πίνακα

A =

 1 −1 0
−1 2 −1

0 −1 1

 .
Παρατηρούµε ότι A = AT . Υπολογίζουµε το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του A.

PA(x) =

∣∣∣∣∣∣
1− x −1 0
−1 2− x −1

0 −1 1− x

∣∣∣∣∣∣ = (1− x)[(2− x)(1− x)− 1] + [−(1− x)]

⇒ PA(x) = (1− x)x(x− 3).

Οι ϱίζες λ1 = 1, λ2 = 0, λ3 = 3 του PA(x) είναι οι ιδιοτιµές του A. Υπολογίζουµε
τους ιδιοχώρους V1(A), V0(A), V3(A) του A.

΄Εχουµε ότι

• V1(A) = { (−κ, 0, κ) : κ ∈ R} = S({(−1, 0, 1)}),
• V0(A) = { (κ, κ, κ) : κ ∈ R} = S({(1, 1, 1)}), και
• V3(A) = { (κ,−2κ, κ) : κ ∈ R} = S({(1,−2, 1)}.

Επιλέγουµε ένα διάνυσµα από κάθε ιδιοχώρο και ϐρίσκουµε µία ϐάση του R3. Αν
ε1 = (−1, 0, 1), ε2 = (1, 1, 1), ε3 = (1,−2, 1), τότε (ε1, ε2, ε3) είναι ορθογώνια ϐάση
του R3. Για i = 1, . . . , 3, διαιρούµε τα εi µε το µήκος τους και ϐρίσκουµε µία
ορθοκανονική ϐάση του R3 από ιδιοδιανύσµατα του A:(

1√
2

(−1, 0, 1),
1√
3

(1, 1, 1),
1√
6

(1,−2, 1)

)
.
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Ο πίνακας

S =


−1/
√

2 1/
√

3 1/
√

6

0 1/
√

3 −2/
√

6

1/
√

2 1/
√

3 1/
√

6

 ,
είναι ορθογώνιος και

STA S =

 1 0 0
0 0 0
0 0 3

 .
3. ΄Εστω φ : R3 → R3, φ(x, y, z) = (x, 2y + 4z, 4y + 3z). Ο πίνακας της φ ως προς την

κανονική ϐάση B του R3 είναι ο

A =

1 0 0
0 2 4
0 4 3

 .

Αφού A = AT , ο A είναι ορθογώνια διαγωνιοποιήσιµος και η φ = φ∗ είναι αυτοπρο-
σαρτηµένη γραµµική συνάρτηση. Παρατηρούµε ότι

PA(x) = (1− x)(x2 − 5x− 10)

και ότι οι ιδιοτιµές του A είναι οι

λ1 = 1, λ2 =
5 +
√

65

2
, λ3 =

5−
√

65

2
.

Η ελαττωµένη κλιµακωτή µορφή γραµµών του A− I3 είναι ο πίνακας0 1 0
0 0 1
0 0 0

 .

΄Επεται ότι V1(A) = {t(1, 0, 0) : t ∈ R} και ότι v1 = (1, 0, 0) είναι ιδιοδιάνυσµα για
την ιδιοτιµή 1.

Στοιχειώδεις πράξεις γραµµών ϕέρνουν τον πίνακα A− λ2I3 στη µορφή1 0 0

0 −1 +
√

65/2 4
0 0 0

 .

Ο πίνακας αυτός δεν είναι σε ελαττωµένη κλιµακωτή µορφή γραµµών. Παρόλα
αυτά µας δίνει όλες τις πληροφορίες που χρειαζόµαστε για να υπολογίσουµε τον
ιδιοχώρο Vλ2(A). Πράγµατι αν (x, y, z) ∈ Vλ2(A) τότε από τη πρώτη γραµµή του
πίνακα αυτού προκύπτει ότι x = 0, ενώ από τη δεύτερη γραµµή προκύπτει ότι

−1 +
√

65

2
y + 4z = 0⇒ z =

1−
√

65

8
y .

΄Αρα

Vλ2(A) = {t(0, 1, 1−
√

65

8
) : t ∈ R} = {s(0, 8, 1−

√
65) : s ∈ R}
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και v2 = (0, 8, 1−
√

65) είναι ιδιοδιάνυσµα για την ιδιοτιµή λ2. Οµοίως

Vλ3(A) = {t(0, 8, 1 +
√

65) : t ∈ R}

και v3 = (0, 8, 1 +
√

65) είναι ιδιοδιάνυσµα για την ιδιοτιµή λ3. Το σύνολο

(v1, v2, v3)

είναι ορθογώνια ϐάση του R3 που αποτελείται από ιδιοδιανύσµατα του A. Κανονι-
κοποιούµε και ϐρίσκουµε µία ορθοκανονική ϐάση του R3:

((1, 0, 0),
1√

130− 2
√

65
(0, 8, 1−

√
65),

1√
130 + 2

√
65

(0, 8, 1 +
√

65)).

Ο πίνακας

P =


1 0 0
0 8√

130−2
√

65

8√
130+2

√
65

0 1−
√

65√
130−2

√
65

) 1+
√

65√
130+2

√
65


είναι ορθογώνιος και 1 0 0

0 λ2 0
0 0 λ3

 = P TAP .

Το Θεώρηµα 5.5.5 προσδιορίζει πότε ακριβώς ένας πίνακας µε στοιχεία πραγµατικούς
αριθµούς είναι ορθογώνια διαγωνιοποιήσιµος. Θέτουµε το αντίστοχο ερώτηµα για πίνακες
µε στοιχεία µιγαδικούς αριθµούς.

Αν A ∈ Mn(C), πότε έχει ο Cn µία ϐάση ορθογώνιων ιδιοδιανυσµάτων του A; Ο
A ∈ Mn(C) λέγεται ορθογώνια διαγωνιοποιήσιµος (orthogonal diagonalizable), αν
υπάρχει ένας πίνακας P έτσι ώστε P−1 = (P T ) και

(P T )AP =

λ1 · · · 0

0
...

λn

 .
Οι στήλες του P είναι ιδιοδιανύσµατα του A και λ1, . . . , λn είναι τα ιδιοδιανύσµατα του A.
Ο A λέγεται αυτοπροσαρτηµένος ή Ερµητιανός (Hermitian) αν A = (AT ). Στο Παρά-
δειγµα 5.1.6.11 δείξαµε ότι αν A είναι αυτοπροσαρτηµένος, τότε ο A έχει πραγµατικές
ιδιοτιµές. Μπορεί να αποδειχθεί ότι ισχύει το αντίστοιχο του Θεωρήµατος 5.5.2 για τους
µιγαδικούς n× n πίνακες και το σύνηθες εσωτερικό γινόµενο στον Cn.

Θεώρηµα 5.5.8. Αν A ∈Mn(C) και v ∈ Cn, τότε 〈Av, v〉 = 〈v, ATv〉.

΄Οπως στην απόδειξη του Φασµατικού Θεωρήµατος προκύπτει ότι αν ο A είναι αυτο-
προσαρτηµένος τότε ο A είναι ορθογώνια διαγωνιοποιήσιµος. Το αντίστροφο όµως δεν
ισχύει. Υπάρχουν πίνακες στοMn(C) που είναι ορθογώνια διαγωνιοποιήσιµοι και που
δεν είναι αυτοπροσαρτηµένοι. Ποια είναι η κοινή ιδιότητα αυτών των πινάκων ; ΄Ενας
πίνακας A ∈Mn(C) λέγεται κανονικός (normal) αν ισχύει η ακόλουθη συνθήκη:

A A
T

= A
T
A .
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Είναι ϕανερό ότι αν A = (AT ) τότε ο A είναι κανονικός. Μπορεί, λοιπόν, κανείς να
αποδείξει την εξής σηµαντική πρόταση.

Θεώρηµα 5.5.9. ΄Ενας πίνακαςA ∈Mn(C) είναι ορθογώνια διαγωνιοποιήσιµος αν
και µόνο αν ο A είναι κανονικός. Ειδκότερα, αν A = (AT ), τότε ο A είναι ορθογώνια
διαγωνιοποιήσιµος.

Για την απόδειξη της προηγούµενης πρότασης, παραπέµπουµε στο σύγγραµµα [2,
Θεώρηµα 7.3.11].

Παραδείγµατα 5.5.10. Ο πίνακας

A =

1 1 0
0 1 1
1 0 1


είναι κανονικός και δεν είναι αυτοπροσαρτηµένος. Στην ΄Ασκηση 5.5.7, ο αναγνώστης
καλείται να διαγωνιοποιήσει ορθογώνια τον A.

Σηµειώνουµε ότι οι ιδιοτιµές ενός κανονικού πίνακα δεν είναι κατ΄ ανάγκη πραγµατικοί
αριθµοί. Παρατηρούµε, όµως, ότι οι ορθογώνιοι πίνακες είναι κανονικοί. Επίσης, οι
ιδιοτιµές ενός ορθογώνιου πίνακα έχουν µέτρο 1, ϐλ. ΄Ασκηση 5.5.5. Ισχύει, λοιπόν, το
επόµενο συµπέρασµα.

Πόρισµα 5.5.11. ΄Εστω ο A ∈ Mn(C) ένας ορθογώνιος n × n πίνακας. Τότε ο A
είναι ορθογώνια διαγωνιοποιήσιµος. Οι ιδιοτιµές του A έχουν µέτρο 1.

Ασκήσεις Ενότητας 5.5

1. ΄Εστω φ : R3 → R3, φ(x, y, z) = (x+ 2y, x+ y+ z, y− x). Να ϐρεθεί ο τύπος της φ∗.

2. ΄Εστω A ∈ Mm×n(R). Να αποδείξετε ότι null(A) = null(ATA). Να συµπεράνετε ότι
rank(ATA) = rank(A).

3. ΄Εστω A ∈ Mn(R) ορθογώνιος πίνακας, λ ιδιοτιµή του A και v ιδιοδιάνυσµα του A
για την ιδιοτιµή λ. Εξετάζοντας το εσωτερικό γινόµενο 〈Av,Av〉 να αποδείξετε ότι
λ = ±1.

4. Να ϐρείτε έναν ορθογώνια διαγωνιοποιήσιµο πίνακα A στονM3(R) µε πρώτη γραµ-
µή
[
1 2 3

]
. Να ϐρείτε τις ιδιοτιµές του A και ϐάσεις για τους ιδιοχώρους του.

5. ΄Εστω A ∈Mn(C) ορθογώνιος πίνακας και λ µία ιδιοτιµή του A. Να αποδείξετε ότι
‖λ‖ = 1. (Υπόδειξη : ΄Ασκηση 3)

6. Να ϐρείτε έναν ορθογώνια διαγωνιοποιήσιµο πίνακα A στονM2(C) µε πρώτη γραµ-
µή
[
1 1 + 3i

]
. Να ϐρείτε τις ιδιοτιµές του A και ϐάσεις για τους ιδιοχώρους του.

7. Να διαγωνιοποιήσετε ορθογώνια τον

A =

1 1 0
0 1 1
1 0 1

 .
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5.6 Σύντοµα Ιστορικά Στοιχεία

Οι ιδιοτιµές εµφανίστηκαν για πρώτη ϕορά στη µελέτη των τετραγωνικών µορφών και των
διαφορικών εξισώσεων. Η σηµασία της ύπαρξης των ιδιοδιανυσµάτων έγινε αντιληπτή τον
18ο αιώνα από τους Euler και Lagrange. Στις αρχές του 19ου αιώνα ο Cauchy αντιλή-
ϕθηκε ότι τα αποτελέσµατά τους µπορούν να χρησιµοποιηθούν για την ταξινόµηση των
κωνικών επιφανειών, ενώ ο Fourier εφάρµοσε τις ιδέες τους στο ϐιβλίο του Αναλυτική Θεω-
ϱία της Θερµότητας. Ο όρος χαρακτηριστικό πολυώνυµο οφείλεται στον Cauchy, ο οποίος
και απέδειξε το Φασµατικό Θεώρηµα. Ο Hermite εισήγαγε τους Ερµητιανούς πίνακες το
1855 και στις αρχές του 20ου αιώνα ο Hilbert επέκτεινε τη ϑεωρία σε άπειρους πίνακες.
Ο όρος eigenvectors οεφείλεται σε αυτόν. Η κανονική µορφή του Jordan εµφανίστηκε
στη δουλειά του Jordan το 1870.
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Κεφάλαιο 6

Προβολές και Εφαρµογές

Σε αυτό το κεφάλαιο χρησιµοποιώντας την έννοια του εσωτερικού γινοµένου ορίζουµε
την προβολή ενός διανύσµατος του Rn πάνω σε έναν διανυσµατικό υποχώρο του Rn.
Στη συνέχεια παρουσιάζουµε διάφορες εφαρµογές που προκύπτουν από τη ϑεωρία των
προβολών και ιδιοδιανυσµάτων.

6.1 Προβολές

΄Εστω u, v ∈ Rn. Η προβολή (projection) του v πάνω στο u είναι ένα διάνυσµα proju(v)
παράλληλο προς το u τέτοιο ώστε

v = proj u(v) + w,

όπου το w = v − proju(v) είναι ορθογώνιο στο u. Πρέπει λοιπόν να ισχύουν οι παρακάτω
δύο συνθήκες :

i. proju v = λu, για κάποιο λ ∈ R, και

ii. 〈w, u〉 = 0.

Παίρνοντας το εσωτερικό γινόµενο 〈v, u〉 και αφού v = λu+ w προκύπτει ότι

〈v, u〉 = 〈λu+ w, u〉 = λ〈u, u〉+ 〈w, u〉 = λ〈u, u〉,
άρα

proju(v) =
〈v, u〉
〈u, u〉

u και w = v − 〈v, u〉
〈u, u〉

u. (6.1.0.1)

Αφού 〈v, tu〉 = t〈v, u〉 και 〈tu, tu〉 = t2〈u, u〉 είναι ϕανερό ότι

projtu v =
t〈v, u〉
t2〈u, u〉

tu =
〈v, u〉
〈u, u〉

u = proju(v), για t 6= 0.

Ορίζουµε την προβολή του v πάνω στην ευθεία L = {tu : t ∈ R} και γράφουµε projL(v)
να είναι το διάνυσµα proju(v).

Av

A1

L

0

Σχήµα 6.1: Προβολή του v στην ευθεία L
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Αν v = ~OA, τότε από το Πυθαγόρειο Θεώρηµα προκύπτει ότι η απόσταση τουA(a1, . . . , an)
από την ευθεία L = {tu : t ∈ R} είναι ίση µε το µήκος του v − projL(v). Στο Σχήµα 6.1
απεικονίζεται η προβολή του v στην ευθεία L, δηλ. το διάνυσµα ~OA1. Η απόσταση του A
από την L είναι το µήκος του ~A1A. Ισχύει ότι

~OA = ~OA1 + ~A1A,

όπου ~OA1 είναι επί της L και ~A1A είναι κάθετο επί της L.

Παραδείγµατα 6.1.1.

1. ΄Εστω v1 = (0, 1, 1), και v2 = (0, 2, 0). Τότε

projv1(v2) =
〈v1, v2〉
〈v1, v1〉

v1 =
0 · 0 + 1 · 2 + 1 · 0
0 · 0 + 1 · 1 + 1 · 1

(0, 1, 1) = (0, 1, 1).

Το διάνυσµα w = v2 − projv1(v2) = (0, 1,−1) είναι ορθογώνιο προς το v1

2. ΄Εστω u = (1,m). Τότε

proju(e1) =
1

1 +m2
(1,m), proju(e2) =

m

1 +m2
(1,m) .

΄Εστω f : R2 → R2 η συνάρτηση προβολής στην ευθεία y = mx, ϐλ. Παραδείγµατα
4.1.6.6 και 5.1.5.4. Βλέπουµε ότι f(v) = proju(v).

Εποµένως

CB(f(e1)) =
1

1 +m2

[
1
m

]
, CB(f(e2)) =

m

1 +m2

[
1
m

]
και

AfB,B =
1

1 +m2

[
1 m
m m2

]
.

3. ΄Εστω f : R2 → R2 ο αντικατοπτρισµός ως προς την ευθεία y = mx, ϐλ. Παράδειγµα
4.1.6.5.

x

y
L

0

Σχήµα 6.2: Αντικατοπτρισµός ως προς την ευθεία L

΄Εστω u = (1,m). Αν v ∈ R2, ϐλέπουµε ότι αν w = v − proju(v) τότε

f(v) = proju(v)− w = proju(v)− (v − proju(v)) = 2 proju(v)− v .

΄Αρα

f(e1) =
2

1 +m2
(1,m)− (1, 0) =

1

1 +m2
(1−m2, 2m)
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ενώ
f(e2) =

2m

1 +m2
(1,m)− (0, 1) =

1

1 +m2
(2m,m2 − 1) .

Εποµένως, αν B είναι η κανονική ϐάση του R2, τότε

AfB,B =
1

1 +m2

[
1−m2 2m

2m m2 − 1

]
.

Στη συνέχεια ορίζουµε την ορθογώνια προβολή του v σε έναν υποχώρο του Rn, γενι-
κεύοντας την προβολή του v στην ευθεία L.

Ορισµός 6.1.2. ΄ΕστωU διανυσµατικός υποχώρος τουRm και έστω v ∈ Rm. Η ορθογώνια
προβολή (orthogonal projection) του v στον U συµβολίζεται µε projU(v), ανήκει στον U και
έχει την ιδιότητα 〈v − projU(v)), u〉 = 0, για κάθε u ∈ U .

Σχήµα 6.3: Προβολή του v στον υποχώρο U

Υπάρχει πάντα η ορθογώνια προβολή ; Η απάντηση είναι ναι, όταν ο ο υποχώρος U
του Rm έχει µία ορθογώνια ϐάση. Για να το δούµε αυτό, έστω ότι dimRU = n και ότι
{u1, . . . , un} είναι µία ορθογώνια ϐάση για τον χώρο U . Τότε το διάνυσµα

v′ = proju1(v) + · · ·+ projun(v)

ανήκει στο U και w = v−v′ είναι ορθογώνιο σε κάθε διάνυσµα του U . Πράγµατι, σύµφωνα
µε την άσκηση 6.1.10 αρκεί να αποδείξουµε ότι 〈ui, w〉 = 0 για i = 1, . . . , n. ΄Εχουµε

〈w, ui〉 = 〈v, ui〉 −
∑
j∈I

〈v, uj〉
〈uj, uj〉

〈uj, ui〉 =

= 〈v, ui〉 −
〈v, ui〉
〈ui, ui〉

〈ui, ui〉 = 0.

΄Αρα δείξαµε ότι v′ είναι ορθογώνια προβολή του v στο U , δηλ. ότι

projU(v) =
〈v, u1〉
〈u1, u1〉

u1 + · · ·+ 〈v, un〉
〈un, un〉

un. (6.1.2.1)

Είναι ϕανερό ότι το v ανήκει στο U αν και µόνο αν v = proju(v). Αποδεικνύεται
εύκολα από το Πυθαγόρειο Θεώρηµα ότι

‖v − projU(v)‖ ≤ ‖ v − u‖, ∀ u ∈ U .

΄Ετσι, για να ϐρούµε την απόσταση ενός σηµείου B(b1, . . . , bm) από το U , ϑέτουµε v =
(b1, . . . , bm) και υπολογίζουµε το µήκος του διανύσµατος v − projU(v).
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Παραδείγµατα 6.1.3.

1. ΄Εστω
v1 = (

1

2
,
1

2
,
1

2
,
1

2
), v2 = (

1

2
,
1

2
,−1

2
,−1

2
),

V = S ({v1, v2}) και w = (1, 3, 1, 5). Το σύνολο (v1, v2) είναι ορθοκανονική ϐάση
για το V . ΄Εχουµε ότι

projv1(w) = 5v1, projv2(w) = −v2 άρα projV (w) = 5v1 + v2 .

2. ΄Εστω u1 = (1, 1, 0), u2 = (0, 1, 1), U = S ({u1, u2}) και w = (2, 3, 3). Θα ϐρούµε
τη προβολή projU(w). Το σύνολο (u1, u2) είναι ϐάση για τον U αλλά δεν είναι
ορθογώνια. Πρώτα απ΄ όλα λοιπόν πρέπει να ϐρούµε µία ορθογώνια ϐάση για τον
U . Παρατηρούµε ότι το διάνυσµα

u2 − proju1(u2) =
1

2
(−1, 1, 2)

είναι ορθογώνιο προς το u1, όπως άλλωστε και κάθε πολλαπλάσιό του. ΄Αρα µία
ορθογώνια ϐάση για τον U αποτελείται από τα διανύσµατα u1 = (1, 1, 0) και u′2 =
(−1, 1, 2)). Εποµένως

proju1(w) =
5

2
(1, 1, 0), proju′2(w) =

7

6
(−1, 1, 2),

άρα

projU(w) = proju1(w) + proju′2(w) =
1

3
(4, 11, 7) .

Συνεπώς

w = projU(w) + (w − projU(w)) =
1

3
(4, 11, 7) +

1

3
(2,−2, 2) .

Θα επεκτείνουµε τη ϐάση του U σε µία ορθογώνια ϐάση για τον R3. ΄Οπως είδαµε
παραπάνω, το διάνυσµα 1

3
(2,−2, 2) είναι ορθογώνιο προς κάθε διάνυσµα του U . Το

ίδιο ισχύει και για κάθε πολλαπλάσιο του. Εποµένως(
(1, 1, 0), (−1, 1, 2), (2,−2, 2)

)
είναι µία ορθογώνια ϐάση για τον R3.

Παρατηρούµε ότι αφού projU(w) 6= w, το διάνυσµα w /∈ U . Θα υπολογίσουµε
την απόσταση του σηµείου (2, 3, 3) (τελικό σηµείο του w) από το επίπεδο του U . Η
απόσταση του (2, 3, 3) από το U είναι το µήκος του w − projU(w). ΄Εχουµε ότι

‖w − projU(w)‖ = ‖1

3
(2,−2, 2)‖ =

1

3
‖2,−2, 2)‖ =

1

3

√
12 =

2

3

√
3 .

Σχήµα 6.4: Η απόσταση του (2, 3, 3) από τον U
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Το «πλησιέστερο» στο (2, 3, 3) σηµείο του U είναι το τελικό σηµείο του projU(w),
δηλ. το 1/3(4, 11, 7).

3. ΄Εστω

v1 = (
1

2
,
1

2
,
1

2
,
1

2
), v2 = (

1

2
,
1

2
,−1

2
,−1

2
),

v3 = (
1

2
,−1

2
,
1

2
,−1

2
), v4 = (

1

2
,−1

2
,−1

2
,
1

2
)

και v = (1, 3, 1, 5). Το σύνολο D = (v1, v2, v3, v4) είναι ορθοκανονική ϐάση του R4.
Θα γράψουµε το v ως γραµµικό συνδυασµό των στοιχείων της D. Παρατηρούµε ότι
v = projR4(v) και ότι

〈v1, v〉 = 5, 〈v2, v〉 = 1, 〈v3, v〉 = −2, 〈v4, v〉 = 1 .

Χρησιµοποιώντας τον τύπο (6.1.2.1) ϐρίσκουµε ότι

v = 5v1 + v2 − 2v3 + v1 .

Στις εφαρµογές η εύρεση ορθοκανονικών ϐάσεων για υποχώρους τουRm είναι µεγάλης
σηµασίας και ιδιαίτερα για τις υπολογιστικές µεθόδους εύρεσης ιδιοτιµών και ιδιοδιανυ-
σµάτων, όπως είναι η QR-ανάλυση πινάκων. Στο Παράδειγµα 6.1.3.2 υπολογίσαµε µία
ορθογώνια ϐάση του υποχώρου U του R2 δοθείσης µίας (µη ορθογώνιας) ϐάσης του U .
Η µέθοδος που χρησιµοποιήσαµε γενικεύεται στον Αλγόριθµο Ορθοκανονικοποίησης των
Gram-Schmidt.

Αλγόριθµος 6.1.1 Αλγόριθµος Ορθοκανονικοποίησης των Gram-Schmidt για τον υπο-
χώρο V του Rm.
Είσοδος: Μία ϐάση {v1, . . . , vn} για τον V .
΄Εξοδος: Μία ορθοκανονική ϐάση για τον V .

Βήµα 1 Θέτουµε w1 = v1. Για i = 2, . . . , n, ϑέτουµε Vi−1 = S({w1, . . . , wi−1})
και υπολογίζουµε

wi = vi − projVi−1
(vi) = vi − projw1

(vi)− · · · − projwi−1
(vi) .

Βήµα 2 Κανονικοποιούµε τα wi για i = 1, . . . , n, Το σύνολο

{ w1

‖w1‖
,

w2

‖w2‖
, . . . ,

wn
‖wn‖

}

είναι ορθοκανονική ϐάση για τον V .

Παρατηρούµε ότι

Vi−1 = S({w1, . . . , wi−1}) = S({v1, . . . , vi−1})

και ότι το wi είναι ορθογώνιο προς τα διανύσµατα w1, . . . , wi−1, για i = 2, . . . , n. Αναφέ-
ϱουµε δύο παραλλαγές του αλγορίθµου 6.1.1.

https://en.wikipedia.org/wiki/QR_decomposition
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i.) Μπορούµε να αντικαταστήσουµε το wi µε κwi, όπου 0 6= κ ∈ R, για 1 ≤ i < n.
Αυτό γίνεται για ευκολία στους υπολογισµούς, εάν για παράδειγµα δεν επιθυµού-
µε κλάσµατα. ∆εν προχωράµε στο τελευταίο ϐήµα της κανονικοποίησης εάν µας
ενδιαφέρει µία ορθογώνια ϐάση για τον V που δεν είναι κατ΄ ανάγκη ορθοκανονική.

ii.) Στην είσοδο του αλγορίθµου, αντί για ϐάση του V µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε
ένα παράγον σύνολο του V . Εάν το παράγον σύνολο περιέχει γραµµικά εξαρτηµένα
διανύσµατα, τότε κατά την εφαρµογή του αλγορίθµου ϑα προκύψουν µηδενικά δια-
νύσµατα. Αγνοούµε τα µηδενικά διανύσµατα και συνεχίζουµε µε τα µη µηδενικά
εναποµείναντα διανύσµατα.

Παραδείγµατα 6.1.4.

1. ΄Εστω
v1 = (1, 1, 0, 0), v2 = (1, 1,−2, 1) v3 = (0,−1, 0, 2),

και V = S({v1, v2, v3}). Τότε

• w1 = v1 = (1, 1, 0, 0),

• w2 = v2 − projw1
v2 = (1, 1,−2, 1)− 2

2
(1, 1, 0, 0) = (0, 0,−2, 1),

• w3 = v3 − projw1
(v3)− projw2

(v3) =

(0,−1, 0, 2)− −1

2
(1, 1, 0, 0)− 2

5
(0, 0,−2, 1) = (

1

2
,−1

2
,
4

5
,
8

5
)

=
1

10
(5,−5, 8, 16) .

Μία ορθογώνια ϐάση του V αποτελείται από τα διανύσµατα

(1, 1, 0, 0), (0, 0,−2, 1), (5,−5, 8, 16),

ενώ τα διανύσµατα

1√
2

(1, 1, 0, 0),
1√
5

(0, 0,−2, 1),
1√
370

(5,−5, 8, 16)

αποτελούν µία ορθοκανονική ϐάση του V . Σηµειώνουµε ότι για την ορθογώνια
ϐάση του V χρησιµοποιήσαµε το διάνυσµα 10w3. Σηµειώνουµε επίσης ότι δεν
ελέγξαµε τη γραµµική ανεξαρτησία για το παράγον σύνολο του V . Ο αλγόριθµος
δεν παρήγαγε κάποιο µηδενικό διάνυσµα. Εποµένως τα αρχικά διανύσµατα ήταν
γραµµικά ανεξάρτητα.

2. Θα υπολογίσουµε µία ορθοκανονική ϐάση του υποχώρου

V = { (x, y, z) ∈ R3 : x− 5y − 2z = 0} .

Παρατηρούµε ότι

V = { (5y + 2z, y, z) : y, z ∈ R} = { y(5, 1, 0) + z(2, 0, 1) : y, z ∈ R} =

= S({(5, 1, 0), (2, 0, 1)}).
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΄Εστω v1 = (5, 1, 0), v2 = (2, 0, 1). Τότε

{v1, v2 − projv1(v2)} = {(5, 1, 0), (1, 1,−2)}

είναι ορθογώνια ϐάση του V , ενώ

{ 1√
5

(2, 0, 1),
1√
6

(1, 1− 2)}

είναι ορϑοκανονική ϐάση του V .

3. ΄Εστω v1 = (1, 1, 1), v2 = (2, 1, 0), v3 = (4, 3, 2) και V = S({v1, v2, v3}). Σύµφωνα
µε την δεύτερη παραλλαγή του αλγορίθµου 6.1.1, έχουµε ότι

• w1 = v1,

• w2 = v2 − projw1
(v2) = (1, 0,−1) και

• w3 = v3 − projw1
(v3)− projw2

(v2) =

(4, 3, 2)− 9

3
(1, 1, 1)− 2

2
(1, 0,−1) = (0, 0, 0) .

Αφού w3 = 0 έπεται ότι v3 = projS({w1,w2})(v3), άρα v3 ∈ S(w1, w2}) και κατά
συνέπεια V = S ({w1, w2}). Εποµένως, µία ορθογώνια ϐάση του V είναι το σύνολο
{w1, w2}.

΄Εστω V διανυσµατικός υποχώρος του Rm και w ∈ Rm. ΄Εχουµε στη διάθεσή µας µία
µέθοδο για τον υπολογισµό µίας ορθοκανονικής ϐάσης για τον V . Ο επόµενος αλγόριθµος
δίνει µία µέθοδο για την εύρεση του projV (w).

Αλγόριθµος 6.1.2 Αλγόριθµος εύρεσης του projV (w).
Είσοδος: Μία ϐάση για τον V και το διάνυσµα w.
΄Εξοδος: Το διάνυσµα projV (w).

Βήµα 1 Χρησιµοποιούµε τον Αλγόριθµο 6.1.1, παραλλαγή i, για να ϐρούµε µία
ορθογώνια ϐάση {w1, . . . , wn} για τον V .
Βήµα 2 Χρησιµοποιούµε τον τύπο 6.1.2.1 για να υπολογίσουµε το διάνυσµα
projV (w).

Παράδειγµα 6.1.5. Θα ϐρούµε την προβολή του e3 στον υποχώρο V = S({(1, 1, 1), (2, 1, 0)}).
Είδαµε προηγουµένως ότι µία ορθογώνια ϐάση για τον V είναι το σύνολο {(1, 1, 1), (1, 0,−1)}.
Εποµένως

projV (e3) =
1

3
(1, 1, 1)− 1

2
(1, 0,−1) =

1

6
(−1, 2, 5) .

Αναφέρουµε τον επόµενο αλγόριθµο, που επιτρέπει τον υπολογισµό του διανύσµατος
projV (w), χωρίς τον υπολογισµό ορθογώνιας ϐάσης για τον V .



178 Χ. Χαραλάµπους, Α. Φωτιάδης Γραµµική ΄Αλγεβρα

Αλγόριθµος 6.1.3 Αλγόριθµος εύρεσης του projV (w) µε χρήση γινοµένου πινάκων.
Είσοδος: ΄Ενα παράγον σύνολο για τον V και το διάνυσµα w.
΄Εξοδος: Το διάνυσµα projV (w).

Βήµα 1 ΄Εστω V = S({v1, . . . , vn}) ⊂ Rm και B = (e1, . . . , em). Θεωρούµε τον
m×n πίνακα A =

[
CB(v1) · · · CB(vn)

]
. Υπολογίζουµε τον n×n πίνακα ATA.

Βήµα 2 Βρίσκουµε µία λύση (c1, . . . , cn) του συστήµατος

(ATA)X = ATCB(w) . (6.1.5.1)

projV (w) = c1 · v1 + · · ·+ cn · vn .

Ο αλγόριθµος 6.1.3 χρήζει εξήγησης. Αφού projV (w) ∈ V = S({v1, . . . , vn}) έπεται
ότι υπάρχουν c1, . . . , cn έτσι ώστε projV (w) = c1v1+· · ·+cnvn. Θα δείξουµε ότι (c1, . . . , cn)
είναι λύση του συστήµατος 6.1.5.1. Πράγµατι, το διάνυσµα w−projV (w) είναι ορθογώνιο
προς κάθε στοιχείο του V . ΄Αρα

〈vi, w − projV (w)〉 = 0, για i = 1, . . . , n .

Εποµένως
〈vi, w − c1v1 − · · · − cnvn〉 = 0, για i = 1, . . . , n

και

CB(vi)
T
(
CB(w)− c1CB(v1)− · · · − cnCB(vn)

)
= 0, για i = 1, . . . , n . (6.1.5.2)

΄Εστω C =
[
c1 · · · cn

]T . Τότε

c1CB(v1) + · · ·+ cnCB(vn) = AC .

΄Αρα η σχέση 6.1.5.2 γίνεται

CB(vi)
T
(
CB(w)− AC

)
= 0, για i = 1, . . . , n

και
CB(vi)

TCB(w) = CB(vi)
T (AC), για i = 1, . . . , n .

΄Οµως CB(vi)
T είναι η i γραµµή του AT . Εποµένως, από την παραπάνω σχέση, προκύπτει

ότι
ATCB(w) = AT (AC) και άρα ATCB(w) = (ATA)C .

∆είξαµε λοιπόν ότι το σύστηµα

(ATA)X = ATCB(w)

είναι συµβατό και ότι C είναι µία λύση του συστήµατος 6.1.5.1. Παρατηρούµε ότι αν τα
διανύσµατα v1, . . . , vn δεν είναι ϐάση του V , τότε η λύση του συστήµατος 6.1.5.1 δεν είναι
µοναδική.

Παράδειγµα 6.1.6. ΄Εστω V = S ({(1, 1, 1, 1), (1, 1, 0, 0)}). Θα ϐρούµε το διάνυσµα
projV (e1).
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Σύµφωνα µε τον αλγόριθµο 6.1.2, µία ορθογώνια ϐάση του V αποτελείται από τα
διανύσµατα v1 = (1, 1, 1, 1) και v2 = (1, 1,−1,−1). ΄Ετσι

projV (e1) = projv1(e1) + projv2(e1) =
1

4
(1, 1, 1, 1) +

1

4
(1, 1,−1,−1) =

=
1

2
(1, 1, 0, 0) .

Σύµφωνα µε τον αλγόριθµο 6.1.3,

A =


1 1
1 1
1 0
1 0

 , CB(e1) =


1
0
0
0

 , ATA =

[
4 2
2 2

]
, και ATCB(e1) =

[
1
1

]
.

Λύνουµε το σύστηµα
(ATA)X = ATCB(w) .

Η ελαττωµένη κλιµακωτή µορφή του επαυξηµένου πίνακα είναι[
1 0 0
0 1 1

2

]
και η λύση του συστήµατος είναι (0, 1/2). ΄Αρα

projV (e1) = 0(1, 1, 1, 1) +
1

2
(1, 1, 0, 0) =

1

2
(1, 1, 0, 0) .

Ασκήσεις Ενότητας 6.1

1. ∆ίνεται η ορθογώνια ϐάση

B = { v1 = (3, 1,−1), v2 = (1,−2, 1), v3 = (1, 4, 7) }

του R3. Να ϐρείτε την προβολή του v = (a, b, c) ∈ R3 σε κάθε ένα από τα διανύσµατα
v1, v2, v3 καθώς και στον χώρο που παράγεται από τα v1, v2 και τέλος να γράψετε το
v = projR3(v) ως γραµµικό συνδιασµό των v1, v2, v3.

2. ΄Εστω v1 = (−3, 0, 4), v2 = (4, 0,−3), v3 = (0, 5, 0) και u = (1, 2, 3). Να ϐρεθούν
τα projv1u, projS({v2,v3})u, και να γράψετε το v = projR3(v) ως γραµµικό συνδιασµό
των v1, v2, v3.

3. ∆ίνεται η ϐάση B = {u1 = (1, 0, 1), u2 = (2, 1,−3), u3 = (−1, 1, 0)} του R3. Να
υπολογισθεί µε τη µέθοδο των Gram-Schmidt µία ορθοκανονική ϐάση B′ του R3

που προκύπτει από τη δοθείσα ϐάση.

4. ∆ίνονται τα στοιχεία v = (0, 1, 2,−1), u = (1, 0, 0, 2), w = (3, 1,−2, 1). Αν U =
S({u,w}), να ϐρεθεί το projUv.

5. ∆ίνεται το επίπεδο U = S({v1, v2}) του R3 όπου v1 = (1, 0, 1) και v2 = (1, 1, 2). Να
ϐρεθεί η ελάχιστη απόσταση του (3, 3, 4) από το U .
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6.2 Εφαρµογές

Σε αυτήν την ενότητα παρουσιάζουµε διάφορες εφαρµογές της διαγωνιοποίησης καθώς
και της ϑεωρίας που αναπτύξαµε για τις ορθογώνιες προβολές διανυσµάτων.

∆υνάµεις ∆ιαγωνιοποιήσιµων Πινάκων

΄Εστω A ∈ Mn(k) ένας διαγωνιοποιήσιµος πίνακας. Υπάρχουν λοιπόν πίνακες S και D
έτσι ώστε

S−1A S = D =

d1 0
. . .

0 dn

 και άρα A = S D S−1.

΄Εστω ότι m είναι ϑετικός ακέραιος. Τότε

Dm =

d
m

1 0
. . .

0 d mn

 , ∀ m ∈ N .

Συνεπώς

Am = (S D S−1)m = (S D S−1)(S D S−1) · · · (S D S−1) = S DmS−1.

Αν ο A είναι αντιστρέψιµος πίνακας, τότε οι ιδιοτιµές του είναι µη µηδενικές, ϐλ. Πρόταση
5.1.7. Εποµένως ο D είναι αντιστρέψιµος και µπορούµε να ϑεωρήσουµε και αρνητικές
δυνάµεις του D. Παρατηρούµε ότι αν m ∈ N, τότε D−m = (Dm)−1 και

D−m =

d
−m
1 0

. . .

0 d−mn

 , ∀ m ∈ N .

΄Αρα
A−m = (Am)−1 = (S DmS−1)−1 = S D−mS−1.

Παράδειγµα 6.2.1. ΄Εστω ότι A ∈ Mn(C) είναι διαγωνιοποιήσιµος µε ιδιοτιµές ±1 και
±i. Θα δείξουµε ότι για κάθε k ∈ Z

A4k = In .

Πράγµατι, παρατηρούµε ότι αφού ο A είναι διαγωνιοποιήσιµος, ισχύει ότι

A = S D S−1,

όπου οι τιµές της κυρίας διαγωνίου του D είναι οι ιδιοτιµές ±1 και ±i, (χωρίς να ξέρουµε
πόσες ϕορές εµφανίζονται οι ιδιοτιµές ή µε ποιά σειρά). Εποµένως

A4k = S D4kS−1, ∀ k ∈ Z.

΄Οµως
(±1)4k = 1 και (±i)4k = 1 .

Συνεπώς
D4k = In ⇒ A4k = S D4kS−1 = S InS

−1 = S S−1 = In .
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Γεωµετρία και Γραφικά Υπολογιστών

Στον κλάδο γραφικά υπολογιστών της πληροφορικής, πολλές εφαρµογές χρειάζονται να
τροποποιήσουν µία εικόνα αλλάζοντας την ϑέση, τον προσανατολισµό ή και το µέγεθός
της. Αυτό γίνεται εφαρµόζοντας έναν γεωµετρικό µετασχηµατισµό στις συντεταγµένες που
ορίζουν την εικόνα. Παρακάτω εξετάζουµε µία ειδική κατηγορία τέτοιων µετασχηµατισµών
που διατηρούν την κλίµακα της εικόνας. Μία ισοµετρία (isometry) του Rn είναι µία
συνάρτηση T : Rn → Rn που διατηρεί τις αποστάσεις, δηλ.

‖T (x)− T (y)‖ = ‖x− y‖ για κάθε x, y ∈ Rn .

Η ισοµετρία T : Rn → Rn δεν είναι κατ΄ ανάγκη γραµµική συνάρτηση. Το ϐασι-
κό παράδειγµα µίας ισοµετρίας που δεν είναι γραµµική συνάρτηση είναι η µεταφορά
(translation) κατά α, δηλ. η συνάρτηση

T : Rn → Rn, T (x) = x+ α, όπου 0 6= α ∈ Rn

Παράδειγµα 6.2.2. Στο επόµενο σχήµα 6.5 απεικονίζεται η µεταφορά στο R2 κατά το
α = (1, 1).

x1

x2

P

0

T

x1

x2

f(P )

0

(1, 1)

Σχήµα 6.5: Μεταφορά κατά (1, 1): T (x1, x2) = (x1 + 1, x2 + 1).

Το επόµενο ϑεώρηµα δείχνει τη σύνδεση ανάµεσα στις ισοµετρίες και στις γραµµικές
συναρτήσεις.

Θεώρηµα 6.2.3. ΄Εστω T : Rn → Rn µία ισοµετρία. Τότε η συνάρτηση f : Rn → Rn,
f(x) = T (x) − T (0) είναι ισοµετρία και γραµµική συνάρτηση. Εποµένως κάθε ισοµετρία
είναι σύνθεση µίας ορθογώνιας συνάρτησης και µίας µεταφοράς

Απόδειξη. Είναι εύκολο να δει κανείς ότι η f είναι ισοµετρία. Πράγµατι

‖f(v1)− f(v2)‖ = ‖T (v1)− T (v2)‖ = ‖v1 − v2‖.

Παρατηρούµε ότι
f(0) = T (0)− T (0) = 0.

Συνεπώς η f διατηρεί το µήκος των διανυσµάτων, αγού

‖f(v)‖ = ‖f(v)− f(0)‖ = ‖v − 0‖ = ‖v‖, για κάθε v ∈ R2.

Τέλος, παρατηρούµε ότι
〈f(v), f(w)〉 = 〈v, w〉.
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Πράγµατι :

‖f(v)− f(w)‖ = ‖v − w‖ ⇒ 〈f(v)− f(w), f(v)− f(w)〉 = 〈v − w, v − w〉

⇒ 〈f(v), f(v)〉 − 2〈f(v), f(w)〉+ 〈f(w), f(w)〉 = 〈v, v〉 − 2〈v, w〉+ 〈w,w〉.

Αφού 〈f(v), f(v)〉 = 〈v, v〉 και 〈f(w), f(w)〉 = 〈w,w〉, προκύπτει το Ϲητούµενο.
΄Εστω, τώρα B = (e1, . . . , en), η κανονική ϐάση του Rn. Αν wi = f(ei), για i =

1, . . . , n, τότε από τα παραπάνω έπεται ότι το διατεταγµένο σύνολο D = (w1, . . . , wn)
είναι ορθοκανονική ϐάση για τον Rn. ΄Εστω u ∈ Rn και έστω ότι τα c1, . . . , cn είναι οι
συντεταγµένες του f(u) ως προς τη ϐάση D, δηλ. f(u) = c1w1 + · · ·+ cnwn. Σύµφωνα µε
το Θεώρηµα 5.4.5, ci = 〈f(u), wi〉, για i = 1, . . . , n. ΄Οµως, από τα παραπάνω, γνωρίζουµε
ότι

〈f(u), wi〉 = 〈〈f(u), f(ei)〉 = 〈u, ei〉, i = 1, . . . , n.

Εποµένως
f(u) = 〈u, ei〉wi .

Αν λοιπόν u, v ∈ Rn, τότε

f(u+ v) =
∑
〈u+ v, ei〉wi =

∑
(〈u, ei〉+ 〈v, ei〉)wi =∑

〈u, ei〉wi +
∑
〈v, ei〉wi = f(u) + f(v).

Οµοίως, ο αναγνώστης καλείται να διαπιστώσει χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες του εσωτε-
ϱικού γινοµένου ότι

f(cu) = cf(u), για c ∈ R, u ∈ Rn.

΄Εστω f : Rn → Rn µία γραµµική συνάρτηση που είναι ισοµετρία. Χρησιµοποιώντας
το Πόρισµα 5.5.3, προκύπτει ότι

〈f ∗f(v), w〉 = 〈f(v), f(w)〉 = 〈v, w〉, για κάθε v, w ∈ Rn.

΄Αρα
〈f ∗f(v), w〉 = 〈v, w〉 ⇒ 〈f ∗f(v)− v, w〉 = 0, για κάθε w ∈ Rn .

Συνεπώς f ∗f = idV , ϐλ. (5.4.1.1). Εποµένως, ο πίνακας της συνάρτησης f ως προς την
κανονική ϐάση B του Rn είναι ορθογώνιος :

AfB,BA
f
B,B = In.

Εξαιτίας αυτής της ιδιότητας καλούµε τις γραµµικές συναρτήσεις, που είναι ισοµετρί-
ες, ορθογώνιες (orthogonal linear transformations). Χωρίς απόδειξη, σηµειώνουµε το
παρακάτω ενδιαφέρον συµπέρασµα για τις ισοµετρίες στο επίπεδο.

Θεώρηµα 6.2.4. Αν η συνάρτηση T : R2 → R2 είναι ισοµετρία, τότε η T έχει µία από τις
επόµενες µορφές :

1. µεταφορά κατά ένα a (translation),

2. περιστροφή κατά γωνία θ (rotation),

3. αντικατοπτρισµός ως προς µία ευθεία L (reflection),

https://en.wikipedia.org/wiki/Euclidean_plane_isometry#/media/File:Euclidean_plane_isometry_translation.png
http://www.scienceu.com/library/articles/isometries/translation.html
https://en.wikipedia.org/wiki/Euclidean_plane_isometry#/media/File:Euclidean_plane_isometry_rotation.png
http://www.scienceu.com/library/articles/isometries/rotation.html
https://en.wikipedia.org/wiki/Euclidean_plane_isometry#/media/File:Euclidean_plane_isometry_reflection.png
http://www.scienceu.com/library/articles/isometries/reflection.html
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4. σύνθεση ενός αντικατοπτρισµού ως προς µία ευθεία L και µίας µεταφοράς που στέλνει
τα σηµεία της L σε σηµεία της L (glide reflection).

Οι γεωµετρικοί µετασχηµατισµοί που επιθυµούµε δεν είναι ϐέβαια όλοι ισοµετρίες.

Παράδειγµα 6.2.5. Θα ϐρούµε τον τύπο για τον γεωµετρικό µετασχηµατισµό T : R2 →
R2, που διαστέλει τα σχήµατα του R2 µε συντελεστή 2 ως προς τον άξονα των Y , τα περι-
στρέφει αριστερόστροφα κατά γωνία π/4 και τα µεταφέρει κατά το (1, 1/2). Θα χρησιµο-
ποιήσουµε τις γνώσεις µας από την Ενότητα 4.1. Η γραµµική συνάρτηση της διαστολής
αντιστοιχεί στον πίνακα [

1 0
0 2

]
,

ϐλ. Παράδειγµα 4.1.5. Η γραµµική συνάρτηση της περιστροφής αντιστοιχεί στον πίνακα[ √
2/2 −

√
2/2√

2/2
√

2/2

]
,

ϐλ. Παράδειγµα 4.1.4. Το γινόµενο των πινάκων, δηλ. ο πίνακας[ √
2/2 −

√
2√

2/2
√

2

]
,

αντιστοιχεί στην σύνθεση των γραµµικών συναρτήσεων. Συνδυάζοντας µε την µεταφορά
κατά το (1, 1/2), ϐρίσκουµε ότι ο γεωµετρικός µετασχηµατισµός που επιθυµούµε έχει
τύπο

T : R2 → R2 , (α, β) 7→

(√
2

2
α−
√

2β + 1,

√
2

2
α +
√

2β +
1

2

)
.

x

y

T

x

y

Σχήµα 6.6: Ο γεωµετρικός µετασχηµατισµός T .

Παραπέµπουµε στο σύγραµµα [4] για περισσότερα επί του ϑέµατος της Γεωµετρίας
για γραφικά υπολογιστών.

Το πρόβληµα του Κυνηγού και της Λείας του

Το µοντέλο κυνηγού και λείας (predator-prey model) περιγράφει ένα απλό δυναµικό
σύστηµα δύο πληθυσµών: των κυνηγών και της λείας. Οι κυνηγοί τρέϕονται αποκλειστικά
από τη λεία, ενώ η λεία δεν έχει άλλους εχθρούς και έχει απεριόριστες ποσότητες τροφής.
Για παράδειγµα, αυτό το µοντέλο περιγράφει (απλοϊκά) ένα οικοσύστηµα που αποτελείται
από λύκους και αντιλόπες.

https://en.wikipedia.org/wiki/Euclidean_plane_isometry#/media/File:Euclidean_plane_isometry_glide_reflection.png
http://www.scienceu.com/library/articles/isometries/glideref.html
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΄Εστω ότι xk είναι ο πληθυσµός της λείας και yk είναι ο πληθυσµός του κυνηγού τον
χρόνο k µετά τον χρόνο της αρχικής µέτρησης (χρόνος µηδέν) και έστω ότι το µοντέλο
περιγράφεται από τις εξισώσεις :

yk+1 = 1/2 yk + 1/100 xk
xk+1 = −50/4 yk + 5/4 xk .

Αν

A =

[
1/2 1/100
−50/4 5/4

]
και Vk =

[
yk
xk

]
,

τότε το παραπάνω πληθυσµιακό µοντέλο περιγράφεται από την εξίσωση

Vk+1 = A Vk .

΄Εστω ότι ξεκινάµε µε αρχικό πληθυσµό y0 = 50 και x0 = 1600. Τα διανύσµατα V0 και V1

περιγράφουν την αρχική κατάσταση και την κατάσταση ένα χρόνο αργότερα:

V0 =

[
50

1600

]
και V1 =

[
41

1375

]
.

Παρατηρούµε ότι και οι δύο πληθυσµοί µειώθηκαν. Θα συνεχίσουν να µειώνονται οι πλη-
ϑυσµοί έως ότου αφανιστούν και τα δύο είδη ; Είναι ϕανερό ότι ϑέλουµε να µελετήσουµε
το Vk για µεγάλα k. ∆εν είναι δύσκολο να δούµε ότι Vk = AkV0. Πράγµατι,

Vk = A Vk−1 = A (A Vk−2) = A2 Vk−2 = · · · = Ak V0 .

΄Οµως, ο A διαγωνιοποιείται :

A = P D P−1, όπου D =

[
1 0
0 3/4

]
και P =

[
1 1
50 25

]
.

Συνεπώς
Ak = P Dk P−1 και άρα Vk = Ak V0 = P Dk P−1 V0 .

Αφού

Dk =

[
1k 0
0 (3/4)k

]
=

[
1 0
0 (3/4)k

]
,

συµπεραίνουµε ότι για µεγάλα k, ο πίνακας Dk πλησιάζει την τιµή
[

1 0
0 0

]
. ΄Αρα για

µεγάλα k, ο Vk πλησιάζει την τιµή

(P

[
1 0
0 0

]
P−1) V0 =

[
14
700

]
.

Το πληθυσµιακό σύστηµα που µελετούµε ϑα ισορροπήσει. Παρατηρούµε ότι η ιδιότητα
της ισορροπίας δεν εξαρτάται από τις αρχικές τιµές των yk και xk, αλλά από τον πίνακα A
των συντελεστών και τις ιδιοτιµές του.
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Μαρκοβιανές Αλυσίδες

΄Εστω ότι ένα σύστηµα αποτελείται από k διακριτές καταστάσεις. Τις αριθµούµε 1, 2 . . . , k.
Μεταβαίνουµε από την κατάσταση j στην κατάσταση i µε µία πιθανότητα pij. Το σύστηµα
αυτό είναι µία Μαρκοβιανή αλυσίδα (Markov chain). Ο πίνακας µετάβασης της Μαρ-
κοβιανής αλυσίδας είναι ο τετραγωνικός k × k πίνακας P = (pij). Σηµειώνουµε ότι το
άθροισµα των στοιχείων κάθε στήλης του πίνακα P είναι 1. ΄Ενας τέτοιος πίνακας λέγεται
στοχαστικός (stochastic). Στο επόµενο παράδειγµα περιγράφουµε µία απλή Μαρκοβια-
νή αλυσίδα µε δύο καταστάσεις.

Παράδειγµα 6.2.6. Θεωρούµε δύο καταστάσεις για τον καιρό µίας πόλης : στεγνός (κα-
τάσταση 1) ή ϐροχερός (κατάσταση 2). ΄Εστω ότι ο πίνακας µετάβασης του συστήµατος
είναι

P =

[
0.94 0.02
0.06 0.98

]
.

΄Ετσι, αν ο καιρός είναι στεγνός τη µία µέρα, η πιθανότητα να είναι στεγνός την εποµένη
είναι 94% ενώ η πιθανότητα να είναι ϐροχερός είναι 6%. Αν ο καιρός είναι ϐροχερός τη
µία µέρα, η πιθανότητα να είναι στεγνός την εποµένη είναι 2% ενώ η πιθανότητα να είναι
ϐροχερός είναι 98%.

΄Εστω ότι ο καιρός είναι ϐροχερός κάποια µέρα. Ποια είναι η πρόγνωση του καιρού
µετά από 10 ηµέρες ; Αν η αρχική κατάσταση x(0) περιγράφεται από το διάνυσµα x(0) =[
0 1

]T , τότε το γινόµενο x(1) := Px(0) δείχνει την κατανοµή των πιθανοτήτων την επόµενη
µέρα. ΄Εστω x(n) η κατανοµή των πιθανοτήτων την n-στη µέρα. Τότε

x(n) = Px(n−1) = P P x(n−2) = P 2 x(n−2) = · · · = P nx(0) .

Για να µπορέσουµε, λοιπόν, να απαντήσουµε στο ερώτηµα που τέθηκε, δηλ. να ϐρούµε
το x(10), πρέπει να υπολογίσουµε τον πίνακα P 10.

Γενικότερα, για να απαντήσουµε ερωτήµατα όπως αυτό του παραδείγµατος, ϑέλουµε
να υπολογίσουµε δυνάµεις ενός στοχαστικού πίνακα P . Υπολογιστικά αυτό γίνεται ιδιαί-
τερα πολύπλοκο. Ευτυχώς, έχουµε στη διάθεσή µας το επόµενο ϑεώρηµα, που δίνουµε
χωρίς απόδειξη,.

Θεώρηµα 6.2.7. ΄Εστω ότι P είναι ένας πίνακας µετάβασης µίας Μαρκοβιανής αλυσίδας,
τέτοιος ώστε τα στοιχεία του P να είναι όλα ϑετικά. Τότε το 1 είναι ιδιοτιµή του P και ο
Pm σταθεροποιείται για µεγάλες τιµές του m. Η οριακή κατάσταση του συστήµατος είναι
ανεξάρτητη από την αρχική κατανοµή.

Θα δούµε πως µπορούµε να εφαρµόσουµε τα παραπάνω στο προηγούµενο παράδειγ-
µα.

Παράδειγµα 6.2.8. (Συνέχεια του Παραδείγµατος 6.2.6.) Σύµφωνα µε το Θεώρηµα
6.2.7, ο Pm σταθεροποιείται, δηλ. Pm = Pm+1, για µεγάλες τιµές του m. Εποµένως
x(m+1) = x(m), αφού

x(m+1) = Pmx(0) = Pm+1x(0) = x(m) .

΄Οµως, x(m+1) = Px(m), άρα:
x(m) = Px(m),

δηλ. το x(m) είναι ιδιοδιάνυσµα του P για την ιδιοτιµή 1. Θα χρησιµοποιήσουµε αυτό το
ιδιοδιάνυσµα για να προσεγγίσουµε το x(10). Παρατηρούµε ότι

V1(P ) = {t(1, 3) : t ∈ R}.
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Αφού το x(m) ανήκει στο V1(P ) και είναι στοχαστικός πίνακας, τα άθροισµα των στοιχείων
του είναι 1. ΄Αρα

x(m) =

[
0.25
0.75

]
και η πιθανότητα µετά από 10 ηµέρες ο καιρός να είναι στεγνός είναι περίπου 25% ενώ ο
καιρός ϑα είναι ϐροχερός µε πιθανότητα περίπου 75%.

Παραπέµπουµε τον ενιδαφερόµενο αναγνώστη στο σύγγραµµα ;; για περισσότερες
λεπτοµέρειες επί του ϑέµατος.

∆ιαφορικές Εξισώσεις και Ιδιοτιµές

΄Εστω ένα απλό γραµµικό σύστηµα n διαφορικών εξισώσεων:

f ′1(x) = a11f1(x) + · · ·+ a1nfn(x)

...

f ′n(x) = an1f1(x) + · · ·+ annfn(x),

όπου fi : R → R είναι πραγµατική διαφορίσιµη συνάρτηση και f ′i : R → R είναι η
παράγωγός της, για 1 ≤ i ≤ n. Επιθυµούµε να ϐρούµε τους τύπους των fi, για 1 ≤ i ≤ n.
Το σύστηµα γράφεται ως

F ′ = A F,

όπου

A =

a11 · · · a1n

... · · ·
...

an1 · · · ann

 , F =

f1(x)
...

fn(x)

 και F ′ =

f
′
1(x)
...

f ′n(x)

 .

΄Οταν ο πίνακας A διαγωνιοποιείται, τότε η επίλυση του συστήµατος F ′ = A F γίνεται
εύκολα ως εφαρµογή της ϑεωρίας της διαγωνιοποίησης. Η παρατήρηση-κλειδί για την
επίλυση του συστήµατος F ′ = A F είναι ότι αν

g(x) = c1f1(x) + · · · cnfn(x), τότε g′(x) = c1f
′
1(x) + · · · cnf ′n(x).

Εποµένως
G = PF ⇒ G′ = PF ′ .

Τα επόµενα παραδείγµατα, ϑα διαφωτίσουν τη διαδικασίας επίλυσης του F ′ = A F .

Παραδείγµατα 6.2.9.

1. Αν f ′(x) = −5f(x), τότε από τον διαφορικό λογισµό γνωρίζουµε ότι f(x) = Ce−5x.
Αν δίνεται ότι f(0) = 2, τότε 2 = Ce0 = C και f(x) = 2e−5x.

2. ΄Εστω

F ′ = A F, όπου A =

[
3 0
0 4

]
, F =

[
f1(x)
f2(x)

]
και F ′ =

[
f ′1(x)
f ′2(x)

]
.

Το σύστηµα F ′ = A F αποτελείται από τις εξισώσεις

f ′1(x) = 3f1(x)

f ′2(x) = 4f2(x)
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και η λύση του είναι

F = F =

[
f1(x)
f2(x)

]
=

[
C1e

3x

C2e
4x

]
.

΄Οταν προσδιορίζονται αρχικές συνθήκες, τότε µπορούµε να επιλύσουµε για C1 και
C2. Για παράδειγµα αν δίνεται ότι f1(0) = 2 και f2(0) = −1, τότε

f1(x) = 2e3x

f2(x) = −e4x .

3. ΄Εστω το σύστηµα
f ′1(x) = 2f1(x)− f2(x)

f ′2(x) = 6f1(x)− f2(x).

Ο πίνακας

A =

[
2 −1
6 −5

]
είναι διαγωνιοποιήσιµος µε ιδιοτιµές 1,−4 και A = PDP−1, όπου

D =

[
1 0
0 −4

]
και P =

[
1 1
1 6

]
.

Θα λύσουµε πρώτα το σύστηµα G′ = D G, δηλ. ϑα ϐρούµε g1 : R→ R, g2 : R→ R
που ικανοποιούν το σύστηµα των διαφορικών εξισώσεων

g′1(x) = g1(x)

g′2(x) = −4g2(x).

Το σύστηµα G = D G έχει λύση

G = F =

[
g1(x)
g2(x)

]
=

[
C1e

x

C2e
−4x

]
.

Εάν τώρα ϑέσουµε F = P G, παρατηρούµε ότι F ′ = P G′ και ότι F είναι λύση του
αρχικού συστήµατος. Πράγµατι :

F = P G⇒ A F = (PDP−1)P G = (PD)(P−1)P G) = P (D G) = PG′ = F ′ .

Εποµένως η λύση του συστήµατος F ′ = AF είναι F = PG, δηλ.

F =

[
f1(x)
f2(x)

]
=

[
C1e

x + C2e
−4x

C1e
x + 6C2e

−4x

]
.

Αν γνωρίζουµε κάποιες αρχικές τιµές για τις συναρτήσεις f1, f2, τότε µπορούµε να
υπολογίσουµε τις σταθερές C1, C2. Πράγµατι, έστω ότι f1(0) = 2, f2(0) = −3. Τότε

2 = C1 + C2

−3 = C1 + 6C2

µε λύση C1 = 3, C2 = −1, οπότε

f1(x) = 3ex − e−4x και f2(x) = 3ex − 6e−4x.

Αποµονώνουµε την παρατήρηση του προηγούµενου παραδείγµατος.

Αν A = P DP−1, τότε G είναι λύση του G′ = D G αν και µόνο αν PG είναι λύση
του F ′ = A F .
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Τετραγωνικές Μορφές

΄Ενα πολυώνυµο µε n µεταβλητές και συντελεστές πραγµατικούς αριθµούς λέγεται τετρα-
γωνική µορφή (quadratic form) αν όλοι οι όροι του πολυωνύµου είναι ϐαθµού δύο ως
προς τις µεταβλητές.

Για παράδειγµα το πολυώνυµο

q(x1, x2, x3) = 3x2
1 + 4x2

2 + 5x2
3 + 5x1x2 + x2x3

είναι µία τετραγωνική µορφή. Ο αναγνώστης καλείται να επιβεβαιώσει ότι

[
x1 x2 x3

]  3 7/2 0
7/2 4 1/2
0 1/2 5

 x1

x2

x3

 =
[
3x2

1 + 4x2
2 + 5x2

3 + 5x1x2 + 2x2x3

]
.

Γράφουµε, λοιπόν,
q(x1, x2, x3) = XTAX,

όπου

A =

 3 7/2 0
7/2 4 1
0 1 5

 , X =

 x1

x2

x3

 .
Παρατηρούµε ότι ο πίνακαςA είναι συµµετρικός. Στην κύρια διαγώνιο τουA εµφανίζονται
οι συντελεστές των όρων x2

i του πολυωνύµου q(x1, x2, x3), για 1 ≤ i ≤ 3. Αν 1 ≤ i 6= j ≤
3, τότε το στοιχείο aij του A είναι ίσο µε το ήµισυ του συντελεστή του όρου xixj του
q(x1, x2, x3).

Γενικότερα, κάθε τετραγωνική µορφή

q(x1, x2, . . . , xn) =
n∑
i=1

bix
2
i +

n∑
1≤i<j≤n

2bijxixj ,

γράφεται ως

q(x1 . . . , xn) = XTA X όπου XT = [ x1 x2 · · · xn ] και A = AT .

Αν c ∈ R και A = AT ∈ Mn(R), ποια είναι η γραφική αναπαράσταση στον Rn µίας
εξίσωσης της µορφής

q(x1, x2, . . . , xn) = c, όπου q(x1, x2, . . . , xn) = XTA X;

Αφού ο A είναι συµµετρικός πίνακας, από το Φασµατικό Θεώρηµα, γνωρίζουµε ότι οι
ιδιοτιµές του A είναι πραγµατικοί αριθµοί και ο A διαγωνιοποιείται ορθογώνια. ΄Εστω ότι
D = P TAP είναι η ορθογώνια διαγωνιοποίηση του A, όπου D είναι ο διαγώνιος πίνακας
των ιδιοτιµών του A και P T = P−1. Η αλλαγή συντεταγµένων Y = P TX µας επιτρέπει
να αλλάξουµε την οπτική µας γωνία και να διαχωρίσουµε τις µεταβλητές. Πράγµατι, αν
λ1, . . . , λn είναι οι ιδιοτιµές του A, τότε

XTA X = XT (PDP T ) X = (XTP )D(P TX) = (P TX)TD(P TX) = Y TDY

και η τετραγωνική µορφή q(x1, . . . , xn) = XTA X µετατρέπεται στη τετραγωνική µορφή

q(y1, . . . , yn) = λ1y
2
1 + · · ·+ λny

2
n = Y TD Y .

Το επόµενο παράδειγµα ϑα διαφωτίσει αυτήν την διαδικασία, ϐλ. σύγγραµµα [2, Ενότητα
7.2.22].
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Παράδειγµα 6.2.10. Θα ϐρούµε το γράφηµα της καµπύλης µε εξίσωση

x2
1 + 4x1x2 + x2

2 − 5 = 0 .

Το πολυώνυµο q(x1, x2) = x2
1 + 4x1x2 + x2 είναι τετραγωνική µορφή µε πίνακα

A =

[
1 2
2 1

]
.

Οι ιδιοτιµές του A είναι −1, 3 και

D = P TA P =

[
−1 0

0 3

]
όπου P =

1√
2

[
−1 1

1 1

]
.

Θέτουµε

Y = P TX, όπου X =

[
x1

x2

]
και Y =

[
y1

y2

]
.

Με αυτήν την αλλαγή συντεταγµένων, η εξίσωση της καµπύλης είναι

−y2
1 + 3y2

2 − 5 = 0.

Στο παρακάτω σχήµα, παρουσιάζεται η γραφική παράσταση της καµπύλης ως προς τους
άξονες Y1 και Y2:

-4 -2 2 4
Y1

-2

-1

1

2

Y2

Σχήµα 6.7: Η καµπύλη −y2
1 + 3y2

2 − 5 = 0.

Ο άξονας Y1, δηλ. τα σηµεία του R2 που ικανοποιούν την εξίσωση Y2 = 0, είναι τα
σηµεία της ευθείας x1 = −x2:

y2 = 0⇔ 1√
2

(x1 + x2) = 0⇔ x1 = −x2 .

Αντίστοιχα ο άξονας Y2 είναι η ευθεία x1 = x2:

y1 = 0⇔ 1√
2

(−x1 + x2) = 0⇔ x1 = x2. 2

Εποµένως για τη γραφική παράσταση της καµπύλης ως προς τους άξονες X1 και X2

πρέπει να περιστρέψουµε το σχήµα δεξιόστροφα κατά γωνία π/4:
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-4 -2 2 4
X1

-4

-2

2

4

X2

Σχήµα 6.8: Η καµπύλη x2
1 + 4x1x2 + x2

2 − 5 = 0.

Παρατηρούµε ότι µία καµπύλη στο πραγµατικό επίπεδο της µορφής

a1y
2
1 + a2y

2 = c,

όπου c > 0, εµπίπτει σε µία ακριβώς από τις παρακάτω κατηγορίες :

• έλλειψη, όταν τα a1, a2 έχουν το ίδιο πρόσηµο,

• υπερβολή, όταν τα a1, a2 έχουν διαφορετικό πρόσηµο.

Από την ανάλυση που κάναµε παραπάνω, µπορεί κανείς να δεί ότι µία καµπύλη στο
επίπεδο µε εξίσωση

q(x1, x2)− γ = 0,

όπου q(x1, x2) είναι τετραγωνική µορφή, ϑα ανήκει σε µία από τις δύο κατηγορίες, (ανά-
λογα µε τα πρόσηµα των ιδιοτιµών):

i. έλλειψη, όταν οι ιδιοτιµές έχουν τα ίδιο πρόσηµο ή

ii. υπερβολή, όταν οι ιδιοτιµές έχουν διαφορετικά πρόσηµα

Για περισσότερα επί κωνικών µορφών παραπέµπουµε τον αναγνώστη στην αντίστοιχη
ιστοσελίδα της wikipedia.

Μέθοδος των Ελαχίστων Τετραγώνων

Θα χρησιµοποιήσουµε τη ϑεωρία της Ενότητας 6.1 για να ϐρούµε τη ϐέλτιστη προσέγγιση
λύσης ενός µη συµβατού γραµµικού συστήµατος. Θυµίζουµε ότι αν A ∈ Mm×n(R), και
E ∈ Mm×1(R), τότε το σύστηµα AX = E είναι συµβατό αν και µόνο αν το E ανήκει στον
Σ(A), τον χώρο στηλών του A, ϐλ. Πρόταση 3.2.9. Για την απλούστευση των συµβολισµών,
ϑα χρησιµοποιήσουµε το ίδιο σύµβολο για την στήλη E =

[
c1 · · · cm

]T και για το
διάνυσµα E = (c1, . . . , cm). ΄Εστω v1, . . . , vn τα διανύσµατα που αντιστοιχούν στις στήλες
του A και έστω ότι το σύστηµα AX = E δεν είναι συµβατό. Αφού E /∈ Σ(A), επιθυµούµε
την «καλύτερη» µη λύση. Θέλουµε λοιπόν να ϐρούµε το στοιχείο του Σ(A) που ϐρίσκεται
πλησιέστερα του E, δηλ. την προβολή projΣ(A)(E). Ισοδύναµα, ϑέλουµε να υπολογίσουµε
τα z1, . . . , zn ∈ R για τα οποία

projΣ(A)(E) = z1v1 + · · ·+ znvn.

https://en.wikipedia.org/wiki/Conic_section
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Σύµφωνα µε τον Αλγόριθµο 6.1.3, το διάνυσµα (z1, . . . , zn), για την προβολή του E στον
Σ(A), προκύπτει ως λύση του συστήµατος

(ATA)X = ATE .

Ονοµάζουµε τη λύση (z1, . . . , zn) ϐέλτιστη προσεγγιστική λύση (best approximation)
του AX = E. Η απόκλιση (το λάθος) είναι το µήκος της διαφοράς E−projΣ(A)(E). ΄Ετσι
αν projΣ(A)(E) = (p1, . . . , pm) τότε η απόκλιση είναι ίση µε

‖E − projΣ(A)(E)‖ =
√

(c1 − p1)2 + · · ·+ (cm − pm)2,

και για αυτό, η µέθοδος αυτή ονοµάζεται µέθοδος των ελαχίστων τετραγώνων (method
of least squares). Αποδείξαµε λοιπόν την παρακάτω πρόταση.

Πρόταση 6.2.11. ΄Εστω AX = E ένα γραµµικό σύστηµα, όπου A ∈ Mm×n(R) και E ∈
Mm×1(R). Τότε κάθε λύση του συστήµατος

(ATA)X = ATE

είναι ϐέλτιστη προσεγγιστική λύση του AX = B.

Παραδείγµατα 6.2.12.

1. Το σύστηµα
x1 + x2 = 1

2x1 + 2x2 = 1

δεν έχει λύση. ΄Εστω

A =

[
1 1
2 2

]
, E =

[
1
1

]
.

Τότε

ATA =

[
5 5
5 5

]
, και ATE =

[
3
3

]
.

Οι λύσεις του (ATA)X = ATE είναι το σύνολο:

{(3

5
, 0) + t(−1, 1) : t ∈ R} .

Κάθε ένα από τα στοιχεία αυτού του συνόλου είναι ϐέλτιστη προσεγγιστική λύση του
AX = E. Μία συγκεκριµένη λύση είναι (3

5
, 0). Για αυτήν την λύση (όπως και για

κάθε άλλη ϐέλτιστη προσεγγιστική λύση) έχουµε ότι

A

[
3/5
0

]
=

[
3/5
6/5

]
6=
[
1
1

]
και η απόκλιση είναι

√
(2/5)2 + (−1/5)2 =

√
1/5.

2. ΄Εστω τα σηµεία (1, 1), (2, 2), (3, 4). Είναι εύκολο να δει κανείς ότι δεν υπάρχει
ευθεία y = a0 + a1x που να περνά και από τα τρία σηµεία και το σύστηµα

a0 + a1 = 1
a0 + 2a1 = 2
a0 + 3a1 = 4
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δεν έχει λύση. Η ϐέλτιστη προσεγγιστική λύση του παραπάνω συστήµατος καθορίζει
την ευθεία ελαχίστων τετραγώνων (line of best fit) αυτών των σηµείων. ΄Εχουµε ότι

A =

 1 1
1 2
1 3

 , E =

 1
2
4

 , ATA =

[
3 6
6 14

]
, ATE =

[
7
17

]
.

Επιλύουµε το σύστηµα (ATA)X = ATE. Η λύση αυτού του συστήµατος είναι η
(−2/3, 3/2). Η ευθεία ελαχίστων τετραγώνων είναι η

y = −2

3
+

3

2
x .

Παρατηρούµε ότι

A

[
−2

3
3
2

]
=

1

6

 5
14
23

 6=
 1

2
4

 .

Η απόκλιση είναι ίση µε√
(1/6)2 + (−1/3)2 + (1/6)2 =

√
1/6 .

x

y

−2/3

4/9

(1, 1)

(2, 2)

(3, 4)

Σχήµα 6.9: Η ευθεία ελαχίστων τετραγώνων y = −2
3

+ 3
2
x.

Ασκήσεις Ενότητας 6.2

1. Να υπολογίσετε τον πίνακα A100, όπου

A =

1 1 0
0 i 2
0 0 0

 .
2. Να αποδείξετε ότι αν T : Rn → Rn είναι ισοµετρία και T (0) = 0, τότε

T (cu) = cT (u), για c ∈ R, u ∈ Rn.
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3. Να ϐρείτε τον τύπο του γεωµετρικού µετασχηµατισµού T : R2 → R2, που προκύπτει
ως η σύνθεση α) της αριστερόστροφης περιστροφής κατά π/2, ϐ) της συστολής του
άξονα των X κατά 1/2 και γ) της µεταφοράς κατά (2, 1). Να σχεδιάσετε την απει-
κόνιση του µοναδιαίου τετραγώνου. Θα είχε διαφορά στην εικόνα µας αν κάναµε
πρώτα την µεταφορά ;

4. ΄Εστω ότι ο πίνακας που αντιστοιχεί σε ένα πληθυσµιακό µοντέλο κυνηγού και λείας
είναι [

0.55 0.005
−18 1.2

]
.

Να αποφασίσετε αν ϑα επιτευχθεί ισορροπία στο σύστηµα και σε ποια τιµή.

5. ΄Εστω ότι ο πίνακας µετάβασης µίας Μαρκοβιανής αλυσίδας (δύο καταστάσεων) είναι
ο παρακάτω πίνακας :

P =

[
0.70 0.23
0.38 0.77

]
.

Να ϐρείτε την οριακή τιµή του Pm. Εάν σε κάποια ϕάση η κατανοµή των πιθανοτή-
των περιγράφεται από τον

[
0.4 0.6

]
, να προσεγγίσετε την κατανοµή µετά από 100

ϕάσεις.

6. Να λυθεί το σύστηµα των διαφορικών εξισώσεων

f ′1(x) = 3f1(x) + 2f2(x) + 2f3(x)
f ′2(x) = f1(x) + 4f2(x) + 2f3(x)
f ′3(x) = −f1(x) − 2f2(x)

,

αν f1(0) = 1, f2(0) = −1 και f3(0) = 1.

7. Να ϐρείτε το είδος της καµπύλης που περιγράφεται από την εξίσωση 5x2 − 4xy +
8y2 = 1.

8. Να ϐρείτε µία ϐέλτιστη προσεγγιστική λύση του συστήµατος

2x+ 5y + z = 1
4x+ 10y + 3z = 2
6x+ 15y + 4z = 2

.

9. Να ϐρείτε την ευθεία των ελαχίστων τετραγώνων για τα σηµεία (1, 1), (2, 2), (3, 4), (4, 5).

6.3 Σύντοµα Ιστορικά Στοιχεία

΄Οπως είδαµε στα προηγούµενα κεφάλαια, οι εφαρµογές των ελαχίστων τετραγώνων και
των τετραγωνικών µορφών υπήρξαν η κινητήριος δύναµη τον 19ο αιώνα για την ανάπτυξη
της ϑεωρίας των ιδιοτιµών και των ιδιοχώρων συναρτήσεων από κορυφαίους µαθηµατικούς
της εποχής τους, όπως οι Gauss, Fourier, Cachy και άλλοι.

Το µοντέλο του κυνηγού και της λείας του, γνωστό και ως µοντέλο των Lotka-Volterra
πρωτοεισήχθη από τον Lotka το 1925 στο ϐιβλίο του πάνω στα ϐιοµαθηµατικά, αρχικά
µελετώντας οργανικά συστήµατα µε ϕυτά ως το ϑήραµα και ϕυτοφάγα Ϲώα ως τον κυνηγό.
Ο Volterra ανεξάρτητα, παρουσίασε το ίδιο µοντέλο το 1926, µελετώντας τις αλλαγές στον

https://en.wikipedia.org/wiki/Carl_Friedrich_Gauss
https://en.wikipedia.org/wiki/Joseph_Fourier
https://en.wikipedia.org/wiki/Augustin-Louis_Cauchy
https://en.wikipedia.org/wiki/Lotka%E2%80%93Volterra_equations
https://en.wikipedia.org/wiki/Alfred_J._Lotka
https://en.wikipedia.org/wiki/Vito_Volterra
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πληθυσµό των ψαριών στην Αδριατική ϑάλασσα. Το µοντέλο αυτό έχει χρησιµοποιηθεί
για να µελετηθεί και προγραµµατιστεί η αναπαραγωγή των αλκών και λύκων στο Βασιλικό
Εθνικό Πάρκο στο νησί Isle, στο Michigan των Ηνωµένων Πολιτειών. Οι Μαρκοβιανές αλυ-
σίδες οφείλουν το όνοµά τους στον ϱώσο µαθηµατικό Andrey Markov, ο οποίος δούλεψε
πάνω σε τέτοια προβλήµατα στις αρχές του 20ου αιώνα.
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Λύσεις και Υποδείξεις Επιλεγµένων
Ασκήσεων

1.1

1 i) 1 1 1 0
1 2 −1 0
2 3 0 0

.
2 ii)

x3 = 0
x2 +x4 +3x5 = 2
3x2 = 1

.

Λύνοντας ως προς x2 και στη συνέχεια ως προς x4, ϐρίσκουµε ότι η γενική λύση
του συστήµατος είναι η 5άδα (x1, 1/3, 0, 5/3 − x5, x5) όπου s, t ∈ R. Εποµένως το
σύνολο των λύσεων είναι

{(s, 1

3
, 0,

5

3
− t, t) : s, t ∈ R}.

3 Το σύνολο των λύσεων είναι ολόκληρος ο R4.

1.2

1 Υπάρχουν ακριβώς δύο τέτοιοι πίνακες.

2 [
0 0
0 0

]
,

[
1 0
0 1

]
,

[
1 a
0 0

]
, όπου a ∈ C .

3 [
0 0 0
0 0 0

]
,

[
1 0 0
0 1 0

]
,

[
1 0 0
a 0 0

]
, όπου a ∈ C .

4 rankA2 = 2 αφού η ελαττωµένη κλιµακωτή µορφή γραµµών του A2 είναι ο πίνακας 1 2 0 −5
0 0 1 2
0 0 0 0

 .
195
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1.3

1 Η ελαττωµένη κλιµακωτή µορφή γραµµών του επαυξηµένου πίνακα των τεσσάρων
συστηµάτων είναι ο πίνακας 1 0 3 0 0 0 2a− b

0 1 −2 0 1 1 b− a
0 0 0 0 −3 0 c− a− b

 .
Εποµένως, το σύνολο λύσεων του πρώτου συστήµατος είναι το {(−3t, 2t, t) : t ∈ R},
το δεύτερο σύστηµα δεν είναι συµβατό, το σύνολο λύσεων του τρίτου συστήµατος
είναι το {(−3t, 2t + 1, t) : t ∈ R}. Για να είναι το τέταρτο σύστηµα συµβατό πρέπει
c− a− b = 0.

2 Οι ελεύθερες µεταβλητές είναι οι x3, x4. Το σύνολο λύσεων του συστήµατος είναι το

{(1− 1

5
t− s, 2

5
t+ s, t, s, 1) : t, s ∈ R} = {(1, 0, 0, 0, 1) + t(−1

5
,
2

5
, 1, 0, 0)

+ s(−1, 1, 0, 1, 0) : t, s ∈ R} .

3 a = −2.

5 Το σύνολο λύσεων του οµογενούς συστήµατος είναι το {t(1, 1, 1, 2) + s(0, 1, 2, 1) :
t, s ∈ C}.

1.4

1 Απαλοίφοντας το t ϐρίσκουµε ότι y − 2x− 2 = 0

2 Η ελαττωµένη κλιµακωτή µορφή του αντίστοιχου συστήµατος είναι[
1 0 1

3
2
3

0 1 −2
3
−1

3

]
.

΄Αρα το επίπεδο περιγράφεται ως το σύνολο

{(2

3
,−1

3
, 0) + t(−1

3
,
2

3
, 1) : t ∈ R}.

3 3y − 2z = 0

4 ΄Ολα τα επίπεδα της µορφής ax+ by+az = 0 περνούν από τα τρία αυτά σηµεία, για
a, b ∈ R που δεν είναι ταυτόχρονα µηδέν. Γεωµετρικά, αυτό συµβαίνει γιατί τα τρία
σηµεία ανήκουν στην ίδια ευθεία. Η εξίσωση της ευθείας είναι {t(1, 0, 1) : t ∈ R}.

1.5

1 Η καµπύλη y = −3− 2x+ x2 διέρχεται από τα δοθέντα σηµεία.

2 Η καµπύλη y = 2− x2 + x3 διέρχεται από τα δοθέντα σηµεία.

3 Η καµπύλη y = 2 + 2ax − (1 + a)x2 + (1 − 2a)x3 + ax4 διέρχεται από τα δοθέντα
σηµεία. Είναι τετάρτου ϐαθµού, για κάθε a 6= 0.
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2.1

1

(αʹ)
[

9 20
24 28

]

(ϐʹ)

 3
10
4


2 A3 =

 0 a(a2 + b2 − c2) b(a2 + b2− c2)
a(a2 + b2 + c2) 0 −c(a2 + b2 + c2)
b(a2 + b2 + c2) c(a2 + b2 + c2) 0


3 (αʹ)

[
a 0
0 d

]
(ϐʹ)

[
a 0
0 d

]
(γʹ)

[
a b
0 a

]
4 Παρατηρούµε ότι

A =
A+ AT

2
+
A− AT

2
.

Ο A+AT είναι συµµετρικός πίνακας ενώ ο A−AT είναι αντισυµµετρικός πίνακας.

5 Για n = 1, η πρόταση ισχύει. ΄Εστω ότι ισχύει για n = k. Θα αποδείξουµε ότι
ισχύει για n = k + 1. Αφού A1 · · ·Ak+1 = (A1 · · ·Ak)Ak+1, από την υπόθεση
της µαθηµατικής επαγωγής A1 · · ·Ak είναι κάτω τριγωνικός. Αρκεί, λοιπόν, να
αποδείξουµε ότι το γινόµενο δύο κάτω τριγωνικών πινάκων είναι κάτω τριγωνικός.
΄Εστω A, B δύο κάτω τριγωνικοί πίνακες, AB = (cij). Τότε cij = ai1b1j+· · ·+aimbmj.
Θα αποδείξουµε ότι τα στοιχεία επάνω από την κύρια διαγώνιο του AB είναι ίσα µε
µηδέν. ΄Εστω ότι j > i. Αν k ≤ i, τότε k < j και bkj = 0, άρα aikbkj = 0. Αν k > i,
τότε aik = 0 και aikbkj = 0. Εποµένως cij = 0 είναι µηδέν, για j > i και AB είναι
κάτω τριγωνικός.

2.2

1 (Ei+a·j)
−1 = Ei−a·j, (Ei↔j)

−1 = Ei↔j, (Eb·i)
−1 = Eb·i.

2

A−1 =
1

2

[
3 −1
−4 2

]
, B−1 =

1

3

 3 3 3
−1 −1 2
−5 −2 4

 , C−1 =
1

6

 12 −6 −3
−2 2 1
−4 2 2

 .
3

X1 = A−1

[
1
0

]
=

(
3/2
−2

)
.

4 A2 + 2A = I + n ⇒ A(A + 2In) = (A + 2In)A = In ⇒ A−1 = A + 2In. Οµοίως
B−1 = −1/3(2B2 + 4B − 2In)
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2.3

1 a1 = −2, a2 = 3 + 3i. Για την ορίζουσα a3 να χρησιµοποιήσετε πράξεις γραµµών
για να ϕέρετε τον πίνακα σε άνω τριγωνική µορφή: a3 = 90. Για την a4 να χρησι-
µοποιήσετε την ανάπτυξη της ορίσουσας ως προς την τέταρτη γραµµή: a4 = −72.

2 Για την ορίζουσα b1 παρατηρείστε ότι ο πίνακας είναι µπλοκ 3 × 3 πινάκων: b1 =
6. Για την ορίζουσα b2 παρατηρείστε ότι αν αντιµεταθέσετε δύο στήλες, ο πίνακας
γίνεται µπλοκ πινάκων: b2 = 2.

3 Να χρησιµοποιήσετε επαγωγή ως προς n.

4 Αφού A είναι 5×5, έπεται ότι det (2A) = 25 detA. Εποµένως det 2A = 32i. Επίσης,
αφού det adj(A) detA = (detA)5 ϐρίσκουµε ότι det(adj(A)) = 1.

5 A = −AT ⇒ detA = (−1)n detA⇒ detA = 0

6 Αν ai = aj για i 6= j, τότε η ορίζουσα είναι µηδέν. ∆ιαφορετικά, να χρησιµοποιήσετε
επαγωγή ως προς n. Για το επαγωγικό ϐήµα (n = k + 1), να χρησιµοποιήσετε
πράξεις γραµµών για να µηδενίσετε τα στοιχεία της πρώτης στήλης στις γραµµές
2, . . . , k + 1, στη συνέχεια να αναπτύξετε κατά τα στοιχεία της πρώτης στήλης και
κατόπιν να διαιρέσετε την i γραµµή µε ai − a1, για i = 2, . . . , k + 1.

7 i x1 = 2/7, x2 = 37/7, x3 = 18/7.

2.4

2 Οι λύσεις του συστήµατος ATX = 0 δίνουν το σύνολο

{t(1,−1, 1, 0, 0, 0) + s(−1, 0, 0,−1, 1, 0) + r(0, 1, 0, 1, 0, 1) : t, s, r ∈ R} .

Για παράδειγµα, (1,−1, 1, 0, 0, 0) δηλώνει την κυκλική διαδροµή που χρησιµοποιεί
τις ακµές 1, 3 κατά την ϕορά τους και την ακµή 2 µε αντίθετη ϕορά.

3 Εφαρµόστε τον κανόνα του Cramer, χρησιµοποιώντας την τιµή της ορίζουσας του
Vandermonde.

4 Ο n × (n + 1) πίνακας A των συντελεστών του συστήµατος που πρέπει να επιλυθεί
για να ϐρεθούν οι συντελεστές a0, . . . , an της καµπύλης y = a0 + a1x + · · · + anx

n,
περιέχει ως υποπίνακα τον πίνακα του Vanermonde. Αφού rankA = n, έπεται
ότι το σύστηµα είναι συµβατό και έχει µία ελεύθερη µεταβλητή. ΄Αρα έχει άπειρες
λύσεις.

5 Y =
[
1/3 3 2/3

]T , X =
[
−166/21 57/21 2/21

]T .
6 Θα πρέπει να είναι πολλαπλάσιο του πίνακα

[
31 32 36

]T .
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3.1

1 Η L δίνεται από την εξίσωση y = 2 και δεν είναι υποχώρος του R2. Η L′ δίνεται από
την εξίσωση y − 2x = 0 και είναι υποχώρος του R2.

2 Τα σηµεία (0, 0, 0) (k = t = 0), (1, 0, 1) (k = 0, t = 1) και (1, 1, 1) (k = 1, t = 0)
ανήκουν στο E1. Λύνουµε το σύστηµα −d = 0, a+ b+ c− d = 0, a+ c− d = 0. Το
E1 περιγράφεται από την εξίσωση z − x = 0 και είναι υποχώρος του R3. Το E2 δεν
είναι υποχώρος του R3. Παρατηρείστε ότι E3 = E1.

3 2

4 Μετακινούµε το παραλληλόγραµµα οριζόντια και κάθετα κατά 1 µονάδα. Το εµβα-
δόν του παραλληλογράµµου (0, 0), (1, 2), (0, 4), (1, 6) υπολογίζεται από την Πρότα-
ση 3.1.2.

5 6.

3.2

1 (0, 0) /∈ L.

2 ΄Εστω a, b ∈ U . Τότε a = (a1, a1, a3, . . . , an) και οµοίως για το b. Αν k, l ∈ k τότε
ka+ lb = (ka1 + lb1, ka1 + lb1, Ka3 + lb3, . . . , kan + lbn) ∈ U . ΄Ενα παράγον σύνολο
για το U όταν n = 4 είναι το {(1, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0), (0, 0, 0, 1)}.

3 ΄Ενα παράγον σύνολο για το L είναι το {(1,−1, , 0), (0, 0, 1)}.

4 ΄Ενα παράγον σύνολο για το U είναι το {(1, 1, 1)}. ΄Ενα παράγον σύνολο για το V
είναι το {(0, 1, 0), (0, 0, 1)}. U ∩ V = {(0, 0, 0)}.

5 ΄Οπως στο Παράδειγµα 3.2.4.7. Βρίσκουµε ότι 2z + y − 2x = 0

6 S(X) = S(Y ) = R2.

7 Εφαρµόζουµε την Πρόταση 3.2.9. Το διάνυσµα (1, 2, 3) ανήκει στον χώρο γραµµών
και στηλών του A.

3.3

1 2u1 − u4 = 0.

2 v1 − v2 − v3 = 0. Μία ϐάση για τον χώρο S({v1, v2, v3}) είναι το σύνολο {v1, v2}.

3 (αʹ) {(1,−2)}.

(ϐʹ) {(1, 0,−1
3
), (0, 1,−1

3
)}.

(γʹ) Το παράγον σύνολο αποτελείται από γραµµικά ανεξάρτητα διανύσµατα και
είναι ϐάση για το U3.
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3.4

1 Να χρησιµοποιήσετε το Θεώρηµα 3.4.5 για να αποδείξετε ότι dimR(U ∩W ) ≥ 1.

2 ΄Εστω A ο πίνακας µε στήλες να αντιστοιχούν στα διανύσµατα που παράγουν τον U
και W . Τότε

A =


1 1 0 0 2 0
0 1 0 0 2 0
2 0 1 2 0 0
1 0 0 1 0 1

→ · · · →


1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 2 0
0 0 1 0 0 −2
0 0 0 1 0 1

 .
Εποµένως U+W = R4 (διαλέξτε την αγαπηµένη σας ϐάση για τοR4). Από τις σχέσεις
Σ5 = 2Σ2 και Σ6 = −2Σ3 + Σ4 και εποµένως Σ2 = 1/5Σ5, ενώ Σ3 = 1/2(Σ4 − Σ6).
Συνεπώς, U ∩W = S({(1, 1, 0, 0), (1, 1, 0, 0)}).

3 (αʹ) CB(e1) =

[
1
0

]
, CB(e2) =

[
0
1

]
(ϐʹ) CB(e1) =

[
0
1

]
, CB(e2) =

[
1
0

]
(γʹ) CB(e1) =

[
1
2

]
, CB(e2) =

[
0
1
2

]

4 CD(w1) =

[
6
10

]
5 (αʹ) v = e1 + e2 + 2e3 = (1, 1, 2)

(ϐʹ) v = e1 + 3e2 + e3 = (1, 3, 1)

6 Αφού  1 0 2 2
0 1 2 5
1 0 2 2

→
 1 0 2 2

0 1 2 5
0 0 0 0

 ,
έπεται ότι

CD(w1) =

[
2
2

]
, CD(w2) =

[
2
5

]
.

7 Η ελαττωµένη κλιµακωτή µορφή γραµµών του A είναι[
1 1 1 0 1
0 0 0 1 1

]
.

Εποµένως το σύνολο {(1, 1, 1, 0, 1), (0, 0, 0, 1, 1)} είναι ϐάση για τον Γ(A). Το σύνολο
{(1, 2), (2, 5)} είναι ϐάση για τον Σ(A). Αφού το σύνολο των λύσεων του οµογενού
συστήµατος AX = 0 είναι το

{t(−1, 1, 0, 0, 0) + s(−1, 0, 1, 0, 0) + f(−1, 0, 0,−1, 1) : s, t, f ∈∈ k} ,

έπεται ότι
{(−1, 1, 0, 0, 0), (−1, 0, 1, 0, 0), (−1, 0, 0,−1, 1)}
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είναι ϐάση για τον null(A). Παρατηρούµε ότι −Σ1 + Σ2 = 0, −Σ1 + Σ3 = 0,
Σ1 + Σ4 − Σ6 = 0.

8 Αν BX = 0, τότε (AB)X = 0. Εποµένως null(B) ⊂ null(AB) και συνεπώς
dimk null(B) ≤ dimk null(AB).

9 Σύµφωνα µε την ΄Ασκηση 8 και το Θεώρηµα 3.4.3, προκύπτει ότι rank(AB) ≤
rank(B). Εποµένως, για τον πίνακα BTAT , ισχύει ότι rank(BTAT ) ≤ rank(AT ). Να
χρησιµοποιήσετε τώρα την Πρόταση 3.4.1 για να προκύψει το Ϲητούµενο.

3.5

1 Το σύνολο των πολυωνύµων µε συντελεστές από το R που έχουν ϐαθµό 6 δεν είναι
υποχώρος του R[x], αφού για παράδειγµα x6 + (−1)(x6− 2x) = 2x που έχει ϐαθµό
1. Μία ϐάση για τον υποχώρο των πολυωνύµων µε συντελεστές από το R που έχουν
ϐαθµό ≤ m είναι το σύνολο {1, x, . . . , xm}

2 Αν Eij είναι ο πίνακας µε 1 στη ϑέση ij και µηδέν στις άλλες ϑέσεις, τότε παρατη-
ϱείστε ότι {E11, E12, . . . , Enm} είναι ϐάση για τονMn×m(k).

3 Μία ϐάση για τον υποχώρο των διαγωνίων n × n πινάκων στον Mn×m(k) είναι το
σύνολο {E11, E22, . . . , Enn} µε τον συµβολισµό της προηγούµενης άσκησης.

4.1

2 f(x, y) = (x+ 2y, 3x+ 4y).

3 f(x1, x2, x3, x4) = (x1 + 3x2 + 5x3 + 6x4, 3x1 + x2 − x4),
g(x1, x2) = (x1 + 3x2, 3x1 + x2, 5x1, 6x1 − x2)

4 A =


1 1 1
0 1 1
1 0 2
0 1 3


5 f(4,−3) = (1,−11)

6 e1 7→ (0,−1) 7→ (0,−1) 7→ (0,−2) 7→ (0,−2). e2 7→ e1 7→ (3, 0) 7→ (3, 0) 7→ (−3, 0).

Να συµπεράνετε ότι f(x, y) = (−3y,−2x).

4.2

1 Αφού

A =

 1 2 0 a
0 1 −1 b
1 0 2 c

→ · · · →
 1 0 −2 a− 2b

0 1 −1 b
1 0 2 c− a+ 2b

 ,
έπεται ότι (1, 0, 1), (2, 1, 0) είναι ϐάση για την Imf . Σηµειώστε επίσης ότι η Imf είναι
το επίπεδο c− a+ 2b = 0 στον R3.
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3 Μία ϐάση για τον V είναι το σύνολο {(1,−1, 0), (0, 1,−1)}. Σύµφωνα µε τον Πίνακα
4.2.1.iv, η γραµµική συνάρτηση f : R2 → V ,µε f(e1) = (1,−1, 0), f(e2) =
(0, 1,−1) είναι ισοµορφισµός. Παρατητείστε ότι f(x, y) = f(xe1 + ye2) = (x,−x +
y,−y) και ότι ο πίνακας της συνάρτησης ως προς τις δυο αυτές ϐάσεις είναι ο
µοναδιαίος.

4 ΄Οπως στην προηγούµενη άσκηση. Αν v1 = (1,−1, 0) και v2 = (0, 1,−1) τότε
f : V → R2, v1 7→ e1, v2 7→ e2 είναι ισοµορφισµός. Εποµένως av1 + bv2 7→ (a, b).

4.3

1

SD←B =


1 0 0 1
1 3 0 0
3 1 0 0
1 1 1 1

 , SB←D =
1

8


0 −1 3 0
0 3 −1 0
−8 −3 1 8
8 1 −3 0

 .
2 f(x, y) = (5x− y,−2x).

3 f(x, y, z) = (x, x− y − z, y), f−1(x, y, z) = (x, z, x− y − z).

5.1

1 φ(v) = −v,∀v ∈ R2. Εποµένως, η φ έχει την ιδιοτιµή λ = −1 και κάθε v ∈ R2, v 6=
(0, 0) είναι ιδιοδιάνυσµα της φ.

2 Η φ έχει δύο ιδιοτιµές, ±1. Για το λ = −1, τα ιδιοδιανύσµατα είναι της µορφής
(x, 0, z). Για το λ = 1 τα ιδιοδιάνυσµατα είναι της µορφής (0, y, 0).

3 (αʹ) Για λ1 = 5, τα ιδιοδιανύσµατα είναι πολλαπλάσια του v1 = (1, 1).
Για λ2 = −1, τα ιδιοδιανύσµατα είναι πολλαπλάσια του v2 = (1,−1

2
).

(ϐʹ) Για λ1 = i
√

3−1
2

, τα ιδιοδιανύσµατα είναι πολλαπλάσια του (1, i
√

3−1
2

,− i
√

3+1
2

).

Για λ2 = − i
√

3+1
2

, τα ιδιοδιανύσµατα είναι πολλαπλάσια του (1,− i
√

3+1
2

, i
√

3−1
2

).
Για λ3 = 1, τα ιδιοδιανύσµατα είναι πολλαπλάσια του v3 = (1, 1, 1).

4 (αʹ) Για λ1 = 3 , τα ιδιοδιανύσµατα είναι πολλαπλάσια του (1, 1,−2).
Για λ2 = 2, τα ιδιοδιανύσµατα είναι πολλαπλάσια του (1, 0, 0).

(ϐʹ) Για λ1 = 2, τα ιδιοδιανύσµατα είναι πολλαπλάσια του (1, 2).
Για λ2 = −1, τα ιδιοδιανύσµατα είναι πολλαπλάσια του (1, 1

2
).

(γʹ) Για λ1 = 0, τα ιδιοδιανύσµατα είναι πολλαπλάσια του (−i, 1).
Για λ2 = 2, τα ιδιοδιανύσµατα είναι πολλαπλάσια του (i, 1).

5
AX = λX =⇒ (A+ kI)X = (λ+ k)X .

Για να δείξετε ότι AmX = λmX, χρησιµοποιείστε επαγωγή.

6 Να χρησιµοποιήσετε την προηγούµενη άσκσηση για να δείξετε ότι Av = λv =⇒
(3A2 − A+ 2I)v = (λ2 − λ+ 2)v
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5.2

1 Να κάνετε χρήση της σχέσης της ορίζουσας και του ίχνους ενός πίνακα για να δείξετε
ότι οι άλλες δύο ιδιοτιµές είναι οι ±2i.

2 V3 = {t(1, 1,−2) : t ∈ R}, V2 = {t(1, 0, 0) : t ∈ R}.

3 Αν B = S−1AS, τότε det(B−xIn) = det(A−xIn). Εποµένως έχουν τον ίδιο σταθερό
όρο, δηλ. det(B) = det(A). Οµοίως, έχουν τον ίδιο συντελεστή για τον όρο xn−1 και
Tr(B) = Tr(A)

4 Η αλγεβρική πολλαπλότητα της ιδιοτιµής 1, είναι 3 ενώ η γεωµετρική της πολλα-
πλότητα είναι ίση µε 1. Η αλγεβρική πολλαπλότητα των άλλων ιδότιµών είναι 1, άρα
και η γεωµετρική πολλαπλότητά τους είναι 1.

5.3

1 Ναι.

2 Ναι.

3 a 6= b ∈ R

4 ΟA δεν διαγωνιοποιείται.

5 Ο A είναι διαγωνιοποιήσιµος.

6 Ο A είναι 4×4 πίνακα. Αφού det(A) = 4, έπεται ότι rank(A) = 4. Από το Θεώρηµα
των Cayley-Hamilton προκύπτει ότι A−1 = −1

4
(A3 − 2A2 + I).

7 A−1 = − 1
12

(−A2 − 2A+ 7I3) και A4 = 11A2 − 2A− 24I3.

8 Υπάρχουν δύο µορφές για τα µπλοκ του Jordan για την ιδιοτιµή 3 και τρεις µορφές
για τα µπλοκ του Jordan για την ιδιοτιµή 1. Συνολικά, υπάρχουν 6 συνδυασµοί.

5.4

1 ‖v‖ =
√

30, ‖3v‖ = 3
√

30, ‖1
5
v‖ =

√
30
5

.

2 Να αναπτύξετε το εσωτερικό γινόµενο 〈u+v, u+v〉 και να παρατηρήσετε ότι 〈u, v〉 =
0.

3 Παρατηρείστε ότι ATA είναι διαγώνιος πίνακας, όπου A =
[
v1 v2 v3

]
και στη

συνέχεια να χρησιµοποιήσετε την Πρόταση 5.4.7.

4 AT (AT )T = ATA = In.

5

D =

[
6 0
0 4

]
, P =

1√
2

[
1 1
1 −1

]
.

6 Ο 3× 3 πίνακας έχει τρεις διακριτές ιδιοτιµές ( 1, 2, 7) και είναι διαγωνιοποιήσιµος.
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8 Να παρατηρήσετε ότι ‖(1/2, 1/2)‖ 6= 1, άρα δεν υπάρχει ορθογώνιος A1. Για τον A2,
να δείξετε πρώτα ότι a = ±

√
15/4.

9 Να επιβεβαιώσετε ότι (−1, 0, i) είναι ορθογώνιο ως προς το (1, 0, i). Στη συνέχεια,
για να ϐρείτε διάνυσµα (a, b, c) ∈ C3, ορθογώνιο προς τα άλλα δύο, να λύσετε το
σύστηµα a− ic = 0, −a− ic = 0.

11 Να ϑέσετε w = h(v) και να συµπεράνετε ότι h(v) = 0.

5.5

1 Αν A είναι ο πίνακας της φ ως προς την κανονική ϐάση του R3, τότε AT είναι ο
πίνακας της φ∗ ως προς την κανονική ϐάση του R3. Αφού

A =

 1 2 0
1 1 1
−1 1 0

 =⇒ AT =

 1 1 −1
2 1 1
0 1 0

 =⇒ φ∗(x, y, z) = (x+y−z, 2x+y+z, y) .

5 Αν X ∈ null(A), τότε AX = 0 και εποµένως ATAX = 0, δηλ. X ∈ null(ATA).
Αντίστροφα, αν X ∈ null(ATA), ϑα δείξουµε ότι X ∈ null(A). ΄Εστω Y = AX. Τότε

〈Y, Y 〉 = 〈AX,AX〉 = 〈X,ATAX〉 = 〈X,0〉 = 0

και εποµένως Y = 0, δηλ. Y ∈ null(A). Το τελικό συµπέρασµα για τις ϐαθµίδες
των πινάκων προκύπτει από το Θεώρηµα 3.4.3.

3 〈Av,Av〉 = 〈λv, λv〉 =⇒ 〈v,ATA v〉 = λ2〈v, v〉 =⇒ 〈v, v〉 = λ2〈v, v〉. Αφού 〈v, v〉 6=
0, έπεται ότι λ = ±1.

4 Σύµφωνα µε το Θεώρηµα 5.5.5, αρκεί A = AT . ΄Ετσι, η πρώτη στήλη του A είναι
απόλυτα καθορισµένη. Για παράδειγµα, µπορείτε να επιλέξετε τον A να είναι ο
πίνακας

A =

1 2 3
2 4 6
3 6 0

 .

6 Αρκεί A = AT . Για παράδειγµα, µπορείτε να επιλέξετε τον A να είναι ο πίνακας

A =

[
1 1 + 3i

1− 3i 0

]
.

6.1

1 projv1(v) = 3a+b−c
11

v1, projv2(v) = a−2b+c
6

v2, projv3(v) = a+4b+7c
66

v3.

Για τα υπόλοιπα ερωτήµατα, παρατηρούµε ότι η ϐάση B είναι ορθογώνια. Μπο-
ϱούµε λοιπόν να χρησιµοποιήσουµε την ΄Εκφραση (6.1.2.1). Εποµένως, αν U =<
v1, v2 >, τότε projU(v) = projv1(v) + projv2(v) και v = projR3(v) = projv1(v) +
projv2(v) + projv3(v).

2 projv1 u = 9
25
v1. Για τα υπόλοιπα ερωτήµατα, προχωρήστε όπως στην ΄Ασκηση 1.
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3 Η ορθογώνια ϐάση που προκύπτει µε την εφαρµογή του Αλγορίθµου 6.1.1, παραλ-
λαγή i είναι η (u1, (5, 2,−5), (−1, 5, 1)).

4 Να ϐρείτε πρώτα µία ορθογώνια ϐάση για τον U ή να εφαρµόσετε τον Αλγόριθµο
6.1.2. projU(v) = 1

5
(−4,−1, 2,−3).

5 Να ϐρείτε πρώτα µία ορθογώνια ϐάση για τον U ή να εφαρµόσετε τον Αλγόριθµο
6.1.2. Αφού (3, 3, 4) − projU(3, 3, 4) = 1

3
(2, 2,−2), η Ϲητούµενη απόσταση είναι

(2
√

3)/3.

6.2

1 Οι ιδιοτιµές τουA είναι οι 1, i, 0. Εποµένως οA είναι διαγωνιοποιήσιµος και υπάρχει
D διαγώνιος έτσι ώστε A = SDS−1. Συνεπώς A100 = SD100S−1 και

D100 =

1 0 0
0 1 0
0 0 0

 .
Να ϐρείτε τους πίνακες S και S−1 και να πολλαπλασιάσετε τους τρεις αυτούς πίνα-
κες.

2 ΄Οπως στο πρώτο µέρος της απόδειξης του Θεωρήµατος 6.2.3, να χρησιµοποιήσετε
ότι

T (v) =
n∑
i=1

〈v, ei〉T (ei), για κάθε v ∈ Rn .

3 f(x, y) = (−2y + 2, x+ 1).

4 Αφού η µία ιδιοτιµή είναι το 1 και η άλλη ιδιοτιµή έχει απόλυτη τιµή µικρότερη του
1, το σύστηµα ϑα ισορροπήσει.

6 f1 = e3x, f2 = e3x − 2e2x, f3 = 2e2x − e3x.

7 Η καµπύλη είναι υπερβολή.

8 (1/6, 0, 1/3).

9 Η Ϲητούµενη ευθεία είναι y = −1
2

+ 7
5
.
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Ευρετήριο Συµβόλων

A−1, 38
Aij, 48
PA(x), 139
S(X), 76
SB′←B, 122
Vλ(A), 133
Vλ(φ), 133
Γ(A), 83
Imf , 116
Ker f , 116
Σ(A), 83[
v1 v2 · · · vm

]
, 84

dimk(V ), 90, 102
null(A), 83
φ∗, 163
projL(v), 171
proju(v), 171
TrA, 36
|A|, 48
d(v, u), 157
mλ, 146
nλ, 146
rθ, 112
projU(v), 173

CB(v), 97

A, 35
AT , 35

Γi ↔ Γj, 6
Γi → Γi + aΓj, 6
Γi → bΓi, 6

detA, 48

Eb·i, 41
Ei+a·j, 41
Ei↔j, 41

In, 34

rank(A), 11
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Ευρετήριο ΄Ορων

άθροισµα
διανυσµάτων, 68
πινάκων, 32

ένα προς ένα, 84, 118, 135
ίχνος, 36, 139
LU-ανάλυση, 61

ϐάση
ορθογώνια, 158
ορθοκανονική, 158

ελαχιστοτικό, 86
συστολή, 112

άθροισµα, 74
αλγόριθµος του Gauss, 8
ανάπτυξη ορίζουσας, 48
αναλλοίωτος, 133
ανισότητα

Cauchy-Schwarz, 157
τριγωνική, 157

αντικατοπτρισµός, 113
αντιµεταθετική ιδιότητα, 69

της πρόσθεσης, 32
απόκλιση, 191
απόσταση, 157, 172
αριστερόστροφη περιστροφή, 112

ϐάση, 86, 102
διατεταγµένη, 86, 103
κανονική, 86
ορθογώνια, 158
ορθοκανονική, 158

ϐέλτιστη προσεγγιστική λύση, 191
ϐαθµίδα πίνακα, 11
ϐαθµωτό γινόµενο, 35, 74
ϐαθµωτός πολλαπλασιασµός

διανυσµάτων, 68

γνήσιο, 86
γραµµικό σύστηµα, 1

ασύµβατο σύστηµα, 1
συµβατό σύστηµα, 1

γινόµενο
ερµητιανό, 162
εσωτερικό, 161
πινάκων, 32

γραµµικά ανεξάρτητα, 88, 102
γραµµικά εξαρτηµένα, 87
γραµµική συνάρτηση, 107

διαγωνιοποιήσιµη, 126
γραµµικός συνδυασµός, 5, 76
γωνία, 157
γραµµή πίνακα, 29

διάνυσµα, 67, 74
αντίθετο, 69
κανονικό, 157
ορθογώνιο, 158

διάσταση, 90, 102
διαφορικές εξισώσεις και ιδιοτιµές, 186
διαγώνιος

κύρια, 34
διαγωνιοποιήσιµη συνάρτηση, 126
διαγωνιοποιήσιµος πίνακας, 126
διανυσµατικός χώρος, 69, 74
διανυσµατικός χώρος, 100

Ερµητιανός, 162
πάνω από το k, 100

διαστολή, 112

εικόνα, 116
ελεύθερη µεταβλητή, 13
επί, 84
επίπεδο, 20
επαγωγή

µαθηµατική, 11
επιµεριστική ιδιότητα, 69

του πολλαπλασιασµού
αριστερά επιµεριστική ιδιότητα, 34
δεξιά επιµεριστική ιδιότητα, 34

επιµορφισµός, 118
ερµητιανό γινόµενο, 162
Ερµητιανός διανυσµατικός χώρος, 162
εσωτερικό γινόµενο, 161

σύνηθες, 156
ευθεία, 18, 70
ευθεία ελαχίστων τετραγώνων, 192

γινόµενο
ϐαθµωτό, 74

γράφηµα
απλό κατευθυνόµενο, 30
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γραµµική συνάρτηση
αυτοπροσαρτηµένη, 166
ορθογώνια διαγωνιοποιήσιµη, 164

ιδιοδιάνυσµα, 129
ιδιοχώρος

γραµµικής συνάρτησης, 133
ιδιοτιµή, 129
ιδοχώρος, 133
ίσοι πίνακες, 29
ισοµετρία, 181
ισοµορφισµός, 118

καθοδηγητική µονάδα, 7
κανονική µορφή του Jordan, 154
κανονικός, 168
κανονικοποίηση, 158
κλιµακωτή µορφή γραµµών, 8

ελαττωµένη, 7, 11
κλιµακωτή µορφή στηλών

ελαττωµένη, 12

λύση γραµµικού συστήµατος, 1

µέθοδος των ελαχίστων τετραγώνων, 191
µέθοδος Cramer, 56
µήκος, 157
Μαρκοβιανή αλυσίδα, 185
µεταφορά, 181
µηδενικό στοιχείο, 69
µηδενοχώρος, 83
µοντέλο, 24

Leontief, 64
µοντέλο κυνηγού και λείας, 183
µπλοκ πινάκων, 54
µπλοκ του Jordan, 154

οµογενές σύστηµα, 5
ορίζουσα, 48
ορθογώνια προβολή, 173
ορθοκανονική ϐάση, 158
ορθοκανονικοποίηση, 175

πίνακας
άνω τριγωνικός, 36
όµοιοι, 124
ανάστροφος, 35
αντίθετος, 32
αντίστροφος, 38, 55
αντιστρέψιµος, 38

αντισυµµετρικός, 36
αυτοπροσαρτηµένος, 166
αυτοπροσαρτηµένος, 136
γειτνίασης, 30
διαγώνιος, 36
διαγωνιοποιήσιµος, 126, 148
εισόδου-εξόδου, 64
ελάσσονας, 48
επαυξηµένος, 2
Ερµητιανός, 168
κάτω τριγωνικός, 36
µετάβασης, 122
µηδενικός, 31
µιγαδικός, 162
µοναδιαίος, 34
ορθογώνιος, 155
ορθογώνιος, 162
προσαρτηµένος, 55
σε κλιµακωτή µορφή γραµµών, 7
σταθερών όρων, 2
στοιχειώδης, 40
στοχαστικός, 185
συµµετρικός, 36
συντελεστών, 2
συντεταγµένων, 97, 103
συζυγής, 35
τετραγωνικός, 29

παράγεται, 101
πολλαπλότητα

αλγεβρική, 146
γεωµετρική, 146

πολυωνυµική καµπύλη, 24
προβολή, 113

πάνω σε διάνυσµα, 171
πάνω σε ευθεία, 171

προσαρτηµένη γραµµική συνάρτηση, 163
προσεταιριστική ιδιότητα

της πρόσθεσης, 32, 69
του πολλαπλασιασµού, 34

Πυθαγόρειο Θεώρηµα, 158
πυρήνας, 116

σχέση γραµµικής εξάρτησης, 87, 102
στοιχειώδης πράξη γραµµών, 6
συνάρτηση

γραµµική, 107
µηδενική, 108
ταυτοτική, 108
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συντεταγµένες, 67

τετραγωνική µορφή, 188

υποχώρος, 70
άθροισµα, 81
διανυσµατικός, 75, 101
µηδενικός, 77
παράγεται, 76
τοµή, 81

Φασµατικό ϑεώρηµα, 165
χαρακτηριστικό πολυώνυµο, 139
χώρος

γραµµών, 83
στηλών, 83
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antisymmetric, 36
associativity, 32
basis, 86

canonical, 86
ordered, 86
orthogonal, 158
orthonormal, 158

best approximation, 191
Cramer’s method, 56
column echelon form

reduced, 12
column of constants, 2
column space, 83
commutativity, 32
contraction, 112
counterclockwise rotation, 112
determinant, 48
diagonal, 36

main, 34
diagonalizable, 126
dilation, 112
distributivity, 34
eigenspace, 133
elementary

matrix, 40
elementary column operation, 12
elementary row operation, 6
free variable, 13
Gaussian elimination algorithm, 8
graph

simple directed, 30
Hermitian vector space, 162
homogeneous system, 5
image, 116
inner product, 161
intersection, 81
invariant, 133
inverse, 38
invertible, 38
isomorphism, 118
Jordan block, 154
Jordan canonical form, 154
kernel, 116
Leontief’s model, 64
leading one, 7

line, 70
line of best fit, 192
linear combination, 5, 76, 101
linear dependence equation, 87
linear system, 1

consistent, 1
inconsistent, 1

linear transformation, 107
linearly independent, 88, 102
lower triangular, 36
LU-decomposition, 61
Markov chain, 185
mathematical induction, 40
matrix

adjacency, 30
adjoint, 55
augmented, 2
block, 54
change of basis, 122
coefficient, 2
conjugate, 35
coordinate, 97
elementary, 40
identity, 34
incidence, 31
opposite, 32
product, 33
self-adjoint, 136
similar, 124
square, 29
sum, 32
transpose, 35

method of least squares, 191
minor submatrix, 48
model, 24
multiplicity

algebraic, 146
geometric, 146

norm, 157
normal, 157
nullspace, 83
one to one, 84
onto, 84
polynomial curve, 24
product
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scalar, 35, 68
projection, 113
quadratic form, 188
rank, 11
reflection, 113
row echelon form, 7

reduced, 7
row space, 83
scalar product, 74
solution of a linear system, 1
span, 76
subspace, 70, 75, 101
sum, 74, 81
symmetric, 36
trace, 36
upper triangular, 36
vector, 67, 74
vector space, 74, 100
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