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Ελαστική κρούση υλικού σηµείου µε στερεό 

 

∆ύο όµοιες σφαίρες Α και Β µάζας m έκαστη είναι συνδεδεµένες µε ράβδο 

µήκους 2ℓ αµελητέας µάζας. Το σύστηµα των δύο σφαιρών ηρεµεί σε λείο ο 

οριζόντιο επίπεδο. 

Μια τρίτη όµοια σφαίρα Γ κινείται µε ταχύτητα υ0 κάθετη στην διεύθυνση της 

ράβδου και συγκρούεται ελαστικά µε την σφαίρα Α όπως στο σχήµα. 

Να υπολογιστούν οι ταχύτητες των σφαιρών Α, Β , Γ µετά την κρούση. 

Λύση 

Το πρώτο σχόλιο που θα πρέπει να κάνουµε είναι το εξής: 

Οι σφαίρες Α και Β µε την ράβδο που τις συνδέει αποτελούν ένα στερεό ΑΒ. Εποµένως η κρούση 

είναι κρούση της σφαίρας Γ µε το στερεό ΑΒ. 

Η δύναµη που ασκεί η µια σφαίρα στην άλλη έχει διεύθυνση κάθετη στην 

επιφάνεια επαφής όπως στο διπλανό σχήµα. 

Το κέντρο µάζας του στερεού ΑΒ ήταν αρχικά ακίνητο. Εποµένως, θα κινηθεί 

στην διεύθυνση της F2.  Η ροπή της F2 ως προς το κέντρο µάζας του στερεού 

ΑΒ θα προσδώσει  σε αυτό γωνιακή ταχύτητα αντιωρολογιακής φοράς.  

Εποµένως η ταχύτητες των δύο σωµάτων µετά την κρούση είναι όπως στο σχήµα. 
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 οι µέσες τιµές των δυνάµεων αλληλεπίδρασης.  

Από το αξίωµα δράσης – αντίδρασης προκύπτει ότι 1 2F F F= =   

Από τον νόµο µεταβολής της ορµής για την σφαίρα Γ προκύπτει ότι: 

1p F t
Γ

∆ = ∆ ⇒
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 1 0m m F tυ − υ = − ∆         (1) 

Από τον νόµο µεταβολής της ορµής για το στερεό ΑΒ προκύπτει ότι: 

2p F t
ΑΒ

∆ = ∆ ⇒
��

22m F tυ = ∆          (2) 

Η οπή αδράνειας του στερεού ΑΒ ως προς το κέντρο µάζας του είναι: 

2 2 2I m m 2m= + =ℓ ℓ ℓ   

Από τον νόµο µεταβολής της στροφορµής του στερεού ΑΒ ως προς το κέντρο µάζας του προκύπτει 

ότι: 
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2
2L t I F t 2m F t∆ = τ ∆ ⇒ ω = ∆ ⇒ ω = ∆ ⇒ℓ ℓ ℓ  2m F tω = ∆ℓ       (3) 

Επειδή η κρούση είναι ελαστική, η κινητική ενέργεια του συστήµατος παραµένει σταθερή: 

2 2 2 2
0 1 2

1 1 1 1
m m 2m
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Κ = Κ ⇒ υ = υ + υ + Ιω ⇒   

2 2 2 2 2
0 1 2m m 2m 2mυ = υ + υ + ω ⇒ℓ

2 2 2 2 2
0 1 22 2υ = υ + υ + ω ℓ      (4) 

Αντικαθιστώντας το γινόµενο F∆t από την (2) στις (1) και (3) προκύπτει ότι: 

1 0 2m m 2mυ − υ = − υ ⇒ 1 0 22υ = υ − υ        (5) 

2ω = υℓ            (6) 

Αντικαθιστώντας την υ1 και το γινόµενο ωℓ  από τις (5) και (6) στην (4) προκύπτει ότι: 

2 2 2 2 2
0 0 2 2 2 0 2 2( 2 ) 2 2 0 4 8υ = υ − υ + υ + υ ⇒ = − υ υ + υ ⇒ 0
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Αντικαθιστώντας την τιµή της υ2 στις (5) και (6) προκύπτει ότι 1 0υ =  και 0
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Μετά την κρούση η σφαίρα Γ ακινητοποιείται. Η ταχύτητα κάθε µιας από τις Α και Β είναι η 

συνισταµένη της ταχύτητας του κέντρου µάζας και της γραµµικής ταχύτητας 

0

2γ

υ
υ = ω =ℓ  λόγω περιστροφής γύρω από το κέντρο µάζας. 

Εποµένως η ταχύτητες των σφαιρών Α και Β µετά την κρούση είναι: 
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Παρατήρηση 

Το αποτέλεσµα ήταν µη αναµενόµενο.   Η κρούση συνέβη σαν να µην υπήρχε η σφαίρα Β. Οι 

σφαίρες Α και Γ ως έχουσες ίσες µάζες και συγρουόµενες ελαστικά ανταλάσσουν ταχύτητες. 

Μήπως το αποτέλεσµα είναι συµπτωµατικό; Μήπως οφείλεται στο γεγονός ότι οι σφαίρες έχουν 

όλες την ίδια µάζα; 

Ας µελετήσουµε το ίδιο πρόβληµα χωρίς τον περιορισµό των ίσων µαζών. 
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Επειδή στο σύστηµα δεν ασκούνται εξωτερικές δυνάµεις η στροφορµή του συστήµατος ως προς 

οποιοδήποτε σηµείο παραµένει σταθερή. Συνεπώς η στροφορµή του συστήµατος ως προς το 

κέντρο της σφαίρας Α παραµένει σταθερή. Συνεπώς 

B B0 0 m 2 0 0
Β

= + υ + ⇒ υ =ℓ   

Συνεπώς η αρχή διατήρησης της ορµής θα εφαρµοστεί για το σύστηµα  των Α και Γ και η κινητική 

ενέργεια του συστήµατος των Α και Γ παραµένει σταθερή. 

Μπορούµε να δούµε ακόµη µια ερµηνεία του γεγονότος ότι η Β δεν θα κινηθεί. 

Για να κινηθεί η Β θα πρέπει η ράβδος να ασκήσει σε αυτήν δύναµη κάθετη στην ράβδο. 

Όµως η ράβδος είναι αβαρής. Εποµένως  οι δυνάµεις που τις ασκούν οι σφαίρες Α και Β είναι 

αντίθετες ( άρα συνιστούν ζεύγος) και έχουν συνολική ροπή µηδέν. Άρα αν υπάρχουν έχουν την 

διεύθυνση της ράβδου. 
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