
 

 
 

ΑȆȅȁȊȉǾȇǿǼȈΝǼȄǼȉΑȈǼǿȈΝΓ΄ΝȉΑȄǾȈΝǼȃǿΑǿȅȊΝȁȊȀǼǿȅȊΝ
ǻǼȊȉǼȇΑΝ12Ν ǿȅȊȃǿȅȊΝ2000Ν

ǼȄǼȉΑǽȅȂǼȃȅΝȂΑΘǾȂΑΝΘǼȉǿȀǾȈΝȀΑȉǼȊΘȊȃȈǾȈΝμΝȂΑΘǾȂΑȉǿȀΑΝ
Ν
Ν
ΘǼȂΑΝ1oΝ
χ1έχȞΝ ȘΝ ıυȞȐȡĲȘıȘΝ fΝ İ ȓȞαȚΝ παȡαȖȦȖȓıȚȝȘΝ ı'Ν ȑȞαΝ ıȘȝİȓȠΝ xίΝ ĲȠυΝ πİįȓȠυΝ

ȠȡȚıȝȠȪΝ ĲȘȢ,Ν ȞαΝ ȖȡαφİȓΝ ȘΝ İȟȓıȦıȘΝ ĲȘȢΝ İφαπĲȠȝȑȞȘȢΝ ĲȘȢΝ ȖȡαφȚțȒȢΝ
παȡȐıĲαıȘȢΝĲȘȢΝfΝıĲȠΝıȘȝİȓȠΝǹΝ(xί,Νf(xί))έΝ

εȠȞȐįİȢΝζΝ
Ν
ǹβέΝȃαΝαπȠįİȓȟİĲİΝȩĲ Ț,ΝαȞΝȝȚαΝıυȞȐȡĲȘıȘΝfΝİ ȓȞαȚΝπαȡαȖȦȖȓıȚȝȘΝı'ΝȑȞαΝıȘȝİȓȠΝ

xίΝĲȠυΝπİįȓȠυΝȠȡȚıȝȠȪΝĲȘȢΝ,ĲȩĲİΝİ ȓȞαȚΝțαȚΝıυȞİȤȒȢΝıĲȠΝıȘȝİȓȠΝαυĲȩέΝ
ȂȠȞȐįİȢΝκ,ηΝ

Ν
Ǻ1έȃαΝ ȤαȡαțĲȘȡȓıİĲİΝ Ĳ ȚȢΝ πȡȠĲȐıİȚȢΝ πȠυΝ αțȠȜȠυșȠȪȞΝ ȖȡȐφȠȞĲαȢΝ ıĲȠΝ

ĲİĲȡȐįȚȩΝ ıαȢΝ ĲȘȞΝ ȑȞįİȚȟȘΝ ȈȦıĲȩΝ ȒΝ ȁȐșȠȢΝ įȓπȜαΝ ıĲȠΝ ȖȡȐȝȝαΝ πȠυΝ
αȞĲȚıĲȠȚȤİȓΝıİΝțȐșİΝπȡȩĲαıȘέΝ

Ν
αέǹȞΝȘΝfΝİ ȓȞαȚΝπαȡαȖȦȖȓıȚȝȘΝıĲȠΝxί,ΝĲȩĲİΝȘΝf΄Νİ ȓȞαȚΝπȐȞĲȠĲİΝıυȞİȤȒȢΝıĲȠΝ

xίέΝ
ȕέΝǹȞΝȘΝfΝįİȞΝİȓȞαȚΝıυȞİȤȒȢΝıĲȠΝxί ,ĲȩĲİΝȘΝfΝİ ȓȞαȚΝπαȡαȖȦȖȓıȚȝȘΝıĲȠΝxίέΝ
ȖέΝǹȞΝȘΝfΝȑȤİȚΝįİȪĲİȡȘΝπαȡȐȖȦȖȠΝıĲȠΝxί,ĲȩĲİΝȘΝf΄Νİ ȓȞαȚΝıυȞİȤȒȢΝıĲȠΝxίέΝ

ȂȠȞȐįİȢΝζ,ηΝ
Ν
ǺβέΝȃαΝȖȡȐȥİĲİΝıĲȠΝĲİĲȡȐįȚȩΝıαȢΝĲȠΝȖȡȐȝȝαΝĲȘȢΝıĲȒȜȘȢΝǹΝțαȚΝį ȓπȜαΝĲȠȞΝ

αȡȚșȝȩΝĲȘȢΝıĲȒȜȘȢΝǺΝπȠυΝαȞĲ ȚıĲȠȚȤİȓΝıĲȘȞΝİφαπĲȠȝȑȞȘΝĲȘȢΝțȐșİΝ
ıυȞȐȡĲȘıȘȢΝıĲȠΝıȘȝİȓȠΝxίέΝ

Ν
ȈĲȒȜȘΝǹΝ

ıυȞαȡĲȒıİȚȢΝ
ȈĲȒȜȘΝǺΝ

İφαπĲȩȝİȞİȢΝ
αέΝf(x)ογxγ,ΝΝΝΝxίο1Ν
Ν

1έΝyοάβx+πΝ

ȕέΝf(x)οȘȝβx,ΝΝxίο
β
π Ν βέΝyο Ν

ζ
1Ν x+1Ν

ȖέΝf(x)ογ x ,ΝΝΝΝΝxίοίΝ
Ν

γέΝyολxάθΝ

įέΝf(x)ο xΝ ,ΝΝΝΝxίοζΝ
Ν

ζέΝyοάλx+ηΝ

Ν ηέΝįİȞΝυπȐȡȤİȚΝ
Ν

ȂȠȞȐįİȢΝκΝ
Ν

ΘǼȂΑΝ2ȠΝΝ

ǻȓȞİĲαȚΝȘΝıυȞȐȡĲȘıȘΝf(z)ο Νάβi,zΝȝİΝωz,
βiz
iβzΝΝ 


 ΝȩπȠυΝ z ΝoΝıυȗυȖȒȢΝĲȠυΝzέΝ

αέȃαΝȕȡİȓĲİΝĲȘȞΝĲȡȚȖȦȞȠȝİĲȡȚțȒΝȝȠȡφȒΝĲȦȞΝȝȚȖαįȚțȫȞΝαȡȚșȝȫȞμΝ
Ν
ΝΝΝw1οf(λάηi)Ν Ν

ȂȠȞȐįİȢΝθΝ



 

 
 

Ν

ΝΝηi)f(λ
γ
βΝΝw

βίίζ

β 







 Ν Ν

εoȞȐįİȢΝθΝ

ȕέΝ ΘİȦȡȠȪȝİΝ ĲȠȞΝ πȓȞαțαΝ ΝΝ
wί
ίw

γ
βΝεΝ

1

1













 Ν ȩπȠυ 1wΝ Ν ĲȠΝ ȝȑĲȡȠΝ ĲȠυΝ

ȝȚȖαįȚțȠȪΝαȡȚșȝȠȪΝw1ΝĲȠυΝΝİȡȦĲȒȝαĲȠȢΝαέΝ
Ν

ȃαΝ ȖȡȐȥİĲİΝ ıĲȠΝ ĲİĲȡȐįȚȩΝ ıαȢΝ ĲȠΝ ȖȡȐȝȝαΝ πȠυΝ αȞĲȚıĲȠȚȤİȓΝ ıĲȘΝ ıȦıĲȒΝ
πȡȩĲαıȘέΝ

Ν
ΝΝΝΟΝȖȡαȝȝȚțȩȢΝȝİĲαıȤȘȝαĲȚıȝȩȢΝȉΝȝİΝπȓȞαțαΝȂΝİȓȞαȚμΝ

ǹέΝıĲȡȠφȒΝȝİΝțȑȞĲȡȠΝĲȘȞΝαȡȤȒΝĲȦȞΝαȟȩȞȦȞΝΟΝțαȚΝȖȦȞȓα
ζ
πșΝ  Ν

ǺέΝıυȝȝİĲȡȓαΝȦȢΝπȡȠȢΝĲȠȞΝȐȟȠȞαΝx΄xΝ
ΓέΝıυȝȝİĲȡȓαΝȦȢΝπȡȠȢΝĲȠȞΝȐȟȠȞαΝy΄yΝ
ǻέΝıυȝȝİĲȡȓαΝȦȢΝπȡȠȢΝĲȘȞΝİυșİȓαΝyοxΝ

ǼέΝȠȝȠȚȠșİıȓαΝȝİΝțȑȞĲȡȠΝĲȘȞΝαȡȤȒΝĲȦȞΝαȟȩȞȦȞΝΟΝțαȚΝȜȩȖȠ ΝΝέ
γ
βΝȜΝΝ  Ν

Ν
ȂȠȞȐįİȢΝηΝ

Ν
ȖέǹȞΝ ȂΝ ȠΝ πȓȞαțαȢΝ ĲȠυΝ İȡȦĲȒȝαĲȠȢΝ ȕ, Ν ĲȩĲİΝ ȞαΝ ȕȡİșİȓΝ ȠΝ πȓȞαțαȢΝ ΧΝ ȫıĲİΝ ȞαΝ

ȚıȤȪİȚμΝ ȂΧοȀΝ ,Ν ȩπȠυΝ ȀΝ İȓȞαȚΝ ȠΝ πȓȞαțαȢΝ πȠυΝ αȞĲ ȚıĲȠȚȤİȓΝ ıĲȠΝ ȖȡαȝȝȚțȩΝ
ȝİĲαıȤȘȝαĲȚıȝȩΝ ıĲȡȠφȒȢΝ ȝİΝ țȑȞĲȡȠΝ ĲȘȞΝ αȡȤȒΝ ĲȦȞΝ αȟȩȞȦȞΝ ΟΝ țαȚΝ ȖȦȞȓαΝ

ΝΝΝέ
β
πΝΝșΝ  Ν

ȂȠȞȐįİȢΝκΝ
Ν
ΘǼȂΑΝ3ȠΝ
ΝΝ
ΗΝ ıυȞȐȡĲȘıȘΝ fΝ İ ȓȞαȚΝ παȡαȖȦȖȓıȚȝȘΝ ıĲȠΝ țȜİȚıĲȩΝ įȚȐıĲȘȝαΝ [ί,1]Ν țαȚΝ ȚıȤȪİȚ Ν
f΄(x)ρίΝȖȚαΝțȐșİΝx(ί,1)έΝχȞΝf(ί)οβΝțαȚΝ f(1)οζ,ΝȞαΝįİȓȟİĲİΝȩĲ ȚμΝ
Ν
αέȘΝİυșİȓαΝyογΝĲȑȝȞİȚΝĲȘΝȖȡαφȚțȒΝπαȡȐıĲαıȘΝĲȘȢΝfΝı'ΝȑȞαΝαțȡȚȕȫȢΝıȘȝİȓȠΝȝİΝ

ĲİĲȝȘȝȑȞȘΝxί(ί,1)έΝ
ȂȠȞȐįİȢΝιΝ

Ν
ȕέΝυπȐȡȤİȚΝx1(ί,1),ΝĲȑĲȠȚȠΝȫıĲİΝ
Ν

f(x1)ο ΝΝ
ζ

f(ζήη)f(γήη)f(βήη)f(1ήη)ΝΝ  Ν

ȂȠȞȐįİȢΝ1βΝ
Ν
ȖέΝυπȐȡȤİȚΝxβ(ί,1),ΝȫıĲİΝȘΝİφαπĲȠȝȑȞȘΝĲȘȢΝȖȡαφȚțȒȢΝπαȡȐıĲαıȘȢΝĲȘȢΝfΝıĲȠΝ

ıȘȝİȓȠΝȂ(xβ,f(xβ))ΝȞαΝİȓȞαȚΝπαȡȐȜȜȘȜȘΝıĲȘȞΝİυșİȓαΝyοβx+βίίίέΝ
Ν



 

 
 

ȂȠȞȐįİȢΝθΝ
ΘǼȂΑΝ4Ƞ ΝΝ
Ν
ȉȘΝ ȤȡȠȞȚțȒΝ ıĲ ȚȖȝȒΝ tοίΝ ȤȠȡȘȖİȓĲαȚΝ ı'Ν ȑȞαȞΝ αıșİȞȒΝ Ν ȑȞαΝ φȐȡȝαțȠέΝ ΗΝ
ıυȖțȑȞĲȡȦıȘΝ ĲȠυΝ φαȡȝȐțȠυΝ ıĲȠΝ αȓȝαΝ ĲȠυΝ αıșİȞȠȪȢΝ įȓȞİĲαȚΝ απȩΝ ĲȘΝ
ıυȞȐȡĲȘıȘΝ

f(t)ο ΝΝ

ȕ
t1

αtΝΝ β











,tίΝ

ȩπȠυΝ αΝ țαȚΝ ȕΝ İ ȓȞαȚΝ ıĲαșİȡȠȓΝ șİĲ ȚțȠȓΝ πȡαȖȝαĲȚțȠȓΝ αȡȚșȝȠȓΝ țαȚΝ ȠΝ ȤȡȩȞȠȢΝ t Ν
ȝİĲȡȐĲαȚΝıİΝȫȡİȢέΝΗΝȝȑȖȚıĲȘΝ Ĳ ȚȝȒΝ ĲȘȢΝıυȖțȑȞĲȡȦıȘȢΝ İȓȞαȚΝ ȓıȘΝȝİΝ1ηΝȝȠȞȐįİȢΝ
țαȚΝİπȚĲυȖȤȐȞİĲαȚΝθΝȫȡİȢΝȝİĲȐΝĲȘΝȤȠȡȒȖȘıȘΝĲȠυΝφαȡȝȐțȠυέΝ
Ν
αέΝȃαΝȕȡİȓĲİΝĲ ȚȢΝĲ ȚȝȑȢΝĲȦȞΝıĲαșİȡȫȞΝαΝțαȚΝȕέΝ

ȂȠȞȐįİȢΝ1ηΝ
Ν
ȕέΝȂİΝįİįȠȝȑȞȠΝȩĲ ȚΝȘΝįȡȐıȘΝĲȠυΝφαȡȝȐțȠυΝİȓȞαȚΝαπȠĲİȜİıȝαĲȚțȒ,ΝȩĲαȞΝȘΝĲȚȝȒΝ

ĲȘȢΝ ıυȖțȑȞĲȡȦıȘȢΝ İȓȞαȚΝ ĲȠυȜȐȤȚıĲȠȞΝ ȓıȘΝ ȝİΝ 1βΝ ȝȠȞȐįİȢ,Ν ȞαΝ ȕȡİȓĲİΝ ĲȠΝ
ȤȡȠȞȚțȩΝįȚȐıĲȘȝαΝπȠυΝĲȠΝφȐȡȝαțȠΝįȡαΝαπȠĲİȜİıȝαĲȚțȐέΝ

ȂȠȞȐįİȢΝ1ίΝ
Ν
Ν
Ν

ȅǻǾΓǿǼȈΝ(γιαΝτȠυςΝεȟεταζόȝεȞȠυς)Ν
ȈĲȠΝĲİĲȡȐįȚȠΝȞαΝȖȡȐȥİĲİΝȝȩȞȠΝĲαΝπȡȠțαĲαȡțĲ ȚțȐΝ(ȘȝİȡȠȝȘȞȓα,ΝțαĲİȪșυȞıȘ,Ν
İȟİĲαȗȩȝİȞȠΝȝȐșȘȝα)έΝȉαΝșȑȝαĲαΝȞαΝȝȘȞΝĲαΝαȞĲ ȚȖȡȐȥİĲİΝıĲȠΝĲİĲȡȐįȚȠέΝȉαΝ
ıȤȒȝαĲαΝπȠυΝșαΝȤȡȘıȚȝȠπȠȚȒıİĲİΝıĲȠΝĲİĲȡȐįȚȠΝȝπȠȡȠȪȞΝȞαΝȖȓȞȠυȞΝțαȚΝȝİΝ
ȝȠȜȪȕȚέΝ
ȃαΝȖȡȐȥİĲİΝĲȠΝȠȞȠȝαĲİπȫȞυȝȩΝıαȢΝıĲȠΝπȐȞȦΝȝȑȡȠȢΝĲȦȞΝφȦĲȠαȞĲ ȚȖȡȐφȦȞΝ
αȝȑıȦȢΝȝȩȜȚȢΝıαȢΝπαȡαįȠșȠȪȞέΝȀαȝȚȐΝȐȜȜȘΝıȘȝİȓȦıȘΝįİȞΝİπȚĲȡȑπİĲαȚΝȞαΝ
ȖȡȐȥİĲİέΝ
Ν ȀαĲȐΝĲȘȞΝαπȠȤȫȡȘıȒΝıαȢΝȞαΝπαȡαįȫıİĲİΝȝαȗȓΝȝİΝĲȠΝĲİĲȡȐįȚȠΝțαȚΝĲαΝ
φȦĲȠαȞĲ ȓȖȡαφα,ΝĲαΝȠπȠȓαΝțαȚΝșαΝțαĲαıĲȡαφȠȪȞΝȝİĲȐΝĲȠΝπȑȡαȢΝĲȘȢΝİȟȑĲαıȘȢέΝΝ
ȃαΝαπαȞĲȒıİĲİΝıĲȠΝĲİĲȡȐįȚȩΝıαȢΝıİΝȩȜαΝĲαΝșȑȝαĲαέΝ
ȀȐșİΝȜȪıȘΝİπȚıĲȘȝȠȞȚțȐΝĲİțȝȘȡȚȦȝȑȞȘΝİȓȞαȚΝαπȠįİțĲȒέΝ
ǻȚȐȡțİȚαΝİȟȑĲαıȘȢμΝȉȡİȚȢΝ(γ)ΝȫȡİȢΝȝİĲȐΝĲȘΝįȚαȞȠȝȒΝĲȦȞΝφȦĲȠαȞĲ ȚȖȡȐφȦȞέΝ
ΧȡȩȞȠȢΝįυȞαĲȒȢΝαπȠȤȫȡȘıȘȢΝμΝȝ ȓαΝ(1)ΝȫȡαΝȝİĲȐΝĲȘΝįȚαȞȠȝȒΝĲȦȞΝ
φȦĲȠαȞĲ ȚȖȡȐφȦȞέΝ
Ν

KΑȁǾΝǼȆǿȉȊΧǿΑΞΝ
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ƆƔƓƏƙƘƋƕƍƉƗ ƉƒƉƘƆƗƉƍƗ ƈ΄ ƘƆƒƋƗ  

ƉƑƍƆƍƓƙ ƏƙƎƉƍƓƙ 
ƗƆƇƇƆƘƓ 2 ƍƓƙƑƍƓƙ 2001 

ƉƒƉƘƆƊƓƐƉƑƓ ƐƆƌƋƐƆ ƌƉƘƍƎƋƗ ƎƆƍ 
ƘƉΧƑƓƏƓƈƍƎƋƗ ƎƆƘƉƙƌƙƑƗƋƗ : ƐƆƌƋƐƆƘƍƎƆ

ƗƙƑƓƏƓ ƗƉƏƍεάƑ :  ƘƉƗƗƉƕƍƗ (4) 

 

ƌΕƐƆ 1o 

A.1. εƢƯƱƯƵƤƬ ƱƬ µƬƦƤƧƬƭƱƢ ƤƲƬƫµƱƢ z1, z2 . ƑƤ ƤπƱƧƨƢưƨƵƨ 
ƽƵƬ : ⎜z1 ⋅ z2⎜ = ⎜z1⎜ ⋅ ⎜z2⎜.   

ƐƱƯƟƧƨƳ 7,5  

Ɔ.2.  Να ƸαƲαƭƵƪƲƢƴƨƵƨ ƵƬƳ πƲƱƵƟƴƨƬƳ πƱƶ αƭƱƮƱƶƫƱƾƯ, 
ƦƲƟƷƱƯƵαƳ ƴƵƱ ƵƨƵƲƟƧƬƽ ƴαƳ ƵƪƯ ƠƯƧƨƬưƪ ΣωƴƵό ơ 
ΛάθοƳ ƧƢπƮα ƴƵƱ ƦƲƟµµα πƱƶ αƯƵƬƴƵƱƬƸƨƢ ƴƨ ƭƟƫƨ 
πƲƽƵαƴƪ . 

 ƈƬƤ ƭƟƫƨ µƬƦƤƧƬƭƽ ƤƲƬƫµƽ z ƬƴƸƾƨƬ : 

 Ƥ.   z z z 
2 =  

 ƥ.   zz 22 =    

 Ʀ.   z -  z =  

 Ƨ.   z  z =  

 ƨ.   z  z i =  

ƐƱƯƟƧƨƳ 5 

Ƈ.1. ƆƯ  i, 3 - 1  z țαȚ  i 4  3  z 21 =+=  ƯƤ ƦƲƟƹƨƵƨ ƴƵƱ ƵƨƵƲƟƧƬƽ 

ƴƤƳ ƵƱƶƳ ƤƲƬƫµƱƾƳ ƵƪƳ ƗƵήλƪƳ Ɔ ƭƤƬ ƧƢπƮƤ ƴƨ ƭƟƫƨ 
ƤƲƬƫµƽ ƵƱ ƦƲƟµµƤ ƵƪƳ ƗƵήλƪƳ Ƈ ƠƵƴƬ, ƿƴƵƨ ƯƤ 
πƲƱƭƾπƵƨƬ ƬƴƽƵƪƵƤ . 

 

ƘƉƏƓƗ 1ƋƗ ƗƉƏƍεƆƗ 



ƆƕΧƋ 2ƋƗ ƗƉƏƍεƆƗ 
ƈ΄ ƘƆƒƋ 

 

 

ƗƵήλƪ Ɔ ƗƵήλƪ Ƈ 

1.  z  z 21 ⋅  Ƥ. 4 

2.  z 2
1  ƥ. 2 

3. 
2

2z  Ʀ. 25 

4. 1z −  Ƨ. –5 

5.  z i 2  ƨ. –2 

 ƴƵ.  5 

 Ʃ. 10 

ƐƱƯƟƧƨƳ 7,5 

Ƈ.2. ƆƯ ƦƬƤ ƵƱ µƬƦƤƧƬƭƽ ƤƲƬƫµƽ   1,  z   ȚσχύεȚ  z =  ƯƤ ƧƨƢưƨƵƨ 

ƽƵƬ  
z

1
  z = . 

ƐƱƯƟƧƨƳ 5 

 

ƌΕƐƆ 2ο 

ΈƴƵƺ f µƬƤ πƲƤƦµƤƵƬƭơ ƴƶƯƟƲƵƪƴƪ µƨ ƵƾπƱ :  

 
 3  x       , 

3x

e-1  
 

     3 x             ,αx   

   f(x) 3-x

2

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>
−

≤
=  

 
Ƥ. ƆƯ ƪ f ƨƢƯƤƬ ƴƶƯƨƸơƳ , ƯƤ ƤπƱƧƨƢưƨƵƨ  ƽƵƬ Ƥ = –1/9. 

ƐƱƯƟƧƨƳ 9 
 

ƥ. ƑƤ ƥƲƨƢƵƨ ƵƪƯ ƨưƢƴƺƴƪ ƵƪƳ ƨƷƤπƵƱµƠƯƪƳ ƵƪƳ ƦƲƤƷƬƭơƳ 
πƤƲƟƴƵƤƴƪƳ  Cf  ƵƪƳ ƴƶƯƟƲƵƪƴƪƳ f ƴƵƱ ƴƪµƨƢƱ Ɔ(4,  f(4)). 

ƐƱƯƟƧƨƳ 7 
 

ƘƉƏƓƗ 2ƋƗ ƗƉƏƍεƆƗ 



ƆƕΧƋ 3ƋƗ ƗƉƏƍεƆƗ 
ƈ΄ ƘƆƒƋ 

 

 

Ʀ. ƑƤ ƶπƱƮƱƦƢƴƨƵƨ ƵƱ ƨµƥƤƧƽƯ ƵƱƶ ƸƺƲƢƱƶ πƱƶ 
πƨƲƬƭƮƨƢƨƵƤƬ Ƥπƽ Ƶƪ ƦƲƤƷƬƭơ πƤƲƟƴƵƤƴƪ  ƵƪƳ 
ƴƶƯƟƲƵƪƴƪƳ f, ƵƱƯ ƟưƱƯƤ x΄x ƭƤƬ ƵƬƳ ƨƶƫƨƢƨƳ x=1 ƭƤƬ  
x=2. 

ƐƱƯƟƧƨƳ 9 
 
ƌΕƐƆ 3ο 

ƈƬƤ µƬƤ ƴƶƯƟƲƵƪƴƪ f, πƱƶ ƨƢƯƤƬ πƤƲƤƦƺƦƢƴƬµƪ ƴƵƱ ƴƾƯƱƮƱ 
ƵƺƯ πƲƤƦµƤƵƬƭƿƯ ƤƲƬƫµƿƯ ƍR, ƬƴƸƾƨƬ ƽƵƬ : 
  

f3(x) + ƥ f2(x) + Ʀ f(x) = x3 – 2x2 + 6x –1   ƦƬƤ ƭƟƫƨ x∈ ƍR, 
 

ƽπƱƶ ƥ, Ʀ πƲƤƦµƤƵƬƭƱƢ ƤƲƬƫµƱƢ µƨ ƥ2 < 3Ʀ .  
 
Ƥ. ƑƤ ƧƨƢưƨƵƨ ƽƵƬ ƪ ƴƶƯƟƲƵƪƴƪ f ƧƨƯ ƠƸƨƬ  ƤƭƲƽƵƤƵƤ .  

ƐƱƯƟƧƨƳ 10 
  

ƥ. ƑƤ ƧƨƢưƨƵƨ ƽƵƬ ƪ ƴƶƯƟƲƵƪƴƪ f ƨƢƯƤƬ  ƦƯƪƴƢƺƳ ƤƾưƱƶƴƤ .  
ƐƱƯƟƧƨƳ 8 

 
Ʀ. ƑƤ ƧƨƢưƨƵƨ ƽƵƬ ƶπƟƲƸƨƬ µƱƯƤƧƬƭơ ƲƢƩƤ ƵƪƳ ƨưƢƴƺƴƪƳ f(x) = 0 ƴƵƱ 

ƤƯƱƬƭƵƽ ƧƬƟƴƵƪµƤ (0,1). 
ƐƱƯƟƧƨƳ 7 

 
ƌΕƐƆ 4ο 

ΈƴƵƺ µƬƤ πƲƤƦµƤƵƬƭơ ƴƶƯƟƲƵƪƴƪ f, ƴƶƯƨƸơƳ ƴƵƱ ƴƾƯƱƮƱ 
ƵƺƯ πƲƤƦµƤƵƬƭƿƯ ƤƲƬƫµƿƯ ƍR, ƦƬƤ ƵƪƯ ƱπƱƢƤ ƬƴƸƾoƶƯ ƱƬ  
ƴƸƠƴƨƬƳ :  

 i) f(x) ≠ 0,   ƦƬƤ ƭƟƫƨ x∈ ƍR 

 ii) f(x) = ,   ƦƬƤ ƭƟƫƨ x∈ ƍR.  dt(xt)ftx 2 - 1 
1 

0

22∫
ΈƴƵƺ Ƥƭƽµƪ g ƪ ƴƶƯƟƲƵƪƴƪ πƱƶ ƱƲƢƩƨƵƤƬ Ƥπƽ ƵƱƯ ƵƾπƱ 

 x - 
f(x)

1
  g(x) 2= ,    ƦƬƤ ƭƟƫƨ x∈ ƍR. 

ƘƉƏƓƗ 3ƋƗ ƗƉƏƍεƆƗ 



ƆƕΧƋ 4ƋƗ ƗƉƏƍεƆƗ 
ƈ΄ ƘƆƒƋ 

 

 

Ƥ. ƑƤ ƧƨƢưƨƵƨ ƽƵƬ ƬƴƸƾƨƬ    (x)2xf - )x(f 2=′
ƐƱƯƟƧƨƳ 10 

ƥ. ƑƤ ƧƨƢưƨƵƨ ƽƵƬ ƪ ƴƶƯƟƲƵƪƴƪ g ƨƢƯƤƬ ƴƵƤƫƨƲơ .  
ƐƱƯƟƧƨƳ 4 

Ʀ. ƑƤ ƧƨƢưƨƵƨ ƽƵƬ Ʊ ƵƾπƱƳ ƵƪƳ ƴƶƯƟƲƵƪƴƪƳ f ƨƢƯƤƬ :  

 
x1

1
   f(x)

2+
= .  

ƐƱƯƟƧƨƳ 4 

Ƨ. ƑƤ ƥƲƨƢƵƨ ƵƱ ƽƲƬƱ    (x f(x) ƪµ2x).  lim 
 x ∞+→

ƐƱƯƟƧƨƳ 7 
 

ƓεƋƈƍƉƗ  (ƦƬƤ ƵƱƶƳ ƨưƨƵƤƩƽµƨƯƱƶƳ) 
1. ƗƵƱ ƵƨƵƲƟƧƬƱ ƯƤ ƦƲƟƹƨƵƨ µƽƯƱ ƵƤ πƲƱƭƤƵƤƲƭƵƬƭƟ  

(ƪµƨƲƱµƪƯƢƤ , ƭƤƵƨƾƫƶƯƴƪ , ƨưƨƵƤƩƽµƨƯƱ µƟƫƪµƤ). ƘƤ 
ƫƠµƤƵƤ ƯƤ µƪƯ ƵƤ ƤƯƵƬƦƲƟƹƨƵƨ ƴƵƱ ƵƨƵƲƟƧƬƱ .  ƘƤ 
ƴƸơµƤƵƤ πƱƶ ƫƤ ƸƲƪƴƬµƱπƱƬơƴƨƵƨ ƴƵƱ ƵƨƵƲƟƧƬƱ , 
µπƱƲƱƾƯ ƯƤ ƦƢƯƱƶƯ ƭƤƬ µƨ µƱƮƾƥƬ .  

2. ƑƤ ƦƲƟƹƨƵƨ ƵƱ ƱƯƱµƤƵƨπƿƯƶµƽ ƴƤƳ ƴƵƱ πƟƯƺ µƠƲƱƳ ƵƺƯ 
ƷƺƵƱƤƯƵƬƦƲƟƷƺƯ  µƽƮƬƳ ƴƤƳ πƤƲƤƧƱƫƱƾƯ .  ƎƤµƬƟ ƟƮƮƪ  
ƴƪµƨƢƺƴƪ ƧƨƯ ƨπƬƵƲƠπƨƵƤƬ  ƯƤ ƦƲƟƹƨƵƨ .  

 ƎƤƵƟ ƵƪƯ ƤπƱƸƿƲƪƴơ ƴƤƳ ƯƤ πƤƲƤƧƿƴƨƵƨ µƤƩƢ µƨ ƵƱ 
ƵƨƵƲƟƧƬƱ ƭƤƬ ƵƤ ƷƺƵƱƤƯƵƢƦƲƤƷƤ, ƵƤ ƱπƱƢƤ ƭƤƬ ƫƤ 
ƭƤƵƤƴƵƲƤƷƱƾƯ µƨƵƟ ƵƱ πƠƲƤƳ ƵƪƳ ƨưƠƵƤƴƪƳ .  

3. ƑƤ ƤπƤƯƵơƴƨƵƨ ƴƵο ƵƨƵƲάƧιό ƴƤƳ ƴƨ ƽƮƤ ƵƤ ƫƠµƤƵƤ .  
4. ƎƟƫƨ Ʈƾƴƪ ƨπƬƴƵƪµƱƯƬƭƟ ƵƨƭµƪƲƬƺµƠƯƪ ƨƢƯƤƬ ƤπƱƧƨƭƵơ .  
5. εƬƟƲƭƨƬƤ ƨưƠƵƤƴƪƳ :  ƘƲƨƬƳ (3) ƿƲƨƳ µƨƵƟ Ƶƪ ƧƬƤƯƱµơ ƵƺƯ 

ƷƺƵƱƤƯƵƬƦƲƟƷƺƯ .  
6. ΧƲƽƯƱƳ ƧƶƯƤƵơƳ ƤπƱƸƿƲƪƴƪƳ :  ƐƢƤ (1) ƿƲƤ µƨƵƟ Ƶƪ 

ƧƬƤƯƱµơ ƵƺƯ ƷƺƵƱƤƯƵƬƦƲƟƷƺƯ .  
 

KƆƏƋ ΕƔƍƘƙΧƍƆ  

ƘΕƏƓƗ ƐƋƑƙƐƆƘƓƗ 

ƘƉƏƓƗ 4ƋƗ ƗƉƏƍεƆƗ 



ΑΡΧΗ 1ΗƗ ƗΕƏƍεΑƗ 
ƈ΄ ƘƆƒƋ 

 

 

ƆƔƓƏƙƘƋƕƍƉƗ  ƉƒƉƘƆƗƉƍƗ ƈ΄ ƘƆƒƋƗ  
ƉƑƍƆƍƓƙ  ƏƙƎƉƍƓƙ 

ƔƉƐƔƘƋ 30 ƐƆΪƓƙ 2002 
ƉƒƉƘƆƊƓƐƉƑƓ  ƐƆƌƋƐƆ ƌƉƘƍƎƋƗ ƎƆƍ ƘƉΧƑƓƏƓƈƍƎƋƗ 

ƎƆƘƉƙƌƙƑƗƋƗ : ƐƆƌƋƐƆƘƍƎƆ
ƗƙƑƓƏƓ ƗƉƏƍεΩƑ :  ƘƉƗƗƉƕƍƗ (4) 

 

ƌƉƐƆ 1o 

A. ΈƴƵƺ f µƬƤ ƴƶƯƨƸơƳ ƴƶƯƟƲƵƪƴƪ ƴ' ƠƯƤ ƧƬƟƴƵƪµƤ [Ƥ, ƥ]. 
ΑƯ G  ƨƢƯƤƬ µƬƤ πƤƲƟƦƱƶƴƤ ƵƪƳ f  ƴƵƱ [Ƥ, ƥ], ƵƽƵƨ ƯƤ 
ƧƨƢưƨƵƨ ƽƵƬ 

  . 
β 

α 
)α(G)β(Gdt )t(f     ∫ −=  

ƐƱƯάƧƨƳ 12  
 

Ƈ.1. ΈƴƵƺ ƪ ƴƶƯƟƲƵƪƴƪ f(x) = ƪµx. ƑƤ ƧƨƢưƨƵƨ ƽƵƬ ƪ f ƨƢƯƤƬ 
πƤƲƤƦƺƦƢƴƬµƪ ƴƵƱ ƍR ƭƤƬ ƬƴƸƾƨƬ 

f΄(x) = ƴƶƯx . 

ƐƱƯάƧƨƳ 8 

 

Ƈ.2. Να ƸαƲαƭƵƪƲƢƴƨƵƨ ƵƬƳ πƲƱƵƟƴƨƬƳ πƱƶ αƭƱƮƱƶƫƱƾƯ, 
ƦƲƟƷƱƯƵαƳ ƴƵƱ ƵƨƵƲƟƧƬƽ ƴαƳ ƵƪƯ ƠƯƧƨƬưƪ ΣωƴƵό ơ 
ΛάθοƳ ƧƢπƮα ƴƵƱ ƦƲƟµµα πƱƶ αƯƵƬƴƵƱƬƸƨƢ ƴƨ ƭƟƫƨ 
πƲƽƵαƴƪ . 

Ƥ. ΑƯ ƪ ƴƶƯƟƲƵƪƴƪ f ƨƢƯƤƬ ƱƲƬƴµƠƯƪ ƴƵƱ [Ƥ,ƥ] ƭƤƬ 
ƴƶƯƨƸơƳ ƴƵƱ (Ƥ,ƥ], ƵƽƵƨ ƪ f πƤƢƲƯƨƬ πƟƯƵƱƵƨ ƴƵƱ 
[Ƥ,ƥ] µƢƤ µƠƦƬƴƵƪ ƵƬµơ . 

ƐƱƯάƧƤ 1 

 

ƥ. ƎƟƫƨ ƴƶƯƟƲƵƪƴƪ, πƱƶ ƨƢƯƤƬ 1-1 ƴƵƱ πƨƧƢƱ ƱƲƬƴµƱƾ 
ƵƪƳ, ƨƢƯƤƬ ƦƯƪƴƢƺƳ µƱƯƽƵƱƯƪ . 

ƐƱƯάƧƤ 1 

ƘΕƏΟƗ 1ΗƗ ƗΕƏƍεΑƗ 



ΑΡΧΗ 2ΗƗ ƗΕƏƍεΑƗ 
ƈ΄ ƘƆƒƋ 

 

 

Ʀ. ΑƯ ƶπƟƲƸƨƬ ƵƱ ƽƲƬƱ ƵƪƳ ƴƶƯƟƲƵƪƴƪƳ f ƴƵƱ x0 
ƭƤƬ    , 0f(x) 

x x
lim     

0

=
→

ƵƽƵƨ   

   . 0 f(x)
x x

lim      

0

=
→

  

ƐƱƯάƧƤ 1 
 

Ƨ. ΑƯ ƪ ƴƶƯƟƲƵƪƴƪ f ƨƢƯƤƬ πƤƲƤƦƺƦƢƴƬµƪ ƴƵƱ ƍR , ƵƽƵƨ 

 . dx)x(xf΄)x(xfdx)x(f      ∫ ∫−=   

ƐƱƯάƧƤ 1  
 

ƨ.  ΑƯ ƵƽƵƨ f(x) > 0 ƭƱƯƵƟ ƴƵƱ  x   , 0 f(x)
x x

lim      

0

>
→

0 . 

ƐƱƯάƧƤ 1  

 
ƌƉƐƆ 2Ʊ 
ΈƴƵƺ  z  ƠƯƤƳ µƬƦƤƧƬƭƽƳ ƤƲƬƫµƽƳ  ƭƤƬ  f(Ư) = iƯ z,    Ư ∈ IN*. 

 

Ƥ. ƑƤ ƧƨƢưƨƵƨ ƽƵƬ f(3) + f(8) + f(13) + f(18) = 0 . 
ƐƱƯάƧƨƳ 7 

 

ƥ. ΑƯ ⏐z⏐= Ʋ  ƭƤƬ Arg(z) = ƫ,  ƯƤ ƧƨƢưƨƵƨ ƽƵƬ  
 

f(13) = Ʋ ⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + ș

2

πȘµiș
2

πσυν . 

ƐƱƯάƧƨƳ 8 

Ʀ. ΑƯ ⏐z⏐= 2 ƭƤƬ Arg(z) = 
3

π
, ƯƤ ƥƲƨƫƨƢ ƵƱ ƨµƥƤƧƽƯ ƵƱƶ 

ƵƲƬƦƿƯƱƶ µƨ ƭƱƲƶƷƠƳ ƵƤ ƴƪµƨƢƤ ƵƱƶ µƬƦƤƧƬƭƱƾ ƨπƬπƠƧƱƶ 
πƱƶ ƨƢƯƤƬ ƨƬƭƽƯƨƳ ƵƺƯ µƬƦƤƧƬƭƿƯ ƤƲƬƫµƿƯ 0,  z ƭƤƬ  f(13). 

ƐƱƯάƧƨƳ 10 
 

ƘΕƏΟƗ 2ΗƗ ƗΕƏƍεΑƗ 



ΑΡΧΗ 3ΗƗ ƗΕƏƍεΑƗ 
ƈ΄ ƘƆƒƋ 

 

 

ƌƉƐƆ 3Ʊ 
ΈƴƵƺ ƱƬ ƴƶƯƤƲƵơƴƨƬƳ f, g µƨ πƨƧƢƱ ƱƲƬƴµƱƾ ƵƱ ƍR . 
εƢƯƨƵƤƬ ƽƵƬ ƪ ƴƶƯƟƲƵƪƴƪ ƵƪƳ ƴƾƯƫƨƴƪƳ fog ƨƢƯƤƬ 1-1. 
 

Ƥ. ƑƤ ƧƨƢưƨƵƨ ƽƵƬ ƪ g ƨƢƯƤƬ 1-1.  
ƐƱƯάƧƨƳ 7 

  

ƥ. ƑƤ ƧƨƢưƨƵƨ ƽƵƬ ƪ ƨưƢƴƺƴƪ : 

g(f(x) + x3 - x) = g(f(x) + 2x -1) ƠƸƨƬ ƤƭƲƬƥƿƳ ƧƾƱ ƫƨƵƬƭƠƳ 
ƭƤƬ µƢƤ ƤƲƯƪƵƬƭơ ƲƢƩƤ. 

ƐƱƯάƧƨƳ 18 
 

 
ƌƉƐƆ 4Ʊ 
Ƥ. ΈƴƵƺ ƧƾƱ ƴƶƯƤƲƵơƴƨƬƳ h, g ƴƶƯƨƸƨƢƳ ƴƵƱ [Ƥ, ƥ]. 
 ƑƤ ƤπƱƧƨƢưƨƵƨ ƽƵƬ ƤƯ h(x) > g(x) ƦƬƤ ƭƟƫƨ x ∈ [Ƥ, ƥ], ƵƽƵƨ 

ƭƤƬ     .    
β 

α 

β 

α
dx)x(gdx)x(h    ∫ ∫>

ƐƱƯάƧƨƳ 2 
ƥ. εƢƯƨƵƤƬ ƪ πƤƲƤƦƺƦƢƴƬµƪ ƴƵƱ ƍR ƴƶƯƟƲƵƪƴƪ f, πƱƶ 

ƬƭƤƯƱπƱƬƨƢ ƵƬƳ ƴƸƠƴƨƬƳ :  

   x ∈ ƍR    ƭƤƬ   f(0) = 0 . ,1xe)x(f )x(f −=− −

 
ι)  ƑƤ ƨƭƷƲƤƴƵƨƢ ƪ f΄ ƺƳ ƴƶƯƟƲƵƪƴƪ ƵƪƳ f. 

ƐƱƯάƧƨƳ 5 

ιι)  ƑƤ ƧƨƢưƨƵƨ ƽƵƬ      ,  f΄(x)x      f(x)  
2

x
   << ƦƬƤ ƭƟƫƨ  x > 0. 

ƐƱƯάƧƨƳ 12 
 

ιιι) ΑƯ Ε ƨƢƯƤƬ ƵƱ ƨµƥƤƧƽƯ ƵƱƶ ƸƺƲƢƱƶ ά πƱƶ ƱƲƢƩƨƵƤƬ 
Ƥπƽ Ƶƪ ƦƲƤƷƬƭơ πƤƲƟƴƵƤƴƪ ƵƪƳ f, ƵƬƳ ƨƶƫƨƢƨƳ x = 0,  
x = 1 ƭƤƬ ƵƱƯ ƟưƱƯƤ x΄x, ƯƤ ƧƨƢưƨƵƨ ƽƵƬ 

   )1(f 
2

1
    E    

4

1
     << . 

 
ƐƱƯάƧƨƳ 6 

ƘΕƏΟƗ 3ΗƗ ƗΕƏƍεΑƗ 



ΑΡΧΗ 4ΗƗ ƗΕƏƍεΑƗ 
ƈ΄ ƘƆƒƋ 

 

 

 
ƓεƋƈƍƉƗ (ƦιƤ ƵƱƶƳ ƨưƨƵƤƩόµƨƯƱƶƳ) 

1. ƗƵƱ ƵƨƵƲƟƧƬƱ ƯƤ ƦƲƟƹƨƵƨ µƽƯƱ ƵƤ πƲƱƭƤƵƤƲƭƵƬƭƟ  
(ƪµƨƲƱµƪƯƢƤ , ƭƤƵƨƾƫƶƯƴƪ , ƨưƨƵƤƩƽµƨƯƱ µƟƫƪµƤ). ƘƤ 
ƫƠµƤƵƤ ƯƤ µƪƯ ƵƤ ƤƯƵƬƦƲƟƹƨƵƨ ƴƵƱ ƵƨƵƲƟƧƬƱ .  ƘƤ 
ƴƸơµƤƵƤ πƱƶ ƫƤ ƸƲƪƴƬµƱπƱƬơƴƨƵƨ ƴƵƱ ƵƨƵƲƟƧƬƱ , 
µπƱƲƱƾƯ ƯƤ ƦƢƯƱƶƯ ƭƤƬ µƨ µƱƮƾƥƬ .  

2. ƑƤ ƦƲƟƹƨƵƨ ƵƱ ƱƯƱµƤƵƨπƿƯƶµƽ ƴƤƳ ƴƵƱ πƟƯƺ µƠƲƱƳ ƵƺƯ 
ƷƺƵƱƤƯƵƬƦƲƟƷƺƯ  µƽƮƬƳ ƴƤƳ πƤƲƤƧƱƫƱƾƯ .  ƎƤµƬƟ ƟƮƮƪ  
ƴƪµƨƢƺƴƪ ƧƨƯ ƨπƬƵƲƠπƨƵƤƬ  ƯƤ ƦƲƟƹƨƵƨ .  

 ƎƤƵƟ ƵƪƯ ƤπƱƸƿƲƪƴơ ƴƤƳ ƯƤ πƤƲƤƧƿƴƨƵƨ µƤƩƢ µƨ ƵƱ 
ƵƨƵƲƟƧƬƱ ƭƤƬ ƵƤ ƷƺƵƱƤƯƵƢƦƲƤƷƤ, ƵƤ ƱπƱƢƤ ƭƤƬ ƫƤ 
ƭƤƵƤƴƵƲƤƷƱƾƯ µƨƵƟ ƵƱ πƠƲƤƳ ƵƪƳ ƨưƠƵƤƴƪƳ .  

3. ƑƤ ƤπƤƯƵơƴƨƵƨ ƴƵƱ ƵƨƵƲάƧιό ƴƤƳ ƴƨ ƽƮƤ ƵƤ ƫƠµƤƵƤ .  
4. ƎƟƫƨ Ʈƾƴƪ ƨπƬƴƵƪµƱƯƬƭƟ ƵƨƭµƪƲƬƺµƠƯƪ ƨƢƯƤƬ ƤπƱƧƨƭƵơ .  
5. εƬƟƲƭƨƬƤ ƨưƠƵƤƴƪƳ :  ƘƲƨƬƳ (3) ƿƲƨƳ µƨƵƟ Ƶƪ ƧƬƤƯƱµơ ƵƺƯ 

ƷƺƵƱƤƯƵƬƦƲƟƷƺƯ .  
6. ΧƲƽƯƱƳ ƧƶƯƤƵơƳ ƤπƱƸƿƲƪƴƪƳ :  ƐƬƟµƬƴƪ (1 1/2) ƿƲƤ µƨƵƟ 

Ƶƪ ƧƬƤƯƱµơ ƵƺƯ ƷƺƵƱƤƯƵƬƦƲƟƷƺƯ .  
 

KƆƏƋ ƉƔƍƘƙΧƍƆ  

ƘƉƏƓƗ ƐƋƑƙƐƆƘƓƗ 

 

ƘΕƏΟƗ 4ΗƗ ƗΕƏƍεΑƗ 



ΑΡΧƋ 1ƋƗ ƗΕƏƍεΑƗ 
ƈ΄ ƘƆƒƋ 

 

 

ƆƔƓƏƙƘƋƕƍƉƗ ƉƒƉƘƆƗƉƍƗ ƈ΄ ƘƆƒƋƗ  
ƋƐƉƕƋƗƍƓƙ ƉƑƍƆƍƓƙ ƏƙƎƉƍƓƙ 

ƔƉƐƔƘƋ 29 ƐƆΪƓƙ 2003 
ƉƒƉƘƆƊƓƐƉƑƓ ƐƆƌƋƐƆ: ƐƆƌƋƐƆƘƍƎƆ  

ƌƉƘƍƎƋƗ ƎƆƍ ƘƉΧƑƓƏƓƈƍƎƋƗ ƎƆƘƉƙƌƙƑƗƋƗ
ƗƙƑƓƏƓ ƗƉƏƍεΩƑ: ƘƉƗƗƉƕƍƗ 

 
ƌƉƐƆ 1o 

A. ƑƤ ƤπƱƧƨƢưƨƵƨ ƽƵƬ, ƤƯ µƢƤ ƴƶƯƟƲƵƪƴƪ f ƨƢƯƤƬ 
πƤƲƤƦƺƦƢƴƬµƪ ƴ’ ƠƯƤ ƴƪµƨƢƱ x0, ƵƽƵƨ ƨƢƯƤƬ ƭƤƬ ƴƶƯƨƸơƳ 
ƴƵƱ ƴƪµƨƢƱ ƤƶƵƽ . 

ƐƱƯάƧƨς 8 

 
Ƈ. ƘƬ ƴƪµƤƢƯƨƬ ƦƨƺµƨƵƲƬƭƟ ƵƱ ƌƨƿƲƪµƤ ƐƠƴƪƳ ƘƬµơƳ ƵƱƶ 

εƬƤƷƱƲƬƭƱƾ ƏƱƦƬƴµƱƾ; 

ƐƱƯάƧƨς 7 

 

ƈ. Να ƸαƲαƭƵƪƲƢƴƨƵƨ ƵƬƳ πƲƱƵƟƴƨƬƳ πƱƶ αƭƱƮƱƶƫƱƾƯ, 
ƦƲƟƷƱƯƵαƳ ƴƵƱ ƵƨƵƲƟƧƬƽ ƴαƳ Ƶƪ ƮƠưƪ ΣωƴƵό ơ ΛάθοƳ 
ƧƢπƮα ƴƵƱ ƦƲƟµµα πƱƶ αƯƵƬƴƵƱƬƸƨƢ ƴƨ ƭƟƫƨ πƲƽƵαƴƪ . 

Ƥ. ΑƯ z ƠƯƤƳ µƬƦƤƧƬƭƽƳ ƤƲƬƫµƽƳ ƭƤƬ 
_
z  Ʊ ƴƶƩƶƦơƳ ƵƱƶ, 

ƵƽƵƨ ƬƴƸƾƨƬ zzz −==  . 

ƐƱƯάƧƨς 2 
 

ƥ. ΈƴƵƺ µƢƤ ƴƶƯƟƲƵƪƴƪ f  ƴƶƯƨƸơƳ ƴƨ ƠƯƤ ƧƬƟƴƵƪµƤ ε 

ƭƤƬ ƧƾƱ ƷƱƲƠƳ πƤƲƤƦƺƦƢƴƬµƪ ƴƵƱ ƨƴƺƵƨƲƬƭƽ ƵƱƶ ε . 

 ΑƯ  f΄΄(x)>0  ƦƬƤ ƭƟƫƨ ƨƴƺƵƨƲƬƭƽ ƴƪµƨƢƱ x  ƵƱƶ ε, 

ƵƽƵƨ ƪ f ƨƢƯƤƬ ƭƶƲƵơ ƴƵƱ ε . 

ƐƱƯάƧƨς 2 

ƘΕƏΟƗ 1ƋƗ ƗΕƏƍεΑƗ 



ΑΡΧƋ 2ƋƗ ƗΕƏƍεΑƗ 
ƈ΄ ƘƆƒƋ 

 

 

Ʀ. ΓƬƤ ƭƟƫƨ ƴƶƯƟƲƵƪƴƪ f, πƤƲƤƦƺƦƢƴƬµƪ ƴƨ ƠƯƤ 

ƧƬƟƴƵƪµƤ ε, ƬƴƸƾƨƬ  

    ,  c ∈ IR . c)x(fdx)x(΄f +=∫
ƐƱƯάƧƨς 2 

 

Ƨ. ΑƯ µƬƤ ƴƶƯƟƲƵƪƴƪ f ƨƢƯƤƬ ƭƶƲƵơ ƴƨ ƠƯƤ ƧƬƟƴƵƪµƤ 

ε, ƵƽƵƨ ƪ ƨƷƤπƵƱµƠƯƪ ƵƪƳ ƦƲƤƷƬƭơƳ πƤƲƟƴƵƤƴƪƳ 
ƵƪƳ f ƴƨ ƭƟƫƨ ƴƪµƨƢƱ ƵƱƶ ε ƥƲƢƴƭƨƵƤƬ «πƟƯƺ» Ƥπƽ 
Ƶƪ ƦƲƤƷƬƭơ ƵƪƳ πƤƲƟƴƵƤƴƪ . 

ƐƱƯάƧƨς 2 
 

ƨ.  ΈƴƵƺ µƬƤ ƴƶƯƟƲƵƪƴƪ f ƱƲƬƴµƠƯƪ ƴƨ ƠƯƤ ƧƬƟƴƵƪµƤ ε 

ƭƤƬ x0 ƠƯƤ ƨƴƺƵƨƲƬƭƽ ƴƪµƨƢƱ ƵƱƶ ε . ΑƯ ƪ f ƨƢƯƤƬ 
πƤƲƤƦƺƦƢƴƬµƪ ƴƵƱ x0 ƭƤƬ  f΄(x0)=0, ƵƽƵƨ ƪ f 

πƤƲƱƶƴƬƟƩƨƬ ƶπƱƸƲƨƺƵƬƭƟ ƵƱπƬƭƽ ƤƭƲƽƵƤƵƱ ƴƵƱ x0.  

ƐƱƯάƧƨς 2 
 

ƌƉƐƆ 2Ʊ 

εƢƯƱƯƵƤƬ  ƱƬ  µƬƦƤƧƬƭƱƢ  ƤƲƬƫµƱƢ  z=Ƥ+ƥi, ƽπƱƶ Ƥ,ƥ∈IR   

ƭƤƬ w=3z –
_
zi +4, ƽπƱƶ 

_
z  ƨƢƯƤƬ Ʊ ƴƶƩƶƦơƳ ƵƱƶ z . 

 

Ƥ. ƑƤ ƤπƱƧƨƢưƨƵƨ ƽƵƬ  Re(w)=3Ƥ–ƥ+4 

      ƍm(w)=3ƥ–Ƥ. 

ƐƱƯάƧƨς 6 
 

ƥ. ƑƤ ƤπƱƧƨƢưƨƵƨ ƽƵƬ, ƤƯ ƱƬ ƨƬƭƽƯƨƳ ƵƱƶ w ƴƵƱ µƬƦƤƧƬƭƽ 

ƨπƢπƨƧƱ ƭƬƯƱƾƯƵƤƬ ƴƵƪƯ ƨƶƫƨƢƤ µƨ ƨưƢƴƺƴƪ  y=x–12,  ƵƽƵƨ 

ƱƬ ƨƬƭƽƯƨƳ ƵƱƶ z ƭƬƯƱƾƯƵƤƬ ƴƵƪƯ ƨƶƫƨƢƤ µƨ ƨưƢƴƺƴƪ  

y=x–2 . 

ƐƱƯάƧƨς 9 

ƘΕƏΟƗ 2ƋƗ ƗΕƏƍεΑƗ 



ΑΡΧƋ 3ƋƗ ƗΕƏƍεΑƗ 
ƈ΄ ƘƆƒƋ 

 

 

Ʀ. ƑƤ ƥƲƨƢƵƨ πƱƬƱƳ Ƥπƽ ƵƱƶƳ µƬƦƤƧƬƭƱƾƳ ƤƲƬƫµƱƾƳ z, ƱƬ 
ƨƬƭƽƯƨƳ ƵƺƯ ƱπƱƢƺƯ ƭƬƯƱƾƯƵƤƬ ƴƵƪƯ ƨƶƫƨƢƤ µƨ ƨưƢƴƺƴƪ 

y=x–2,  ƠƸƨƬ ƵƱ ƨƮƟƸƬƴƵƱ µƠƵƲƱ . 

ƐƱƯάƧƨς 10 

 

ƌƉƐƆ 3Ʊ 

ΈƴƵƺ ƪ ƴƶƯƟƲƵƪƴƪ   f(x) = x5+x3+x . 
 

Ƥ. ƑƤ µƨƮƨƵơƴƨƵƨ ƵƪƯ f ƺƳ πƲƱƳ ƵƪƯ µƱƯƱƵƱƯƢƤ ƭƤƬ ƵƤ ƭƱƢƮƤ 

ƭƤƬ ƯƤ ƤπƱƧƨƢưƨƵƨ ƽƵƬ ƪ f ƠƸƨƬ ƤƯƵƢƴƵƲƱƷƪ ƴƶƯƟƲƵƪƴƪ . 

ƐƱƯάƧƨς 6 
 

ƥ. ƑƤ ƤπƱƧƨƢưƨƵƨ ƽƵƬ f(ex)≥f(1+x) ƦƬƤ ƭƟƫƨ x∈IR. 

ƐƱƯάƧƨς 6 
 

Ʀ. ƑƤ ƤπƱƧƨƢưƨƵƨ ƽƵƬ ƪ ƨƷƤπƵƱµƠƯƪ ƵƪƳ ƦƲƤƷƬƭơƳ 
πƤƲƟƴƵƤƴƪƳ ƵƪƳ f ƴƵƱ ƴƪµƨƢƱ (0,0) ƨƢƯƤƬ Ʊ ƟưƱƯƤƳ 
ƴƶµµƨƵƲƢƤƳ ƵƺƯ ƦƲƤƷƬƭƿƯ πƤƲƤƴƵƟƴƨƺƯ ƵƪƳ f ƭƤƬ ƵƪƳ  
f –1. 

ƐƱƯάƧƨς 5 
 

Ƨ. ƑƤ ƶπƱƮƱƦƢƴƨƵƨ ƵƱ ƨµƥƤƧƽƯ ƵƱƶ ƸƺƲƢƱƶ πƱƶ πƨƲƬƭƮƨƢƨƵƤƬ 
Ƥπƽ Ƶƪ ƦƲƤƷƬƭơ πƤƲƟƴƵƤƴƪ ƵƪƳ f –1, ƵƱƯ ƟưƱƯƤ ƵƺƯ x ƭƤƬ 
ƵƪƯ ƨƶƫƨƢƤ µƨ ƨưƢƴƺƴƪ  x=3 . 

ƐƱƯάƧƨς 8 
 

ƌƉƐƆ 4Ʊ 

ΈƴƵƺ µƬƤ ƴƶƯƟƲƵƪƴƪ f ƴƶƯƨƸơƳ ƴ ’ ƠƯƤ ƧƬƟƴƵƪµƤ  [Ƥ,ƥ]  πƱƶ 

ƠƸƨƬ ƴƶƯƨƸơ ƧƨƾƵƨƲƪ πƤƲƟƦƺƦƱ ƴƵƱ (Ƥ,ƥ). ΑƯ ƬƴƸƾƨƬ  
f(Ƥ) = f(ƥ) = 0  ƭƤƬ ƶπƟƲƸƱƶƯ ƤƲƬƫµƱƢ  Ʀ∈(Ƥ,ƥ), Ƨ∈(Ƥ,ƥ), 
ƠƵƴƬ ƿƴƵƨ  f(Ʀ)·f(Ƨ)<0,  ƯƤ ƤπƱƧƨƢưƨƵƨ ƽƵƬ :  

ƘΕƏΟƗ 3ƋƗ ƗΕƏƍεΑƗ 



ΑΡΧƋ 4ƋƗ ƗΕƏƍεΑƗ 
ƈ΄ ƘƆƒƋ 

 

 

Ƥ.  ƙπƟƲƸƨƬ µƢƤ ƵƱƶƮƟƸƬƴƵƱƯ ƲƢƩƤ ƵƪƳ ƨưƢƴƺƴƪƳ  f(x)=0  ƴƵƱ 

ƧƬƟƴƵƪµƤ  (Ƥ,ƥ). 
ƐƱƯάƧƨς 8 

 

ƥ. ƙπƟƲƸƱƶƯ ƴƪµƨƢƤ  ư1, ư2 ∈ (Ƥ,ƥ)  ƵƠƵƱƬƤ ƿƴƵƨ  f΄΄(ư1)<0 

ƭƤƬ  f΄΄(ư2)>0. 
ƐƱƯάƧƨς 9 

 

Ʀ. ƙπƟƲƸƨƬ  ƠƯƤ ƵƱƶƮƟƸƬƴƵƱƯ ƴƪµƨƢƱ ƭƤµπơƳ ƵƪƳ ƦƲƤƷƬƭơƳ 

πƤƲƟƴƵƤƴƪƳ  ƵƪƳ  f .  
ƐƱƯάƧƨς 8 

 
ƓεƋƈƍƉƗ (ƦιƤ ƵƱƶς ƨưƨƵƤƩόµƨƯƱƶς) 

 
1. ƗƵƱ ƵƨƵƲƟƧƬƱ ƯƤ ƦƲƟƹƨƵƨ µƽƯƱ ƵƤ πƲƱƭƤƵƤƲƭƵƬƭƟ  

(ƪµƨƲƱµƪƯƢƤ , ƭƤƵƨƾƫƶƯƴƪ , ƨưƨƵƤƩƽµƨƯƱ µƟƫƪµƤ). ƘƤ 
ƫƠµƤƵƤ  ƧƨƯ  ƫƤ ƵƤ ƤƯƵƬƦƲƟƹƨƵƨ ƴƵƱ ƵƨƵƲƟƧƬƱ .  

2. ƑƤ ƦƲƟƹƨƵƨ ƵƱ ƱƯƱµƤƵƨπƿƯƶµƽ ƴƤƳ ƴƵƱ πƟƯƺ µƠƲƱƳ ƵƺƯ 
ƷƺƵƱƤƯƵƬƦƲƟƷƺƯ  ƤµƠƴƺƳ µƽƮƬƳ ƴƤƳ πƤƲƤƧƱƫƱƾƯ .    

 εƨƯ ƨπƬƵƲƠπƨƵƤƬ  ƯƤ ƦƲƟƹƨƵƨ ƭƤµƬƟ ƟƮƮƪ ƴƪµƨƢƺƴƪ .
 ƎƤƵƟ ƵƪƯ ƤπƱƸƿƲƪƴơ ƴƤƳ ƯƤ πƤƲƤƧƿƴƨƵƨ  µƤƩƢ µƨ ƵƱ 

ƵƨƵƲƟƧƬƱ  ƭƤƬ ƵƤ ƷƺƵƱƤƯƵƢƦƲƤƷƤ .  
3. ƑƤ ƤπƤƯƵơƴƨƵƨ ƴƵƱ ƵƨƵƲƟƧƬƽ ƴƤƳ ƴƨ ƽƮƤ ƵƤ ƫƠµƤƵƤ . 
4. ƎƟƫƨ ƤπάƯƵƪƴƪ ƨπƬƴƵƪµƱƯƬƭƟ ƵƨƭµƪƲƬƺµƠƯƪ ƨƢƯƤƬ 

ƤπƱƧƨƭƵơ .  
5. εƬƟƲƭƨƬƤ ƨưƠƵƤƴƪƳ :  ƘƲƨƬƳ (3) ƿƲƨƳ µƨƵƟ Ƶƪ ƧƬƤƯƱµơ ƵƺƯ 

ƷƺƵƱƤƯƵƬƦƲƟƷƺƯ .  

6. ΧƲƽƯƱƳ ƧƶƯƤƵơƳ ƤπƱƸƿƲƪƴƪƳ : ƐƨƵƟ ƵƪƯ 10.30΄ πƲƺƬƯơ . 
 

KƆƏƋ ƉƔƍƘƙΧƍƆ  
 

ƘƉƏƓƗ ƐƋƑƙƐƆƘƓƗ 
 

ƘΕƏΟƗ 4ƋƗ ƗΕƏƍεΑƗ 



ΑƕΧΗ 1ΗƗ ƗΕƏƍεΑƗ
ƈ΄ ƘƆƒƋ

ƘΕƏƓƗ 1ΗƗ ƗΕƏƍεΑƗ

ƆƔƓƏƙƘƋƕƍƉƗ ƉƒƉƘƆƗƉƍƗ ƈ΄ ƘƆƒƋƗ 
ƋƐƉƕƋƗƍƓƙ ƉƑƍƆƍƓƙ ƏƙƎƉƍƓƙ

ƔƉƐƔƘƋ 27 ƐƆΪƓƙ 2004
ƉƒƉƘƆƊƓƐƉƑƓ ƐƆƌƋƐƆ: ƐƆƌƋƐƆƘƍƎƆ 

ƌƉƘƍƎƋƗ ƎƆƍ ƘƉΧƑƓƏƓƈƍƎƋƗ ƎƆƘƉƙƌƙƑƗƋƗ
ƗƙƑƓƏƓ ƗƉƏƍεάƑ: TEƗƗƉƕƍƗ (4)

ƌƉƐƆ 1o

A. ΈƴƵƺ µƬƤ ƴƶƯάƲƵƪƴƪ f ƱƲƬƴµέƯƪ ƴ' έƯƤ ƧƬάƴƵƪµƤ ε ƭƤƬ
x0 ƠƯƤ ƨƴƺƵƨƲƬƭƽ ƴƪµƨƢƱ ƵƱƶ ε. ΑƯ ƪ f πƤƲƱƶƴƬƟƩƨƬ
ƵƱπƬƭƽ ƤƭƲƽƵƤƵƱ ƴƵƱ x0 ƭƤƬ ƨƢƯƤƬ πƤƲƤƦƺƦƢƴƬµƪ ƴƵƱ
ƴƪµƨƢƱ ƤƶƵƽ, ƯƤ ƤπƱƧƨƢưƨƵƨ ƽƵƬ f΄(x0)=0

ƐƱƯƟƧƨƳ 10

Ƈ. ƔƽƵƨ µƬƤ ƴƶƯƟƲƵƪƴƪ f Ʈέµƨ όƵƬ ƨƢƯƤƬ πƤƲƤƦƺƦƢƴƬµƪ ƴƨ
ƠƯƤ ƴƪµƨƢƱ x0 ƵƱƶ πƨƧƢƱƶ ƱƲƬƴµƱƾ ƵƪƳ;

ƐƱƯƟƧƨƳ 5

ƈ. ƑƤ ƸƤƲƤƭƵƪƲƢƴƨƵƨ ƵƬƳ πƲƱƵƟƴƨƬƳ πƱƶ ƤƭƱƮƱƶƫƱƾƯ
ƦƲƟƷƱƯƵƤƳ ƴƵƱ ƵƨƵƲƟƧƬƽ ƴƤƳ Ƶƪ ƮƠưƪ ƗωƴƵό ơ ƏƟƫƱƳ
ƧƢπƮƤ ƴƵƱ ƦƲƟµµƤ πƱƶ ƤƯƵƬƴƵƱƬƸƨƢ ƴƨ ƭƟƫƨ πƲƽƵƤƴƪ .

Ƥ. Η ƧƬƤƯƶƴµƤƵƬƭơ ƤƭƵƢƯƤ ƵƱƶ ƤƫƲƱƢƴµƤƵƱƳ ƧύƱ
µƬƦƤƧƬƭƿƯ ƤƲƬƫµƿƯ ƨƢƯƤƬ ƵƱ ƟƫƲƱƬƴµƤ ƵƺƯ
ƧƬƤƯƶƴµƤƵƬƭƿƯ ƤƭƵƢƯƺƯ ƵƱƶƳ.

ƐƱƯάƧƨƳ 2

ƥ.    =
→

f(x)lim
0xx

 , ƤƯ ƭƤƬ µƽƯƱ ƤƯ      ==
+− →→

f(x)limf(x)lim
00

xxxx
 

ƐƱƯƟƧƨƳ 2

Ʀ. ΑƯ ƱƬ ƴƶƯƤƲƵơƴƨƬƳ f, g  ƨƢƯƤƬ πƤƲƤƦƺƦƢƴƬµƨƳ ƴƵƱ x0,
ƵƽƵƨ ƪ ƴƶƯƟƲƵƪƴƪ f⋅g ƨƢƯƤƬ πƤƲƤƦƺƦƢƴƬµƪ ƴƵƱ x0

ƭƤƬ ƬƴƸƾƨƬ : 

(f⋅g)΄(x0) = f΄(x0) g΄(x0)

ƐƱƯƟƧƨƳ 2



ΑƕΧΗ 2ΗƗ ƗΕƏƍεΑƗ
ƈ΄ ƘƆƒƋ

ƘΕƏƓƗ 2ΗƗ ƗΕƏƍεΑƗ

Ƨ. ΈƴƵƺ µƬƤ ƴƶƯƟƲƵƪƴƪ f, ƪ ƱπƱƢƤ ƨƢƯƤƬ ƴƶƯƨƸơƳ ƴƨ ƠƯƤ
ƧƬƟƴƵƪµƤ ε. ΑƯ f΄(x)>0 ƴƨ ƭƟƫƨ ƨƴƺƵƨƲƬƭƽ ƴƪµƨƢƱ x
ƵƱƶ ε, ƵƽƵƨ ƪ f ƨƢƯƤƬ ƦƯƪƴƢƺƳ ƷƫƢƯƱƶƴƤ ƴƨ ƽƮƱ ƵƱ ε.

ƐƱƯƟƧƨƳ 2

ƨ. ΈƴƵƺ f µƬƤ ƴƶƯƨƸơƳ ƴƶƯƟƲƵƪƴƪ ƴ’ ƠƯƤ ƧƬƟƴƵƪµƤ
[Ƥ,ƥ]. ΑƯ G ƨƢƯƤƬ µƬƤ πƤƲƟƦƱƶƴƤ ƵƪƳ f ƴƵƱ [Ƥ,ƥ],
ƵƽƵƨ

∫ −=
ƥ 

Ƥ 
)Ƥ(G)ƥ(Gdt)t(f

ƐƱƯƟƧƨƳ 2

ƌƉƐƆ 2Ʊ

εƢƯƨƵƤƬ ƪ ƴƶƯƟƲƵƪƴƪ f µƨ ƵƾπƱ  f(x)=x2 lnx .

Ƥ. ƑƤ ƥƲƨƢƵƨ ƵƱ πƨƧƢƱ ƱƲƬƴµƱƾ ƵƪƳ ƴƶƯƟƲƵƪƴƪƳ  f, ƯƤ
µƨƮƨƵơƴƨƵƨ ƵƪƯ µƱƯƱƵƱƯƢƤ ƵƪƳ  ƭƤƬ ƯƤ ƥƲƨƢƵƨ ƵƤ
ƤƭƲƽƵƤƵƤ .

ƐƱƯƟƧƨƳ 10

ƥ. ƑƤ µƨƮƨƵơƴƨƵƨ ƵƪƯ f ƺƳ πƲƱƳ ƵƪƯ ƭƶƲƵƽƵƪƵƤ ƭƤƬ ƯƤ
ƥƲƨƢƵƨ ƵƤ ƴƪµƨƢƤ ƭƤµπơƳ .

ƐƱƯƟƧƨƳ 8

Ʀ. ƑƤ ƥƲƨƢƵƨ ƵƱ ƴƾƯƱƮƱ  ƵƬµƿƯ ƵƪƳ f.
ƐƱƯƟƧƨƳ 7

ƌƉƐƆ 3Ʊ
εƢƯƨƵƤƬ ƪ ƴƶƯƟƲƵƪƴƪ g(x)=exf(x), ƽπƱƶ f ƴƶƯƟƲƵƪƴƪ

πƤƲƤƦƺƦƢƴƬµƪ ƴƵƱ IR   ƭƤƬ f(0)=f(
2
3 )=0 .

Ƥ. ƑƤ ƤπƱƧƨƢưƨƵƨ ƽƵƬ ƶπƟƲƸƨƬ ƠƯƤ ƵƱƶƮƟƸƬƴƵƱ  ư∈(0,
2
3 )

ƵƠƵƱƬƱ ƿƴƵƨ f΄(ư)=−f(ư).

ƐƱƯƟƧƨƳ 8



ΑƕΧΗ 3ΗƗ ƗΕƏƍεΑƗ
ƈ΄ ƘƆƒƋ

ƘΕƏƓƗ 3ΗƗ ƗΕƏƍεΑƗ

ƥ. ΕƟƯ f(x)=2x2−3x, ƯƤ ƶπƱƮƱƦƢƴƨƵƨ ƵƱ ƱƮƱƭƮơƲƺµƤ

I(Ƥ)= dx)x(g
0 

Ƥ ∫ ,    Ƥ∈IR

ƐƱƯƟƧƨƳ 8

Ʀ. ƑƤ ƥƲƨƢƵƨ ƵƱ ƽƲƬƱ    )Ƥ(I lim 
-Ƥ ∞→

ƐƱƯƟƧƨƳ 9

ƌƉƐƆ 4Ʊ
ΈƴƵƺ ƪ ƴƶƯƨƸơƳ ƴƶƯƟƲƵƪƴƪ f: IR → IR ƵƠƵƱƬƤ ƿƴƵƨ f(1)=1. ΑƯ
ƦƬƤ ƭƟƫƨ x∈ IR , ƬƴƸƾƨƬ 

g(x)= )1x(
z

1
z3dt)t(fz

3x 

1 
−+−∫ ≥ 0, 

ƽπƱƶ z=Ƥ+ƥi∈C, µƨ Ƥ, ƥ∈ IR *,  ƵƽƵƨ:

Ƥ. ƑƤ ƤπƱƧƨƢưƨƵƨ ƽƵƬ ƪ ƴƶƯƟƲƵƪƴƪ g ƨƢƯƤƬ πƤƲƤƦƺƦƢƴƬµƪ
ƴƵƱ IR ƭƤƬ ƯƤ ƥƲƨƢƵƨ Ƶƪ g΄.

ƐƱƯƟƧƨƳ 5

ƥ. NƤ ƤπƱƧƨƢưƨƵƨ ƽƵƬ 
z

1
zz +=

ƐƱƯƟƧƨƳ 8

Ʀ. Ɛƨ ƧƨƧƱµƠƯƪ Ƶƪ ƴƸƠƴƪ ƵƱƶ ƨƲƺƵơµƤƵƱƳ ƥ ƯƤ ƤπƱƧƨƢưƨƵƨ

ƽƵƬ  Re(z2) =
2

1
−

ƐƱƯƟƧƨƳ 6

Ƨ. AƯ ƨπƬπƮƠƱƯ f(2)=Ƥ>0, f(3)=ƥ  ƭƤƬ Ƥ>ƥ, ƯƤ ƤπƱƧƨƢưƨƵƨ ƽƵƬ
ƶπƟƲƸƨƬ x0 ∈ (2,3) ƵƠƵƱƬƱ ƿƴƵƨ f(x0)=0. 

ƐƱƯƟƧƨƳ 6



ΑƕΧΗ 4ΗƗ ƗΕƏƍεΑƗ
ƈ΄ ƘƆƒƋ

ƘΕƏƓƗ 4ΗƗ ƗΕƏƍεΑƗ

ƓεƋƈƍƉƗ (ƦƬƤ ƵƱƶƳ ƨưƨƵƤƩƱµƠƯƱƶƳ)

1. ƗƵƱ ƵƨƵƲƟƧƬƱ  ƯƤ ƦƲƟƹƨƵƨ µƽƯƱ ƵƤ πƲƱƭƤƵƤƲƭƵƬƭƟ
(ƪµƨƲƱµƪƯƢƤ, ƭƤƵƨƾƫƶƯƴƪ , ƨưƨƵƤƩƽµƨƯƱ µƟƫƪµƤ). ƑƤ µƪƯ
ƤƯƵƬƦƲƟƹƨƵƨ ƵƤ ƫƠµƤƵƤ ƴƵƱ ƵƨƵƲƟƧƬƱ .  ƘƤ ƴƸơµƤƵƤ πƱƶ
ƫƤ ƸƲƪƴƬµƱπƱƬơƴƨƵƨ ƴƵƱ ƵƨƵƲƟƧƬƱ µπƱƲƱƾƯ ƯƤ ƦƢƯƱƶƯ
ƭƤƬ µƨ µƱƮƾƥƬ .

2. ƑƤ ƦƲƟƹƨƵƨ ƵƱ ƱƯƱµƤƵƨπƿƯƶµƽ ƴƤƳ ƴƵƱ πƟƯƺ  µƠƲƱƳ ƵƺƯ
ƷƺƵƱƤƯƵƬƦƲƟƷƺƯ , ƤµƠƴƺƳ µƽƮƬƳ ƴƤƳ πƤƲƤƧƱƫƱƾƯ .
ƎƤµƬƟ ƟƮƮƪ ƴƪµƨƢƺƴƪ ƧƨƯ ƨπƬƵƲƠπƨƵƤƬ  ƯƤ ƦƲƟƹƨƵƨ .

ƎƤƵƟ ƵƪƯ ƤπƱƸƿƲƪƴơ  ƴƤƳ ƯƤ πƤƲƤƧƿƴƨƵƨ µƤƩƢ µƨ ƵƱ
ƵƨƵƲƟƧƬƱ ƭƤƬ ƵƤ ƷƺƵƱƤƯƵƢƦƲƤƷƤ , ƵƤ ƱπƱƢƤ ƭƤƬ ƫƤ
ƭƤƵƤƴƵƲƤƷƱƾƯ  µƨƵƟ ƵƱ πƠƲƤƳ ƵƪƳ ƨưƠƵƤƴƪƳ .

3. ƑƤ ƤπƤƯƵơƴƨƵƨ ƴƵƱ ƵƨƵƲƟƧƬƽ ƴƤƳ ƴƨ ƽƮƤ ƵƤ ƫƠµƤƵƤ .

4. ƎƟƫƨ Ʈƾƴƪ ƨπƬƴƵƪµƱƯƬƭƟ ƵƨƭµƪƲƬƺµƠƯƪ ƨƢƯƤƬ ƤπƱƧƨƭƵơ .

5. εƬƟƲƭƨƬƤ ƨưƠƵƤƴƪƳ :  ƵƲƨƬƳ (3) ƿƲƨƳ µƨƵƟ Ƶƪ ƧƬƤƯƱµơ ƵƺƯ
ƷƺƵƱƤƯƵƬƦƲƟƷƺƯ .

6. ΧƲƽƯƱƳ ƧƶƯƤƵơƳ ƤπƱƸƿƲƪƴƪƳ : µƨƵƟ Ƶƪ 10:30΄ πƲƺƬƯơ .

KƆƏƋ ƉƔƍƘƙΧƍƆ 

ƘƉƏƓƗ ƐƋƑƙƐƆƘƓƗ



ƆƕΧΗ 1ΗƗ ƗΕƏƍεƆƗ 
Γ΄ ƘΑƒƋ 

 

 
ƘΕƏƓƗ 1ΗƗ ƗΕƏƍεƆƗ

ΑƔƓƏƙƘƋƕƍƉƗ ƉƒƉƘΑƗƉƍƗ Γ΄ ƘΑƒƋƗ  
ƋƐƉƕƋƗƍƓƙ ƉƑƍΑƍƓƙ ƏƙƎƉƍƓƙ 

ƘƕƍƘƋ 31 ƐΑΪƓƙ 2005 
ƉƒƉƘΑƊƓƐƉƑƓ ƐΑƌƋƐΑ: ƐΑƌƋƐΑƘƍƎΑ  

ƌƉƘƍƎƋƗ ƎΑƍ ƘƉΧƑƓƏƓΓƍƎƋƗ ƎΑƘƉƙƌƙƑƗƋƗ
ƗƙƑƓƏƓ ƗƉƏƍεάƑ: ƘƉƗƗƉƕƍƗ (4) 

 
ƌƉƐΑ 1o

A.1 ΈƴƵƺ ΣƬƤ ƴƶƯάƲƵƪƴƪ f, ƪ ƱπƱƢƤ ƨƢƯƤƬ ƱƲƬƴΣέƯƪ ƴƨ ƠƯƤ 
ƭƮƨƬƴƵƽ ƧƬάƴƵƪΣƤ [Ƥ, ƥ]. ƆƯ  

• ƪ f ƨƢƯƤƬ ƴƶƯƨƸơƳ ƴƵƱ [Ƥ, ƥ] ƭƤƬ  

• f(Ƥ) ≠ f(ƥ)  

ƧƨƢưƵƨ ƽƵƬ ƦƬƤ ƭƟƫƨ ƤƲƬƫΣƽ ƪ  ΣƨƵƤưƾ ƵƺƯ f(Ƥ) ƭƤƬ f(ƥ) 
ƶπƟƲƸƨƬ ƠƯƤƳ, ƵƱƶƮƟƸƬƴƵƱƯ x0 ∈ (Ƥ, ƥ) ƵƠƵƱƬƱƳ, ƿƴƵƨ 

f(x0) = ƪ . 

ƐƱƯƟƧƨƳ 9 

Α.2 ƔƽƵƨ ƪ ƨƶƫƨƢƤ y = Ʈx + ƥ  ƮƠƦƨƵƤƬ ƤƴƾΣπƵƺƵƪ ƵƪƳ 
ƦƲƤƷƬƭơƳ πƤƲƟƴƵƤƴƪƳ ΣƬƤƳ ƴƶƯƟƲƵƪƴƪƳ f ƴƵƱ +∞; 

ƐƱƯƟƧƨƳ 4 

B. Να ƸαƲαƭƵƪƲƢƴƨƵƨ ƵƬƳ πƲƱƵƟƴƨƬƳ πƱƶ αƭƱƮƱƶƫƱƾƯ, 
ƦƲƟƷƱƯƵαƳ ƴƵƱ ƵƨƵƲƟƧƬƽ ƴαƳ Ƶƪ ƮƠưƪ ΣωƴƵό ơ ΛάθοƳ 
ƧƢπƮα ƴƵƱ ƦƲƟμμα πƱƶ αƯƵƬƴƵƱƬƸƨƢ ƴƨ ƭƟƫƨ πƲƽƵαƴƪ .  

Ƥ. ƆƯ ƪ f ƨƢƯƤƬ ƴƶƯƨƸơƳ ƴƵƱ [Ƥ, ƥ] Σƨ f(Ƥ) < 0 ƭƤƬ 
ƶπƟƲƸƨƬ ư ∈ (Ƥ, ƥ) ƿƴƵƨ f(ư) = 0, ƵƽƵƨ ƭƤƵ ’ ƤƯƟƦƭƪ 
f(ƥ) > 0. 

ƐƱƯάƧƨƳ 2 

ƥ. ƆƯ ƶπƟƲƸƨƬ ƵƱ ( )g(x)f(x)lim
0

xx
+

→
, ƵƽƵƨ  ƭƤƵ ’ ƤƯƟƦƭƪ 

ƶπƟƲƸƱƶƯ ƵƤ f(x)lim
 x x 0→

 ƭƤƬ  g(x)lim
 x  x 0→

. 

ƐƱƯƟƧƨƳ 2 

 



ƆƕΧΗ 2ΗƗ ƗΕƏƍεƆƗ 
Γ΄ ƘΑƒƋ 

 

 
ƘΕƏƓƗ 2ΗƗ ƗΕƏƍεƆƗ

Ʀ. ƆƯ ƪ f ƠƸƨƬ ƤƯƵƢƴƵƲƱƷƪ ƴƶƯƟƲƵƪƴƪ f–1 ƭƤƬ ƪ 
ƦƲƤƷƬƭơ πƤƲƟƴƵƤƴƪ ƵƪƳ f ƠƸƨƬ ƭƱƬƯƽ ƴƪΣƨƢƱ Ɔ Σƨ 
ƵƪƯ ƨƶƫƨƢƤ y = x, ƵƽƵƨ ƵƱ ƴƪΣƨƢƱ Ɔ ƤƯơƭƨƬ ƭƤƬ ƴƵƪ 

ƦƲƤƷƬƭơ πƤƲƟƴƵƤƴƪ ƵƪƳ f–1
 . 

ƐƱƯƟƧƨƳ 2 

Ƨ. ƆƯ ƭƤƬ f(x) > 0 ƭƱƯƵƟ ƴƵƱ x0  f(x)lim
0x  x

=
→

0, ƵƽƵƨ 

∞+=
→

   
f(x)

1
 lim

  x  x 0

 .  

ƐƱƯƟƧƨƳ 2 

ƨ. ƆƯ ƪ f ƨƢƯƤƬ ΣƬƤ ƴƶƯƨƸơƳ ƴƶƯƟƲƵƪƴƪ ƴƨ ƠƯƤ 
ƧƬƟƴƵƪΣƤ ε ƭƤƬ Ƥ ƨƢƯƤƬ ƠƯƤ ƴƪΣƨƢƱ ƵƱƶ ε, ƵƽƵƨ 

ƬƴƸƾƨƬ ( )  ) f(Ƥ-  f(x) dt)t(f
x 

Ƥ 
=′∫ ƦƬƤ ƭƟƫƨ x ∈ ε. 

ƐƱƯƟƧƨƳ 2 

ƴƵ. ƆƯ ΣƬƤ ƴƶƯƟƲƵƪƴƪ f ƨƢƯƤƬ ƴƶƯƨƸơƳ ƴƨ ƠƯƤ ƧƬƟƴƵƪΣƤ 
ε ƭƤƬ Ƨƨ ΣƪƧƨƯƢƩƨƵƤƬ ƴ’ ƤƶƵƽ, ƵƽƵƨ ƤƶƵơ ơ ƨƢƯƤƬ 
ƫƨƵƬƭơ ƦƬƤ ƭƟƫƨ x ∈ ε ơ ƨƢƯƤƬ ƤƲƯƪƵƬƭơ ƦƬƤ  ƭƟƫƨ  
x ∈ ε, ƧƪƮƤƧơ ƧƬƤƵƪƲƨƢ πƲƽƴƪΣƱ ƴƵƱ ƧƬƟƴƵƪΣƤ ε. 

ƐƱƯƟƧƨƳ 2 

ƌƉƐΑ 2Ʊ

εƢƯƱƯƵƤƬ ƱƬ ΣƬƦƤƧƬƭƱƢ ƤƲƬƫΣƱƢ z1, z2, z3  Σƨ ⏐z1⏐=⏐z2⏐=⏐z3⏐= 3. 

Ƥ.  εƨƢưƵƨ ƽƵƬ :     
z

9
  z   

1
1 = .  

ƐƱƯƟƧƨƳ 7 

ƥ. εƨƢưƵƨ ƽƵƬ Ʊ ƤƲƬƫΣƽƳ   
z

z
  

z

z
    

1

2

2

1 +  ƨƢƯƤƬ πƲƤƦΣƤƵƬƭƽƳ  . 

ƐƱƯƟƧƨƳ 9 

Ʀ. εƨƢưƵƨ ƽƵƬ :  ⏐z1 + z2  + z3⏐=  
3

1
  ⏐z1  ·  z2  + z2 ·  z3  + z3 ·  z1⏐. 

ƐƱƯƟƧƨƳ 9 

 

 



ƆƕΧΗ 3ΗƗ ƗΕƏƍεƆƗ 
Γ΄ ƘΑƒƋ 

 

 
ƘΕƏƓƗ 3ΗƗ ƗΕƏƍεƆƗ

ƌƉƐΑ 3Ʊ

εƢƯƨƵƤƬ ƪ ƴƶƯƟƲƵƪƴƪ f Σƨ ƵƾπƱ f(x) = eƮx,     Ʈ > 0. 

Ƥ. εƨƢưƵƨ ƽƵƬ ƪ f ƨƢƯƤƬ ƦƯƪƴƢƺƳ ƤƾưƱƶƴƤ .  

ƐƱƯƟƧƨƳ 3 

ƥ. εƨƢưƵƨ ƽƵƬ ƪ ƨưƢƴƺƴƪ ƵƪƳ ƨƷƤπƵƱΣƠƯƪƳ ƵƪƳ ƦƲƤƷƬƭơƳ 
πƤƲƟƴƵƤƴƪƳ ƵƪƳ f, ƪ ƱπƱƢƤ ƧƬƠƲƸƨƵƤƬ Ƥπƽ ƵƪƯ ƤƲƸơ ƵƺƯ 
ƤưƽƯƺƯ, ƨƢƯƤƬ ƪ  y = Ʈex.  

ƇƲƨƢƵƨ ƵƬƳ ƴƶƯƵƨƵƤƦΣƠƯƨƳ ƵƱƶ ƴƪΣƨƢƱƶ ƨπƤƷơƳ Ɛ.  

ƐƱƯƟƧƨƳ 7 

Ʀ. εƨƢưƵƨ ƽƵƬ ƵƱ ƨΣƥƤƧƽƯ Ε(Ʈ) ƵƱƶ ƸƺƲƢƱƶ, ƵƱ ƱπƱƢƱ 
πƨƲƬƭƮƨƢƨƵƤƬ ΣƨƵƤưƾ ƵƪƳ ƦƲƤƷƬƭơƳ πƤƲƟƴƵƤƴƪƳ ƵƪƳ f, ƵƪƳ 
ƨƷƤπƵƱΣƠƯƪƳ ƵƪƳ ƴƵƱ ƴƪΣƨƢƱ Ɛ ƭƤƬ ƵƱƶ ƟưƱƯƤ y΄y, ƨƢƯƤƬ 

Ε(Ʈ) =   
2Ʈ

2 - e
  . 

ƐƱƯƟƧƨƳ 8 

Ƨ. ƙπƱƮƱƦƢƴƵƨ ƵƱ    
ƪΣƮ  2

 Ε(Ʈ) Ʈ
  lim

2

  Ʈ +
⋅

∞+→
. 

ƐƱƯƟƧƨƳ 7 
 

ƌƉƐΑ 4Ʊ

ΈƴƵƺ ΣƬƤ ƴƶƯƟƲƵƪƴƪ f πƤƲƤƦƺƦƢƴƬΣƪ ƴƵƱ IR ƵƠƵƱƬƤ, ƿƴƵƨ ƯƤ 

ƬƴƸƾƨƬ ƪ ƴƸƠƴƪ  2 f΄(x) = ex – f(x)  ƦƬƤ ƭƟƫƨ x ∈ IR ƭƤƬ  f(0) = 0.  

Ƥ. ƑƤ ƧƨƬƸƫƨƢ ƽƵƬ :   
2

 e 1
 ln   f(x)

x

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ +
= . 

ƐƱƯƟƧƨƳ 6 

ƥ. NƤ ƥƲƨƫƨƢ ƵƱ :    
ƪΣx

 dt t) -  f(x
 lim  

 x 

0 

 0  x

∫
→

. 

ƐƱƯƟƧƨƳ 6 

 



ƆƕΧΗ 4ΗƗ ƗΕƏƍεƆƗ 
Γ΄ ƘΑƒƋ 

 

 
ƘΕƏƓƗ 4ΗƗ ƗΕƏƍεƆƗ

 
Ʀ. εƢƧƱƯƵƤƬ ƱƬ ƴƶƯƤƲƵơƴƨƬƳ : 

 h(x) =   dt)t(f  t   
x 

x – 
2005∫ ⋅  ƭƤƬ g(x) =    

2007

x
  

2007

.  

εƨƢưƵƨ ƽƵƬ h(x) = g(x) ƦƬƤ ƭƟƫƨ x ∈ IR . 

ƐƱƯƟƧƨƳ 7 
 

Ƨ. εƨƢưƵƨ ƽƵƬ ƪ ƨưƢƴƺƴƪ   
2008

1
  dt)t(f  t   

x 

x – 
2005 =⋅∫  ƠƸƨƬ ƤƭƲƬƥƿƳ 

ΣƢƤ Ʈƾƴƪ ƴƵƱ (0 , 1). 

ƐƱƯƟƧƨƳ 6 
 

 
 

ƓεƋΓƍƉƗ (ƦιƤ ƵƱƶƳ ƨưƨƵƤƩƱΣƠƯƱƶƳ) 
 

1. ƗƵƱ ƵƨƵƲƟƧƬƱ ƯƤ ƦƲƟƹƨƵƨ ΣƽƯƱ ƵƤ πƲƱƭƤƵƤƲƭƵƬƭƟ  
(ƪΣƨƲƱΣƪƯƢƤ , ƭƤƵƨƾƫƶƯƴƪ , ƨưƨƵƤƩƽΣƨƯƱ  ΣƟƫƪΣƤ). ƑƤ 
ΣƪƯ ƤƯƵιƦƲƟƹƨƵƨ  ƵƤ ƫƠΣƤƵƤ ƴƵƱ ƵƨƵƲƟƧƬƱ .   

2. ƑƤ ƦƲƟƹƨƵƨ ƵƱ ƱƯƱΣƤƵƨπƿƯƶΣƽ  ƴƤƳ ƴƵƱ πƟƯƺ ΣƠƲƱƳ ƵƺƯ 
ƷƺƵƱƤƯƵƬƦƲƟƷƺƯ , ƤΣƠƴƺƳ ΣƽƮƬƳ ƴƤƳ πƤƲƤƧƱƫƱƾƯ .  
ƎƤΣιƟ Ɵλλƪ ƴƪΣƨίƺƴƪ  ƧƨƯ ƨπιƵƲƠπƨƵƤι ƯƤ ƦƲƟƹƨƵƨ.

 ƎƤƵƟ ƵƪƯ ƤπƱƸƿƲƪƴơ ƴƤƳ ƯƤ πƤƲƤƧƿƴƨƵƨ  ΣƤƩƢ  Σƨ ƵƱ 
ƵƨƵƲƟƧƬƱ  ƭƤƬ ƵƤ ƷƺƵƱƤƯƵƢƦƲƤƷƤ , ƵƤ ƱπƱƢƤ ƭƤƬ ƫƤ 
ƭƤƵƤƴƵƲƤƷƱƾƯ ΣƨƵƟ ƵƱ πƠƲƤƳ ƵƪƳ ƨưƠƵƤƴƪƳ . 

3. ƑƤ ƤπƤƯƵơƴƨƵƨ ƴƵƱ ƵƨƵƲƟƧιό ƴƤƳ ƴƨ όλƤ ƵƤ ƫƠΣƤƵƤ . 
4. ƎƟƫƨ Ʈƾƴƪ ƨπƬƴƵƪΣƱƯƬƭƟ  ƵƨƭΣƪƲƬƺΣƠƯƪ  ƨƢƯƤƬ ƤπƱƧƨƭƵơ .  
5. εƬƟƲƭƨƬƤ ƨưƠƵƤƴƪƳ :  ƵƲƨƬƳ (3) ƿƲƨƳ ΣƨƵƟ Ƶƪ ƧƬƤƯƱΣơ ƵƺƯ 

ƷƺƵƱƤƯƵƬƦƲƟƷƺƯ .  

6. ΧƲƽƯƱƳ ƧƶƯƤƵơƳ ƤπƱƸƿƲƪƴƪƳ : ΣƨƵƟ Ƶƪ 10:30΄ πƲƺƬƯơ . 
 

KΑƏƋ ƉƔƍƘƙΧƍΑ  
 

ƘƉƏƓƗ ƐƋƑƙƐΑƘƓƗ 

 



ƆƕΧƋ 1ƋƗ ƗΕƏƍεƆƗ 

 
ƆƔƓƏƙƘƋƕƍƉƗ ƉƒƉƘƆƗƉƍƗ ƈ΄ ƘƆƒƋƗ  

ƋƐƉƕƋƗƍƓƙ ƉƑƍƆƍƓƙ ƏƙƎƉƍƓƙ 
ƗƆƇƇƆƘƓ 27 ƐƆΪƓƙ 2006 

ƉƒƉƘƆƊƓƐƉƑƓ ƐƆƌƋƐƆ: ƐƆƌƋƐƆƘƍƎƆ  
ƌƉƘƍƎƋƗ ƎƆƍ ƘƉΧƑƓƏƓƈƍƎƋƗ ƎƆƘƉƙƌƙƑƗƋƗ

ƗƙƑƓƏƓ ƗƉƏƍεάƑ: ƘƉƗƗƉƕƍƗ (4) 
 

ƌƉƐƆ 1o

A.1 ΈƴƵƺ ΣƬƤ ƴƶƯάƲƵƪƴƪ f, ƪ ƱπƱƢƤ ƨƢƯƤƬ ƴƶƯƨƸơƳ ƴƨ ƠƯƤ 
ƧƬƟƴƵƪΣƤ ε.  

ΝƤ ƤπƱƧƨƢưƨƵƨ ƽƵƬ :  

•  ƆƯ f΄(x)>0 ƴƨ ƭƟƫƨ ƨƴƺƵƨƲƬƭƽ ƴƪΣƨƢƱ x ƵƱƶ ε, ƵƽƵƨ ƪ 
f ƨƢƯƤƬ ƦƯƪƴƢƺƳ ƤƾưƱƶƴƤ ƴƨ ƽƮƱ ƵƱ ε. 

•  ƆƯ f΄(x)<0 ƴƨ ƭƟƫƨ ƨƴƺƵƨƲƬƭƽ ƴƪΣƨƢƱ x ƵƱƶ ε, ƵƽƵƨ ƪ 
f ƨƢƯƤƬ ƦƯƪƴƢƺƳ ƷƫƢƯƱƶƴƤ ƴƨ ƽƮƱ ƵƱ ε. 

ƐƱƯƟƧƨƳ 10 

Ɔ.2 ΄ΕƴƵƺ ΣƬƤ ƴƶƯƟƲƵƪƴƪ f ƴƶƯƨƸơƳ ƴ ’ ƠƯƤ ƧƬƟƴƵƪΣƤ ε ƭƤƬ 
πƤƲƤƦƺƦƢƴƬΣƪ ƴƵƱ ƨƴƺƵƨƲƬƭƽ ƵƱƶ ε. ƔƽƵƨ ƮƠΣƨ ƽƵƬ ƪ f 
ƴƵƲƠƷƨƬ ƵƤ ƭƱƢƮƤ πƲƱƳ ƵƤ ƟƯƺ ơ ƨƢƯƤƬ ƭƶƲƵơ ƴƵƱ ε; 

ƐƱƯƟƧƨƳ 5 

 

B. Να ƸαƲαƭƵƪƲƢƴƨƵƨ ƵƬƳ πƲƱƵƟƴƨƬƳ πƱƶ αƭƱƮƱƶƫƱƾƯ, 
ƦƲƟƷƱƯƵαƳ ƴƵƱ ƵƨƵƲƟƧƬƽ ƴαƳ Ƶƪ ƮƠưƪ ΣωƴƵό ơ ΛάθοƳ 
ƧƢπƮα ƴƵƱ ƦƲƟμμα πƱƶ αƯƵƬƴƵƱƬƸƨƢ ƴƨ ƭƟƫƨ πƲƽƵαƴƪ .  

Ƥ. ƈƬƤ ƭƟƫƨ ΣƬƦƤƧƬƭƽ ƤƲƬƫΣƽ z ƬƴƸƾƨƬ 22
zz = . 

ƐƱƯάƧƨƳ 2 

ƥ. ƆƯ ƶπƟƲƸƨƬ ƵƱ  ƵƽƵƨ    ,0f(x)lim
0

xx
>

→
0)x(f >  ƭƱƯƵƟ 

ƴƵƱ x0. 

ƐƱƯƟƧƨƳ 2 

 

 
ƘΕƏƓƗ 1ƋƗ ƗΕƏƍεƆƗ 



ƆƕΧƋ 2ƋƗ ƗΕƏƍεƆƗ 

 

Ʀ. H ƨƬƭƽƯƤ f(ε) ƨƯƽƳ ƧƬƤƴƵơΣƤƵƱƳ ε ΣƠƴƺ ΣƬƤƳ 
ƴƶƯƨƸƱƾƳ ƭƤƬ Σƪ ƴƵƤƫƨƲơƳ ƴƶƯƟƲƵƪƴƪƳ f ƨƢƯƤƬ 
ƧƬƟƴƵƪΣƤ . 

ƐƱƯƟƧƨƳ 2 

Ƨ. ƍƴƸƾƨƬ Ʊ ƵƾπƱƳ , ƦƬƤ ƭƟƫƨ x ∈ IR   .   1 -xx
3  x)3( ΄ ⋅=

ƐƱƯƟƧƨƳ 2 

ƨ. ƍƴƸƾƨƬ ƪ ƴƸƠƴƪ  

∫
ƥ
Ƥ f (x)g΄(x)dx=[f(x)g(x)] ΄(x)g(x)dx, ƽπƱƶ f΄,g΄  −ƥƤ ∫

β
α f

ƨƢƯƤƬ ƴƶƯƨƸƨƢƳ ƴƶƯƤƲƵơƴƨƬƳ ƴƵƱ [Ƥ,ƥ].  

ƐƱƯƟƧƨƳ 2 

 
 
ƌƉƐƆ 2Ʊ

ƌƨƺƲƱƾΣƨ Ƶƪ ƴƶƯƟƲƵƪƴƪ f(x) =2+(x-2)2 Σƨ xΡ2. 

Ƥ. ΝƤ ƤπƱƧƨƢưƨƵƨ ƽƵƬ ƪ f ƨƢƯƤƬ 1-1. 

ƐƱƯƟƧƨƳ 6 

ƥ. ΝƤ ƤπƱƧƨƢưƨƵƨ ƽƵƬ ƶπƟƲƸƨƬ ƪ ƤƯƵƢƴƵƲƱƷƪ ƴƶƯƟƲƵƪƴƪ f -1 
ƵƪƳ f ƭƤƬ ƯƤ ƥƲƨƢƵƨ ƵƱƯ ƵƾπƱ ƵƪƳ .  

ƐƱƯƟƧƨƳ 8 

Ʀ.    i.  ΝƤ ƥƲƨƢƵƨ ƵƤ ƭƱƬƯƟ ƴƪΣƨƢƤ ƵƺƯ ƦƲƤƷƬƭƿƯ 
πƤƲƤƴƵƟƴƨƺƯ ƵƺƯ ƴƶƯƤƲƵơƴƨƺƯ f ƭƤƬ f -1 Σƨ ƵƪƯ 
ƨƶƫƨƢƤ y=x. 

ƐƱƯƟƧƨƳ 4 

      ii.  ΝƤ ƶπƱƮƱƦƢƴƨƵƨ ƵƱ ƨΣƥƤƧƽ ƵƱƶ ƸƺƲƢƱƶ πƱƶ 
πƨƲƬƭƮƨƢƨƵƤƬ Ƥπƽ ƵƬƳ ƦƲƤƷƬƭƠƳ πƤƲƤƴƵƟƴƨƬƳ ƵƺƯ 
ƴƶƯƤƲƵơƴƨƺƯ f ƭƤƬ f-1.  

ƐƱƯƟƧƨƳ 7 
 

 
ƘΕƏƓƗ 2ƋƗ ƗΕƏƍεƆƗ 



ƆƕΧƋ 3ƋƗ ƗΕƏƍεƆƗ 

ƌƉƐƆ 3Ʊ

εƢƯƱƯƵƤƬ ƱƬ ΣƬƦƤƧƬƭƱƢ ƤƲƬƫΣƱƢ 1με  z,z,z 321321 zzz ===  

ƭƤƬ   .  z  z 0z 321 =++  
 

Ƥ. ΝƤ ƤπƱƧƨƢưƨƵƨ ƽƵƬ :  
 i. 

321321 zzzzzz −=−=− .  

ƐƱƯƟƧƨƳ 9 

 ii. 4zz
2

21 ≤−   ƭƤƬ  Re . 1)zz( 21 −≥−

ƐƱƯƟƧƨƳ 8 
ƥ. ΝƤ ƥƲƨƢƵƨ ƵƱ ƦƨƺΣƨƵƲƬƭƽ  ƵƽπƱ ƵƺƯ ƨƬƭƽƯƺƯ ƵƺƯ z1 ,z2,z3  

ƴƵƱ ΣƬƦƤƧƬƭƽ ƨπƢπƨƧƱ , ƭƤƫƿƳ ƭƤƬ ƵƱ ƨƢƧƱƳ ƵƱƶ 
ƵƲƬƦƿƯƱƶ πƱƶ ƤƶƵƠƳ ƴƸƪΣƤƵƢƩƱƶƯ .  

ƐƱƯƟƧƨƳ 8 
 
ƌƉƐƆ 4Ʊ

εƢƯƨƵƤƬ ƪ ƴƶƯƟƲƵƪƴƪ f(x)=
1x

1x

−
+

−lnx. 

Ƥ. ΝƤ ƥƲƨƢƵƨ ƵƱ πƨƧƢƱ ƱƲƬƴΣƱƾ ƭƤƬ ƵƱ ƴƾƯƱƮƱ ƵƬΣƿƯ ƵƪƳ 
ƴƶƯƟƲƵƪƴƪƳ f. 

ƐƱƯƟƧƨƳ 8 

ƥ. NƤ ƤπƱƧƨƢưƨƵƨ ƽƵƬ ƪ ƨưƢƴƺƴƪ f(x)=0 ƠƸƨƬ ƤƭƲƬƥƿƳ 2 ƲƢƩƨƳ 
ƴƵƱ πƨƧƢƱ ƱƲƬƴΣƱƾ ƵƪƳ. 

ƐƱƯƟƧƨƳ 5 
Ʀ. ƆƯ ƪ ƨƷƤπƵƱΣƠƯƪ ƵƪƳ ƦƲƤƷƬƭơƳ πƤƲƟƴƵƤƴƪƳ ƵƪƳ 

ƴƶƯƟƲƵƪƴƪƳ g(x)=lnx ƴƵƱ ƴƪΣƨƢƱ Ɔ(Ƥ,lnƤ) Σƨ Ƥ>0 ƭƤƬ ƪ 
ƨƷƤπƵƱΣƠƯƪ ƵƪƳ ƦƲƤƷƬƭơƳ πƤƲƟƴƵƤƴƪƳ ƵƪƳ ƴƶƯƟƲƵƪƴƪƳ 
h(x)=ex ƴƵƱ ƴƪΣƨƢƱ Ƈ(ƥ,eƥ) Σƨ ƥ ∈ IR  ƵƤƶƵƢƩƱƯƵƤƬ, ƵƽƵƨ ƯƤ 
ƧƨƢưƨƵƨ ƽƵƬ Ʊ ƤƲƬƫΣƽƳ Ƥ ƨƢƯƤƬ ƲƢƩƤ ƵƪƳ ƨưƢƴƺƴƪƳ f(x)=0. 

ƐƱƯƟƧƨƳ 9 
Ƨ. ΝƤ ƤƬƵƬƱƮƱƦơƴƨƵƨ ƽƵƬ ƱƬ ƦƲƤƷƬƭƠƳ πƤƲƤƴƵƟƴƨƬƳ ƵƺƯ 

ƴƶƯƤƲƵơƴƨƺƯ g ƭƤƬ h ƠƸƱƶƯ ƤƭƲƬƥƿƳ ƧƾƱ ƭƱƬƯƠƳ 
ƨƷƤπƵƽΣƨƯƨƳ .  

ƐƱƯƟƧƨƳ 3 
 

 
ƘΕƏƓƗ 3ƋƗ ƗΕƏƍεƆƗ 



ƆƕΧƋ 4ƋƗ ƗΕƏƍεƆƗ 

 
 

ƓεƋƈƍƉƗ (ƦιƤ ƵƱƶƳ ƨưƨƵƤƩƱΣƠƯƱƶƳ) 
 

1. ƗƵƱ ƵƨƵƲƟƧƬƱ ƯƤ ƦƲƟƹƨƵƨ ΣƽƯƱ ƵƤ πƲƱƭƤƵƤƲƭƵƬƭƟ  
(ƪΣƨƲƱΣƪƯƢƤ , ƭƤƵƨƾƫƶƯƴƪ , ƨưƨƵƤƩƽΣƨƯƱ  ΣƟƫƪΣƤ). ƑƤ 
ΣƪƯ ƤƯƵιƦƲƟƹƨƵƨ  ƵƤ ƫƠΣƤƵƤ ƴƵƱ ƵƨƵƲƟƧƬƱ .  ƘƤ ƴƸơΣƤƵƤ 
πƱƶ ƫƤ ƸƲƪƴƬΣƱπƱƬơƴƨƵƨ ƴƵƱ ƵƨƵƲƟƧƬƱ ΣπƱƲƨƢƵƨ ƯƤ ƵƤ 
ƴƸƨƧƬƟƴƨƵƨ  ƭƤƬ Σƨ ΣƱƮƾƥƬ .  

2. ΝƤ ƦƲƟƹƨƵƨ ƵƱ ƱƯƱΣƤƵƨπƿƯƶΣƽ  ƴƤƳ ƴƵƱ πƟƯƺ ΣƠƲƱƳ ƵƺƯ 
ƷƺƵƱƤƯƵƬƦƲƟƷƺƯ , ƤΣƠƴƺƳ ΣƽƮƬƳ ƴƤƳ πƤƲƤƧƱƫƱƾƯ .  
ƎƤΣιƟ Ɵλλƪ ƴƪΣƨίƺƴƪ  ƧƨƯ ƨπιƵƲƠπƨƵƤι ƯƤ ƦƲƟƹƨƵƨ.

 ƎƤƵƟ ƵƪƯ ƤπƱƸƿƲƪƴơ ƴƤƳ ƯƤ πƤƲƤƧƿƴƨƵƨ  ΣƤƩƢ  Σƨ ƵƱ 
ƵƨƵƲƟƧƬƱ  ƭƤƬ ƵƤ ƷƺƵƱƤƯƵƢƦƲƤƷƤ .   

3. ΝƤ ƤπƤƯƵơƴƨƵƨ ƴƵƱ ƵƨƵƲƟƧιό ƴƤƳ ƴƨ όλƤ ƵƤ ƫƠΣƤƵƤ . 
4. ƎƟƫƨ ƤπƟƯƵƪƴƪ ƨπƬƴƵƪΣƱƯƬƭƟ  ƵƨƭΣƪƲƬƺΣƠƯƪ  ƨƢƯƤƬ 

ƤπƱƧƨƭƵơ .  
5. εƬƟƲƭƨƬƤ ƨưƠƵƤƴƪƳ :  ƵƲƨƬƳ (3) ƿƲƨƳ ΣƨƵƟ Ƶƪ ƧƬƤƯƱΣơ ƵƺƯ 

ƷƺƵƱƤƯƵƬƦƲƟƷƺƯ .  

6. ΧƲƽƯƱƳ ƧƶƯƤƵơƳ ƤπƱƸƿƲƪƴƪƳ : ΣƨƵƟ Ƶƪ 10.30΄ πƲƺƬƯơ . 
 

 
 

KƆƏƋ ƉƔƍƘƙΧƍƆ  
 

ƘƉƏƓƗ ƐƋƑƙƐƆƘƓƗ 

 
ƘΕƏƓƗ 4ƋƗ ƗΕƏƍεƆƗ 



ΑƕΧΗ 1ΗƗ ƗΕƏƍεΑƗ 

 
 

ΑƔƓƏƙƘƋƕƍƉƗ ƉƒƉƘΑƗƉƍƗ Γ΄ ƘΑƒƋƗ  
ƋƐƉƕƋƗƍƓƙ ΓƉƑƍƎƓƙ ƏƙƎƉƍƓƙ 

ƔƉƐƔƘƋ 24 ƐΑΪƓƙ 2007 
ƉƒƉƘΑƊƓƐƉƑƓ ƐΑƌƋƐΑ: ƐΑƌƋƐΑƘƍƎΑ  

ƌƉƘƍƎƋƗ ƎΑƍ ƘƉΧƑƓƏƓΓƍƎƋƗ ƎΑƘƉƙƌƙƑƗƋƗ
ƗƙƑƓƏƓ ƗƉƏƍεάƑ: ƔƉƑƘƉ (5) 

 
 

ƌƉƐΑ 1o

A.1 ΑƯ z1 , z2 ƨƢƯƤƬ ΣƬƦƤƧƬƭƱƢ ƤƲƬƫΣƱƢ, ƯƤ ƤπƱƧƨƬƸƫƨƢ ƽƵƬ :  

2121 z  zz  z ⋅=⋅ . 

ƐƱƯƟƧƨƳ 8 

Α.2 ƔƽƵƨ ƧƾƱ ƴƶƯƤƲƵơƴƨƬƳ f, g ƮƠƦƱƯƵƤƬ ƢƴƨƳ;  

ƐƱƯƟƧƨƳ 4 

Α.3 ƔƽƵƨ ƪ ƨƶƫƨƢƤ y =   ƮƠƦƨƵƤƬ ƱƲƬƩƽƯƵƬƤ ƤƴƾΣπƵƺƵƪ ƵƪƳ 
ƦƲƤƷƬƭơƳ πƤƲƟƴƵƤƴƪƳ ƵƪƳ f ƴƵƱ +∞; 

 

ƐƱƯƟƧƨƳ 3 

 

B. Να ƸαƲαƭƵƪƲƢƴƨƵƨ ƵƬƳ πƲƱƵƟƴƨƬƳ πƱƶ αƭƱƮƱƶƫƱƾƯ, 
ƦƲƟƷƱƯƵαƳ ƴƵƱ ƵƨƵƲƟƧƬƽ ƴαƳ ƧƢπƮα ƴƵƱ ƦƲƟμμα πƱƶ 
αƯƵƬƴƵƱƬƸƨƢ ƴƨ ƭƟƫƨ πƲƽƵαƴƪ, Ƶƪ ƮƠưƪ ΣωƴƵό, αƯ ƪ 
πƲƽƵαƴƪ ƨƢƯαƬ ƴωƴƵơ, ơ ΛάθοƳ, αƯ ƪ πƲƽƵαƴƪ ƨƢƯαƬ 
ƮαƯƫαƴμƠƯƪ .  

Ƥ. ΑƯ f ƴƶƯƟƲƵƪƴƪ ƴƶƯƨƸơƳ ƴƵƱ ƧƬƟƴƵƪΣƤ [Ƥ,ƥ] ƭƤƬ ƦƬƤ 

ƭƟƫƨ x∈[  Ƥ, ƥ] ƬƴƸƾƨƬ f(x) ≥ 0 ƵƽƵƨ . ∫ >α 
β  0 dx  f(x)  

ƐƱƯάƧƨƳ 2 

ƥ. ΈƴƵƺ f ΣƬƤ ƴƶƯƟƲƵƪƴƪ ƴƶƯƨƸơƳ ƴƨ ƠƯƤ ƧƬƟƴƵƪΣƤ ε 
ƭƤƬ πƤƲƤƦƺƦƢƴƬΣƪ ƴƨ ƭƟƫƨ ƨƴƺƵƨƲƬƭƽ ƴƪΣƨƢƱ x ƵƱƶ 
ε. ΑƯ ƪ ƴƶƯƟƲƵƪƴƪ f  ƨƢƯƤƬ ƦƯƪƴƢƺƳ ƤƾưƱƶƴƤ ƴƵƱ ε 
ƵƽƵƨ f′(x) > 0 ƴƨ ƭƟƫƨ ƨƴƺƵƨƲƬƭƽ ƴƪΣƨƢƱ x ƵƱƶ ε.  

ƐƱƯƟƧƨƳ 2 

 
ƘΕƏƓƗ 1ΗƗ ƗΕƏƍεΑƗ 



ΑƕΧΗ 2ΗƗ ƗΕƏƍεΑƗ 

 

Ʀ. ΑƯ ƪ ƴƶƯƟƲƵƪƴƪ f ƨƢƯƤƬ ƴƶƯƨƸơƳ ƴƵƱ x0 ƭƤƬ ƪ 
ƴƶƯƟƲƵƪƴƪ g ƨƢƯƤƬ ƴƶƯƨƸơƳ ƴƵƱ x0 , ƵƽƵƨ ƪ ƴƾƯƫƨƴơ 
ƵƱƶƳ gof ƨƢƯƤƬ ƴƶƯƨƸơƳ ƴƵƱ x0 . 

ƐƱƯƟƧƨƳ 2 

Ƨ. ΑƯ f ƨƢƯƤƬ ΣƬƤ ƴƶƯƨƸơƳ ƴƶƯƟƲƵƪƴƪ ƴƨ ƠƯƤ ƧƬƟƴƵƪΣƤ ε 
ƭƤƬ Ƥ ƨƢƯƤƬ ƠƯƤ ƴƪΣƨƢƱ ƵƱƶ ε, ƵƽƵƨ  

( ) ( )  (x) g  g(x)f  dt f(t)  
g(x) 

α ′⋅=′∫  

 Σƨ ƵƪƯ πƲƱƼπƽƫƨƴƪ ƽƵƬ ƵƤ ƸƲƪƴƬΣƱπƱƬƱƾΣƨƯƤ 
ƴƾΣƥƱƮƤ ƠƸƱƶƯ ƯƽƪΣƤ. 

ƐƱƯƟƧƨƳ 2 

ƨ. ΑƯ Ƥ > 1 ƵƽƵƨ .  0  α lim x

–  x 
=

∞→

ƐƱƯƟƧƨƳ 2 

 
ƌƉƐΑ 2Ʊ

εƢƯƨƵƤƬ Ʊ ΣƬƦƤƧƬƭƽƳ ƤƲƬƫΣƽƳ 

 
2iα
αi  2

  z  
+
+

=      Σƨ Ƥ∈IR   .   

Ƥ. ƑƤ ƤπƱƧƨƬƸƫƨƢ ƽƵƬ ƪ ƨƬƭƽƯƤ ƵƱƶ ΣƬƦƤƧƬƭƱƾ z ƤƯơƭƨƬ ƴƵƱƯ 
ƭƾƭƮƱ Σƨ ƭƠƯƵƲƱ Ɠ(0,0) ƭƤƬ ƤƭƵƢƯƤ Ʋ =1. 

ƐƱƯƟƧƨƳ 9 

ƥ. ΈƴƵƺ z1, z2 ƱƬ ΣƬƦƤƧƬƭƱƢ πƱƶ πƲƱƭƾπƵƱƶƯ Ƥπƽ ƵƱƯ ƵƾπƱ  

 
2iα
αi  2

  z  
+
+

=  

ƦƬƤ  Ƥ = 0 ƭƤƬ Ƥ = 2 ƤƯƵƢƴƵƱƬƸƤ . 

i.  ƑƤ ƥƲƨƫƨƢ ƪ ƤπƽƴƵƤƴƪ ƵƺƯ ƨƬƭƽƯƺƯ ƵƺƯ ΣƬƦƤƧƬƭƿƯ 
ƤƲƬƫΣƿƯ z1 ƭƤƬ z2 . 

ƐƱƯƟƧƨƳ 8 

 
ƘΕƏƓƗ 2ΗƗ ƗΕƏƍεΑƗ 



ΑƕΧΗ 3ΗƗ ƗΕƏƍεΑƗ 

 

ii.  ƑƤ ƤπƱƧƨƬƸƫƨƢ ƽƵƬ ƬƴƸƾƨƬ :  

 )z(–   )(z  Ȟ
2

2Ȟ
1 =  

 

  ƦƬƤ ƭƟƫƨ ƷƶƴƬƭƽ ƤƲƬƫΣƽ  Ư. 

ƐƱƯƟƧƨƳ 8 

 

ƌƉƐΑ 3Ʊ

εƢƯƨƵƤƬ ƪ ƴƶƯƟƲƵƪƴƪ: 

f(x) = x3 – 3x – 2ƪΣ2ƫ 

ƽπƱƶ ƫ∈IR      ΣƬƤ ƴƵƤƫƨƲƟ Σƨ ƫ ≠ ƭπ +  
2

π
 , ƭ∈Z  . 

Ƥ. ƑƤ ƤπƱƧƨƬƸƫƨƢ  ƽƵƬ ƪ f πƤƲƱƶƴƬƟƩƨƬ ƠƯƤ ƵƱπƬƭƽ ΣƠƦƬƴƵƱ ,  
ƠƯƤ ƵƱπƬƭƽ ƨƮƟƸƬƴƵƱ ƭƤƬ ƠƯƤ ƴƪΣƨƢƱ ƭƤΣπơƳ .  

ƐƱƯƟƧƨƳ 7 

ƥ. ƑƤ ƤπƱƧƨƬƸƫƨƢ ƽƵƬ ƪ ƨưƢƴƺƴƪ f(x) = 0 ƠƸƨƬ ƤƭƲƬƥƿƳ ƵƲƨƬƳ 
πƲƤƦΣƤƵƬƭƠƳ  ƲƢƩƨƳ .  

ƐƱƯƟƧƨƳ 8 

Ʀ. ΑƯ x1 , x2 ƨƢƯƤƬ ƱƬ ƫƠƴƨƬƳ ƵƺƯ ƵƱπƬƭƿƯ ƤƭƲƱƵƟƵƺƯ ƭƤƬ x3 
ƪ ƫƠƴƪ ƵƱƶ ƴƪΣƨƢƱƶ ƭƤΣπơƳ ƵƪƳ f, ƯƤ ƤπƱƧƨƬƸƫƨƢ  ƽƵƬ ƵƤ 

ƴƪΣƨƢƤ Α(x1 , f(x1)) , B(x2 , f(x2)) ƭƤƬ Γ(x3, f(x3)) 
ƥƲƢƴƭƱƯƵƤƬ  ƴƵƪƯ ƨƶƫƨƢƤ y = –2x –2ƪΣ2ƫ .  

ƐƱƯƟƧƨƳ 3 

Ƨ. ƑƤ ƶπƱƮƱƦƬƴƫƨƢ  ƵƱ ƨΣƥƤƧƽƯ ƵƱƶ ƸƺƲƢƱƶ πƱƶ 
πƨƲƬƭƮƨƢƨƵƤƬ Ƥπƽ Ƶƪ ƦƲƤƷƬƭơ πƤƲƟƴƵƤƴƪ  ƵƪƳ 
ƴƶƯƟƲƵƪƴƪƳ f ƭƤƬ ƵƪƯ ƨƶƫƨƢƤ y = –2x –2ƪΣ2ƫ .  

ƐƱƯƟƧƨƳ 7 
 

 
ƘΕƏƓƗ 3ΗƗ ƗΕƏƍεΑƗ 



ΑƕΧΗ 4ΗƗ ƗΕƏƍεΑƗ 

 
ƌƉƐΑ 4Ʊ

ΈƴƵƺ f ΣƬƤ ƴƶƯƨƸơƳ ƭƤƬ ƦƯƪƴƢƺƳ ƤƾưƱƶƴƤ ƴƶƯƟƲƵƪƴƪ ƴƵƱ 

ƧƬƟƴƵƪΣƤ [0, 1] ƦƬƤ ƵƪƯ ƱπƱƢƤ ƬƴƸƾƨƬ f(0) > 0. εƢƯƨƵƤƬ ƨπƢƴƪƳ 

ƴƶƯƟƲƵƪƴƪ g ƴƶƯƨƸơƳ ƴƵƱ ƧƬƟƴƵƪΣƤ [0, 1] ƦƬƤ ƵƪƯ ƱπƱƢƤ 

ƬƴƸƾƨƬ g(x) > 0 ƦƬƤ ƭƟƫƨ x∈ [0, 1].  

ƓƲƢƩƱƶΣƨ ƵƬƳ ƴƶƯƤƲƵơƴƨƬƳ :  

F(x) = ,     x∈ [0, 1], ∫
 x

0 
dt  g(t) f(t)  

G(x) = ,         x∈  [0, 1]. ∫
 x

0 
dt  g(t)  

Ƥ. ƑƤ ƧƨƬƸƫƨƢ ƽƵƬ F(x) > 0 ƦƬƤ ƭƟƫƨ x ƴƵƱ ƧƬƟƴƵƪΣƤ (0, 1]. 

ƐƱƯƟƧƨƳ 8 

ƥ. NƤ ƤπƱƧƨƬƸƫƨƢ ƽƵƬ : 
f(x) ⋅G(x) > F(x) 

ƦƬƤ ƭƟƫƨ x ƴƵƱ ƧƬƟƴƵƪΣƤ (0, 1]. 

ƐƱƯƟƧƨƳ 6 

Ʀ. NƤ ƤπƱƧƨƬƸƫƨƢ ƽƵƬ ƬƴƸƾƨƬ : 

 
G(1)

F(1)
  

G(x)

F(x)
 ≤  

 ƦƬƤ ƭƟƫƨ x ƴƵƱ ƧƬƟƴƵƪΣƤ (0, 1]. 

ƐƱƯƟƧƨƳ 4 

Ƨ. ƑƤ ƥƲƨƫƨƢ ƵƱ ƽƲƬƱ :  

   

 x dt g(t) 

dt ηȝt  dt g(t) f(t) 

 lim 

5 x

0 

 x

0
2 x

0 

0 x 

2

⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∫

∫∫

+→
. 

ƐƱƯƟƧƨƳ 7 

 
ƘΕƏƓƗ 4ΗƗ ƗΕƏƍεΑƗ 



ΑƕΧΗ 5ΗƗ ƗΕƏƍεΑƗ 

 
 
 

ƓεƋΓƍƉƗ (ƦιƤ ƵƱƶƳ ƨưƨƵƤƩόΣƨƯƱƶƳ) 
 

1. ƗƵƱ ƵƨƵƲƟƧƬƱ ƯƤ ƦƲƟƹƨƵƨ ΣƽƯƱ ƵƤ πƲƱƭƤƵƤƲƭƵƬƭƟ  
(ƪΣƨƲƱΣƪƯƢƤ , ƭƤƵƨƾƫƶƯƴƪ , ƨưƨƵƤƩƽΣƨƯƱ  ΣƟƫƪΣƤ). ƑƤ 
ΣƪƯ ƤƯƵιƦƲƟƹƨƵƨ  ƵƤ ƫƠΣƤƵƤ ƴƵƱ ƵƨƵƲƟƧƬƱ .  

 2. ƑƤ ƦƲƟƹƨƵƨ ƵƱ ƱƯƱΣƤƵƨπƿƯƶΣƽ  ƴƤƳ ƴƵƱ πƟƯƺ ΣƠƲƱƳ ƵƺƯ 
ƷƺƵƱƤƯƵƬƦƲƟƷƺƯ , ƤΣƠƴƺƳ ΣƽƮƬƳ ƴƤƳ πƤƲƤƧƱƫƱƾƯ .  
ƎƤΣιƟ Ɵλλƪ ƴƪΣƨίƺƴƪ  ƧƨƯ ƨπιƵƲƠπƨƵƤι ƯƤ ƦƲƟƹƨƵƨ.

 ƎƤƵƟ ƵƪƯ ƤπƱƸƿƲƪƴơ ƴƤƳ ƯƤ πƤƲƤƧƿƴƨƵƨ  ΣƤƩƢ  Σƨ ƵƱ 
ƵƨƵƲƟƧƬƱ  ƭƤƬ ƵƤ ƷƺƵƱƤƯƵƢƦƲƤƷƤ .   

3. ƑƤ ƤπƤƯƵơƴƨƵƨ ƴƵƱ ƵƨƵƲƟƧιό ƴƤƳ ƴƨ όλƤ ƵƤ ƫƠΣƤƵƤ . 
4. ƑƤ ƦƲƟƹƨƵƨ ƵƬƳ ƤπƤƯƵơƴƨƬƳ  ƴƤƳ ΣƽƯƱ Σƨ ΣπƮƨ ơ ΣƽƯƱ Σƨ 

ΣƤƾƲƱ ƴƵƶƮƽ .  ƐπƱƲƨƢƵƨ ƯƤ ƸƲƪƴƬΣƱπƱƬơƴƨƵƨ ΣƱƮƾƥƬ 
ΣƽƯƱ ƦƬƤ ƴƸƠƧƬƤ , ƧƬƤƦƲƟΣΣƤƵƤ  ƭƤƬ πƢƯƤƭƨƳ .  

5. ƎƟƫƨ ƤπƟƯƵƪƴƪ ƨπƬƴƵƪΣƱƯƬƭƟ  ƵƨƭΣƪƲƬƺΣƠƯƪ  ƨƢƯƤƬ 
ƤπƱƧƨƭƵơ .  

6. εƬƟƲƭƨƬƤ ƨưƠƵƤƴƪƳ :  ƵƲƨƬƳ (3) ƿƲƨƳ ΣƨƵƟ Ƶƪ ƧƬƤƯƱΣơ ƵƺƯ 
ƷƺƵƱƤƯƵƬƦƲƟƷƺƯ .  

7. ΧƲƽƯƱƳ ƧƶƯƤƵơƳ ƤπƱƸƿƲƪƴƪƳ : ΣƨƵƟ Ƶƪ 10.30΄ πƲƺƬƯơ . 
 

 
 

KΑƏƋ ƉƔƍƘƙΧƍΑ  
 

ƘƉƏƓƗ ƐƋƑƙƐΑƘƓƗ 

 

 
ƘΕƏƓƗ 5ΗƗ ƗΕƏƍεΑƗ 



ΑƕΧΗ 1ΗƗ ƗΕƏƍεΑƗ 

 
 

ƆƔƓƏƙƘƋƕƍƉƗ ƉƒƉƘƆƗƉƍƗ ƈ΄ ƘƆƒƋƗ  
ƋƐƉƕƋƗƍƓƙ ƈƉƑƍƎƓƙ ƏƙƎƉƍƓƙ 

ƗƆƇƇƆƘƓ 24 ƐƆΪƓƙ 2008 
ƉƒƉƘƆƊƓƐƉƑƓ ƐƆƌƋƐƆ: ƐƆƌƋƐƆƘƍƎƆ  

ƌƉƘƍƎƋƗ ƎƆƍ ƘƉΧƑƓƏƓƈƍƎƋƗ ƎƆƘƉƙƌƙƑƗƋƗ
ƗƙƑƓƏƓ ƗƉƏƍεάƑ: ƔƉƑƘƉ (5) 

 
ƌƉƐƆ 1o

A.1 ƑƤ ƤπƱƧƨƬƸƫƨƢ ƽƵƬ ƪ ƴƶƯƟƲƵƪƴƪ f(x) = xln , x∈* ƨƢƯƤƬ 
πƤƲƤƦƺƦƢƴƬΣƪ ƴƵƱ * ƭƤƬ ƬƴƸƾƨƬ :  

( )
x

1
xln =′     

ƐƱƯƟƧƨƳ 10 

Ɔ.2 ƔƽƵƨ ΣƬƤ ƴƶƯƟƲƵƪƴƪ f ƮƠΣƨ ƽƵƬ ƨƢƯƤƬ ƴƶƯƨƸơƳ ƴƨ ƠƯƤ 
ƭƮƨƬƴƵƽ ƧƬƟƴƵƪΣƤ [Ƥ,ƥ]; 

ƐƱƯƟƧƨƳ 5 

 
B. Να ƸαƲαƭƵƪƲƢƴƨƵƨ ƵƬƳ πƲƱƵƟƴƨƬƳ πƱƶ αƭƱƮƱƶƫƱƾƯ, 

ƦƲƟƷƱƯƵαƳ ƴƵƱ ƵƨƵƲƟƧƬƽ ƴαƳ ƧƢπƮα ƴƵƱ ƦƲƟμμα πƱƶ 
αƯƵƬƴƵƱƬƸƨƢ ƴƨ ƭƟƫƨ πƲƽƵαƴƪ, Ƶƪ ƮƠưƪ ΣωƴƵό, αƯ ƪ 
πƲƽƵαƴƪ ƨƢƯαƬ ƴωƴƵơ, ơ ΛάθοƳ, αƯ ƪ πƲƽƵαƴƪ ƨƢƯαƬ 
ƮαƯƫαƴμƠƯƪ .  

Ƥ. ΑƯ ΣƬƤ ƴƶƯƟƲƵƪƴƪ f:A→ ƨƢƯƤƬ 1−1, ƵƽƵƨ ƦƬƤ ƵƪƯ 
ƤƯƵƢƴƵƲƱƷƪ ƴƶƯƟƲƵƪƴƪ f−1 ƬƴƸƾƨƬ : 

)A(fy  y,))y(f(f țαȚ A    xx,))x(f(f 11 ∈=∈= −−
 

ƐƱƯάƧƨƳ 2 

ƥ. ƐƬƤ ƴƶƯƨƸơƳ ƴƶƯƟƲƵƪƴƪ f ƧƬƤƵƪƲƨƢ πƲƽƴƪΣƱ ƴƨ 
ƭƤƫƠƯƤ Ƥπƽ ƵƤ ƧƬƤƴƵơΣƤƵƤ ƴƵƤ ƱπƱƢƤ ƱƬ 
ƧƬƤƧƱƸƬƭƠƳ ƲƢƩƨƳ ƵƪƳ f ƸƺƲƢƩƱƶƯ ƵƱ πƨƧƢƱ ƱƲƬƴΣƱƾ 
ƵƪƳ. 

ƐƱƯƟƧƨƳ 2 

 
ƘΕƏƓƗ 1ΗƗ ΑƔƓ 5 ƗΕƏƍεΕƗ 



ΑƕΧΗ 2ΗƗ ƗΕƏƍεΑƗ 

Ʀ. ΌƵƤƯ ƪ ƧƬƤƭƲƢƯƱƶƴƤ ε ƵƪƳ ƨưƢƴƺƴƪƳ Ƥz2+ƥz+Ʀ=0 Σƨ 
Ƥ,ƥ,Ʀ∈ ƭƤƬ ƤΛ0 ƨƢƯƤƬ ƤƲƯƪƵƬƭơ, ƵƽƵƨ ƪ ƨưƢƴƺƴƪ ƧƨƯ 
ƠƸƨƬ ƲƢƩƨƳ ƴƵƱ ƴƾƯƱƮƱ  ƵƺƯ ΣƬƦƤƧƬƭƿƯ . 

ƐƱƯƟƧƨƳ 2 

Ƨ. ΑƯ ΣƬƤ ƴƶƯƟƲƵƪƴƪ f ƨƢƯƤƬ ƧƾƱ ƷƱƲƠƳ πƤƲƤƦƺƦƢƴƬΣƪ 
ƴƵƱ  ƭƤƬ ƴƵƲƠƷƨƬ ƵƤ ƭƱƢƮƤ πƲƱƳ ƵƤ ƟƯƺ, ƵƽƵƨ ƭƤƵ ’ 
ƤƯƟƦƭƪ ƫƤ ƬƴƸƾƨƬ 

f΄΄( x ) > 0 
 ƦƬƤ ƭƟƫƨ πƲƤƦΣƤƵƬƭƽ ƤƲƬƫΣƽ x. 

ƐƱƯƟƧƨƳ 2 

ƨ. AƯ ƪ f ƨƢƯƤƬ ƴƶƯƨƸơƳ ƴƨ ƧƬƟƴƵƪΣƤ ε ƭƤƬ Ƥ,ƥ,Ʀ∈ε 
ƵƽƵƨ ƬƴƸƾƨƬ 

∫∫∫ += ȕ
Ȗ

Ȗ
α

ȕ
α f(x)dx f(x)dx f(x)dx    

ƐƱƯƟƧƨƳ 2 
ƌƉƐƆ 2Ʊ

ΑƯ ƦƬƤ ƵƱƶƳ ΣƬƦƤƧƬƭƱƾƳ ƤƲƬƫΣƱƾƳ z ƭƤƬ w ƬƴƸƾƱƶƯ  

 3i)(3wi)(1w   țαȚ 6z)22i( −−=−−=+  

ƵƽƵƨ ƯƤ ƥƲƨƢƵƨ: 

Ƥ. ƵƱ ƦƨƺΣƨƵƲƬƭƽ ƵƽπƱ ƵƺƯ ƨƬƭƽƯƺƯ ƵƺƯ ΣƬƦƤƧƬƭƿƯ  
ƤƲƬƫΣƿƯ z . 

ƐƱƯƟƧƨƳ 6 

ƥ. ƵƱ ƦƨƺΣƨƵƲƬƭƽ ƵƽπƱ ƵƺƯ ƨƬƭƽƯƺƯ ƵƺƯ ΣƬƦƤƧƬƭƿƯ  
ƤƲƬƫΣƿƯ w . 

ƐƱƯƟƧƨƳ 7 

Ʀ. ƵƪƯ ƨƮƟƸƬƴƵƪ ƵƬΣơ ƵƱƶ w  

ƐƱƯƟƧƨƳ 6 

Ƨ. ƵƪƯ ƨƮƟƸƬƴƵƪ ƵƬΣơ ƵƱƶ wz −   

ƐƱƯƟƧƨƳ 6 

 
ƘΕƏƓƗ 2ΗƗ ΑƔƓ 5 ƗΕƏƍεΕƗ 



ΑƕΧΗ 3ΗƗ ƗΕƏƍεΑƗ 

 

ƌƉƐƆ 3Ʊ

εƢƯƨƵƤƬ ƪ ƴƶƯƟƲƵƪƴƪ       
⎩
⎨
⎧

=
>

=
 0x    ,       0   

0x,lnx x
 f(x)

Ƥ. ƑƤ ƤπƱƧƨƢưƨƵƨ ƽƵƬ ƪ ƴƶƯƟƲƵƪƴƪ   f  ƨƢƯƤƬ ƴƶƯƨƸơƳ ƴƵƱ 0. 
ƐƱƯƟƧƨƳ 3 

ƥ. ƑƤ ΣƨƮƨƵơƴƨƵƨ ƺƳ πƲƱƳ Ƶƪ ΣƱƯƱƵƱƯƢƤ Ƶƪ ƴƶƯƟƲƵƪƴƪ  f 
ƭƤƬ ƯƤ ƥƲƨƢƵƨ ƵƱ ƴƾƯƱƮƱ ƵƬΣƿƯ ƵƪƳ .  

ƐƱƯƟƧƨƳ 9 

Ʀ. ƑƤ ƥƲƨƢƵƨ ƵƱ πƮơƫƱƳ ƵƺƯ ƧƬƤƷƱƲƨƵƬƭƿƯ ƫƨƵƬƭƿƯ ƲƬƩƿƯ 

ƵƪƳ ƨưƢƴƺƴƪƳ  
x
α

ex =  ƦƬƤ ƽƮƨƳ ƵƬƳ πƲƤƦΣƤƵƬƭƠƳ ƵƬΣƠƳ ƵƱƶ Ƥ. 
ƐƱƯƟƧƨƳ 6 

Ƨ. ƑƤ ƤπƱƧƨƢưƨƵƨ ƽƵƬ ƬƴƸƾƨƬ  

f΄(x+1)>f(x+1)−f(x)  ,  

 ƦƬƤ ƭƟƫƨ x > 0 . 
ƐƱƯƟƧƨƳ 7 

 
ƌƉƐƆ 4Ʊ

ΈƴƵƺ f ΣƬƤ ƴƶƯƟƲƵƪƴƪ ƴƶƯƨƸơƳ ƴƵƱ  ƦƬƤ ƵƪƯ ƱπƱƢƤ ƬƴƸƾƨƬ 

∫ −+= 2

0
3 45f(t)dt 3x)10x(f(x)   

Ƥ. ƑƤ ƤπƱƧƨƢưƨƵƨ ƽƵƬ 

f(x)=20x3+6x−45  

ƐƱƯƟƧƨƳ 8 
 
 
 

 
ƘΕƏƓƗ 3ΗƗ ΑƔƓ 5 ƗΕƏƍεΕƗ 



ΑƕΧΗ 4ΗƗ ƗΕƏƍεΑƗ 

 
 

ƥ. εƢƯƨƵƤƬ ƨπƢƴƪƳ ΣƬƤ ƴƶƯƟƲƵƪƴƪ g ƧƾƱ ƷƱƲƠƳ 

πƤƲƤƦƺƦƢƴƬΣƪ ƴƵƱ  . ƑƤ ƤπƱƧƨƢưƨƵƨ ƽƵƬ 

h

h)(xg(x)g
lim(x)g

0h

−′−′
=′′

→
   

ƐƱƯƟƧƨƳ 4 

Ʀ. ΑƯ ƦƬƤ Ƶƪ ƴƶƯƟƲƵƪƴƪ  f ƵƱƶ ƨƲƺƵơΣƤƵƱƳ (Ƥ) ƭƤƬ Ƶƪ 
ƴƶƯƟƲƵƪƴƪ g ƵƱƶ ƨƲƺƵơΣƤƵƱƳ (ƥ) ƬƴƸƾƨƬ ƽƵƬ 

45f(x)
h

h)g(x2g(x)h)g(x
lim

20h
+=

−+−+
→

 

 ƭƤƬ g(0)=g΄(0)=1,   ƵƽƵƨ 

 i. ƯƤ ƤπƱƧƨƢưƨƵƨ ƽƵƬ g(x)=x5+x3+x+1   
ƐƱƯƟƧƨƳ 10 

 ii. ƯƤ ƤπƱƧƨƢưƨƵƨ ƽƵƬ ƪ ƴƶƯƟƲƵƪƴƪ g ƨƢƯƤƬ 1−1   
ƐƱƯƟƧƨƳ 3 

 
 

ƓεƋƈƍƉƗ (ƦιƤ ƵƱƶƳ ƨưƨƵƤƩόΣƨƯƱƶƳ) 
 

1. ƗƵƱ ƵƨƵƲƟƧƬƱ ƯƤ ƦƲƟƹƨƵƨ ΣƽƯƱ ƵƤ πƲƱƭƤƵƤƲƭƵƬƭƟ  
(ƪΣƨƲƱΣƪƯƢƤ , ƭƤƵƨƾƫƶƯƴƪ , ƨưƨƵƤƩƽΣƨƯƱ  ΣƟƫƪΣƤ). ƑƤ 
ΣƪƯ ƤƯƵιƦƲƟƹƨƵƨ  ƵƤ ƫƠΣƤƵƤ ƴƵƱ ƵƨƵƲƟƧƬƱ .  

2. ƑƤ ƦƲƟƹƨƵƨ ƵƱ ƱƯƱΣƤƵƨπƿƯƶΣƽ  ƴƤƳ ƴƵƱ πƟƯƺ ΣƠƲƱƳ ƵƺƯ 
ƷƺƵƱƤƯƵƬƦƲƟƷƺƯ , ƤΣƠƴƺƳ ΣƽƮƬƳ ƴƤƳ πƤƲƤƧƱƫƱƾƯ .  
ƎƤΣιƟ Ɵλλƪ ƴƪΣƨίƺƴƪ  ƧƨƯ ƨπιƵƲƠπƨƵƤι ƯƤ ƦƲƟƹƨƵƨ. 

 ƎƤƵƟ ƵƪƯ ƤπƱƸƿƲƪƴơ ƴƤƳ ƯƤ πƤƲƤƧƿƴƨƵƨ  ΣƤƩƢ  Σƨ ƵƱ 
ƵƨƵƲƟƧƬƱ  ƭƤƬ ƵƤ ƷƺƵƱƤƯƵƢƦƲƤƷƤ .   

3. ƑƤ ƤπƤƯƵơƴƨƵƨ ƴƵƱ ƵƨƵƲƟƧιό ƴƤƳ ƴƨ όλƤ ƵƤ ƫƠΣƤƵƤ . 

 
ƘΕƏƓƗ 4ΗƗ ΑƔƓ 5 ƗΕƏƍεΕƗ 



ΑƕΧΗ 5ΗƗ ƗΕƏƍεΑƗ 

4. ƑƤ ƦƲƟƹƨƵƨ ƵƬƳ ƤπƤƯƵơƴƨƬƳ  ƴƤƳ ΣƽƯƱ Σƨ ΣπƮƨ ơ ΣƽƯƱ Σƨ 
ΣƤƾƲƱ ƴƵƶƮƽ .  ƐπƱƲƨƢƵƨ ƯƤ ƸƲƪƴƬΣƱπƱƬơƴƨƵƨ ΣƱƮƾƥƬ 
ΣƽƯƱ ƦƬƤ ƴƸƠƧƬƤ , ƧƬƤƦƲƟΣΣƤƵƤ  ƭƤƬ πƢƯƤƭƨƳ .  

5. ƎƟƫƨ ƤπƟƯƵƪƴƪ ƨπƬƴƵƪΣƱƯƬƭƟ  ƵƨƭΣƪƲƬƺΣƠƯƪ  ƨƢƯƤƬ 
ƤπƱƧƨƭƵơ .  

6. εƬƟƲƭƨƬƤ ƨưƠƵƤƴƪƳ :  ƵƲƨƬƳ (3) ƿƲƨƳ ΣƨƵƟ Ƶƪ ƧƬƤƯƱΣơ ƵƺƯ 
ƷƺƵƱƤƯƵƬƦƲƟƷƺƯ .  

7. ΧƲƽƯƱƳ ƧƶƯƤƵơƳ ƤπƱƸƿƲƪƴƪƳ : ΣƨƵƟ Ƶƪ 10.30΄ πƲƺƬƯơ .  
 
 

KƆƏƋ ƉƔƍƘƙΧƍƆ  
 

ƘƉƏƓƗ ƐƋƑƙƐƆƘƓƗ 

 
ƘΕƏƓƗ 5ΗƗ ΑƔƓ 5 ƗΕƏƍεΕƗ 



ΑƕΧƋ 1ƋƗ ƗΕƏƍεΑƗ 

 
 

ƆƔƓƏƙƘƋƕƍƉƗ ƉƒƉƘƆƗƉƍƗ ƈ΄ ƘƆƒƋƗ  
ƋƐƉƕƋƗƍƓƙ ƈƉƑƍƎƓƙ ƏƙƎƉƍƓƙ ƎƆƍ ƔƆƑƉƏƏƆεƍƎƉƗ 

ƉƒƉƘƆƗƉƍƗ ƈ΄ ƘƆƒƋƗ ƉƔƆƏ (ƓƐƆεƆ Ƈ΄) 
ƘƉƘƆƕƘƋ 20 ƐƆΪƓƙ 2009 

ƉƒƉƘƆƊƓƐƉƑƓ ƐƆƌƋƐƆ: ƐƆƌƋƐƆƘƍƎƆ  
ƌƉƘƍƎƋƗ ƎƆƍ ƘƉΧƑƓƏƓƈƍƎƋƗ ƎƆƘƉƙƌƙƑƗƋƗ

ƗƙƑƓƏƓ ƗƉƏƍεάƑ: ƔƉƑƘƉ (5) 

 
 

ƌƉƐƆ 1o

Ɔ. ΈƴƵƺ ΣƢƤ ƴƶƯƟƲƵƪƴƪ f ƱƲƬƴΣƠƯƪ ƴƨ ƠƯƤ ƧƬƟƴƵƪΣƤ ε. ΑƯ ƪ 
f ƨƢƯƤƬ ƴƶƯƨƸơƳ ƴƵƱ ε ƭƤƬ ƦƬƤ ƭƟƫƨ ƨƴƺƵƨƲƬƭƽ ƴƪΣƨƢƱ x 
ƵƱƶ ε ƬƴƸƾƨƬ 0)x(f =′ , ƯƤ ƤπƱƧƨƢưƨƵƨ ƽƵƬ ƪ f ƨƢƯƤƬ ƴƵƤƫƨƲơ 

ƴƨ ƽƮƱ ƵƱ ƧƬƟƴƵƪΣƤ ε. 

ƐƱƯƟƧƨƳ 10 
 

Ƈ. ƔƽƵƨ ΣƢƤ ƴƶƯƟƲƵƪƴƪ f ƮƠƦƨƵƤƬ πƤƲƤƦƺƦƢƴƬΣƪ ƴƨ ƠƯƤ 
ƴƪΣƨƢƱ x0 ƵƱƶ πƨƧƢƱƶ ƱƲƬƴΣƱƾ ƵƪƳ; 

ƐƱƯƟƧƨƳ 5 
 

ƈ. Να ƸαƲαƭƵƪƲƢƴƨƵƨ ƵƬƳ πƲƱƵƟƴƨƬƳ πƱƶ αƭƱƮƱƶƫƱƾƯ, 
ƦƲƟƷƱƯƵαƳ ƴƵƱ ƵƨƵƲƟƧƬƽ ƴαƳ ƧƢπƮα ƴƵƱ ƦƲƟμμα πƱƶ 
αƯƵƬƴƵƱƬƸƨƢ ƴƨ ƭƟƫƨ πƲƽƵαƴƪ Ƶƪ ƮƠưƪ ΣωƴƵό, αƯ ƪ 
πƲƽƵαƴƪ ƨƢƯαƬ ƴωƴƵơ, ơ ΛάθοƳ, αƯ ƪ πƲƽƵαƴƪ ƨƢƯαƬ 
ƮαƯƫαƴμƠƯƪ .  

Ƥ. ΑƯ z1, z2 ƨƢƯƤƬ ΣƬƦƤƧƬƭƱƢ ƤƲƬƫΣƱƢ, ƵƽƵƨ ƬƴƸƾƨƬ 

2121 zzzz ⋅=  

ƐƱƯάƧƨƳ 2 

ƥ. ƐƢƤ ƴƶƯƟƲƵƪƴƪ f Σƨ πƨƧƢƱ ƱƲƬƴΣƱƾ Α ƮƠΣƨ ƽƵƬ 
πƤƲƱƶƴƬƟƩƨƬ (ƱƮƬƭƽ) ƨƮƟƸƬƴƵƱ ƴƵƱ x0∈A, ƽƵƤƯ 
f(x)≥f(x0) ƦƬƤ ƭƟƫƨ x∈A 

ƐƱƯƟƧƨƳ 2 

 
ƘΕƏƓƗ 1ƋƗ ΑƔƓ 5 ƗΕƏƍεΕƗ 



ΑƕΧƋ 2ƋƗ ƗΕƏƍεΑƗ 
 

Ʀ. 1
x

1x
lim

0x
=

−συν
→

 

ƐƱƯƟƧƨƳ 2 
 

Ƨ. ƎƟƫƨ ƴƶƯƟƲƵƪƴƪ f ƴƶƯƨƸơƳ ƴƨ ƠƯƤ ƴƪΣƨƢƱ ƵƱƶ πƨƧƢƱƶ 
ƱƲƬƴΣƱƾ ƵƪƳ ƨƢƯƤƬ ƭƤƬ πƤƲƤƦƺƦƢƴƬΣƪ ƴƵƱ ƴƪΣƨƢƱ 
ƤƶƵƽ . 

ƐƱƯƟƧƨƳ 2 
 

ƨ. ΑƯ ΣƢƤ ƴƶƯƟƲƵƪƴƪ f ƨƢƯƤƬ ƴƶƯƨƸơƳ ƴƨ ƠƯƤ ƧƬƟƴƵƪΣƤ 
[Ƥ, ƥ] ƭƤƬ ƬƴƸƾƨƬ  f(x)<0  ƦƬƤ ƭƟƫƨ x∈[Ƥ, ƥ], ƵƽƵƨ ƵƱ 
ƨΣƥƤƧƽƯ ƵƱƶ ƸƺƲƢƱƶ ά πƱƶ ƱƲƢƩƨƵƤƬ Ƥπƽ Ƶƪ ƦƲƤƷƬƭơ 
πƤƲƟƴƵƤƴƪ ƵƪƳ f, ƵƬƳ ƨƶƫƨƢƨƳ x=Ƥ, x=ƥ ƭƤƬ ƵƱƯ ƟưƱƯƤ 

  ναιε′ ίxx

∫
β

α
=ΩΕ dx)x(f)(  

ƐƱƯƟƧƨƳ 2 

 
ƌƉƐƆ 2Ʊ

ƌƨƺƲƱƾΣƨ ƵƱƶƳ ΣƬƦƤƧƬƭƱƾƳ ƤƲƬƫΣƱƾƳ 

z=(2Ʈ+1)+(2Ʈ−1)i ,        Ʈ∈ 

Ɔ.Ƥ. ƑƤ ƥƲƨƢƵƨ ƵƪƯ ƨưƢƴƺƴƪ ƵƪƳ ƨƶƫƨƢƤƳ πƟƯƺ ƴƵƪƯ ƱπƱƢƤ 
ƥƲƢƴƭƱƯƵƤƬ ƱƬ ƨƬƭƽƯƨƳ ƵƺƯ ΣƬƦƤƧƬƭƿƯ ƤƲƬƫΣƿƯ z, ƦƬƤ ƵƬƳ 
ƧƬƟƷƱƲƨƳ ƵƬΣƠƳ ƵƱƶ Ʈ∈ 

ƐƱƯƟƧƨƳ 9 

   ƥ. Απƽ ƵƱƶƳ πƤƲƤπƟƯƺ ΣƬƦƤƧƬƭƱƾƳ ƤƲƬƫΣƱƾƳ ƯƤ 
ƤπƱƧƨƢưƨƵƨ ƽƵƬ Ʊ ΣƬƦƤƧƬƭƽƳ ƤƲƬƫΣƽƳ  ƠƸƨƬ ƵƱ 

ΣƬƭƲƽƵƨƲƱ ƧƶƯƤƵƽ ΣƠƵƲƱ . 

i1z0 −=

ƐƱƯƟƧƨƳ 8 
 

 
ƘΕƏƓƗ 2ƋƗ ΑƔƓ 5 ƗΕƏƍεΕƗ 



ΑƕΧƋ 3ƋƗ ƗΕƏƍεΑƗ 

Ƈ. ƑƤ ƥƲƨƫƱƾƯ ƱƬ ΣƬƦƤƧƬƭƱƢ ƤƲƬƫΣƱƢ w ƱƬ ƱπƱƢƱƬ 
ƬƭƤƯƱπƱƬƱƾƯ ƵƪƯ ƨưƢƴƺƴƪ 

0
2

z12ww =−+ −  

 ƽπƱƶ  Ʊ ΣƬƦƤƧƬƭƽƳ ƤƲƬƫΣƽƳ πƱƶ ƤƯƤƷƠƲƨƵƤƬ ƴƵƱ 

πƲƱƪƦƱƾΣƨƯƱ ƨƲƿƵƪΣƤ . 
0z

 ƐƱƯƟƧƨƳ 8 

 

ƌƉƐƆ 3Ʊ

εƢƯƨƵƤƬ ƪ ƴƶƯƟƲƵƪƴƪ  

,1x       ),1xln( (x)f x −>+−α=  

10ό ≠ακαι>απου  

A. ΑƯ ƬƴƸƾƨƬ  1)x(f ≥  ƦƬƤ ƭƟƫƨ ,1x −>  ƯƤ ƤπƱƧƨƢưƨƵƨ ƽƵƬ Ƥ=e 

ƐƱƯƟƧƨƳ 8 

Ƈ. ΓƬƤ Ƥ=e, 

Ƥ. ƯƤ ƤπƱƧƨƢưƨƵƨ ƽƵƬ ƪ ƴƶƯƟƲƵƪƴƪ  f ƨƢƯƤƬ ƭƶƲƵơ .  

ƐƱƯƟƧƨƳ 5 

ƥ. ƯƤ ƤπƱƧƨƢưƨƵƨ  ƽƵƬ ƪ ƴƶƯƟƲƵƪƴƪ f ƨƢƯƤƬ  ƦƯƪƴƢƺƳ 
ƷƫƢƯƱƶƴƤ ƴƵƱ ƧƬƟƴƵƪΣƤ ]0,1(−  ƭƤƬ ƦƯƪƴƢƺƳ  ƤƾưƱƶƴƤ 

ƴƵƱ ƧƬƟƴƵƪΣƤ ),0[ ∞+  
ƐƱƯƟƧƨƳ 6 

Ʀ. ƤƯ ƥ , Ʀ ∈ ),0()0,1( ∞+∪− , ƯƤ ƤπƱƧƨƢưƨƵƨ ƽƵƬ ƪ ƨưƢƴƺƴƪ   

0
2x

1)(f

1x

1)(f
=

−
−γ

+
−
−β

 

ƠƸƨƬ ƵƱƶƮƟƸƬƴƵƱƯ ΣƬƤ ƲƢƩƤ ƴƵƱ (1, 2) 
ƐƱƯƟƧƨƳ 6 

 

 
ƘΕƏƓƗ 3ƋƗ ΑƔƓ 5 ƗΕƏƍεΕƗ 



ΑƕΧƋ 4ƋƗ ƗΕƏƍεΑƗ 

ƌƉƐƆ 4Ʊ  

ΈƴƵƺ f ΣƢƤ ƴƶƯƨƸơƳ ƴƶƯƟƲƵƪƴƪ ƴƵƱ ƧƬƟƴƵƪΣƤ [0, 2] ƦƬƤ ƵƪƯ 
ƱπƱƢƤ ƬƴƸƾƨƬ  

( ) 0dt)t(f2t
2

0
=−∫  

ƓƲƢƩƱƶΣƨ ƵƬƳ ƴƶƯƤƲƵơƴƨƬƳ  

∫ ∈=
x

0
],2,0[x,dt)t(ft)x(H  

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=−−

∈+−
=

→

∫
               0       x, 

t

t
lim

],(x,dt)t(f
x

)x(H

)x(G

t

x

2

2

0

0

11
6

203

 

Ƥ. ƑƤ ƤπƱƧƨƢưƨƵƨ ƽƵƬ ƪ ƴƶƯƟƲƵƪƴƪ G ƨƢƯƤƬ ƴƶƯƨƸơƳ ƴƵƱ 
ƧƬƟƴƵƪΣƤ [0, 2]. 

ƐƱƯƟƧƨƳ 5 

ƥ. ƑƤ ƤπƱƧƨƢưƨƵƨ ƽƵƬ ƪ ƴƶƯƟƲƵƪƴƪ G ƨƢƯƤƬ πƤƲƤƦƺƦƢƴƬΣƪ 
ƴƵƱ ƧƬƟƴƵƪΣƤ (0, 2) ƭƤƬ ƽƵƬ ƬƴƸƾƨƬ 

2x0,
x

)x(H
)x(G

2
<<−=′  

ƐƱƯƟƧƨƳ 6 

Ʀ. ƑƤ ƤπƱƧƨƢưƨƵƨ ƽƵƬ ƶπƟƲƸƨƬ ƠƯƤƳ ƤƲƬƫΣƽƳ Ƥ∈(0, 2) ƵƠƵƱƬƱƳ 
ƿƴƵƨ ƯƤ ƬƴƸƾƨƬ Ƌ(Ƥ)=0. 

ƐƱƯƟƧƨƳ 7 

Ƨ. ƑƤ ƤπƱƧƨƢưƨƵƨ ƽƵƬ ƶπƟƲƸƨƬ ƠƯƤƳ ƤƲƬƫΣƽƳ ư∈(0, Ƥ) ƵƠƵƱƬƱƳ 
ƿƴƵƨ ƯƤ ƬƴƸƾƨƬ  

∫ ∫
ξ α

ξ=α
0 0

2 dt)t(fdt)t(ft  

ƐƱƯƟƧƨƳ 7 

 
ƘΕƏƓƗ 4ƋƗ ΑƔƓ 5 ƗΕƏƍεΕƗ 



ΑƕΧƋ 5ƋƗ ƗΕƏƍεΑƗ 

 
 
 
 

ƓεƋƈƍƉƗ ƈƍƆ ƘƓƙƗ ƉƒƉƘƆƊƓƐƉƑƓƙƗ  
 

1. ƗƵƱ ƵƨƵƲƟƧƬƱ ƯƤ ƦƲƟƹƨƵƨ ΣƽƯƱƯ ƵƤ πƲƱƭƤƵƤƲƭƵƬƭƟ  
(ƪΣƨƲƱΣƪƯƢƤ , ƭƤƵƨƾƫƶƯƴƪ , ƨưƨƵƤƩƽΣƨƯƱ  ΣƟƫƪΣƤ). ƑƤ 
ΣηƯ ƤƯƵƬƦƲƟƹƨƵƨ  ƵƤ ƫƠΣƤƵƤ ƴƵƱ ƵƨƵƲƟƧƬƱ .  

2. ƑƤ ƦƲƟƹƨƵƨ ƵƱ ƱƯƱΣƤƵƨπƿƯƶΣƽ  ƴƤƳ ƴƵƱ πƟƯƺ ΣƠƲƱƳ ƵƺƯ 
ƷƺƵƱƤƯƵƬƦƲƟƷƺƯ , ƤΣƠƴƺƳ ΣƽƮƬƳ ƴƤƳ πƤƲƤƧƱƫƱƾƯ .  
ƎƤΣƬƟ ƟƮƮη ƴηΣƨƢƺƴη  ƧƨƯ ƨπƬƵƲƠπƨƵƤƬ ƯƤ ƦƲƟƹƨƵƨ. 

 ƎƤƵƟ ƵƪƯ ƤπƱƸƿƲƪƴơ ƴƤƳ ƯƤ πƤƲƤƧƿƴƨƵƨ  ΣƤƩƢ  Σƨ ƵƱ 
ƵƨƵƲƟƧƬƱ  ƭƤƬ ƵƤ ƷƺƵƱƤƯƵƢƦƲƤƷƤ .   

3. ƑƤ ƤπƤƯƵơƴƨƵƨ ƴƵƱ ƵƨƵƲƟƧƬƽ ƴƤƳ ƴƨ ƽƮƤ ƵƤ ƫƠΣƤƵƤ . 
4. ƑƤ ƦƲƟƹƨƵƨ ƵƬƳ ƤπƤƯƵơƴƨƬƳ ƴƤƳ ΣƽƯƱƯ Σƨ ΣπƮƨ ơ ΣƤƾƲƱ 

ƴƵƶƮƽ ƧƬƤƲƭƨƢƤƳ ƭƤƬ ΣƽƯƱƯ ƤƯƨưƢƵηƮηƳ  ΣƨƮƟƯηƳ .   
5. ƎƟƫƨ ƤπƟƯƵƪƴƪ ƨπƬƴƵƪΣƱƯƬƭƟ  ƵƨƭΣƪƲƬƺΣƠƯƪ  ƨƢƯƤƬ 

ƤπƱƧƨƭƵơ .  
6. εƬƟƲƭƨƬƤ ƨưƠƵƤƴƪƳ :  ƵƲƨƬƳ (3) ƿƲƨƳ ΣƨƵƟ Ƶƪ ƧƬƤƯƱΣơ ƵƺƯ 

ƷƺƵƱƤƯƵƬƦƲƟƷƺƯ .  

7. ΧƲƽƯƱƳ ƧƶƯƤƵơƳ ƤπƱƸƿƲƪƴƪƳ : 10.00 π .Σ .  
 
 

KƆƏƋ ƉƔƍƘƙΧƍƆ  
 

ƘƉƏƓƗ ƐƋƑƙƐƆƘƓƗ 

 
ƘΕƏƓƗ 5ƋƗ ΑƔƓ 5 ƗΕƏƍεΕƗ 



ƆƕΧΗ 1ΗƗ ƗΕƏƍεƆƗ 

 
ƘΕƏƓƗ 1ΗƗ ƆƔƓ 4 ƗΕƏƍεΕƗ 

ƆƔƓƏƙƘƋƕƍƉƗ ƉƒƉƘƆƗƉƍƗ ƈ΄ ƘƆƒƋƗ  
ƋƐƉƕƋƗƍƓƙ ƈƉƑƍƎƓƙ ƏƙƎƉƍƓƙ ƎƆƍ ƔƆƑƉƏƏƆεƍƎƉƗ 

ƉƒƉƘƆƗƉƍƗ ƈ΄ ƘƆƒƋƗ ƉƔƆƏ (ƓƐƆεƆ Ƈ΄) 
ƘƉƘƆƕƘƋ 19 ƐƆΪƓƙ 2010 

ƉƒƉƘƆƊƓƐƉƑƓ ƐƆƌƋƐƆ: ƐƆƌƋƐƆƘƍƎƆ  
ƌƉƘƍƎƋƗ ƎƆƍ ƘƉΧƑƓƏƓƈƍƎƋƗ ƎƆƘƉƙƌƙƑƗƋƗ 

ƗƙƑƓƏƓ ƗƉƏƍεάƑ: ƘƉƗƗƉƕƍƗ (4) 
 

ƌƉƐƆ Ɔ 

A1. ΈƴƵƺ f ΣƬƤ ƴƶƯƟƲƵƪƴƪ ƱƲƬƴΣƠƯƪ ƴƨ ƠƯƤ ƧƬƟƴƵƪΣƤ ε. ƆƯ 
F ƨƢƯƤƬ ΣƬƤ πƤƲƟƦƱƶƴƤ ƵƪƳ f ƴƵƱ ε, ƵƽƵƨ ƯƤ ƤπƱƧƨƢưƨƵƨ 
ƽƵƬ :  

• ƽƮƨƳ ƱƬ ƴƶƯƤƲƵơƴƨƬƳ ƵƪƳ ΣƱƲƷơƳ 

G(x)=F(x)+c,   c∈ 

 ƨƢƯƤƬ πƤƲƟƦƱƶƴƨƳ ƵƪƳ f ƴƵƱ ε ƭƤƬ 

• ƭƟƫƨ ƟƮƮƪ πƤƲƟƦƱƶƴƤ G ƵƪƳ f ƴƵƱ ε πƤƢƲƯƨƬ Ƶƪ 
ΣƱƲƷơ 

G(x)=F(x)+c,   c∈ 

ƐƱƯƟƧƨƳ 6 
A2. ƔƽƵƨ ƪ ƨƶƫƨƢƤ x=x0  ƮƠƦƨƵƤƬ ƭƤƵƤƭƽƲƶƷƪ ƤƴƾΣπƵƺƵƪ ƵƪƳ 

ƦƲƤƷƬƭơƳ πƤƲƟƴƵƤƴƪƳ ΣƬƤƳ ƴƶƯƟƲƵƪƴƪƳ f ; 

ƐƱƯƟƧƨƳ 4 
A3. ΈƴƵƺ ΣƬƤ ƴƶƯƟƲƵƪƴƪ f ƴƶƯƨƸơƳ ƴƨ ƠƯƤ ƧƬƟƴƵƪΣƤ ε ƭƤƬ 

πƤƲƤƦƺƦƢƴƬΣƪ ƴƵƱ ƨƴƺƵƨƲƬƭƽ ƵƱƶ ε. ƔƽƵƨ ƮƠΣƨ ƽƵƬ ƪ f 
ƴƵƲƠƷƨƬ ƵƤ ƭƱƢƮƤ πƲƱƳ ƵƤ ƭƟƵƺ ơ ƨƢƯƤƬ ƭƱƢƮƪ ƴƵƱ ε;  

ƐƱƯƟƧƨƳ 5 
Ɔ4. Να ƸαƲαƭƵƪƲƢƴƨƵƨ ƵƬƳ πƲƱƵƟƴƨƬƳ πƱƶ αƭƱƮƱƶƫƱƾƯ, 

ƦƲƟƷƱƯƵαƳ ƴƵƱ ƵƨƵƲƟƧƬƽ ƴαƳ ƧƢπƮα ƴƵƱ ƦƲƟμμα πƱƶ 
αƯƵƬƴƵƱƬƸƨƢ ƴƨ ƭƟƫƨ πƲƽƵαƴƪ Ƶƪ ƮƠưƪ ΣωƴƵό, αƯ ƪ 
πƲƽƵαƴƪ ƨƢƯαƬ ƴωƴƵơ, ơ ΛάθοƳ, αƯ ƪ πƲƽƵαƴƪ ƨƢƯαƬ 
ƮαƯƫαƴμƠƯƪ .  

Ƥ) Η ƧƬƤƯƶƴΣƤƵƬƭơ ƤƭƵƢƯƤ ƵƪƳ ƧƬƤƷƱƲƟƳ ƵƺƯ ΣƬƦƤƧƬƭƿƯ 
ƤƲƬƫΣƿƯ Ƥ+ƥi ƭƤƬ Ʀ+Ƨi ƨƢƯƤƬ ƪ ƧƬƤƷƱƲƟ ƵƺƯ 
ƧƬƤƯƶƴΣƤƵƬƭƿƯ ƤƭƵƢƯƺƯ ƵƱƶƳ. 



ƆƕΧΗ 2ΗƗ ƗΕƏƍεƆƗ 

 
ƘΕƏƓƗ 2ΗƗ ƆƔƓ 4 ƗΕƏƍεΕƗ 

ƥ) ΈƴƵƺ ƴƶƯƟƲƵƪƴƪ f ƴƶƯƨƸơƳ ƴƨ ƠƯƤ ƧƬƟƴƵƪΣƤ ε ƭƤƬ 
πƤƲƤƦƺƦƢƴƬΣƪ ƴƵƱ ƨƴƺƵƨƲƬƭƽ ƵƱƶ ε. ƆƯ ƪ f ƨƢƯƤƬ 
ƦƯƪƴƢƺƳ ƤƾưƱƶƴƤ ƴƵƱ ε, ƵƽƵƨ ƪ πƤƲƟƦƺƦƽƳ ƵƪƳ ƧƨƯ 
ƨƢƯƤƬ ƶπƱƸƲƨƺƵƬƭƟ ƫƨƵƬƭơ ƴƵƱ ƨƴƺƵƨƲƬƭƽ ƵƱƶ ε. 

Ʀ) ƆƯ ΣƬƤ ƴƶƯƟƲƵƪƴƪ f ƨƢƯƤƬ ƦƯƪƴƢƺƳ ƷƫƢƯƱƶƴƤ ƭƤƬ 
ƴƶƯƨƸơƳ ƴƨ ƠƯƤ ƤƯƱƬƭƵƽ ƧƬƟƴƵƪΣƤ (Ƥ,ƥ), ƵƽƵƨ ƵƱ 
ƴƾƯƱƮƱ ƵƬΣƿƯ ƵƪƳ ƴƵƱ ƧƬƟƴƵƪΣƤ ƤƶƵƽ ƨƢƯƤƬ ƵƱ 
ƧƬƟƴƵƪΣƤ (Ɔ,Ƈ),  

 ƽπƱƶ )x(flimB)x(flimA
xx −+ →→

==
βα

țαȚ  

Ƨ) (ƴƶƯx)΄=ƪΣx, x∈ 

ƨ) ƆƯ 0)x(flim
0xx

<
→

, ƵƽƵƨ f(x)<0 ƭƱƯƵƟ ƴƵƱ x0 

ƐƱƯƟƧƨƳ 10 
ƌƉƐƆ Ƈ 

εƢƯƨƵƤƬ ƪ ƨưƢƴƺƴƪ    2
z

2
z =+   ƽπƱƶ z∈C Σƨ z≠0 

B1. ΝƤ ƥƲƨƢƵƨ ƵƬƳ ƲƢƩƨƳ z1 ƭƤƬ z2 ƵƪƳ ƨưƢƴƺƴƪƳ . 

ƐƱƯƟƧƨƳ 7 
B2. ΝƤ ƤπƱƧƨƢưƨƵƨ ƽƵƬ 

0zz 2010
2

2010
1 =+  

ƐƱƯƟƧƨƳ 6 
B3. ƆƯ ƦƬƤ ƵƱƶƳ ΣƬƦƤƧƬƭƱƾƳ ƤƲƬƫΣƱƾƳ w ƬƴƸƾƨƬ  

21 zzi34w −=+−  

ƵƽƵƨ ƯƤ ƥƲƨƢƵƨ ƵƱ ƦƨƺΣƨƵƲƬƭƽ ƵƽπƱ ƵƺƯ ƨƬƭƽƯƺƯ ƵƺƯ w 
ƴƵƱ ΣƬƦƤƧƬƭƽ ƨπƢπƨƧƱ . 

ƐƱƯƟƧƨƳ 7 
B4. ƈƬƤ ƵƱƶƳ ΣƬƦƤƧƬƭƱƾƳ ƤƲƬƫΣƱƾƳ w ƵƱƶ ƨƲƺƵơΣƤƵƱƳ Ƈ3, ƯƤ 

ƤπƱƧƨƢưƨƵƨ ƽƵƬ 7w3 ≤≤  

ƐƱƯƟƧƨƳ 5 



ƆƕΧΗ 3ΗƗ ƗΕƏƍεƆƗ 

 
ƘΕƏƓƗ 3ΗƗ ƆƔƓ 4 ƗΕƏƍεΕƗ 

ƌƉƐƆ ƈ 

εƢƯƨƵƤƬ ƪ ƴƶƯƟƲƵƪƴƪ f(x)=2x+ln(x2+1),    x∈ 
ƈ1. ΝƤ ΣƨƮƨƵơƴƨƵƨ ƺƳ πƲƱƳ Ƶƪ ΣƱƯƱƵƱƯƢƤ Ƶƪ ƴƶƯƟƲƵƪƴƪ f. 

ƐƱƯƟƧƨƳ 5 
ƈ2. ΝƤ ƮƾƴƨƵƨ ƵƪƯ ƨưƢƴƺƴƪ : 

( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

+
+−

=+−
1x

1)2x3(
ln2x3x2

4

2
2  

ƐƱƯƟƧƨƳ 7 
ƈ3. ΝƤ ƤπƱƧƨƢưƨƵƨ ƽƵƬ ƪ f ƠƸƨƬ ƧƾƱ ƴƪΣƨƢƤ ƭƤΣπơƳ ƭƤƬ ƽƵƬ ƱƬ 

ƨƷƤπƵƽΣƨƯƨƳ ƵƪƳ ƦƲƤƷƬƭơƳ πƤƲƟƴƵƤƴƪƳ ƵƪƳ f ƴƵƤ ƴƪΣƨƢƤ 
ƭƤΣπơƳ ƵƪƳ ƵƠΣƯƱƯƵƤƬ ƴƨ ƴƪΣƨƢƱ ƵƱƶ ƟưƱƯƤ ƹ΄ƹ . 

ƐƱƯƟƧƨƳ 6 
ƈ4. ΝƤ ƶπƱƮƱƦƢƴƨƵƨ ƵƱ ƱƮƱƭƮơƲƺΣƤ 

∫
−

=
1

1

dx)x(xfI  
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ƌƉƐƆ ε  

εƢƯƨƵƤƬ ƪ ƴƶƯƨƸơƳ ƴƶƯƟƲƵƪƴƪ f: → ƪ ƱπƱƢƤ ƦƬƤ ƭƟƫƨ x∈ 
ƬƭƤƯƱπƱƬƨƢ ƵƬƳ ƴƸƠƴƨƬƳ :  

f(x)≠x 

f(x)–x =3+ ∫ −

x

0

dt
t)t(f

t
 

ε1. ΝƤ ƤπƱƧƨƢưƨƵƨ ƽƵƬ ƪ f ƨƢƯƤƬ πƤƲƤƦƺƦƢƴƬΣƪ ƴƵƱ  Σƨ 
πƤƲƟƦƺƦƱ 

f΄(x)=
x)x(f

)x(f

−
 , x∈ 

ƐƱƯƟƧƨƳ 5 

ε2. ΝƤ ƤπƱƧƨƢưƨƵƨ ƽƵƬ ƪ ƴƶƯƟƲƵƪƴƪ g(x)= ( )2)x(f –2xf(x), 

x∈, ƨƢƯƤƬ ƴƵƤƫƨƲơ . 

ƐƱƯƟƧƨƳ 7 



ƆƕΧΗ 4ΗƗ ƗΕƏƍεƆƗ 

 
ƘΕƏƓƗ 4ΗƗ ƆƔƓ 4 ƗΕƏƍεΕƗ 

ε3. ΝƤ ƤπƱƧƨƢưƨƵƨ ƽƵƬ  

f(x)=x+ 9x2 +  , x∈ 

ƐƱƯƟƧƨƳ 6 
ε4. ΝƤ ƤπƱƧƨƢưƨƵƨ ƽƵƬ  

∫∫
+

+

+

<
2x

1x

1x

x

dt)t(f  dt)t(f  ,  ƦƬƤ ƭƟƫƨ x∈ 
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ƓεƋƈƍƉƗ ƈƍƆ ƘƓƙƗ ƉƒƉƘƆƊƓƐƉƑƓƙƗ  

 

1. ƗƵƱ ƵƨƵƲƟƧƬƱ ƯƤ ƦƲƟƹƨƵƨ ΣƽƯƱƯ ƵƤ πƲƱƭƤƵƤƲƭƵƬƭƟ  
(ƪΣƨƲƱΣƪƯƢƤ , ƭƤƵƨƾƫƶƯƴƪ , ƨưƨƵƤƩƽΣƨƯƱ  ΣƟƫƪΣƤ). ƑƤ 
ΣηƯ ƤƯƵƬƦƲƟƹƨƵƨ  ƵƤ ƫƠΣƤƵƤ ƴƵƱ ƵƨƵƲƟƧƬƱ .  

2. ΝƤ ƦƲƟƹƨƵƨ ƵƱ ƱƯƱΣƤƵƨπƿƯƶΣƽ  ƴƤƳ ƴƵƱ πƟƯƺ ΣƠƲƱƳ ƵƺƯ 
ƷƺƵƱƤƯƵƬƦƲƟƷƺƯ , ƤΣƠƴƺƳ ΣƽƮƬƳ ƴƤƳ πƤƲƤƧƱƫƱƾƯ .  
ƎƤΣƬƟ ƟƮƮη ƴηΣƨƢƺƴη  ƧƨƯ ƨπƬƵƲƠπƨƵƤƬ ƯƤ ƦƲƟƹƨƵƨ. 

 ƎƤƵƟ ƵƪƯ ƤπƱƸƿƲƪƴơ ƴƤƳ ƯƤ πƤƲƤƧƿƴƨƵƨ  ΣƤƩƢ  Σƨ ƵƱ 
ƵƨƵƲƟƧƬƱ  ƭƤƬ ƵƤ ƷƺƵƱƤƯƵƢƦƲƤƷƤ .   

3. ΝƤ ƤπƤƯƵơƴƨƵƨ ƴƵƱ ƵƨƵƲƟƧƬƽ ƴƤƳ ƴƨ ƽƮƤ ƵƤ ƫƠΣƤƵƤ . 
4. ΝƤ ƦƲƟƹƨƵƨ ƵƬƳ ƤπƤƯƵơƴƨƬƳ ƴƤƳ ΣƽƯƱƯ Σƨ ΣπƮƨ ơ ΣƽƯƱƯ  

Σƨ ΣƤƾƲƱ ƴƵƶƮƽ ƧƬƤƲƭƨƢƤƳ  ƭƤƬ ΣƽƯƱƯ ƤƯƨưƢƵηƮηƳ  
ΣƨƮƟƯηƳ .   

5. ƎƟƫƨ ƤπƟƯƵƪƴƪ ƨπƬƴƵƪΣƱƯƬƭƟ  ƵƨƭΣƪƲƬƺΣƠƯƪ  ƨƢƯƤƬ 
ƤπƱƧƨƭƵơ .  

6. ΝƤ Σƪ ƸƲƪƴƬΣƱπƱƬơƴƨƵƨ  ƸƤƲƵƢ ΣƬƮƬΣƨƵƲƠ .  
7. εƬƟƲƭƨƬƤ ƨưƠƵƤƴƪƳ :  ƵƲƨƬƳ (3) ƿƲƨƳ ΣƨƵƟ Ƶƪ ƧƬƤƯƱΣơ ƵƺƯ 

ƷƺƵƱƤƯƵƬƦƲƟƷƺƯ .  
8. ΧƲƽƯƱƳ ƧƶƯƤƵơƳ ƤπƱƸƿƲƪƴƪƳ :  10.00 π .Σ .  
 

KƆƏƋ ƉƔƍƘƙΧƍƆ  
 

ƘƉƏƓƗ ƐƋƑƙƐƆƘƓƗ 



ΑƕΧΗ 1ΗƗ ƗΕƏƍεΑƗ – ƈ΄ ƋƐƉƕƋƗƍάƑ 
 
 

 
ƘΕƏƓƗ 1ΗƗ ΑƔƓ 4 ƗΕƏƍεΕƗ

ƔƆƑƉƏƏƋƑƍƉƗ ƉƒƉƘƆƗƉƍƗ ƈ΄ ƘƆƒƋƗ  
ƋƐƉƕƋƗƍƓƙ ƈƉƑƍƎƓƙ ƏƙƎƉƍƓƙ ƎƆƍ ƉƔƆƏ  

(ƓƐƆεƆ Ƈ΄) 
εƉƙƘƉƕƆ 16 ƐƆΪƓƙ 2011 

ƉƒƉƘƆƊƓƐƉƑƓ ƐƆƌƋƐƆ: ƐƆƌƋƐƆƘƍƎƆ  
ƌƉƘƍƎƋƗ ƎƆƍ ƘƉΧƑƓƏƓƈƍƎƋƗ ƎƆƘƉƙƌƙƑƗƋƗ

ƗƙƑƓƏƓ ƗƉƏƍεάƑ: ƘƉƗƗƉƕƍƗ (4) 
 

ƌƉƐƆ Ɔ 

A1. ΈƴƵƺ ΣƬƤ ƴƶƯƟƲƵƪƴƪ f ƱƲƬƴΣƠƯƪ ƴƨ ƠƯƤ ƧƬƟƴƵƪΣƤ ε ƭƤƬ 
x0 ƠƯƤ ƨƴƺƵƨƲƬƭƽ ƴƪΣƨƢƱ ƵƱƶ ε. ΑƯ ƪ f πƤƲƱƶƴƬƟƩƨƬ 
ƵƱπƬƭƽ ƤƭƲƽƵƤƵƱ ƴƵƱ x0 ƭƤƬ ƨƢƯƤƬ πƤƲƤƦƺƦƢƴƬΣƪ ƴƵƱ 
ƴƪΣƨƢƱ ƤƶƵƽ, ƯƤ ƤπƱƧƨƢưƨƵƨ ƽƵƬ : f ′(x0) = 0 

ƐƱƯƟƧƨƳ 10 

A2. εƢƯƨƵƤƬ ƴƶƯƟƲƵƪƴƪ f ƱƲƬƴΣƠƯƪ ƴƵƱ . ƔƽƵƨ ƪ ƨƶƫƨƢƤ 
y=Ʈx+ƥ ƮƠƦƨƵƤƬ ƤƴƾΣπƵƺƵƪ ƵƪƳ ƦƲƤƷƬƭơƳ πƤƲƟƴƵƤƴƪƳ 
ƵƪƳ f ƴƵƱ ∞+ ; 

ƐƱƯƟƧƨƳ 5 
A3. Να ƸαƲαƭƵƪƲƢƴƨƵƨ ƵƬƳ πƲƱƵƟƴƨƬƳ πƱƶ αƭƱƮƱƶƫƱƾƯ, 

ƦƲƟƷƱƯƵαƳ ƴƵƱ ƵƨƵƲƟƧƬƽ ƴαƳ ƧƢπƮα ƴƵƱ ƦƲƟμμα πƱƶ 
αƯƵƬƴƵƱƬƸƨƢ ƴƨ ƭƟƫƨ πƲƽƵαƴƪ Ƶƪ ƮƠưƪ ΣωƴƵό, αƯ ƪ 
πƲƽƵαƴƪ ƨƢƯαƬ ƴωƴƵơ, ơ ΛάθοƳ, αƯ ƪ πƲƽƵαƴƪ ƨƢƯαƬ 
ƮαƯƫαƴμƠƯƪ .  

Ƥ) ΓƬƤ ƭƟƫƨ ΣƬƦƤƧƬƭƽ ƤƲƬƫΣƽ z ≠ 0 ƱƲƢƩƱƶΣƨ z0=1 

ƥ) ƐƬƤ ƴƶƯƟƲƵƪƴƪ f:A→ ƮƠƦƨƵƤƬ ƴƶƯƟƲƵƪƴƪ 1-1, ƽƵƤƯ 
ƦƬƤ ƱπƱƬƤƧơπƱƵƨ Ax,x ∈21  ƬƴƸƾƨƬ ƪ ƴƶƯƨπƤƦƺƦơ :  

ƤƯ  x1≠x2,  ƵƽƵƨ  f(x1) ≠ f(x2) 

Ʀ) ΓƬƤ ƭƟƫƨ x∈1=–{x |ƴƶƯx=0} ƬƴƸƾƨƬ : 
x

1
)x(

2συν
εφ  −=′   

Ƨ) ƍƴƸƾƨƬ ƽƵƬ : 1
x

 x
lim

  x
=

ημ
∞+→

 

 



ΑƕΧΗ 2ΗƗ ƗΕƏƍεΑƗ – ƈ΄ ƋƐƉƕƋƗƍάƑ 
 
 

 
ƘΕƏƓƗ 2ΗƗ ΑƔƓ 4 ƗΕƏƍεΕƗ

ƨ) ƓƬ ƦƲƤƷƬƭƠƳ πƤƲƤƴƵƟƴƨƬƳ C ƭƤƬ C΄ ƵƺƯ ƴƶƯƤƲƵơƴƨƺƯ 
f ƭƤƬ f–1 ƨƢƯƤƬ ƴƶΣΣƨƵƲƬƭƠƳ ƺƳ πƲƱƳ ƵƪƯ ƨƶƫƨƢƤ y=x 
πƱƶ ƧƬƸƱƵƱΣƨƢ ƵƬƳ ƦƺƯƢƨƳ xOy ƭƤƬ x΄Oy΄. 
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ƌƉƐƆ Ƈ 
ΈƴƵƺ ƱƬ ΣƬƦƤƧƬƭƱƢ ƤƲƬƫΣƱƢ z ƭƤƬ w Σƨ iz 3≠ , ƱƬ ƱπƱƢƱƬ 
ƬƭƤƯƱπƱƬƱƾƯ ƵƬƳ ƴƸƠƴƨƬƳ : 

2i3zi3z =++− −   ƭƤƬ      
i3z

1
i3zw

−
+−=  

B1. ƑƤ ƥƲƨƢƵƨ ƵƱƯ ƦƨƺΣƨƵƲƬƭƽ ƵƽπƱ ƵƺƯ ƨƬƭƽƯƺƯ ƵƺƯ 
ΣƬƦƤƧƬƭƿƯ ƤƲƬƫΣƿƯ z 

ƐƱƯƟƧƨƳ 7 

B2. ƑƤ ƤπƱƧƨƢưƨƵƨ ƽƵƬ  
i3z

1
i3z

−
=+−  

ƐƱƯƟƧƨƳ 4 

B3. ƑƤ ƤπƱƧƨƢưƨƵƨ ƽƵƬ Ʊ w ƨƢƯƤƬ πƲƤƦΣƤƵƬƭƽƳ ƤƲƬƫΣƽƳ ƭƤƬ 
ƽƵƬ  22 ≤≤− w  

ƐƱƯƟƧƨƳ 8 

B4. ƑƤ ƤπƱƧƨƢưƨƵƨ ƽƵƬ :  zwz =−  

ƐƱƯƟƧƨƳ 6 

 

ƌƉƐƆ ƈ 

εƢƯƨƵƤƬ ƪ ƴƶƯƟƲƵƪƴƪ f : →, ƧƾƱ ƷƱƲƠƳ πƤƲƤƦƺƦƢƴƬΣƪ ƴƵƱ 
, Σƨ  ( ) 0)0(f0f ==′ , ƪ ƱπƱƢƤ ƬƭƤƯƱπƱƬƨƢ Ƶƪ  ƴƸƠƴƪ : 

( ) )x(fx)x(f1)x(f)x(fex ′′+′=−′′+′   

ƦƬƤ ƭƟƫƨ x∈. 

 

 



ΑƕΧΗ 3ΗƗ ƗΕƏƍεΑƗ – ƈ΄ ƋƐƉƕƋƗƍάƑ 
 

 
ƘΕƏƓƗ 3ΗƗ ΑƔƓ 4 ƗΕƏƍεΕƗ

 

 

 ),xeln()x( x −=ƈ1. ƑƤ ƤπƱƧƨƢưƨƵƨ ƽƵƬ :  f  x∈ 

ƐƱƯƟƧƨƳ 8 
ƈ2. ƑƤ ΣƨƮƨƵơƴƨƵƨ Ƶƪ ƴƶƯƟƲƵƪƴƪ f ƺƳ πƲƱƳ Ƶƪ ΣƱƯƱƵƱƯƢƤ ƭƤƬ 

ƵƤ ƤƭƲƽƵƤƵƤ. 

ƐƱƯƟƧƨƳ 3 
ƈ3. ƑƤ ƤπƱƧƨƢưƨƵƨ ƽƵƬ ƪ ƦƲƤƷƬƭơ πƤƲƟƴƵƤƴƪ ƵƪƳ f ƠƸƨƬ 

ƤƭƲƬƥƿƳ ƧƾƱ ƴƪΣƨƢƤ ƭƤΣπơƳ . 

ƐƱƯƟƧƨƳ 7 

ƈ4. ƑƤ ƤπƱƧƨƢưƨƵƨ ƽƵƬ ƪ ƨưƢƴƺƴƪ   = ƴƶƯx  ƠƸƨƬ 

ƤƭƲƬƥƿƳ ΣƢƤ Ʈƾƴƪ ƴƵƱ ƧƬƟƴƵƪΣƤ 

)xeln( x −

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

2
,0  
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ƌƉƐƆ ε  

εƢƯƱƯƵƤƬ ƱƬ ƴƶƯƨƸƨƢƳ ƴƶƯƤƲƵơƴƨƬƳ f, g : →, ƱƬ ƱπƱƢƨƳ ƦƬƤ 
ƭƟƫƨ x∈ ƬƭƤƯƱπƱƬƱƾƯ ƵƬƳ ƴƸƠƴƨƬƳ : 
 

i) f(x)>0  ƭƤƬ  g(x)>0 

ii) ∫
−

+
=

−
x

0

t2

x2
dt

)tx(g

e

e

)x(f1
 

iii) ∫
−

+
=

−
x t

x
dt

)tx(f

e

e

)x(g

0

2

2

1
 

 
ε1. ƑƤ ƤπƱƧƨƢưƨƵƨ ƽƵƬ ƱƬ ƴƶƯƤƲƵơƴƨƬƳ f ƭƤƬ g ƨƢƯƤƬ 

πƤƲƤƦƺƦƢƴƬΣƨƳ ƴƵƱ  ƭƤƬ ƽƵƬ f(x) = g(x) ƦƬƤ ƭƟƫƨ x∈. 

ƐƱƯƟƧƨƳ 9 

ε2. ƑƤ ƤπƱƧƨƢưƨƵƨ ƽƵƬ : 

f(x) = ex, x∈ 

ƐƱƯƟƧƨƳ 4 



ΑƕΧΗ 4ΗƗ ƗΕƏƍεΑƗ – ƈ΄ ƋƐƉƕƋƗƍάƑ 
 

 
ƘΕƏƓƗ 4ΗƗ ΑƔƓ 4 ƗΕƏƍεΕƗ

 

 

ε3. ƑƤ ƶπƱƮƱƦƢƴƨƵƨ ƵƱ ƽƲƬƱ : 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−→

x
f

)x(fln
lim

  x 10
    

ƐƱƯƟƧƨƳ 5 

ε4.  ƑƤ ƶπƱƮƱƦƢƴƨƵƨ ƵƱ ƨΣƥƤƧƽƯ ƵƱƶ ƸƺƲƢƱƶ πƱƶ 
πƨƲƬƭƮƨƢƨƵƤƬ Ƥπƽ Ƶƪ ƦƲƤƷƬƭơ πƤƲƟƴƵƤƴƪ ƵƪƳ 
ƴƶƯƟƲƵƪƴƪƳ 

 

 

∫=
x

dt)t(f)x(F

1

2

ƵƱƶƳ ƟưƱƯƨƳ x΄x ƭƤƬ y΄y ƭƤƬ ƵƪƯ ƨƶƫƨƢƤ Σƨ ƨưƢƴƺƴƪ x=1. 
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ƓεƋƈƍƉƗ (ƦιƤ ƵƱƶƳ ƨưƨƵƤƩƱΣƠƯƱƶƳ) 
1. ƗƵƱ  ƵƨƵƲƟƧƬƱ  ƯƤ  ƦƲƟƹƨƵƨ  ΣƽƯƱ  ƵƤ  πƲƱƭƤƵƤƲƭƵƬƭƟ  (ƪΣƨƲƱΣƪƯƢƤ ,  

ƨưƨƵƤƩƽΣƨƯƱ  ΣƟƫƪΣƤ) .   ƑƤ  ΣƪƯ  ƤƯƵιƦƲƟψƨƵƨ  ƵƤ  ƫƠΣƤƵƤ  ƴƵƱ  
ƵƨƵƲƟƧƬƱ .  

2. ƑƤ ƦƲƟƹƨƵƨ ƵƱ ƱƯƱΣƤƵƨπƿƯƶΣƽ ƴƤƳ ƴƵƱ πƟƯƺ ΣƠƲƱƳ ƵƺƯ 
ƷƺƵƱƤƯƵƬƦƲƟƷƺƯ ƤΣƠƴƺƳ ΣƽƮƬƳ ƴƤƳ πƤƲƤƧƱƫƱƾƯ. εƨƯ ƨπιƵƲƠπƨƵƤι 
ƯƤ ƦƲƟψƨƵƨ ƭƤΣƬƟ ƟƮƮƪ ƴƪΣƨƢƺƴƪ. ƎƤƵƟ  ƵƪƯ  ƤπƱƸƿƲƪƴơ  ƴƤƳ  ƯƤ  
πƤƲƤƧƿƴƨƵƨ  ΣƤƩƢ  Σƨ  ƵƱ  ƵƨƵƲƟƧƬƱ  ƭƤƬ  ƵƤ  ƷƺƵƱƤƯƵƢƦƲƤƷƤ .  

3. ƑƤ  ƤπƤƯƵơƴƨƵƨ  ƴƵƱ  ƵƨƵƲƟƧιό  ƴƤƳ  ƴƨ  ƽƮƤ  ƵƤ  ƫƠΣƤƵƤ .  
4.  ƑƤ  ƦƲƟƹƨƵƨ  ƵƬƳ  ƤπƤƯƵơƴƨƬƳ  ƴƤƳ  ΣόƯƱ  Σƨ  ΣπƮƨ  ơ  ΣόƯƱ  Σƨ  ΣƤƾƲƱ  

ƴƵƶƮƽ .  ƐπƱƲƨƢƵƨ  ƯƤ  ƸƲƪƴƬΣƱπƱƬơƴƨƵƨ  ΣƱƮƾƥƬ  ΣƽƯƱ  ƦƬƤ  ƴƸƠƧƬƤ ,  
ƧƬƤƦƲƟΣΣƤƵƤ  ƭƤƬ  πƢƯƤƭƨƳ .  

5.  ƑƤ  Σƪ  ƸƲƪƴƬΣƱπƱƬơƴƨƵƨ  ƸƤƲƵƢ  ΣƬƮƬΣƨƵƲƠ .  
6.  ƎƟƫƨ  ƤπƟƯƵƪƴƪ  ƨπƬƴƵƪΣƱƯƬƭƟ  ƵƨƭΣƪƲƬƺΣƠƯƪ  ƨƢƯƤƬ  ƤπƱƧƨƭƵơ .  
7. εƬƟƲƭƨƬƤ  ƨưƠƵƤƴƪƳ :  ƵƲƨƬƳ  (3) ƿƲƨƳ  ΣƨƵƟ  Ƶƪ  ƧƬƤƯƱΣơ  ƵƺƯ  

ƷƺƵƱƤƯƵƬƦƲƟƷƺƯ .  
8. ΧƲƽƯƱƳ  ƧƶƯƤƵơƳ  ƤπƱƸƿƲƪƴƪƳ :  10.00 π .Σ .  

 
ƎƆƏƋ ƉƔƍƘƙΧƍƆ  

 
 ƘƉƏƓƗ ƐƋƑƙƐƆƘƓƗ 
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ƘΕƏƓƗ 1ƋƗ ΑƔƓ 4 ƗΕƏƍεΕƗ

ƔƆƑƉƏƏƋƑƍƉƗ ƉƒƉƘƆƗƉƍƗ ƈ΄ ƘƆƒƋƗ  
ƋƐƉƕƋƗƍƓƙ ƈƉƑƍƎƓƙ ƏƙƎƉƍƓƙ ƎƆƍ ƉƔƆƏ  

(ƓƐƆεƆ Ƈ΄) 
εƉƙƘƉƕƆ 28 ƐƆΪƓƙ 2012 

ƉƒƉƘƆƊƓƐƉƑƓ ƐƆƌƋƐƆ: ƐƆƌƋƐƆƘƍƎƆ  
ƌƉƘƍƎƋƗ ƎƆƍ ƘƉΧƑƓƏƓƈƍƎƋƗ ƎƆƘƉƙƌƙƑƗƋƗ

ƗƙƑƓƏƓ ƗƉƏƍεάƑ: ƘƉƗƗƉƕƍƗ (4) 
 

ƌƉƐƆ Ɔ 

A1. ΈƴƵƺ ΣƬƤ ƴƶƯƟƲƵƪƴƪ f ƪ ƱπƱƢƤ ƨƢƯƤƬ ƴƶƯƨƸơƳ ƴƨ ƠƯƤ 
ƧƬƟƴƵƪΣƤ ε. ΑƯ ƴƨ ƭƟƫƨ ƨƴƺƵƨƲƬƭƽ ƴƪΣƨƢƱ x ƵƱƶ 

ε, ƵƽƵƨ ƯƤ ƤπƱƧƨƢưƨƵƨ ƽƵƬ ƪ f ƨƢƯƤƬ ƦƯƪƴƢƺƳ ƤƾưƱƶƴƤ ƴƨ 
ƽƮƱ ƵƱ ε 

0(x)f >′

ƐƱƯƟƧƨƳ 7 

A2. ƔƽƵƨ ƮƠΣƨ ƽƵƬ ΣƢƤ ƴƶƯƟƲƵƪƴƪ f ƨƢƯƤƬ ƴƶƯƨƸơƳ ƴƨ ƠƯƤ 
ƭƮƨƬƴƵƽ ƧƬƟƴƵƪΣƤ [Ƥ, ƥ]; 

ƐƱƯƟƧƨƳ 4 
A3. ΈƴƵƺ ƴƶƯƟƲƵƪƴƪ f Σƨ πƨƧƢƱ ƱƲƬƴΣƱƾ Α . ƔƽƵƨ ƮƠΣƨ ƽƵƬ ƪ 

f πƤƲƱƶƴƬƟƩƨƬ ƴƵƱ x0œA ƵƱπƬƭƽ ΣƠƦƬƴƵƱ ; 
ƐƱƯƟƧƨƳ 4 

A4. Να ƸαƲαƭƵƪƲƢƴƨƵƨ ƵƬƳ πƲƱƵƟƴƨƬƳ πƱƶ αƭƱƮƱƶƫƱƾƯ, 
ƦƲƟƷƱƯƵαƳ ƴƵƱ ƵƨƵƲƟƧƬƽ ƴαƳ ƧƢπƮα ƴƵƱ ƦƲƟμμα πƱƶ 
αƯƵƬƴƵƱƬƸƨƢ ƴƨ ƭƟƫƨ πƲƽƵαƴƪ Ƶƪ ƮƠưƪ ΣωƴƵό, αƯ ƪ 
πƲƽƵαƴƪ ƨƢƯαƬ ƴωƴƵơ, ơ ΛάθοƳ, αƯ ƪ πƲƽƵαƴƪ ƨƢƯαƬ 
ƮαƯƫαƴμƠƯƪ .  

Ƥ) ƗƵƱ ΣƬƦƤƧƬƭƽ ƨπƢπƨƧƱ ƱƬ ƨƬƭƽƯƨƳ ƧƾƱ ƴƶƩƶƦƿƯ 
ΣƬƦƤƧƬƭƿƯ ƨƢƯƤƬ ƴƪΣƨƢƤ ƴƶΣΣƨƵƲƬƭƟ ƺƳ πƲƱƳ ƵƱƯ 
πƲƤƦΣƤƵƬƭƽ ƟưƱƯƤ 

ƥ) ƐƬƤ ƴƶƯƟƲƵƪƴƪ f ƨƢƯƤƬ 1-1, ƤƯ ƭƤƬ ΣƽƯƱ ƤƯ ƦƬƤ ƭƟƫƨ 
ƴƵƱƬƸƨƢƱ y ƵƱƶ ƴƶƯƽƮƱƶ ƵƬΣƿƯ ƵƪƳ ƪ ƨưƢƴƺƴƪ f(x)=y 
ƠƸƨƬ ƤƭƲƬƥƿƳ ΣƢƤ Ʈƾƴƪ ƺƳ πƲƱƳ x 

Ʀ) ΑƯ ƨƢƯƤƬ = +∞ ,  ƵƽƵƨ  f(x)<0 ƭƱƯƵƟ  ƴƵƱ  x( )xflim
0x  x→

 0

 



ΑƕΧƋ 2ƋƗ ƗΕƏƍεΑƗ – ƈ΄ ƋƐƉƕƋƗƍάƑ 
 

 

ƘΕƏƓƗ 2ƋƗ ΑƔƓ 4 ƗΕƏƍεΕƗ

Ƨ)  ,
xημ

1
)(σφx 

2
=′  xœ−{x |ƪΣx=0} 

ƨ)  ,(x)g(x)dxf[f(x)g(x)](x)dxgf(x) 
ƥ 

Ƥ 

ƥ 

Ƥ

ƥ
Ƥ∫ ∫ ′+=′ ƽπƱƶ ƨƢƯƤƬ  g,f ′′

ƴƶƯƨƸƨƢƳ ƴƶƯƤƲƵơƴƨƬƳ ƴƵƱ [Ƥ,ƥ] 
ƐƱƯƟƧƨƳ 10 

 
ƌƉƐƆ Ƈ 
ƌƨƺƲƱƾΣƨ ƵƱƶƳ ΣƬƦƤƧƬƭƱƾƳ ƤƲƬƫΣƱƾƳ z ƭƤƬ w ƦƬƤ ƵƱƶƳ 
ƱπƱƢƱƶƳ ƬƴƸƾƱƶƯ ƱƬ ƨπƽΣƨƯƨƳ ƴƸƠƴƨƬƳ : 

 4=+z +1z 
22

1_   (1) 

 12= w 5
_

w    (2) 

B1. ƑƤ ƤπƱƧƨƢưƨƵƨ ƽƵƬ Ʊ ƦƨƺΣƨƵƲƬƭƽƳ ƵƽπƱƳ ƵƺƯ ƨƬƭƽƯƺƯ 
ƵƺƯ ΣƬƦƤƧƬƭƿƯ ƤƲƬƫΣƿƯ z ƴƵƱ ƨπƢπƨƧƱ ƨƢƯƤƬ ƭƾƭƮƱƳ Σƨ 
ƭƠƯƵƲƱ ƵƪƯ ƤƲƸơ ƵƺƯ ƤưƽƯƺƯ ƭƤƬ ƤƭƵƢƯƤ Ʋ = 1 

ƐƱƯƟƧƨƳ 6 

B2. ΑƯ z1,  z2 ƨƢƯƤƬ ƧƾƱ Ƥπƽ ƵƱƶƳ πƤƲƤπƟƯƺ ΣƬƦƤƧƬƭƱƾƳ 
ƤƲƬƫΣƱƾƳ z Σƨ  2=zz 21

_ ƵƽƵƨ, ƯƤ ƥƲƨƢƵƨ ƵƱ  .zz 21 +  

ƐƱƯƟƧƨƳ 7 

B3. ƑƤ ƤπƱƧƨƢưƨƵƨ ƽƵƬ Ʊ ƦƨƺΣƨƵƲƬƭƽƳ ƵƽπƱƳ ƵƺƯ ƨƬƭƽƯƺƯ 
ƵƺƯ ΣƬƦƤƧƬƭƿƯ ƤƲƬƫΣƿƯ w ƴƵƱ ƨπƢπƨƧƱ ƨƢƯƤƬ ƪ ƠƮƮƨƬƹƪ 

Σƨ ƨưƢƴƺƴƪ  1
4

y  

9

x  
 

22

=+  ƭƤƬ ƴƵƪ ƴƶƯƠƸƨƬƤ ƯƤ ƥƲƨƢƵƨ Ƶƪ 

ΣƠƦƬƴƵƪ ƭƤƬ ƵƪƯ ƨƮƟƸƬƴƵƪ ƵƬΣơ ƵƱƶ  w  

ƐƱƯƟƧƨƳ 6 

B4. ΓƬƤ ƵƱƶƳ ΣƬƦƤƧƬƭƱƾƳ ƤƲƬƫΣƱƾƳ z,w πƱƶ ƨπƤƮƪƫƨƾƱƶƯ ƵƬƳ 
ƴƸƠƴƨƬƳ (1) ƭƤƬ (2) ƯƤ ƤπƱƧƨƢưƨƵƨ ƽƵƬ :   

1§  wz − §4 

ƐƱƯƟƧƨƳ 6 
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ƘΕƏƓƗ 3ƋƗ ΑƔƓ 4 ƗΕƏƍεΕƗ

ƌƉƐƆ ƈ 

εƢƯƨƵƤƬ ƪ ƴƶƯƟƲƵƪƴƪ f(x)=(x−1) nl x−1, x>0 

ƈ1. ƑƤ ƤπƱƧƨƢưƨƵƨ ƽƵƬ ƪ ƴƶƯƟƲƵƪƴƪ f ƨƢƯƤƬ ƦƯƪƴƢƺƳ 
ƷƫƢƯƱƶƴƤ ƴƵƱ ƧƬƟƴƵƪΣƤ ε1=(0,1] ƭƤƬ ƦƯƪƴƢƺƳ ƤƾưƱƶƴƤ 
ƴƵƱ ƧƬƟƴƵƪΣƤ ε2=[1,+∞). ƗƵƪ ƴƶƯƠƸƨƬƤ ƯƤ ƥƲƨƢƵƨ ƵƱ 
ƴƾƯƱƮƱ ƵƬΣƿƯ ƵƪƳ f 

ƐƱƯƟƧƨƳ 6 

ƈ2. ƑƤ ƤπƱƧƨƢưƨƵƨ ƽƵƬ ƪ ƨưƢƴƺƴƪ  x>0 ƠƸƨƬ 
ƤƭƲƬƥƿƳ ƧƾƱ ƫƨƵƬƭƠƳ ƲƢƩƨƳ . 

 ,ex 20131-x =

ƐƱƯƟƧƨƳ 6 

ƈ3. ΑƯ x1,  x2 Σƨ  x1<x2 ƨƢƯƤƬ ƱƬ ƲƢƩƨƳ ƵƪƳ ƨưƢƴƺƴƪƳ ƵƱƶ 
ƨƲƺƵơΣƤƵƱƳ Γ2, ƯƤ ƤπƱƧƨƢưƨƵƨ ƽƵƬ ƶπƟƲƸƨƬ x0œ(x1,x2) 
ƵƠƵƱƬƱ, ƿƴƵƨ 

2012)f(x)(xf 00 =+′  

ƐƱƯƟƧƨƳ 6 

ƈ4. ƑƤ ƥƲƨƢƵƨ ƵƱ ƨΣƥƤƧƽƯ ƵƱƶ ƸƺƲƢƱƶ πƱƶ πƨƲƬƭƮƨƢƨƵƤƬ Ƥπƽ 
Ƶƪ ƦƲƤƷƬƭơ πƤƲƟƴƵƤƴƪ ƵƪƳ ƴƶƯƟƲƵƪƴƪƳ g(x)=f(x)+1 Σƨ 
x>0, ƵƱƯ ƟưƱƯƤ ƭƤƬ ƵƪƯ ƨƶƫƨƢƤ x=e   xx′

ƐƱƯƟƧƨƳ 7 

ƌƉƐƆ ε  

ΈƴƵƺ  ƪ  ƴƶƯƨƸơƳ  ƴƶƯƟƲƵƪƴƪ  f : (0,+∞)→ ,  ƪ  ƱπƱƢƤ  ƦƬƤ  ƭƟƫƨ  
x>0 ƬƭƤƯƱπƱƬƨƢ ƵƬƳ ƴƸƠƴƨƬƳ : 
 

•  f(x) ∫ 0 

•  
e

xx
 f(t)dt 

21xx 

1 

2

−
≥∫

+−

 

• x−x = −nl   f(x)edt
f(t)

tnt
 

x 

1 

⋅⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+

−∫ l
 

ε1. ƑƤ ƤπƱƧƨƢưƨƵƨ ƽƵƬ ƪ f ƨƢƯƤƬ πƤƲƤƦƺƦƢƴƬΣƪ ƭƤƬ ƯƤ ƥƲƨƢƵƨ 
ƵƱƯ ƵƾπƱ ƵƪƳ. 

ƐƱƯƟƧƨƳ 10 
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ƘΕƏƓƗ 4ƋƗ ΑƔƓ 4 ƗΕƏƍεΕƗ

ΑƯ ƨƢƯƤƬ f(x) = e−x( nl x−x), x>0, ƵƽƵƨ: 

ε2. ƑƤ ƶπƱƮƱƦƢƴƨƵƨ ƵƱ ƽƲƬƱ : ( )( ) ( ) ( )   ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

+
→

xf
xf

1
ƪΣxflim 2

0  x

  

ƐƱƯƟƧƨƳ 5 

ε3. Ɛƨ Ƶƪ ƥƱơƫƨƬƤ ƵƪƳ ƤƯƬƴƽƵƪƵƤƳ nl xΠx−1, πƱƶ ƬƴƸƾƨƬ ƦƬƤ 
ƭƟƫƨ x>0, ƯƤ ƤπƱƧƨƢưƨƵƨ ƽƵƬ ƪ ƴƶƯƟƲƵƪƴƪ 

( )  dt, f(t)xF

x 

Ƥ∫=   x>0, 

ƽπƱƶ Ƥ>0, ƨƢƯƤƬ ƭƶƲƵơ (ΣƱƯƟƧƨƳ 2). ƗƵƪ ƴƶƯƠƸƨƬƤ ƯƤ 
ƤπƱƧƨƢưƨƵƨ ƽƵƬ : 

F(x) + F(3x) > 2F(2x), ƦƬƤ ƭƟƫƨ x>0 (ΣƱƯƟƧƨƳ 4). 

ƐƱƯƟƧƨƳ 6 

ε4.  εƢƯƨƵƤƬ Ʊ ƴƵƤƫƨƲƽƳ πƲƤƦΣƤƵƬƭƽƳ ƤƲƬƫΣƽƳ ƥ>0. ƑƤ 
ƤπƱƧƨƢưƨƵƨ ƽƵƬ ƶπƟƲƸƨƬ ΣƱƯƤƧƬƭƽ ưœ(ƥ,2ƥ) ƵƠƵƱƬƱ ƿƴƵƨ: 

F(ƥ) + F(3ƥ) = 2F(ư) 

ƐƱƯƟƧƨƳ 4 

ƓεƋƈƍƉƗ  (ƦιƤ  ƵƱƶƳ  ƨưƨƵƤƩƱΣƠƯƱƶƳ) 
1.  ƗƵƱ  ƵƨƵƲƟƧƬƱ  ƯƤ  ƦƲƟƹƨƵƨ  ΣƽƯƱ  ƵƤ  πƲƱƭƤƵƤƲƭƵƬƭƟ  (ƪΣƨƲƱΣƪƯƢƤ ,  

ƨưƨƵƤƩƽΣƨƯƱ  ΣƟƫƪΣƤ) .   ƑƤ  ΣƪƯ  ƤƯƵιƦƲƟψƨƵƨ  ƵƤ  ƫƠΣƤƵƤ  ƴƵƱ  ƵƨƵƲƟƧƬƱ .  
2. ƑƤ ƦƲƟƹƨƵƨ ƵƱ ƱƯƱΣƤƵƨπƿƯƶΣƽ ƴƤƳ ƴƵƱ πƟƯƺ ΣƠƲƱƳ ƵƺƯ ƷƺƵƱƤƯƵƬƦƲƟƷƺƯ 

ƤΣƠƴƺƳ ΣƽƮƬƳ ƴƤƳ πƤƲƤƧƱƫƱƾƯ . εƨƯ ƨπιƵƲƠπƨƵƤι ƯƤ ƦƲƟψƨƵƨ ƭƤΣƬƟ ƟƮƮƪ 
ƴƪΣƨƢƺƴƪ. ƎƤƵƟ  ƵƪƯ  ƤπƱƸƿƲƪƴơ  ƴƤƳ  ƯƤ  πƤƲƤƧƿƴƨƵƨ  ΣƤƩƢ  Σƨ  ƵƱ  ƵƨƵƲƟƧƬƱ  
ƭƤƬ  ƵƤ  ƷƺƵƱƤƯƵƢƦƲƤƷƤ .  

3.  ƑƤ  ƤπƤƯƵơƴƨƵƨ  ƴƵƱ  ƵƨƵƲƟƧιό  ƴƤƳ  ƴƨ  ƽƮƤ  ƵƤ  ƫƠΣƤƵƤ .  
4.  ƑƤ  ƦƲƟƹƨƵƨ  ƵƬƳ  ƤπƤƯƵơƴƨƬƳ  ƴƤƳ  ΣόƯƱ  Σƨ  ΣπƮƨ  ơ  ΣόƯƱ  Σƨ  ΣƤƾƲƱ  ƴƵƶƮƽ .  

ƐπƱƲƨƢƵƨ  ƯƤ  ƸƲƪƴƬΣƱπƱƬơƴƨƵƨ  ΣƱƮƾƥƬ  ΣƽƯƱ  ƦƬƤ  ƴƸƠƧƬƤ ,  ƧƬƤƦƲƟΣΣƤƵƤ  ƭƤƬ  
πƢƯƤƭƨƳ .  

5.  ƑƤ  Σƪ  ƸƲƪƴƬΣƱπƱƬơƴƨƵƨ  ƸƤƲƵƢ  ΣƬƮƬΣƨƵƲƠ .  
6.  ƎƟƫƨ  ƤπƟƯƵƪƴƪ  ƨπƬƴƵƪΣƱƯƬƭƟ  ƵƨƭΣƪƲƬƺΣƠƯƪ  ƨƢƯƤƬ  ƤπƱƧƨƭƵơ .  
7.  εƬƟƲƭƨƬƤ  ƨưƠƵƤƴƪƳ :  ƵƲƨƬƳ  (3)  ƿƲƨƳ  ΣƨƵƟ  Ƶƪ  ƧƬƤƯƱΣơ  ƵƺƯ  

ƷƺƵƱƤƯƵƬƦƲƟƷƺƯ .  
8.  ΧƲƽƯƱƳ  ƧƶƯƤƵơƳ  ƤπƱƸƿƲƪƴƪƳ :  10 .30 π .Σ .  

 
ƎƆƏƋ ƉƔƍƘƙΧƍƆ  

 
 ƘƉƏƓƗ ƐƋƑƙƐƆƘƓƗ 

 



ΑƕΧΗ 1ΗƗ ƗΕƏΙ∆ΑƗ – Γ΄ ΗƐΕƕΗƗΙΩƑ  
 

 

ƘΕƏƓƗ 1ΗƗ ΑƔƓ 4 ƗΕƏΙ∆ΕƗ 

ȆǹȃǼȁȁǹǻǿȀǼȈ ǼȄǼȉǹȈǼǿȈ 

Γ΄ ȉǹȄǾȈ ǾȂǼȇǾȈǿȅȊ ΓǼȃǿȀȅȊ ȁȊȀǼǿȅȊ 

Ȁǹǿ ǼȆǹȁ (ȅȂǹǻǹ Ǻ΄) 
ǻǼȊȉǼȇǹ 27 ȂǹΪȅȊ 2013  -  ǼȄǼȉǹǽȅȂǼȃȅ ȂǹΘǾȂǹ: 

ȂǹΘǾȂǹȉǿȀǹ ΘǼȉǿȀǾȈ  Ȁǹǿ  ȉǼΧȃȅȁȅΓǿȀǾȈ  ȀǹȉǼȊΘȊȃȈǾȈ  
ȈȊȃȅȁȅ ȈǼȁǿǻΩȃ: ȉǼȈȈǼȇǿȈ (4) 

 

ΘǼȂǹ ǹ 

A1. ΈıĲȦ  f  ȝȚα  ıυȞİȤȒȢ  ıυȞȐȡĲȘıȘ  ıİ  ȑȞα  įȚȐıĲȘȝα  [ ]α, ȕ .  ΑȞ G  İȓȞαȚ  

ȝȚα  παȡȐȖȠυıα  ĲȘȢ f  ıĲȠ [ ]α, ȕ ,   ĲȩĲİ Ȟα απȠįİȓȟİĲİ  ȩĲȚ:    

( ) ( ) ( )
ȕ

α
f t dt G ȕ G α= −∫  

ȂȠȞȐįİȢ 7 

A2. ȃα  įȚαĲυπȫıİĲİ  ĲȠ  ΘİȫȡȘȝα  ȂȑıȘȢ  ȉȚȝȒȢ  ĲȠυ ΔȚαφȠȡȚțȠȪ  ȁȠȖȚıȝȠȪ 
(Θ .Ȃ.ȉ.)  

ȂȠȞȐįİȢ  4 

A3. ΠȩĲİ  Ȝȑȝİ  ȩĲȚ  ȝȚα ıυȞȐȡĲȘıȘ  f  İȓȞαȚ  παȡαȖȦȖȓıȚȝȘ  ıİ ȑȞα  țȜİȚıĲȩ 

įȚȐıĲȘȝα  [ ]α, ȕ  ĲȠυ πİįȓȠυ  ȠȡȚıȝȠȪ  ĲȘȢ;  

ȂȠȞȐįİȢ  4 

A4. Να  χαȡαțĲȘȡȓıİĲİ  ĲȚȢ  πȡȠĲȐıİȚȢ  πȠυ  αțȠȜȠυșȠȪȞ,  γȡȐφȠȞĲαȢ  ıĲȠ  

ĲİĲȡȐįȚȩ  ıαȢ  įȓπȜα  ıĲȠ  γȡȐȝȝα  πȠυ  αȞĲȚıĲȠȚχİȓ  ıİ  țȐșİ  πȡȩĲαıȘ  ĲȘ  

ȜȑȟȘ  ΣωıĲό,  αȞ Ș  πȡȩĲαıȘ  İȓȞαȚ  ıωıĲȒ,  Ȓ  Λάθος ,  αȞ  Ș  πȡȩĲαıȘ  İȓȞαȚ 
ȜαȞșαıȝȑȞȘ .  

α) Η İȟȓıȦıȘ  0z z ȡ, ȡ>0− =  παȡȚıĲȐȞİȚ  ĲȠȞ  țȪțȜȠ ȝİ  țȑȞĲȡȠ  ĲȠ 

ıȘȝİȓȠ ( )0K z  țαȚ  αțĲȓȞα  
2ȡ , ȩπȠυ 0z, z  ȝȚȖαįȚțȠȓ  αȡȚșȝȠȓ .  

ȕ) ΑȞ  ( )
0x x

lim f x 0
→

< , ĲȩĲİ  ( )f x 0<  țȠȞĲȐ  ıĲȠ  0x  

Ȗ) ǿıȤȪİȚ  ȩĲȚ:  Șȝx x≤   ȖȚα țȐșİ x ∈  

į) ǿıȤȪİȚ  ȩĲȚ:  
x 0

ıυȞ x 1
lim 1

x→

−
=  

İ) ȂȚα  ıυȞİȤȒȢ  ıυȞȐȡĲȘıȘ  f  įȚαĲȘȡİȓ  πȡȩıȘȝȠ  ıİ  țαșȑȞα  απȩ  Ĳα 

įȚαıĲȒȝαĲα  ıĲα  ȠπȠȓα  ȠȚ  įȚαįȠȤȚțȑȢ  ȡȓȗİȢ  ĲȘȢ f  ȤȦȡȓȗȠυȞ  ĲȠ  πİįȓȠ  
ȠȡȚıȝȠȪ  ĲȘȢ.  

ȂȠȞȐįİȢ 10 



ΑƕΧΗ 2ΗƗ ƗΕƏΙ∆ΑƗ – Γ΄ ΗƐΕƕΗƗΙΩƑ  
 

 

ƘΕƏƓƗ 2ΗƗ ΑƔƓ 4 ƗΕƏΙ∆ΕƗ 

 

ΘǼȂǹ Ǻ 
 

ΘİȦȡȠȪȝİ ĲȠυȢ ȝȚȖαįȚțȠȪȢ αȡȚșȝȠȪȢ z  ȖȚα ĲȠυȢ ȠπȠȓȠυȢ ȚıȤȪİȚ: 

( ) ( )z 2 z 2 z 2 2− − + − =  

B1. ȃα απȠįİȓȟİĲİ ȩĲȚ Ƞ ȖİȦȝİĲȡȚțȩȢ ĲȩπȠȢ ĲȦȞ İȚțȩȞȦȞ ĲȦȞ ȝȚȖαįȚțȫȞ z , 

İȓȞαȚ țȪțȜȠȢ ȝİ țȑȞĲȡȠ ( )K 2,0  țαȚ αțĲȓȞα ȡ 1=    (ȝȠȞȐįİȢ 5) 

 ȈĲȘ ıυȞȑȤİȚα, ȖȚα țȐșİ ȝȚȖαįȚțȩ z  πȠυ αȞȒțİȚ ıĲȠȞ παȡαπȐȞȦ 

ȖİȦȝİĲȡȚțȩ ĲȩπȠ, Ȟα απȠįİȓȟİĲİ ȩĲȚ z 3≤   (ȝȠȞȐįİȢ 3) 

ȂȠȞȐįİȢ 8 

B2. ΑȞ ȠȚ ȝȚȖαįȚțȠȓ αȡȚșȝȠȓ 1 2z , z  πȠυ αȞȒțȠυȞ ıĲȠȞ παǏαπάǌω γİωǋİĲǏǈǉό 

Ĳόπǎ İίǌαǈ Ǐίǅİǐ Ĳǆǐ İǍίıωıǆǐ 2w ȕw Ȗ 0+ + = , ǋİ w  ǋǈγαįǈǉό αǏǈǇǋό, 
ȕ,Ȗ ,∈  ǉαǈ  

( ) ( )1 2z z 2− =Im Im  

ĲόĲİ ǌα απǎįİίǍİĲİ όĲǈ: 

ȕ 4= −    ǉαǈ   Ȗ 5=  

ȂȠȞȐįİȢ 9  

B3. ΘİȦȡȠȪȝİ ĲȠυȢ ȝȚȖαįȚțȠȪȢ αȡȚșȝȠȪȢ 0 1 2α ,  α ,  α  ȠȚ ȠπȠȓȠȚ αȞȒțȠυȞ ıĲȠȞ 

ȖİȦȝİĲȡȚțȩ ĲȩπȠ ĲȠυ İȡȦĲȒȝαĲȠȢ Ǻ1. ΑȞ Ƞ ȝȚȖαįȚțȩȢ αȡȚșȝȩȢ v  
ȚțαȞȠπȠȚİȓ ĲȘ ıȤȑıȘ: 

3 2

2 1 0v α v α v α 0+ + + =  

 ĲȩĲİ Ȟα απȠįİȓȟİĲİ ȩĲȚ: 

v 4<  

ȂȠȞȐįİȢ 8 

ΘǼȂǹ Γ 
 

ΘİȦȡȠȪȝİ  Ĳ ȚȢ  ıυȞαȡĲȒıİȚȢ  f,g : → ,  ȝİ  f  παȡαȖȦȖȓıȚȝȘ  ĲȑĲȠȚİȢ  

ȫıĲİ :  

•  ( )( ) ( )( )f x x f x 1 x′+ + = ,    ȖȚα  țȐșİ  x ∈  

•  ( )f 0 1=   țαȚ  

•  ( )
2

3 3x
g x x 1

2
= + −    



ΑƕΧΗ 3ΗƗ ƗΕƏΙ∆ΑƗ – Γ΄ ΗƐΕƕΗƗΙΩƑ  
 

 

ƘΕƏƓƗ 3ΗƗ ΑƔƓ 4 ƗΕƏΙ∆ΕƗ 

 

Γ1. ȃα απȠįİȓȟİĲİ ȩĲȚ: 

( ) 2f x x 1 x= + − ,  x ∈  
ȂȠȞȐįİȢ 9 

Γ2. ȃα ȕȡİȓĲİ ĲȠ πȜȒșȠȢ ĲȦȞ πȡαȖȝαĲȚțȫȞ ȡȚȗȫȞ ĲȘȢ İȟȓıȦıȘȢ  

( )( )f g x 1=  

ȂȠȞȐįİȢ 8 

Γ3. ȃα απȠįİȓȟİĲİ ȩĲȚ υπȐȡȤİȚ ĲȠυȜȐȤȚıĲȠȞ ȑȞα 0

π
x 0, 

4

⎛ ⎞∈ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ĲȑĲȠȚȠ, ȫıĲİ: 

( ) 0 0

0

0

πx
4

π
f t dt f x İφ x

4−

⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠∫  

ȂȠȞȐįİȢ 8 
 

ΘǼȂǹ ǻ  

ΈıĲȦ ( )f : 0, + ∞ →  ȝȚα παȡαȖȦȖȓıȚȝȘ ıυȞȐȡĲȘıȘ ȖȚα ĲȘȞ ȠπȠȓα ȚıȤȪȠυȞ: 

 

•  Η f′  İȓȞαȚ ȖȞȘıȓȦȢ αȪȟȠυıα ıĲȠ ( )0, + ∞  

• ( )f 1 1=  

• 
( ) ( )

h 0

f 1 5h f 1 h
lim 0

h→

+ − −
=  

ΘİȦȡȠȪȝİ İπȓıȘȢ ĲȘ ıυȞȐȡĲȘıȘ  

( ) ( )
x

α

f t 1
g x dt

t 1

−
=

−∫ ,    ( )x 1,∈ + ∞   țαȚ  α 1>  

ȃα απȠįİȓȟİĲİ ȩĲȚ: 

ǻ1. ( )f 1 0′ =  (ȝȠȞȐįİȢ 4), țαșȫȢ İπȓıȘȢ ȩĲȚ Ș f  παȡȠυıȚȐȗİȚ İȜȐȤȚıĲȠ ıĲȠ 

0x 1=    (ȝȠȞȐįİȢ 2). 

ȂȠȞȐįİȢ 6 

ǻ2. Ș g  İȓȞαȚ ȖȞȘıȓȦȢ αȪȟȠυıα (ȝȠȞȐįİȢ 3), țαȚ ıĲȘ ıυȞȑȤİȚα, Ȟα ȜȪıİĲİ ĲȘȞ 

αȞȓıȦıȘ ıĲȠ   
2 4

2 4

8x 6 2x 6

8x 5 2x 5

g(u)du g(u)du

+ +

+ +

>∫ ∫       (ȝȠȞȐįİȢ 6) 

ȂȠȞȐįİȢ 9 



ΑƕΧΗ 4ΗƗ ƗΕƏΙ∆ΑƗ – Γ΄ ΗƐΕƕΗƗΙΩƑ  
 

 

ƘΕƏƓƗ 4ΗƗ ΑƔƓ 4 ƗΕƏΙ∆ΕƗ 

 

ǻ3. Ș g  İȓȞαȚ țυȡĲȒ, țαșȫȢ İπȓıȘȢ ȩĲȚ Ș İȟȓıȦıȘ  

( ) ( ) ( )( ) ( )
x

α

f t 1
α 1 dt f α 1 x α , x 1

t 1

−
− = − − >

−∫  

 ȑȤİȚ αțȡȚȕȫȢ ȝȚα ȜȪıȘ. 

ȂȠȞȐįİȢ 10 

 

 

 

 

ȅǻǾΓǿǼȈ  (Ȗια ĲȠυȢ  İȟİĲαȗȠȝȑȞȠυȢ) 
 

1.  ȈĲȠ  İȟȫφυȜȜȠ  ĲȠυ  ĲİĲȡαįȓȠυ  Ȟα  ȖȡȐȥİĲİ  ĲȠ  İȟİĲαȗȩȝİȞȠ  ȝȐșȘȝα .  ȈĲȠ  
İıȫφυȜȜȠ  πȐȞȦ -πȐȞȦ  Ȟα  ıυȝπȜȘȡȫıİĲİ  Ĳα  αĲȠȝȚțȐ  ıĲȠȚȤİȓα  ȝαșȘĲȒ .  
ȈĲȘȞ  αȡȤȒ  ĲȦȞ  απαȞĲȒıİȫȞ  ıαȢ  Ȟα  ȖȡȐȥİĲİ  πȐȞȦ -πȐȞȦ  ĲȘȞ  
ȘȝİȡȠȝȘȞȓα  țαȚ  ĲȠ  İȟİĲαȗȩȝİȞȠ  ȝȐșȘȝα .  ȃα  ȝȘȞ  αȞĲȚȖȡȐȥİĲİ  Ĳα  
șȑȝαĲα  ıĲȠ  ĲİĲȡȐįȚȠ  țαȚ  Ȟα  ȝȘȞ  ȖȡȐψİĲİ  πȠυșİȞȐ  ıĲȚȢ  απαȞĲȒıİȚȢ  
ıαȢ  ĲȠ  ȩȞȠȝȐ  ıαȢ .  

2. ȃα ȖȡȐȥİĲİ ĲȠ ȠȞȠȝαĲİπȫȞυȝȩ ıαȢ ıĲȠ πȐȞȦ ȝȑȡȠȢ ĲȦȞ φȦĲȠαȞĲȚȖȡȐφȦȞ 
αȝȑıȦȢ ȝȩȜȚȢ ıαȢ παȡαįȠșȠȪȞ. ȉυȤȩȞ ıȘȝİȚȫıİȚȢ ıαȢ πȐȞȦ ıĲα șȑȝαĲα 
įİȞ șα ȕαșȝȠȜȠȖȘșȠȪȞ ıİ țαȝȓα πİȡȓπĲȦıȘ. ȀαĲȐ  ĲȘȞ  απȠȤȫȡȘıȒ  ıαȢ  
Ȟα  παȡαįȫıİĲİ  ȝαȗȓ  ȝİ  ĲȠ  ĲİĲȡȐįȚȠ  țαȚ  Ĳα  φȦĲȠαȞĲȓȖȡαφα .  

3. ȃα  απαȞĲȒıİĲİ  ıĲȠ  ĲİĲȡȐįιό  ıαȢ  ıİ  ȩȜα  Ĳα  șȑȝαĲα  ȝόȞȠ  ȝİ  ȝπȜİ  Ȓ  
ȝόȞȠ  ȝİ  ȝαȪȡȠ  ıĲυȜȩ  ȝİ  ȝİȜȐȞȚ  πȠυ  įİȞ  ıȕȒȞİȚ .  ȂȠȜȪȕȚ  İπȚĲȡȑπİĲαȚ ,  
țαȚ  ȝȩȞȠ  ȖȚα  πȓȞαțİȢ ,  įȚαȖȡȐȝȝαĲα  țȜπ .  

4. ȀȐșİ  απȐȞĲȘıȘ  İπȚıĲȘȝȠȞȚțȐ  ĲİțȝȘȡȚȦȝȑȞȘ  İȓȞαȚ  απȠįİțĲȒ .  
5. ΔȚȐȡțİȚα  İȟȑĲαıȘȢ :  ĲȡİȚȢ  (3)  ȫȡİȢ  ȝİĲȐ  ĲȘ  įȚαȞȠȝȒ  ĲȦȞ  

φȦĲȠαȞĲȚȖȡȐφȦȞ .  
6. ΧȡȩȞȠȢ  įυȞαĲȒȢ  απȠȤȫȡȘıȘȢ :  10.00 π .ȝ .  
 
 
 

KǹȁǾ  ǼȆǿȉȊΧǿǹ   
 

ȉǼȁȅȈ  ȂǾȃȊȂǹȉȅȈ  

 



ΑƕΧΗ 1ΗƗ ƗΕƏΙ∆ΑƗ – Γ΄ ΗƐΕƕΗƗΙΩƑ  
 

 

ƘΕƏƓƗ 1ΗƗ ΑƔƓ 4 ƗΕƏΙ∆ΕƗ 

ȆǹȃǼȁȁǹǻǿȀǼȈ ǼȄǼȉǹȈǼǿȈ 

Γ΄ ȉǹȄǾȈ ǾȂǼȇǾȈǿȅȊ ΓǼȃǿȀȅȊ ȁȊȀǼǿȅȊ 

Ȁǹǿ ǼȆǹȁ (ȅȂǹǻǹ Ǻ΄) 
ǻǼȊȉǼȇǹ 2 IOYNIOY 2014  -  ǼȄǼȉǹǽȅȂǼȃȅ ȂǹΘǾȂǹ: 

ȂǹΘǾȂǹȉǿȀǹ ΘǼȉǿȀǾȈ  Ȁǹǿ  ȉǼΧȃȅȁȅΓǿȀǾȈ  ȀǹȉǼȊΘȊȃȈǾȈ  
ȈȊȃȅȁȅ ȈǼȁǿǻΩȃ: ȉǼȈȈǼȇǿȈ (4) 

 

 

ΘǼȂǹ ǹ 

A1. ΈıĲȦ ȝȚα ıυȞȐȡĲȘıȘ  f  ȠȡȚıȝȑȞȘ  ıİ ȑȞα  įȚȐıĲȘȝα  Δ . ǹȞ 

•  Ș  f  İȓȞαȚ  ıυȞİȤȒȢ ıĲȠ  Δ  țαȚ 

•  f (x) 0′ =
 

ȖȚα  țȐșİ İıȦĲİȡȚțȩ  ıȘȝİȓȠ x  ĲȠυ Δ , 

ĲȩĲİ Ȟα απȠįİȓȟİĲİ  ȩĲȚ Ș f  İȓȞαȚ  ıĲαșİȡȒ  ıİ ȩȜȠ ĲȠ  įȚȐıĲȘȝα  Δ .  

ȂȠȞȐįİȢ 8 

A2. ΈıĲȦ  ȝȚα ıυȞȐȡĲȘıȘ  f  ıυȞİȤȒȢ  ıİ  ȑȞα  įȚȐıĲȘȝα  Δ
 

țαȚ  παȡαȖȦȖȓıȚȝȘ  

ıĲȠ  İıȦĲİȡȚțȩ  ĲȠυ Δ .  ΠȩĲİ  Ȝȑȝİ  ȩĲȚ  Ș ıυȞȐȡĲȘıȘ  f  ıĲȡȑφİȚ  Ĳα  țȠȓȜα  

πȡȠȢ Ĳα țȐĲȦ Ȓ İȓȞαȚ  țȠȓȜȘ ıĲȠ  Δ ; 

ȂȠȞȐįİȢ  4 

A3. ΈıĲȦ  ȝȚα  ıυȞȐȡĲȘıȘ  f  ȝİ  πİįȓȠ  ȠȡȚıȝȠȪ  A . ΠȩĲİ  Ȝȑȝİ  ȩĲȚ  Ș f  

παȡȠυıȚȐȗİȚ  ıĲȠ 
0x ǹ∈  (ȠȜȚțȩ) ȝȑȖȚıĲȠ , ĲȠ  ( )0f x ; 

ȂȠȞȐįİȢ  3 

A4. Να  χαȡαțĲȘȡȓıİĲİ  ĲȚȢ  πȡȠĲȐıİȚȢ  πȠυ  αțȠȜȠυșȠȪȞ,  γȡȐφȠȞĲαȢ  ıĲȠ  

ĲİĲȡȐįȚȩ  ıαȢ,  įȓπȜα  ıĲȠ γȡȐȝȝα πȠυ αȞĲȚıĲȠȚχİȓ  ıİ țȐșİ  πȡȩĲαıȘ,  ĲȘ  

ȜȑȟȘ  ΣωıĲό,  αȞ Ș  πȡȩĲαıȘ  İȓȞαȚ  ıωıĲȒ,  Ȓ  Λάθος ,  αȞ  Ș  πȡȩĲαıȘ  İȓȞαȚ 
ȜαȞșαıȝȑȞȘ .  

α) ΓȚα țȐșİ  z∈   ȚıȤȪİȚ   z z 2− = Im (z)
 (ȝȠȞȐįİȢ 2) 

ȕ) ǹȞ  ( )
0x x

lim f x
→

= +∞   Ȓ  −∞ ,  ĲȩĲİ  
( )0x x

1
lim 0

f x→
=   

(ȝȠȞȐįİȢ 2) 

 

 



ΑƕΧΗ 2ΗƗ ƗΕƏΙ∆ΑƗ – Γ΄ ΗƐΕƕΗƗΙΩƑ  
 

 

ƘΕƏƓƗ 2ΗƗ ΑƔƓ 4 ƗΕƏΙ∆ΕƗ 

 

Ȗ) ǹȞ  ȝȚα ıυȞȐȡĲȘıȘ f  παȡȠυıȚȐȗİȚ  (ȠȜȚțȩ) ȝȑȖȚıĲȠ,  ĲȩĲİ  αυĲȩ  șα 

İȓȞαȚ  ĲȠ ȝİȖαȜȪĲİȡȠ  απȩ Ĳα ĲȠπȚțȐ  ĲȘȢ ȝȑȖȚıĲα . 

(ȝȠȞȐįİȢ 2) 

į) ǹȞ  Ș  ıυȞȐȡĲȘıȘ  f  İȓȞαȚ  ıυȞİȤȒȢ  ıİ  ȑȞα  įȚȐıĲȘȝα  Δ
 

țαȚ  α, ȕ, Ȗ Δ,∈
 

ĲȩĲİ ȚıȤȪİȚ   
ȕ Ȗ ȕ

α α Ȗ
f(x)dx f(x) dx f(x) dx= +∫ ∫ ∫

 

(ȝȠȞȐįİȢ 2) 

İ) ΈıĲȦ  ıυȞȐȡĲȘıȘ  f  ıυȞİȤȒȢ  ıİ  ȑȞα  įȚȐıĲȘȝα  Δ
 

țαȚ  παȡαȖȦȖȓıȚȝȘ 

ıİ  țȐșİ  İıȦĲİȡȚțȩ ıȘȝİȓȠ ĲȠυ Δ .  ǹȞ  Ș ıυȞȐȡĲȘıȘ  f
 

İȓȞαȚ  ȖȞȘıȓȦȢ  

φșȓȞȠυıα ıĲȠ  Δ ,  ĲȩĲİ  Ș  παȡȐȖȦȖȩȢ  ĲȘȢ İȓȞαȚ  υπȠȤȡİȦĲȚțȐ  

αȡȞȘĲȚțȒ ıĲȠ  İıȦĲİȡȚțȩ ĲȠυ Δ . 

      (ȝȠȞȐįİȢ 2) 

ȂȠȞȐįİȢ 10 

ΘǼȂǹ Ǻ 
 
ΔȓȞİĲαȚ Ș İȟȓıȦıȘ 

2
2 z (z z)i 4 2i 0, z+ + − − = ∈  

B1. ȃα ȜȪıİĲİ ĲȘȞ παȡαπȐȞȦ İȟȓıȦıȘ. 

ȂȠȞȐįİȢ 9 

B2. ǹȞ 1z =1+i  țαȚ 2z =1- i
 
İȓȞαȚ ȠȚ ȡȓȗİȢ ĲȘȢ παȡαπȐȞȦ İȟȓıȦıȘȢ, ĲȩĲİ ǌα 

απǎįİίǍİĲİ όĲǈ ǎ αǏǈǇǋόǐ 
39

1

2

z
w 3

z

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
  

İίǌαǈ ίıǎǐ ǋİ 3i−  

ȂȠȞȐįİȢ 8  

B3. ȃα ȕȡİȓĲİ ĲȠ ȖİȦȝİĲȡȚțȩ ĲȩπȠ ĲȦȞ İȚțȩȞȦȞ ĲȦȞ ȝȚȖαįȚțȫȞ αȡȚșȝȫȞ u  ȖȚα 

ĲȠυȢ ȠπȠȓȠυȢ ȚıȤȪİȚ 

1 2u w 4z z i+ = − −
 

ȩπȠυ 
1 2w, z , z  ȠȚ ȝȚȖαįȚțȠȓ αȡȚșȝȠȓ ĲȠυ İȡȦĲȒȝαĲȠȢ  Ǻ2. 

ȂȠȞȐįİȢ 8 



ΑƕΧΗ 3ΗƗ ƗΕƏΙ∆ΑƗ – Γ΄ ΗƐΕƕΗƗΙΩƑ  
 

 

ƘΕƏƓƗ 3ΗƗ ΑƔƓ 4 ƗΕƏΙ∆ΕƗ 

 
ΘǼȂǹ Γ 

 

ΔȓȞİĲαȚ  Ș  ıυȞȐȡĲȘıȘ  
 

xx xh( ) x ,( 1) ∈= − + Rn e  

   

Γ1. ȃα ȝİȜİĲȒıİĲİ ĲȘȞ h  ȦȢ πȡȠȢ ĲȘȞ țυȡĲȩĲȘĲα. 
ȂȠȞȐįİȢ 5 

Γ2. ȃα ȜȪıİĲİ ĲȘȞ αȞȓıȦıȘ  

2 (x)h( h )

1

′
<

+
e

e
e    

, 
 
x∈  

ȂȠȞȐįİȢ 7 

Γ3. ȃα ȕȡİȓĲİ ĲȘȞ ȠȡȚȗȩȞĲȚα αıȪȝπĲȦĲȘ ĲȘȢ ȖȡαφȚțȒȢ παȡȐıĲαıȘȢ ĲȘȢ h  ıĲȠ 

+∞ , țαșȫȢ țαȚ ĲȘȞ πȜȐȖȚα αıȪȝπĲȦĲȒ ĲȘȢ ıĲȠ −∞ . 

ȂȠȞȐįİȢ 6 

Γ4. ΔȓȞİĲαȚ Ș ıυȞȐȡĲȘıȘ ( )x
2φ(x) h(x) ,= + ne    x∈  

 ȃα ȕȡİȓĲİ ĲȠ İȝȕαįȩȞ ĲȠυ ȤȦȡȓȠυ πȠυ πİȡȚțȜİȓİĲαȚ απȩ ĲȘ ȖȡαφȚțȒ 

παȡȐıĲαıȘ ĲȘȢ φ(x) , ĲȠȞ ȐȟȠȞα x ' x  țαȚ ĲȘȞ İυșİȓα x 1=  

ȂȠȞȐįİȢ 7 
 

 
ΘǼȂǹ ǻ  

ΔȓȞİĲαȚ Ș ıυȞȐȡĲȘıȘ ( )

x
1

, αȞ x 0
x

f x

1 , αȞ x 0

⎧ −
≠⎪⎪= ⎨

⎪ =⎪⎩

e

 

ǻ1. ȃα απȠįİȓȟİĲİ ȩĲȚ Ș f  İȓȞαȚ ıυȞİȤȒȢ ıĲȠ ıȘȝİȓȠ 
0x 0=  țαȚ, ıĲȘ ıυȞȑȤİȚα, 

ȩĲȚ İȓȞαȚ ȖȞȘıȓȦȢ αȪȟȠυıα. 

ȂȠȞȐįİȢ 7 

ǻ2. ΔȓȞİĲαȚ İπȚπȜȑȠȞ ȩĲȚ Ș f  İȓȞαȚ țυȡĲȒ. 
 

α) ȃα απȠįİȓȟİĲİ ȩĲȚ Ș İȟȓıȦıȘ  

1

2 (x)f

f(u) du 0

′

=∫  

ȑȤİȚ αțȡȚȕȫȢ ȝȓα ȜȪıȘ, Ș ȠπȠȓα İȓȞαȚ Ș  x 0=         (ȝȠȞȐįİȢ 7) 



ΑƕΧΗ 4ΗƗ ƗΕƏΙ∆ΑƗ – Γ΄ ΗƐΕƕΗƗΙΩƑ  
 

 

ƘΕƏƓƗ 4ΗƗ ΑƔƓ 4 ƗΕƏΙ∆ΕƗ 

 

ȕ) ΈȞα υȜȚțȩ ıȘȝİȓȠ M  ȟİțȚȞȐ ĲȘ ȤȡȠȞȚțȒ ıĲȚȖȝȒ t 0=  απȩ ȑȞα ıȘȝİȓȠ 

( )0 0A x , x )f(  ȝİ 0x 0<  țαȚ țȚȞİȓĲαȚ țαĲȐ ȝȒțȠȢ ĲȘȢ țαȝπȪȜȘȢ 

0y f(x), x x= ≥  ȝİ x x(t), y y(t), t 0= = ≥ . Σİ πȠȚȠ ıȘȝİȓȠ ĲȘȢ 

țαȝπȪȜȘȢ Ƞ ȡυșȝȩȢ ȝİĲαȕȠȜȒȢ ĲȘȢ ĲİĲȝȘȝȑȞȘȢ x(t) ĲȠυ ıȘȝİȓȠυ M  İȓȞαȚ  

įȚπȜȐıȚȠȢ ĲȠυ ȡυșȝȠȪ ȝİĲαȕȠȜȒȢ ĲȘȢ ĲİĲαȖȝȑȞȘȢ ĲȠυ y(t) , αȞ υπȠĲİșİȓ  

ȩĲȚ x '(t) 0>  ȖȚα țȐșİ t 0≥ . 

       (ȝȠȞȐįİȢ 4) 
 

ȂȠȞȐįİȢ 11 

ǻ3. ΘİȦȡȠȪȝİ ĲȘ ıυȞȐȡĲȘıȘ 

( ) ( ) ( )2 2
g(x) x f(x) 1 x 2 , x 0,= + − − ∈ + ∞e  

ȃα απȠįİȓȟİĲİ ȩĲȚ Ș ıυȞȐȡĲȘıȘ g  ȑȤİȚ įȪȠ șȑıİȚȢ ĲȠπȚțȫȞ İȜαȤȓıĲȦȞ țαȚ 
ȝȓα șȑıȘ ĲȠπȚțȠȪ ȝİȖȓıĲȠυ. 

ȂȠȞȐįİȢ 7 

 

ȅǻǾΓǿǼȈ  (ȖȚα ĲȠυȢ  İȟİĲαȗȠȝȑȞȠυȢ) 
 

1.  ȈĲȠ  İȟȫφυȜȜȠ  ĲȠυ  ĲİĲȡαįȓȠυ  Ȟα  ȖȡȐȥİĲİ  ĲȠ  İȟİĲαȗȩȝİȞȠ  ȝȐșȘȝα .  ȈĲȠ  
İıȫφυȜȜȠ  πȐȞȦ -πȐȞȦ  Ȟα  ıυȝπȜȘȡȫıİĲİ  Ĳα  ǹĲȠȝȚțȐ  ıĲȠȚȤİȓα  
ȝαșȘĲȒ .  ȈĲȘȞ  αȡȤȒ  ĲȦȞ  απαȞĲȒıİȫȞ  ıαȢ  Ȟα  ȖȡȐȥİĲİ  πȐȞȦ -πȐȞȦ  
ĲȘȞ  ȘȝİȡȠȝȘȞȓα  țαȚ  ĲȠ  İȟİĲαȗȩȝİȞȠ  ȝȐșȘȝα .  ȃα  ȝȘȞ  αȞĲȚȖȡȐȥİĲİ  Ĳα  
șȑȝαĲα  ıĲȠ  ĲİĲȡȐįȚȠ  țαȚ  Ȟα  ȝȘ  ȖȡȐȥİĲİ  πȠυșİȞȐ  ıĲȚȢ  απαȞĲȒıİȚȢ  ıαȢ  
ĲȠ  ȩȞȠȝȐ  ıαȢ .  

2. ȃα ȖȡȐȥİĲİ ĲȠ ȠȞȠȝαĲİπȫȞυȝȩ ıαȢ ıĲȠ πȐȞȦ ȝȑȡȠȢ ĲȦȞ φȦĲȠαȞĲȚȖȡȐφȦȞ 
αȝȑıȦȢ ȝȩȜȚȢ ıαȢ παȡαįȠșȠȪȞ. ȉυȤȩȞ ıȘȝİȚȫıİȚȢ ıαȢ πȐȞȦ ıĲα 
șȑȝαĲα įİȞ șα ȕαșȝȠȜȠȖȘșȠȪȞ ıİ țαȝȓα πİȡȓπĲȦıȘ. ΚαĲȐ  ĲȘȞ  
απȠȤȫȡȘıȒ  ıαȢ  Ȟα  παȡαįȫıİĲİ  ȝαȗȓ  ȝİ  ĲȠ  ĲİĲȡȐįȚȠ  țαȚ  Ĳα  
φȦĲȠαȞĲȓȖȡαφα .  

3. ȃα  απαȞĲȒıİĲİ  ıĲȠ  ĲİĲȡȐįȚȩ  ıαȢ  ıİ  ȩȜα  Ĳα  șȑȝαĲα  ȝȩȞȠ  ȝİ  ȝπȜİ  Ȓ  
ȝȩȞȠ  ȝİ  ȝαȪȡȠ  ıĲυȜȩ  ȝİ  ȝİȜȐȞȚ  πȠυ  įİȞ  ıȕȒȞİȚ .  ȂȠȜȪȕȚ  İπȚĲȡȑπİĲαȚ ,  
ȝȩȞȠ  αȞ  ĲȠ  ȗȘĲȐİȚ  Ș  İțφȫȞȘıȘ ,  țαȚ  ȝȩȞȠ  ȖȚα  πȓȞαțİȢ ,  įȚαȖȡȐȝȝαĲα  
țȜπ .  

4. ΚȐșİ  απȐȞĲȘıȘ  İπȚıĲȘȝȠȞȚțȐ  ĲİțȝȘȡȚȦȝȑȞȘ  İȓȞαȚ  απȠįİțĲȒ .  
5. ΔȚȐȡțİȚα  İȟȑĲαıȘȢ :  ĲȡİȚȢ  (3)  ȫȡİȢ  ȝİĲȐ  ĲȘ  įȚαȞȠȝȒ  ĲȦȞ  

φȦĲȠαȞĲȚȖȡȐφȦȞ .  
6. ΧȡȩȞȠȢ  įυȞαĲȒȢ  απȠȤȫȡȘıȘȢ :  10.00 π .ȝ .  
 

 
ȈǹȈ  ǼȊΧȅȂǹȈȉǼ KǹȁǾ  ǼȆǿȉȊΧǿǹ   

 
ȉǼȁȅȈ  ȂǾȃȊȂǹȉȅȈ 



ΑƕΧΗ 1ΗƗ ƗΕƏΙΔΑƗ – Γ΄ ΗƐΕƕΗƗΙΩƑ   
 

 

ƘΕƏƓƗ 1ΗƗ ΑƔƓ 4 ƗΕƏΙΔΕƗ 

ȆǹȃǼȁȁǹǻǿȀǼȈΝǼȄǼȉǹȈǼǿȈ 

Γ΄ΝȉǹȄǾȈΝǾȂǼȇǾȈǿȅȊΝΓǼȃǿȀȅȊΝȁȊȀǼǿȅȊ 

ȀǹǿΝǼȆǹȁΝ(ȅȂǹǻǹΝǺ΄) 
ǻǼȊȉǼȇǹΝ25 ȂǹȎȅȊ 2015   

  ǼȄǼȉǹǽȅȂǼȃȅΝȂǹΘǾȂǹμ 
ȂǹΘǾȂǹȉǿȀǹΝΘǼȉǿȀǾȈΝȀǹǿΝȉǼΧȃȅȁȅΓǿȀǾȈΝȀǹȉǼȊΘȊȃȈǾȈ  

ȈȊȃȅȁȅΝȈǼȁǿǻȍȃμΝȉǼȈȈǼȇǿȈΝ(ζ) 
 

 

ΘǼȂǹΝǹ 

A1. ΈıĲȦ ȝȚαΝ ıυȞȐȡĲȘıȘ  f ,Ν ȘΝ ȠπȠȓαΝ İȓȞαȚΝ ȠȡȚıȝȑȞȘΝ ıİΝ ȑȞαΝ țȜİȚıĲȩΝ

įȚȐıĲȘȝαΝ [α,ȕ] . ǹȞ 

 Ș  f  İȓȞαȚΝıυȞİȤȒȢΝıĲȠΝ [α,ȕ]  țαȚ  

 f(α) f(ȕ),
 

  

ĲȩĲİΝ ȞαΝ απȠįİȓȟİĲİΝ ȩĲȚ  ȖȚαΝ țȐșİΝ αȡȚșȝȩΝ Ș ȝİĲαȟȪΝ ĲȦȞΝ f(α)  țαȚΝ f(ȕ)

υπȐȡȤİȚΝȑȞαȢΝĲȠυȜȐȤȚıĲȠȞ  0x (α,ȕ),  ĲȑĲȠȚȠȢ ȫıĲİΝ 0f(x ) Ș.  

ȂȠȞȐįİȢΝι   

A2. ΈıĲȦΝȝȚαΝıυȞȐȡĲȘıȘΝ f  țαȚΝ 0x ȑȞαΝıȘȝİȓȠΝĲȠυΝπİįȓȠυΝȠȡȚıȝȠȪΝĲȘȢέΝȆȩĲİΝ

șαΝȜȑȝİΝȩĲȚΝȘ  f   İȓȞαȚΝıυȞİȤȒȢΝıĲȠΝ 0x ;  

ȂȠȞȐįİȢ  4  

A3. ΈıĲȦΝ ȝȚαΝ ıυȞȐȡĲȘıȘ  f  ȝİΝ πİįȓȠΝ ȠȡȚıȝȠȪΝ A . ȆȩĲİ  ȜȑȝİΝ ȩĲȚΝ Ș  f  

παȡȠυıȚȐȗİȚΝıĲȠΝ 0x ǹ  ĲȠπȚțȩ  İȜȐȤȚıĲȠ ;  

ȂȠȞȐįİȢ  4  

A4. Να χαȡαțĲȘȡȓıİĲİ ĲȚȢ πȡȠĲȐıİȚȢ πȠυ αțȠȜȠυșȠȪȞ, γȡȐφȠȞĲαȢ ıĲȠ 
ĲİĲȡȐįȚȩ ıαȢ,  įȓπȜα ıĲȠ γȡȐȝȝα πȠυ αȞĲȚıĲȠȚχİȓ ıİ țȐșİ πȡȩĲαıȘ , ĲȘ 
ȜȑȟȘ ΣωıĲό, αȞ Ș πȡȩĲαıȘ İȓȞαȚ ıωıĲȒ, Ȓ Λάθος, αȞ Ș πȡȩĲαıȘ İȓȞαȚ 
ȜαȞșαıȝȑȞȘέ  

α)  ǹȞΝ ȖȚαΝ įȪȠΝıυȞαȡĲȒıİȚȢΝ f , g
 
ȠȡȓȗȠȞĲαȚΝ ȠȚ  ıυȞαȡĲȒıİȚȢΝ fog

 
țαȚΝgof,

 
ĲȩĲİΝȚıȤȪİȚΝπȐȞĲȠĲİΝȩĲȚΝfog = gof.

 
ȕ)  ΗΝ įȚαȞυıȝαĲȚțȒΝ αțĲȓȞαΝ ĲȘȢΝ įȚαφȠȡȐȢΝ ĲȦȞΝ ȝȚȖαįȚțȫȞΝ α ȕi

 
țαȚΝ

Ȗ įi
 
İȓȞαȚΝȘΝįȚαφȠȡȐΝĲȦȞΝįȚαȞυıȝαĲȚțȫȞΝαțĲȓȞȦȞ  ĲȠυȢ .  

Ȗ) ΓȚαΝțȐșİΝ x
 
ȚıȤȪİȚΝȩĲȚΝ ıυȞ x Șȝxέ( )  



ΑƕΧΗ 2ΗƗ ƗΕƏΙΔΑƗ – Γ΄ ΗƐΕƕΗƗΙΩƑ   
 

 

ƘΕƏƓƗ 2ΗƗ ΑƔƓ 4 ƗΕƏΙΔΕƗ 

į)  ΈıĲȦΝ f  ȝȓαΝ ıυȞİȤȒȢΝ ıυȞȐȡĲȘıȘΝ ıİΝ ȑȞαΝ įȚȐıĲȘȝα  [α,ȕ] έΝ ǹȞΝ ȚıȤȪİȚΝ

ȩĲȚΝ f(x) 0  ȖȚαΝ țȐșİΝ x [α,ȕ]
 
țαȚΝ ȘΝ ıυȞȐȡĲȘıȘΝ f  įİȞΝ İȓȞαȚΝ παȞĲȠȪΝ

ȝȘįȑȞΝıĲȠΝįȚȐıĲȘȝαΝαυĲȩ , ĲȩĲİΝ
ȕ

α
f(x)dx 0. 

 

İ)  ǹȞΝ
0x x

lim f(x) 0  țαȚΝ f(x) 0
 
țȠȞĲȐΝıĲȠΝ 0x ,  ĲȩĲİΝ

0x x

1
lim .

f(x)
 

       

ȂȠȞȐįİȢ  10  

ΘǼȂǹΝǺ 
 
ΘİȦȡȠȪȝİΝĲȠυȢΝȝȚȖαįȚțȠȪȢΝαȡȚșȝȠȪȢΝz ȖȚαΝĲȠυȢΝȠπȠȓȠυȢΝȚıȤȪİȚμ 

|z 4 | 2 | z 1|.  

B1. ȃαΝ απȠįİȓȟİĲİΝ ȩĲȚΝ ȠΝ ȖİȦȝİĲȡȚțȩȢΝ ĲȩπȠȢΝ ĲȦȞΝ İȚțȩȞȦȞΝ αυĲȫȞΝ ĲȦȞΝ
ȝȚȖαįȚțȫȞΝ αȡȚșȝȫȞΝ z İȓȞαȚΝ țȪțȜȠȢΝ ȝİΝ țȑȞĲȡȠΝ ĲȘȞΝ αȡȤȒ  ĲȦȞΝ αȟȩȞȦȞΝ țαȚΝ
αțĲȓȞαΝȡοβ. 
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B2. ΈıĲȦΝ 1 2

2 1

2z 2z
w ,

z z  
ȩπȠυΝ

1 2z , z  įȪȠΝȝȚȖαįȚțȠȓΝαȡȚșȝȠȓΝĲȠυΝİȡȦĲȒȝαĲȠȢΝ

Ǻ1έ 
 ȃαΝαπȠįİȓȟİĲİΝȩĲȚμ 

α) ȅΝw İȓȞαȚΝπȡαȖȝαĲȚțȩȢΝțαȚΝ  

(ȝȠȞȐįİȢΝζ) 

ȕ) -4 w 4. 
(ȝȠȞȐįİȢΝι) 
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B3. ǹȞ w - 4, ȩπȠυΝ w İȓȞαȚΝ ȠΝ ȝȚȖαįȚțȩȢΝ αȡȚșȝȩȢΝ ĲȠυΝ İȡȦĲȒȝαĲȠȢΝ Ǻβ,Ν ȞαΝ

ȕȡİȓĲİΝ ĲȘΝ ıȤȑıȘΝ πȠυΝ ıυȞįȑİȚΝ ĲȠυȢΝ ȝȚȖαįȚțȠȪȢΝ αȡȚșȝȠȪȢΝ
1 2z , z  țαȚΝ ȞαΝ

απȠįİȓȟİĲİ ȩĲȚΝ ĲȠΝĲȡȓȖȦȞȠΝǹǺΓΝȝİΝțȠȡυφȑȢΝĲȚȢΝİȚțȩȞİȢΝ 1 2 3A(z ), B(z ), Γ(z )
ĲȦȞΝȝȚȖαįȚțȫȞΝαȡȚșȝȫȞΝ

1 2z , z  țαȚΝ 3z , ȝİΝ 3 1z 2iz ,  İȓȞαȚΝȚıȠıțİȜȑȢέ
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ΑƕΧΗ 3ΗƗ ƗΕƏΙΔΑƗ – Γ΄ ΗƐΕƕΗƗΙΩƑ   
 

 

ƘΕƏƓƗ 3ΗƗ ΑƔƓ 4 ƗΕƏΙΔΕƗ 

ΘǼȂǹΝΓ 

ΔȓȞİĲαȚ ΝȘΝıυȞȐȡĲȘıȘΝ
 

x

2

e
f(x) , x

x 1
.  

 
 

   

Γ1έ ȃαΝ ȝİȜİĲȒıİĲİΝ ĲȘȞΝ f  ȦȢΝ πȡȠȢΝ ĲȘΝ ȝȠȞȠĲȠȞȓαΝ țαȚΝ ȞαΝ απȠįİȓȟİĲİΝ ȩĲȚΝ ĲȠΝ
ıȪȞȠȜȠΝĲȚȝȫȞΝĲȘȢΝİȓȞαȚΝĲȠΝįȚȐıĲȘȝαΝ (0, ) . 
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Γβέ ȃαΝαπȠįİȓȟİĲİΝȩĲȚΝȘΝİȟȓıȦıȘ   

2
3 x 2 e

f e (x 1)
5

( )
   

 

         ȑȤİȚΝıĲȠΝıȪȞȠȜȠΝĲȦȞΝπȡαȖȝαĲȚțȫȞΝαȡȚșȝȫȞΝȝȓαΝαțȡȚȕȫȢΝȡȓȗαέ  
 
 
ȂȠȞȐįİȢ 8  

Γγέ ȃαΝαπȠįİȓȟİĲİΝȩĲȚ  
4x

2x
f(t)dt 2x f(4x) 

ȖȚαΝțȐșİΝ x 0 .  

ȂȠȞȐįİȢ 4  

Γ4. ΔȓȞİĲαȚΝȘΝıυȞȐȡĲȘıȘΝ    
4x

2x

1
, x 0

g(x) x

2 , x 0

f(t)dt
 

 ȃαΝαπȠįİȓȟİĲİΝȩĲȚΝȘΝıυȞȐȡĲȘıȘΝ g  İȓȞαȚΝȖȞȘıȓȦȢΝαȪȟȠυıα ıĲȠΝ [0, ) . 
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ΘǼȂǹΝǻ  

ΈıĲȦΝȘΝπαȡαȖȦȖȓıȚȝȘΝıυȞȐȡĲȘıȘΝ f :
 
ȖȚαΝĲȘȞΝȠπȠȓαΝȚıȤȪȠυȞμ 

 
f(x) f(x)f (x) e e 2  ȖȚαΝțȐșİΝ x  țαȚ 

 f(0) 0.  

ǻ1έ ȃαΝαπȠįİȓȟİĲİΝȩĲȚΝ  2f(x) n x x 1( ) , x . 
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ǻβέ α) ȃαΝȕȡİȓĲİΝĲαΝįȚαıĲȒȝαĲαΝıĲαΝȠπȠȓαΝȘΝıυȞȐȡĲȘıȘΝf İȓȞαȚΝțυȡĲȒΝȒΝțȠȓȜȘΝ 
țαȚΝȞαΝπȡȠıįȚȠȡȓıİĲİΝĲȠΝıȘȝİȓȠΝțαȝπȒȢΝĲȘȢΝȖȡαφȚțȒȢΝπαȡȐıĲαıȘȢΝĲȘȢΝ f. 

(ȝȠȞȐįİȢΝ3) 



ΑƕΧΗ 4ΗƗ ƗΕƏΙΔΑƗ – Γ΄ ΗƐΕƕΗƗΙΩƑ   
 

 

ƘΕƏƓƗ 4ΗƗ ΑƔƓ 4 ƗΕƏΙΔΕƗ 

ȕ) ȃαΝ υπȠȜȠȖȓıİĲİΝ ĲȠΝ İȝȕαįȩȞΝ ĲȠυΝ ȤȦȡȓȠυΝ πȠυΝ πİȡȚțȜİȓİĲαȚΝ απȩΝ ĲȘΝ
ȖȡαφȚțȒΝ παȡȐıĲαıȘΝ ĲȘȢΝ ıυȞȐȡĲȘıȘȢΝ f , ĲȘȞΝ İυșİȓαΝ y x  țαȚΝ ĲȚȢΝ İυșİȓİȢΝ
x 0  țαȚ x 1. 
       (ȝȠȞȐįİȢΝ4) 
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ǻ3. ȃαΝυπȠȜȠȖȓıİĲİΝĲȠΝȩȡȚȠμ  

x 0

x
2

0
f (t)dt

lim e 1 n f(x) .| |
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ǻ4. ȃαΝαπȠįİȓȟİĲİΝȩĲȚΝȘΝİȟȓıȦıȘμΝ  

2 2
x 2 x

0 0
1 3 f(t )dt 8 3 f (t)dt

0
x 3 x 2

 

ȑȤİȚΝȝȓαΝĲȠυȜȐȤȚıĲȠȞΝȡȓȗαΝıĲȠΝ(β,γ)έ 
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ȅǻǾΓǿǼȈΝ(ȖȚαΝĲȠυȢΝİȟİĲαȗȠȝȑȞȠυȢ)  
 

1.  ȈĲȠΝİȟȫφυȜȜȠ  ĲȠυΝ ĲİĲȡαįȓȠυ  ȞαΝȖȡȐȥİĲİΝ ĲȠΝİȟİĲαȗȩȝİȞȠΝȝȐșȘȝαέΝȈĲȠΝ
İıȫφυȜȜȠΝ πȐȞȦ -πȐȞȦΝ ȞαΝ ıυȝπȜȘȡȫıİĲİΝ ĲαΝ αĲȠȝȚțȐΝ ıĲȠȚȤİȓαΝ
ȝαșȘĲȒέΝ ȈĲȘȞΝ αȡȤȒΝ ĲȦȞΝ απαȞĲȒıİȫȞΝ ıαȢ  ȞαΝ ȖȡȐȥİĲİΝ πȐȞȦ -πȐȞȦΝ
ĲȘȞΝ ȘȝİȡȠȝȘȞȓαΝ țαȚ Ν ĲȠΝ İȟİĲαȗȩȝİȞȠΝ ȝȐșȘȝαέΝ ȃαΝ ȝȘȞΝ αȞĲȚȖȡȐȥİĲİ  ĲαΝ
șȑȝαĲαΝıĲȠΝĲİĲȡȐįȚȠΝțαȚ ΝȞαΝȝȘΝȖȡȐȥİĲİ  πȠυșİȞȐΝıĲ ȚȢΝαπαȞĲȒıİȚȢΝıαȢΝ
ĲȠΝȩȞȠȝȐΝıαȢέ  

2. ȃαΝȖȡȐȥİĲİΝĲȠΝȠȞȠȝαĲİπȫȞυȝȩΝıαȢΝıĲȠΝπȐȞȦΝȝȑȡȠȢΝĲȦȞΝφȦĲȠαȞĲȚȖȡȐφȦȞΝ
αȝȑıȦȢΝ ȝȩȜȚȢΝ ıαȢΝ παȡαįȠșȠȪȞέΝ ȉυȤȩȞΝ ıȘȝİȚȫıİȚȢΝ ıαȢΝ πȐȞȦΝ ıĲαΝ
șȑȝαĲαΝ įİȞΝ șαΝ ȕαșȝȠȜȠȖȘșȠȪȞΝ ıİΝ țαȝȓαΝ πİȡȓπĲȦıȘ . ΚαĲȐΝ ĲȘȞΝ
απȠȤȫȡȘıȒΝ ıαȢΝ ȞαΝ παȡαįȫıİĲİΝ ȝαȗȓ Ν ȝİΝ ĲȠΝ ĲİĲȡȐįȚȠΝ țαȚ Ν ĲαΝ
φȦĲȠαȞĲ ȓȖȡαφαέ  

3. ȃαΝ απαȞĲȒıİĲİΝıĲȠΝ ĲİĲȡȐįȚȩΝ ıαȢ  ıİΝ ȩȜαΝ ĲαΝ șȑȝαĲα  ȝȩȞȠ  ȝİΝ ȝπȜİΝ ȒΝ
ȝȩȞȠ  ȝİΝ ȝαȪȡȠΝ ıĲυȜȩΝ ȝİΝ ȝİȜȐȞȚ Ν πȠυΝ įİȞΝ ıȕȒȞİȚ έ  ȂȠȜȪȕȚ Ν İπȚĲȡȑπİĲα Ț, Ν
ȝȩȞȠ  αȞΝ ĲȠΝ ȗȘĲȐİȚ Ν ȘΝ İțφȫȞȘıȘ,Ν țαȚ Ν ȝȩȞȠ  ȖȚαΝ πȓȞαțİȢ, Ν į ȚαȖȡȐȝȝαĲαΝ
țȜπ .  

4. ΚȐșİΝαπȐȞĲȘıȘΝİπȚıĲȘȝȠȞȚțȐΝĲİțȝȘȡȚȦȝȑȞȘΝİ ȓȞαȚ ΝαπȠįİțĲȒέ  
5. ΔȚȐȡțİȚαΝ İȟȑĲαıȘȢμΝ ĲȡİȚȢΝ (γ)Ν ȫȡİȢΝ ȝİĲȐΝ ĲȘΝ įȚαȞȠȝȒΝ ĲȦȞΝ

φȦĲȠαȞĲ ȚȖȡȐφȦȞέ  
6. ΧȡȩȞȠȢΝįυȞαĲȒȢΝαπȠȤȫȡȘıȘȢμΝ1ίέ0ίΝπέȝέ  
 

 
ȈǹȈΝǼȊΧȅȂǹȈȉǼΝKǹȁǾ ǼȆǿȉȊΧǿǹ  

 
ȉǼȁȅȈΝȂǾȃȊȂǹȉȅȈ 
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