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ΜΕΘΟΔΟΙ ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΗΣ 
 

ΠΑΡΑΓΟΝΤΙΚΗ ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΗ 
 

 
1. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα: 

     α) 
1

0

xdxxe                                    β)  
1

0

xdxe)1x(            

     γ)  
1

0

xdxe)1x2(                         δ)  
1

0

x22 dxe)1x2x(  

 

2. Έστω Ιλ = 


1

x2 dxex , λR. 

     α) Να υπολογίσετε το Ιλ. 
     β) Να βρείτε τα όρια: λλ

Ιlim


 και λλ
Ιlim


. 

 

3. Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα Ιλ = 



0

x2 dxe)1x(  και στη συνέχεια 

το όριο λλ
Ιlim


. 

 
 

 
4. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα: 

     α) 



0

xdx2x2               β) 


0
xdxημx               γ) 




0

xdx3x  

     δ) 


0

2 xdxημx                   ε) 


0

2 xdxσυνx             στ) 


0

2 xdxημ2x  

 
 

 
5. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα: 

     α) 
e

1

2 xdxlnx                                  β)  
e

1
xdxln                      

 




 dxe)x( λκx  (πολυωνυμική   εκθετική) 

 

 



 dx)x()x(  ή  




 dx)x(συν)x(  

      (πολυωνυμική   τριγωνομετρική) 
 

 



 dx)x(fln)x(  ή  




dx)x(fln       (πολυωνυμική   λογαριθμική) 
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     γ)  
e

1
xdxlnx                                   δ)  

e

1

2xdxln   

   

6. Δίνεται η συνάρτηση f(x) = 
x

1
tdtlnt , x > 0. Να υπολογίσετε το όριο 

f(x)lim
0x

. 

 

7. Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα:   
1

0

2 dxx1xln  

 

8. Δίνεται η συνάρτηση f(x) = 2x
xln . 

     α) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα Ιλ = 


1
dx)x(f , λ > 0. 

     β) Να βρείτε το όριο λλ
Ιlim


. 

 
 

 
9. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα: 

     α)  
1

0

x xdxe                                 β)   
1

0

x xdxημe  

 
 

 
10. Έστω μια συνάρτηση f με f '(x) = 2ημx2 για κάθε xR και f    = 1. 

     Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα: I = 


0
dx)x(f  

 
11. Έστω μια συνάρτηση f με f '(x) = 2

2xe για κάθε xR και f (1) = e. 

     Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα: I = 
1

0
dx)x(f  

 

12. Έστω μια συνάρτηση f με f '(x) = - 
1x

1
2 

 για κάθε x  3,0  και  

 εύρεση του 



dx)x(f  όταν έχουμε πληροφορίες για την f ' 

 

 



 dx)x(eκx  ή 




 dx)x(συνeκx  (εκθετική τριγωνομετρική) 

τριγωνομετρική) 
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     f  3  = 
6
 . Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα: I = 

3

0
dx)x(f  

 

13. Έστω F μια παράγουσα της συνάρτησης g(x) = 
1x
)x(f


 στο [0, 1] όπου f 

συνεχής στο [0, 1]. Αν η Cf διέρχεται από τα σημεία Α(1, 1) και  

     Β(0, 2), να δείξετε ότι: dx)x(F
1

0  + dx)x(f
1

0  = 0. 

 

14. Δίνεται η συνάρτηση f(x) = 
1x

x2
2

2


. Έστω G μια παράγουσα της συ-

νάρτησης g(x) = 2x
)x(f  στο [0, 1]. Nα δείξετε ότι:  

    dx)x(G
1

0 = G(1) - ln2. 

 

 
15. H συνάρτηση f(x) έχει συνεχή παράγωγο στο διάστημα [1, 3] και ι-

σχύουν: f(1) = f(3) = 2 και dx)x(f
3

1 = 4. Nα δείξετε ότι:  

     dx)x('fx
3

1  = 0. 

 
16. H συνάρτηση f(x) έχει συνεχή παράγωγο στο διάστημα [0, 1] και ι-

σχύει: dx)x('fx
1

0

2  = 100 - 2 dx)x(xf
1

0 . Να βρείτε την τιμή f(1). 

 
17. H συνάρτηση f(x) έχει συνεχή δεύτερη παράγωγο στο R και είναι άρ-

τια. Nα δείξετε ότι: dx)x(''fx



 = 0. 

 
18. Έστω μια συνάρτηση f(x) που έχει συνεχή δεύτερη παράγωγο στο R. 
     α) Αν για κάποια α, βR με α < β ισχύει: αf '(α) = βf '(β), να δείξετε  

         ότι: dx)x(''fx



 = f (α) - f (β). 

     β) Αν η συνάρτηση f είναι γνησίως αύξουσα και ισχύει: f ''(x)   0 για 

         κάθε xR, να δείξετε ότι: 
3

)2('f    
2

)3('f  

 

 γινόμενο με f, f', f''… 
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19. H συνάρτηση f(x) έχει συνεχή παράγωγο στο διάστημα [0, 1] και ι-

σχύουν: f(0) = f(1) = 0 και dx)x(f
1

0

2 = 1. Nα δείξετε ότι:  

     dx)x('f)x(xf
1

0 = - 
2
1 . 

 
20. Έστω συνάρτηση f : R R δύο φορές παραγωγίσιμη, κοίλη και τέ-

τοια ώστε f(0) = 0 και f(1) = 1. Nα δείξετε ότι:  

     α) 
x

)x(f  > f '(x) για κάθε x > 0.    

      β)  dx)x(f
1

0

3

4
1 . 

 
21. Έστω μια συνάρτηση f με συνεχή δεύτερη παράγωγο στο [0, π]. Αν 

      



0

xdxημ)x(''f)x(f  = 7 και f(π) = 3, να βρείτε την τιμή f(0). 

 
22. Έστω μια συνάρτηση f με συνεχή δεύτερη παράγωγο με f(π) = 1 και  

     



0

xdxημ2)x(''f)x(f4  = 2. Nα δείξετε ότι: f(0) = 2 

 
23. Έστω μια συνάρτηση f με συνεχή δεύτερη παράγωγο στο [0, 1]. Αν 
     f(0) = 1 και f(1) = f '(0) = f '(1) = 0, να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα: 

     Ι =   
1

0

xdxe)x(f)x(''f . 

 
24. Έστω μια συνάρτηση f με συνεχή δεύτερη παράγωγο στο [0, 1]. Αν 
     f '(0) = f '(1) = -1, να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα: 

     Ι = dx)x(''f)x('f
1

0 . 

 
25. Αν οι συναρτήσεις f, g έχουν συνεχή δεύτερη παράγωγο στο [α, β] 
     και ισχύει: f(α) = f(β) = g(α) = g(β) = 0, να δείξετε ότι: 

     dx)x(g)x(''f



 = dx)x(''g)x(f




. 

 

26. Να βρείτε τη συνάρτηση f: 





 


2
,

2
 R με συνεχή δεύτερη παρά-

γωγο για την οποία ισχύουν: f(0) = 2000, f '(0) =  1 και  

     1 + dttσυν)t(''f
x

0  = συν2x + dttημ)t('f
x

0 . 
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27. Η συνάρτηση f έχει συνεχή πρώτη παράγωγο με f '(x)  0 και f(x) > 0 

     για κάθε x[α, β]. Αν  dx)x(fln)x('f



 = 0, να δείξετε ότι υπάρχει  

     ξ(α, β) τέτοιο ώστε: f(ξ) = 1. 
 
28. Έστω μια συνάρτηση f με συνεχή δεύτερη παράγωγο στο [0, α] και  

     dx)x(''fx
0


 = 0. Να δείξετε ότι υπάρχει ξ(0, α) τέτοιο ώστε:  

     f '(ξ) = f '(α). 
 
29. Έστω συνάρτηση f με συνεχή παράγωγο στο R για την οποία ισχύει: 

     f(1) = 
3
7 , f(0) = 1 και f '(x) > 2x για κάθε xR. 

     α) Να δείξετε ότι: dx)x(f
1

0   
3
4 . 

     β) Αν επιπλέον η f είναι κυρτή στο [0, + ), να δείξετε ότι: 
     i) f(x)   xf '(x) + 1 για κάθε x[0, + ) 

     ii) dx)x(f
1

0   
3
5 . 

 
 
 
30. Να δείξετε ότι: 

     α) Αν Ιν =  
2

0

xdxex , νΝ, τότε: Ιν = 2νe2 - νΙν-1, ν   2 

     β) Αν Ιν =  
e

1
xdxln , νΝ, τότε: Ιν = e - νΙν-1, ν   2 

     γ) Αν Ιν =  
e

1
xdxlnx , νΝ, τότε: 2Ιν + νΙν-1 = e2, ν   2 

     δ) Αν Ιν = 


2

0
xdx , νΝ, τότε: Ιν = 


 1 Ιν-2, ν   2 

     ε) Αν Ιν = 


4

0
xdx , νΝ, τότε: Ιν = 

1
1


 - Ιν-2, ν   2 

   στ) Αν Ιν = 



2

4

xdx , νΝ, τότε: Ιν = 
1

1


 - Ιν-2, ν   2 

 

31. Αν Ιν = 


1

1

2 dx)x1( , να δείξετε ότι: Ιν = 
12

2

 Ιν-1, ν   2. 

 υπαρξιακά - θεωρητικές 

 αναγωγικός τύπος 



μαθηματικά κατ/σης Γ' Λυκείου                                             μέθοδοι ολοκλήρωσης 

επιμέλεια: ΚΩΣΤΑΣ ΤΣΑΒΕΣ & ΧΡΗΣΤΟΣ ΤΣΑΒΕΣ 6 

ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΗ ΜΕ ΑΝΤΙΚΑΤΑΣΤΑΣΗ 
32. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα: 

     α)  
1

0

22 dx)3x2x)(1x(              β)   

0

1
32

dx
3x2x

1x     

     γ)  



0

4 xdxσυνx                           δ) 



0

2 xdxημx  

     ε)   



0

xημ xdxσυνe                           στ) 
4

1

x

dx
x

e  

    ζ)    e

1
dx

x
xln1                                η) 

2e

e
dx

x
)xln(ln  

    θ) 
4

π

0
2 dx
xσυν
x                                   ι)  2

π

6

dx
ημx

x  

 
33. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα: 

     α)  
1

0

2 dx1xx                               β)  
3

1
dx1xx  

     γ)   
1

0
dxx1x                                 δ)  

3

0
dx1x)2x(  

     ε)  
3

0
dx

1x
2x                                στ)  

1

0
dx

x1
x  

 
34. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα: 

     α)  
1

0

2 dx)9xln(x                            β)  
3

0

1x dxe  

     γ) 
2

0
dxxημ                                    δ) 

2

0
dxxσυν  

     ε) 
1

0

x3 dxex
2

                                  στ) 


0

23 dxxσυνx  

 
35. H συνάρτηση f έχει συνεχή παράγωγο στο διάστημα [0, 1] και ισχύει: 

f(1) = f '(1) = 2 και f(0) = 0. Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα: 

dx)x(''fx
1

0

23  . 

 

36. Να υπολογίσετε τo ολοκλήρωμα: Ι =  
1

0
2 dx

)1x(
)1xln(x . 
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37. Αν dx)1x2(f2
1

0  = 1, να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα: Ι = dx)x(f
1

0


. 

 
38. Αν f είναι μια συνάρτηση συνεχής στο R, να δείξετε ότι: 

    α) 



 dx)x(f  = 




dx)x(f  

    β) 













dxxf  = γ



dx)x(f , γ   0 

    γ)  
α

0
dx)x(f  = α 

1

0
dt)t(f . 

 
 

 
39. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο R και ισχύει: αf(x) + βf(-x) = γ,  

     α + β  0, να δείξετε ότι: dx)x(f
1

1 = 

2 . 

 

40. Δίνεται η συνάρτηση f(x) = xe1
x


 . 

    α) Να δείξετε ότι: f(x) + f(-x) = συνx για κάθε xR.  

    β) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα: Ι = dx)x(f



. 

  

41. Δίνεται η συνάρτηση f(x) = x

2

21
1x


 . 

    α) Να δείξετε ότι: f(x) + f(-x) = x2 + 1 για κάθε xR.  

    β) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα: Ι = dx)x(f
1

1 . 

 

42. Δίνεται ότι η συνάρτηση f είναι συνεχής στο 



 


2
,

2
 και για κάθε  

     x, yR ισχύει: f(x + y) = f(x) + f(y) +xημy + yημx. 
     α) Να δείξετε ότι: f(x) + f(-x) = 2xημx για κάθε xR. 

     β) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα: Ι = dx)x(f2

2






. 

 
43. α) Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο R και περιττή, να δείξετε ότι: 

         dx)x(f



 = 0. 

 η αντικατάσταση u = -x (έχουμε αντίθετα όρια ολοκλήρωσης) 
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     β) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα: Ι = dx
x1
x1lnx3

1

3
1 


 . 

 

44. Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα: Ι = dx
12

x
x

2





 
 . 

 
45. Έστω συνάρτηση f: [-1, 1]  R συνεχής, άρτια και τέτοια ώστε: 

     dx)x(f
1

1  = 2. Να δείξετε ότι: dx
1α
)x(f1

1
x 

 = 1. 

 
46. Έστω συνάρτηση f: R  R συνεχής και άρτια και η συνεχής συνάρ-

τηση g: R  R με g(x)   -1 και  g(x)g(-x) = 1 για κάθε xR.  

     α) Να δείξετε ότι:  dx)x(f



 = 2 dx)x(f

0


 

     β)  i) Να δείξετε ότι:  dx
1g(x)

)x(f


 
 = dx)x(f

0


. 

          ii)Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα: Ι = dx
1e
xσυν2

2
x




 

. 

 
 
 
 
 

47. Να δείξετε ότι: dx
x1

11

2 
 = dx

x1
1

1

1
2 

 για κάθε α > 0. 

 

48. Να δείξετε ότι: dx
x1
x1

1 4

2






 = 0 για κάθε α > 0. 

 
 
 
49.  Έστω συνάρτηση f συνεχής στο [α, β] με: 
      f(x) + f(α + β - x) = c για κάθε x[α, β]. Να δείξετε ότι: 

      



dx)x(f  = (β - α) f 






 

2
 = 

2
  )(f)(f  . 

 
50. Έστω συνάρτηση f: [α, β]  R με συνεχή παράγωγο στο [α, β] τέτοια 
     ώστε: f '(x) = f '(α + β - x) για κάθε x[α, β]. Να δείξετε ότι: 

 η αντικατάσταση u = 
x
1  (έχουμε αντίστροφα όρια ολοκλήρωσης) 

 η αντικατάσταση u = α + β - x 
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     



dx)x(f  = 

2
  )(f)(f  . 

 
51. Έστω συνάρτηση f συνεχής στο [α, β] και τέτοια 
     ώστε: f (x) = f (α + β - x) για κάθε x[α, β]. Να δείξετε ότι: 

     α) 



dx)x(xf  = 

2
β 




dx)x(f  

     β) 



dx)x(xf  = (α + β) 





2 dx)x(f . 

 
52. Να δείξετε ότι: 

     α) dxεφx)ln(3

6




 = 0                        β)   

1

0
2 dx

xx2ln
)1xln(  = 

2
1 . 

 
53. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα:  

    α) dx
xσυνx

xσυν2

0



                         β) dxεφx)1ln(4

0


 . 

 
 
 
 
54. α) Έστω συνάρτηση f: [α, β]  R η οποία είναι γνησίως μονότονη και 

παραγωγίσιμη με συνεχή παράγωγο. Αν η συνάρτηση f-1 είναι συνε-

χής, να δείξετε ότι: 



dx)x(f  + 






)(f

)(f

1 dx)x(f  = βf(β) - αf(α). 

     β) Δίνεται η συνάρτηση f(x) = 
2xe με x[0, 1]. 

          i) Να δείξετε ότι η f αντιστρέφεται και να βρείτε την f -1. 

          ii) Να δείξετε ότι: 
1

0

x dxe
2

 + 
e

1
dxxln  = e. 

     
55. Δίνεται η συνάρτηση f(x) = x3 + x - 1. Να δείξετε ότι η f αντιστρέφε-

ται και να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα: 


1

1

1 dx)x(f . 

 
56. Δίνεται η συνάρτηση f(x) = ex + 2x - 5. Να δείξετε ότι η f αντιστρέφε-

ται και να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα: 





3e

4

1 dx)x(f . 

 
57. Έστω συνάρτηση f: R  R συνεχής και τέτοια ώστε: 

ολοκλήρωμα αντίστροφης  
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      ef (x) + f(x) = x + 1 για κάθε xR. 
      α) Να δείξετε ότι η f αντιστρέφεται. 
      β) Να λύσετε τις εξισώσεις: f -1(x) = 0 και f -1(x) = e. 

      γ) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα: 
e

0
dx)x(f . 

 
58. Έστω συνάρτηση f: R  R συνεχής και τέτοια ώστε: 
      f 3(x)  + f(x) = x για κάθε xR. 
      α) Να δείξετε ότι η f αντιστρέφεται. 

       β) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα: 
2

0
dx)x(f . 

 
59. Έστω συνάρτηση f παραγωγίσιμη στο R με f(x) > 0 και τέτοια ώστε: 
      ef (x) + lnf(x) = 2x για κάθε xR. 
      α) Να δείξετε ότι η f αντιστρέφεται. 
      β) Να λύσετε τις εξισώσεις: f(x) = 1 και f(x) = e. 

      γ) Να υπολογίσετε την παράσταση:  
e

1

1 dx)x(f + 

2

1e

2
e

e

dx)x(f . 

 
 
 
 
60. Έστω συνάρτηση f: R  R συνεχής και τέτοια ώστε: 
      f(x3 + x) = 2x για κάθε xR. Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα:    

     
2

0
dx)x(f . 

 
61. Έστω συνάρτηση f: R  R συνεχής και η συνάρτηση g(x) = x + lnx 
     με   xxe)x(gf  , x > 0. 
     α) Να δείξετε ότι η g είναι 1-1. 

     β) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα: 
e1

1
dx)x(f . 

   
62. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα με τη βοήθεια της αντικατάστα-

σης:  

    α) dx
x4

11

1 2 
       θέτοντας: x = 2ημu                  

    β) dx
9x

13

0
2 

          θέτοντας: x = 3εφu                  

ολοκλήρωμα σύνθετης  


