MAGOGHMATIKA KATEYOYNXZHX I'" AYKEIOY 0pro 670 XoeR

‘Opro suvaptnong oto XoeR
e 1 évvolo Tov opiov
e mpoimdOeon avalnmong tov lLim f(x).

X—>Xp

IAIOTHTA: Opuw ko Tpacerg

UTPOGOLOPLGTI| LOPPT) % LE TOAVOVV Q.

1) Na Bpeite Ta 6pia:
i)]jm9X ii)]ij+X2
x—3 X—3 x—1 x—1
2 2
iii) lim X" -x-4 iv) lim w
x——1 x+1 x=3 X°—4x+3
V) lim —2— 2 i) fim — > 1
x=>-1 —x" 4+5x+6 x=1 2X7 +3x =5
3 2 3
vii) lim X~ +2Xx +23X+6 viii) lim X4 3x+2
X—>-2 4—x x=>1 X" —4x+3
o 3x3+4x2 . x*-16
iX) im —p——+ X) ]mf 3
x—=0 4 X" —-3X x—>-2 X +8
3_
i) lim -~ OX+S xii) Iim( L4 )
x—1 (2)(_1) -1 x>\ X—2 X°—4
UTPOGOLOPLGTI] HOPPT) % pe piceg
2) Na Bpeite ta Opo:
i) lim 9 x? ii)h.m«/x+2—2
x—3 \/3_)(—3 x—2 X—2
i) fim ——— iv) fim 2 YX=3
x—0 +/1+3x —1 x—7 X2—49
V)h.m\/5x2+4—3 Vi)Hme4;7—J4x+1
x>l x7 -1 x=>2 X" -5x+6
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vii) fim YLZIXH2X viii) fim XZ12YXHES
x——1 X°—1 x—4 X—4
3) Na. Bpeite ta Opto:
i) lim _x-1 i) lim ~——— =3
x>l x+3-=-2 X5 A/X -2
," 2 J—
1) lim X +2 Iv) lim x* —Vx
x—2 m_3 x—1 \/;—1
v) lim VX +8 —/8x +1 vi) lim Jx+5-+2-2x
x> A5—x —v/x+3 x>-1/3x+7 = 24/x +2
J— 2 —
vii) lim 3x — X viii) lim VXx+3-3x+1
x=>3 X+l —-x+1 x—1 x—1
vl 3 B
) fim SX=1 x) lim MX+1=2
x—»1 X-=1 X—7 X—7
. Ix+7+/4x+5-5 o B+ 2+ X+2+%X—6
Xi) Lim xii) lim
x—1 x-1 X—>2 X—2
4) No. Bpsirs TOL OpLOL:

\/ X% x— \/ —2X%—x—
X—)l “,X _1 X_)l X —1

IAIOTHTA: lim f(x)=? < lm f(x)= lim f(x)=£

X=Xy X—X{) X—Xq

& TALVPIKA OprLaL

5) Na Bpebet (av vapyer) to lim f(x), dtav:
X—>Xy
2x+3,x<-1

1) f(x) :{ \ 070 Xp = -1

X' +2,x>-1

i) ) NX+2 ,—2<x<2 o= 2
X) = OTO Xp =
N2X+5+x—-3,x2>2
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—“X+3_2 ,—3<x<1
i) fx) =4 X1 670 Xo = 1
Xz_l , x>1
2xX°=2

x’—2 ,x<-2
IV) f(x) =<3x+2,-2<x<1 0710 Xp=-2K06TO Xp0 =1

x*—1 ,x>1

[ x—1
Jx =1

V) f(x) =44 , x=1 oT0 X =1

x> —6x+5

x—1

6) Na Bpebei 0 0eR dote va £xet Op1o 6to Xo = 2 1 GLVAPTNON:
o’ x*+ax—1,x<2
fx) =1,
X +20x-3 ,x>2

20 X’ +ax+1,x<1 . , .
7) Av f(x) = va 0gi&ete OTL OV VILAPYEL TO
a’x—3 ,x>1
lim f(X).
x—1

8) Na. Bpebovv ot a, feR dote va £xel 6pto 6to Xo = -1 1 cLUVApTHON:

o’ x*+1  ,x<-1
f(x) = s
20 +B" x,x>-1

3x—a , x <—1
9) Ecto 1 cuvdpton f(x) =4 x°—ax+p , —1<x <1. Na Bpeite Tic
X —ax’+y,x>1

TWEG TOV 0, B, ¥ Yl TIg omoieg vapyet to lim 1f(X) ko lim f(x) = 1.
X—>— x—1

) ) of(x) +B,x <0
10) 'Eot® n ovuvaptnon g(x) = ue o .
Bf(x) +a,x>0
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Av lim g(x) = Lim f(X) = m, va dciéete ot a + f = 1.
x—0 x—0

IAIOTHTA: Opiwo kon dr1dtaén
Opwo pg amorvrta

& To Xo 0gv unoevilel Kopd TaPAGTAGT HEGO GE ATOAVTO

11) No Bpeite ta Opia:
4 x -3+ xP 6 R ex=3-x-2]
1) lim 5 i) lim
X—2 X° =2x x—1 x—1
‘x3—3x—1‘+x ‘x10+x+1‘+‘xz—l‘—2
i) lim iv) lim
x—>-1 ‘X3 +5x + 4‘ -2 x—0 X

_ 29 -3-[f() +1
12) Av )I(ILnO f(x) = 1, va Bpeite 10 Hp10: )I(ITO 00 1

< To Xo pnodevilel (£0TM pua) TOPAOTAGT HEGH GE ATOAVTO

13) Noa Bpeite ta Opia:
2
- ‘x—l‘—kxz—l o ‘X —4X+3‘
1) lim 3 i) lim 5
X—1" x°—1 x—1* x“—1

‘x+1‘+x2—x—2 ‘X2—4‘+X2—4X+4

i) lim iv) lim

X——1 X3 +1 X—2 X3 -8
‘xz—l‘—x2+x+2 Xz_g_‘x_g‘
v) lim vi) Iim
x>-1  +Jx+2-1 x>3  [x—1-2

14) 'Eoto ot cvvoptioeis f, g : R > R tétolec worte: Iim0 f(X) = e ko
X—>

lim g(x) = 1. Na anodei&ete 6Tt yio kamoteg Tipuég Tov XeR 1 e€iowon

x—0

t2 + f(X)t + g(X) = 0 &ye1 8V0 pileg mpaypoTucsc Kot AViGe.
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IAIOTHTA: Kpvrijpro mapepfoing
& Alvetan (cvvi0mg o) avicotnTa Kou {nteitar 6pLo

15) No Bpeite to lim f(x), étav:

X=Xy
X2—2x < f(x) < x*—x2 X wxauXo=1
i) 3x-x2 < f(x) +2 < 3x+x? xaXo = 0.

16) i) Av X2+ 2x < f(x) < 2x%+ 1 710 k40e XeR, va Bpeite T0 6p1o
f(-3
lim ———.
x—>1 X-—1
i) Avnux + 2 < f(x) < x2+ x+ 2 yu kéd0e xe(-1, 1), va Bpeite 10
f(x) —2

o6po lim :
x—0 X

i) Av6+/x -6 < f(x) < x+3 v kéOe X> 0, va Bpeite To dplo
lim M
X—9 X—9

17)1) Av ‘xf(x) — ‘XH <x% 110 k60 XeR, va eEgtdoeTe 0V VITAPYEL TO OPLO
lim f(x).

Xx—0

i) Av [f(X) —g(x)| < ‘ng(x)‘ yio k60 X<R ke im g() = 3, va petee
X—>

70 6p1o lim f(x).
x—0

18) Av 2+/2x < f(X) £ X + 2y kéBe x>0, va Ppeite Ta Opia:

o o f(x)-4 o f(x)—4
)T RR Ut W 22
2
vy fim £O=16 e JECOHI=NS VI =2
X—2 x—2 X—2 x—2 Xx—=2 x°“ -4

19) 'Eotm ot cuvoptioeis f, g : R > R tétolec wote: Iim0 f(x) = -1 ko
X—>

Iimog(x) =L Av woyvet: f(x) < ” < f(X) + g(x) v kaOe xeR*, va
X—>

arodeiete OTL A #0.

20) Av ywe t cvvapmon f oydet: [f(x) —f(y)| < kjx— y\z Y10 K60
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X, YeR va Bpeite ta opro: ) Lim  f(X) B) lim M.

X=X XX X—=Xp

& ‘Otav 610 0pro EpPVILETOL TAPAGTACT] TG LOPPNS MO 1] GVLV O

21) No Bpeite to Opia:
i) lim x qut i) fim xéovy ™
x—0 X x—0 X
- 2 e 2
1i) lim nux cov— Iv) lim (X*-nu——
x—0 X x—1 X-1
_oxT-2x+1  3x 'SR B S |
v) lim ————— qpu— vi) lim 5 ‘MU
x=>1 XxX“°—X x—1 x—0 X X

& punoeviKn emi @paypévn

22) 'Eotm cvvaptnon f ue oovoro tipav f(A) = [-3,2]. Na amodeitete Ot
Iimo nux - f(x) = 0.

X—>

23) Av yia ) ovvéaptnon f ioyvet: f2(X) — 3f(x) + 2 < 0 xovtd 610 Xo = 0,
va Bpeite 1o 6p1o: IimO nu2x - f(x) .
X—

IAIOTHTA: - Baocikn TPLy®@VOUETPIKT] AVIGOT|TO
- TPLYOVOUETPLKA Opra

24) No Bpeite to Opia
3 2
i) fim X i) lim 170X
x—>0 X x—0 X
i) fim EPE iv) lim =
x—0 X Xx—=0 X —Xx
2 J—
V) lim ZHX =X vi) lim Y+ 171
x—0 3nux + X x>0 nux
[ 2
vii) lim X - OLVX + NUX viii) lim X +1-ovvx
x—0 X +Nux x—0 X MuUx

gArayn petTofintc

25) Na Bpeite ta Opia :
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nu3x

1) lim i) lim
x>0 X x—0 S(pSX
i) fim X ) fim X
x—>0 €pSX x=>0 X
V) lim TH2XFNHSX vi) lim TH2XTHOX
x—0 X x—0 X
vii) lim 3% viii fim TOX) - Mu(BX)
x—0 +/x +1-1 x—0 NU(yx)-nu(dx)
26) No Bpeite to Opia :
Sopo Mux-D s P -D) s n(x-2)
1) lim ——= i) im ————= i) lIm ———
) x—1 x2—1 )x—>1 \/_—1 )x—>2 JXx+7-3
27) No Bpeite to Opia :
L X=X X3-7x+6 o XA/X+A/x =2
1) lim i) lim i) lim
x—0 X +\/— x—1 X\/— 7JX +6 x—1 JIx =1
o x=3%x _Ix+¥x -2 o UX=1-x+1
iv) lim v) Im ———— vi) Im ————.
x>l x—1 x>l x-1 x—»2 1-3/x-1

28) 'Eotm 1 ocuvapmon f: R—>R pne Iimlf(x) = 2, va. Bpeite ta OpLa;
X—

_ 2 £3(x) —f(x) =1 — f(x) — 3/ -
o im 3T 2./f2(x) +5 " "m\ (0 -f0) -1 -1f) -3
o1 F2(x) - 2f(x) X1 f(x) - 2

29) 'Eocto n moAvevouikn tepirth ovvaptnon P(X). Na Bpeite to 6pro:

‘P(X)h]},t X+ 1‘ — ‘XP(— X) + 1‘
m .

Xx—0 X

30) o) Av lim f(X) =1, va Bpeite to lim f(3x-1) .
X—> X—2

B) Av lim ( ) =5,va Bpeite to lim f2x) :
x—0 x=>0 X
f(x)

31) 'Eot® n ovvdpmon f: R— R pe lim = 2. No Bpeite to opia:

x—0 NuUX
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a) lim 1) B) lim 1UNX)
x>0 X x—1  Inx

32) 'Eoto n ovvépton f: R—> R pue lim f(X) =«.

X—>o

a) Av n f etvar dptio, va dei€ete ot lim  f(X) = k.
X—>—o

B) Av n f eivon mepirtn, va deigete 6t1: im f(X) = -k

X—>—a

33) Av lim (6] =1,va Bpeite Ta dpo:

x—=>0 X
_fx-1) ) f(x) +(2%) +f(3%)
Y };]I—I>11 x-1 2 >]<]I—>n0 Vx+1-1 12 ilino X
2
5) lim f(X)'f;@X) &) lim f(npx) o1) lim f (2X)
x—0 X x—0 X x—0 nu-x

34) 'Eoto 1 ovvdptnon f: R— R pe mv dvmrta:
f(x +y) =f(x) + f(y) + 2xy, v kéOe X, yeR.
1) Av ]im2 f(x) = 1, va. Bpeite t0 lim4 f(x).
X—> X—>

ii) No deifete otu: f(X) + f(-X) = 2x°.

1) Av lim f(X) = a 6mov a > 0, va. Bpeite 10 o0 doTE VO 1oYVEL:
X—>a

lim f(x) = 1.

X—>—Q

35) 'Eoto 1 ouvdptnon f: R— R pe v ddmrta:
f(x +y) = f(x) + f(y) + 2xy, 10 ka0e X, yeR. Av lim f(X) = o, va Bpeite

X—>o

10 0.> 0 ®ote va oydel: lim f(X) =a + 3.
x—2a

BonOnTuc] ovvaptnon (0¢T® — AV — avTiKa016TO)

36) Na Bpeite 10 ]1'm2 f(x), ov:
X—>

o) lim (2f(X) +1—x) =3 B fim 1) =1
x—2 x—>2 X—2

2

37) Av lim xf(x) + nu2x
x—0 X3+ x

=5, va. Bpeite o lim f(X).
x—0
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38) a) Av lim f( ) = 3, va. Bpeite o Lim M
x—0 x>0 X2+ 3X
B) Av lim f(x)—x = 2, va Bpeite to m fx) =X
x>l X2_— x>l A/X -1
v) Av lim o) —x_ 1, va Bpeite 0 Iim Xf(X)—4.
x—2 X—2 x—2 X—2

39) Av lim fx) _22 “NRX 3, va. Bpeite ta OpLoL;
x—0 X"+ X

) lim () B) lim 100=2 p tim =4
X—> X—> X x—0 x —X

40) Na Bpeite 0 lim [f(x) g(x)] oV

X—> X0

o) fm 1% =2 fm g(x2-X-2) =-3 Kot Xo=-1

x—>—1 X+1 x—-1
) Tim f(X) =3, lim g()(x+x+6)=2 ko Xo=-2
X——2 X — X—>—2

41) Na Bpeite Ta Opro. v cvvaptioemy T kot g 6to Xo av
lim [3f(}) +9(x)] =19 «xa  lim [f(x)—2g(x)]=-3.

X=Xy X=Xy

42) a) Av lim ) _ K, KeR va dei&ete 6ti: lim f(X) =0

X=X X—XO X=X

2
B) Na Bpeite tic Tnéc tov o, BeR wote: Iim &22)([3 =4,
x—2 X—

43) Av hm ( ) =3 kot [g(x) -1 <[f(X)| y1o ke XeR, va Ppeite Ta dpuo

3_
@) lim f(x) B) lim g(x) p lim 90 =8-2
x—1 x—1 X—>1 g (X) g(X)

44) 'Eoto n ovvépmmon f: R — R. Av lim f09 _ = LeR kot 1oydetL:
x—>0 X

f3(x) + f(X)nux = 2x*nux, xeR, vo Bpeite 10 A.
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45) 'Eoto n ovvdpmmon f: R — R ywo v omoia woyver  lim o9 -1 =2
x—0 X
KoM cvvéptnon g : R* — R pe &) = ! + f(i? . Av

mutx nptx ox
lim f(X) = A, va Bpeite to 6pro  lim g(X).
x—0 x—0

OVICOTNTES KO OpLO.

& vadpyerto lim f(X)

X—>Xp

46) 'Eoto n ovvdptnon f: R — R yia v omoia woyvel im f(X) = A ko

x—0

xf(x) —mqux < 0, xeR. Na Bpeite 10 A.

47) "Eoto n ovvdpton f: R — R yuo v omoia woyver im f(X) = A ko

x—0

xf(X) £ nu2x + ovv2x - 1, xeR. Na Bpeite 10 A.

48) Av n cuvaptnon f eivar opiopévn oto R pe im f(X) =40 + 3
x—0
kot Xf(X) > nu3x + nusSx ya kdbe XeR |, va Bpebei  Tiun tov a.
49) Av nu(ax) £ nu(BxX) + nu(yx), yia kdbe XeR , va amodei&ete Ot
a=p+y.
50) 'Eotm cuvaptnon f opropuévn oto didompua (-1, 1) kot té€tota dote

lim ) _ 1 kot af(X) + 1 < vVX+1 yia ké0e Xe (-1, 1). No amodeiete
x—0 X

ot o=

N |-~

@ ogv divetor oTLvmapyer o lim f(X) —> kprrpro wapeppfoing
X—>Xp

51) Av ywa ) cvvaptnon fioydet: f2(x) < 2xf(X) yia kébe XeR |, va
amodeifete ot lim f(x) = f(0).
x—0

52) Av ywa ) cvvaptnon f oydet: f2(x) + ovvx < 2f(X) Y10 ka0e XeR
vo Bpeite To lim f(X).

x—0

53) 'Eoto ot cuvaptmoeic T, g: R — R yia tig omoieg oyvet:
f2(x) + g%(X) < nux 7y k4Pe XeR. No. deiéete Ot:
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lim f(X) = lim g(x) = 0.
x—0 x—0

54) 'Eoto ot cuvapmoelc T, g: R — R yia t1g omoieg oyvet:
f(x) < 0 < g(X) yiakébe XeR. Av lim (f(X) —g(x) ) =0, va Seifete
x—0

ot lim f(x) = Lim g(x) =0.
x—0 x—0

55) 'Ecto n pn otadepn cvvaptnon f : R = R tétoa dote: f2(X) < X% ya
kéBe XeR. Na oeitete ot

o) ]imof2 x)=0 B) ljmo \f(x)\ =
y) lim f(x) =0 5) lim M) _
x—0 x—0 f(X)
YEVIKEG

56) Av ywc k@Oe XeR 1oydet: f(X) = f(2-X) yo kdbe XeR ko
lim (f(x) —2x—1) =5, va Ppsite to 6pto: lim f(x).

x——1 x—3

57) Av n ovvapmnon f: R - R givar meprrmi ko lim f(X) = 2, va Bpeite
x—1

1 2
S5p10: Iim | f(X) + — + .
O Opto x—)—l(() X+1 x2_1j

58) 'Eoto ot cuvaptmoeig f, g: R — R. Av n f givan dptia, n g eivan

neprty, lim fx )1— 3 ko ]Jm a(x) (\/2X+ 3) 5, va Bpeite 10

x—1 X—
op1o:
lim [109 9091

59) 'Eoto 1 ovvaptnon f: R— R yia v onoia 1oydet:

f(x +y) = f(x) + f(y) - Xy, 1o ka0 X, yeR ka1 lim 09 )

x—>0 X
. f(x) - f
No vroloyicete o Opro: lim T = f(a)
X—a X_ o,

, Omov o.eR.

60) 'Ect® n cuvaptnon f: R— R pe v dwomto:f(x +y) = f(x) + f(y),
v kéOe X, yeR.
1) Na dei€ete 6t1 f(0) = 0 kou 611 1 T elvan mepir.
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1) Av lim 09 _ = 2014, vo Bpeite t0 6pro: Lim M
x—=0 X x—1 X—1

1) Av lim f(xX) =2014, va Bpeite 1o 6p1o: lim f(X).
x—1 x——1

61) Eoto 1 ovvaptnon f: R— R pe lim fx) —x -9
x—0 X
a) No Bpeite ta 6pra: im f(X) ko lim (X)
x—0 x—0 X
B) No vtoloyicete To0 AeR ®ote: lim Xf(x) + XX?HX -5
x—0 X npx+f (x)
) No. vrohoyicete 1o 6pro: lim fnpx) +x
x=0 X+MNuUx
62) Av lim f)+4 _ = 2014, va Bpebei To 6pro: lim M
x—=2 X—2 X—2 x—2

63) 'Eocto pyadikog apBpoc z ko cuvapmoelg f, g tétoteg dote:
x2—x—21m(2)
3x-6

e Ilim f(x) =2z

Xx—2

e lim g(x) =2z -
X—2

o f(x)<

< g(X) yio kGOe X # 2

1) No amodeifete Ot ‘Z‘ =1
i) No Bpeite tov pryodikd apbud z.
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